18

GAZETA DE MATEMATICA

Resolucdo de sistemas de equacgdes lineares
determinados

por F. Teixeira de Queiroz

Algoritmos resolventes
Seja

ey @y + Cra@g + ++- + Ca @a +dy =0
(1) Coy +0mwn+-..+02,‘rn+d2=0

srmer e stsssEaBsstaRtantBa s E

Ca1 @1 + Cog@g+ o+ + Can®a +dp =0

carmrwae e

um sistema de n equacdes lineares a = in-
cOgnitas, determinado, que representaremos
com a forma matricial

@) C-X4+D=0 |C|+0
fazendo
C=]cucig- e

X* =[y@y .-+ 4]
D* —[dydy - d]

Conhecida a matriz C-!, inversa de C,
o sistema (1) admitira a solugio

@) X=—C1.D

Porém, na pratica, os diferentes algoritmos
que resolvem o sistema (1) obtém-se, nio
pelo calculo de C-!, mas decompondo a
matriz C no produto de duas matrizes
triangulares 4 e B, em que uma é trian-
gular esquerda e a outra é triangular direita.
Como cada uma destas matrizes tem
n—(n:‘ Y coeficientes que podem ser nio
nulos, ha, na decomposicio da matriz C,
n elementos arbitrarios.

De
[ cruciziz - cin | =
[ [of [if cee
(3) 21 %22 23 2n
L Cr1Cu2Cng *"° Can _|
=] a0 0 «--0 TJ-Tbyubyg--bn]
ag ag 0 ... 0 0 by - bon
L @y Qg @y -+ Ay | _0 0 "'bmu_

vemos que tera de ser

Cij == 2 @ik bij

k=i, g
ou seja
ai;j=1/b;;. (c.-,- — X - bkf)
k<j
4
@ bij =1/ai; - (G.‘j— Zal‘k'bkj)
k<i

A decomposigio

(4;) @i+ by = ciy — 2 @ix - bri
k<i

6 arbitraria, o que confirma a conclusido a
que chegamos anteriormente de que, na de-
composicio da matriz C' existem » elemen-
tos arbitrarios. Vemos, também, que tanto
a;; como b;; terdo de ser diferentes de zero
para que a decomposigio seja possivel. I
condigio necessaria e suficiente para que isso
se verifique gque alguma cadeia de menores
principais da matriz C' néo tenha elementos
nulos., Verificada uma tal condicio a decom-
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posicio de C nio oferece a menor dificul-
dade. '

Decompde-se ¢;; e em seguida calcula-se
a primeira coluna de A4 e a primeira linha
de B, por meio de (4). Decompde-se em
seguida, por meio de (4'), o elemento ¢y ©
calculam-se a segunda coluna de A4 a se-
gunda linha de B, ete.

O célculo das inversas de 4 e de B tam-
bém n#io oferece dificuldade de maior o mes-
mo se dizendo da inversa de C, a qual é
dada por

C-1 — B-1. 4-1

Nio é preciso, porém, conhecer esta para
resolver o sistema (1'). Com efeito, fazendo
em

C.X=4.B.X=-D,

(5" B.Xw= Y
teremos
(5) A.Y+D=0

O sistema (1) aparece decomposto nos sis-
temas

an -4 +d;=0
) agy - Y1 + Qo2+ Yo +dy=0

@i+ Y1+ Gug Yo+ oo+ un - Yo+ da=0
o

by +byg-ag+ s + bya- 2=y
(5) bog - @y + ++- + bgn - Ta =Yg

................

que se resolvem duma forma imediata.
Conhecida a inversa da matriz A4 pode-

mos ainda transformar o sistema (1') no sis-

tema equivalente, de resolugéo imediata,

(6") B.X+41.D=0.

E na formagio deste sistema que se ba-
seiam os diferentes algoritmos resolventes
do sistema (1).

Se em vez de decompormos em matrizes
triangulares a matriz C, decomposermos a
matriz de ordem =+ 1, obtida daquela pela
ampliagio duma coluna com os termos inde-
pendentes e duma linha com os mesmos ter-
mos transpostos, teremos

O Dl=[FA OB Y=
i e
—=[AB AY
[YB s 1Jp A8 U’U]

0 que mostra ser
C=A.B e Y=A1.D

e ainda que o sistema (6') se estabelece, duma
forma imediata, sem ser necessario o calculo
de A-1.

X baseado nesta decomposigio, que aqui
establecemos para sistemas de equag¢des, si-
métricos on niao, que se constroem os algo-
ritmos de Gauss-DooLiTLE e de CHOLESKI.
Eles distinguem-se um do outro apenas pela
forma como decompdem os elementos da

diagonal. Enquanto no primeiro se toma
bii =1 e, portanto
Tl zaik - bas
k<i

no segundo faz-se

aii=bn=\/cu— Zﬂvik'bkio

k<<i

Tais decomposi¢des simplificam muito, no
caso de sistemas simétricos, o calculo das
matrizes auxiliares 4 e B. Com efeito no
algoritmo de Gauss serd A* = S.DB, em
que S é a matriz diagonal formada pelos
elementos da diagonal de C'. Com a nota-
¢ic de (GAuUss sera

A O]=[[aa] O O Ohaar w0
) & U'] (ab][65,1] O ... O
[ae] [bc,1][cc,2]..- O
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No algoritmo de CHOLESKI teremos
A% =B

BanacHiEwIcZ determina, com o auxilio
de cracovianos (que niio se distinguem das
matrizes a nio ser por o produto se fazer
coluna por coluna), a inversa da matriz

C* 0. E facil de verificar que
[2- 7]

=1

CEO0) =100
D*I] Xxs. .1

O calculo da inversa referida da-nos assim
na Gltima linha, a solugio desejada. Da
decomposi¢io em matrizes triangulares de

[0 7176 710 7]

resalta que

C* O [4* O] [B* O
D* I] _[o 1] [Y" I]

e portanto que

B* o]-l _[A" o].[o-—t O:I re
[Y* I o 3 1 i ¥ e AL
A*C*1 0
=) X I]

Esta dltima matriz dar-nos-a, também, na
Gltima linha a solugio pedida.

Decomposicdo dum sistema de equagdes

Como ANDERSEN mostrou o namero de
operagdes necessarias para resolver um sis-
tema de equagdes lineares é sensivelmente
proporcional ao cubo do nimero de incégni-
tas(*). Como consequéncia sera muito morosa

(*) A resolugdo pelo método de Cramer levaria a
cerca de ni operagdes.

a resolucio de sistemas com mais de meio
cento de incdgnitas. Por outro lado a reso-
lugio de tais sistemas por meio de calcula-
dores electrénicos torna-se dificil por neces-
sitar a utilizagio de programacdes que em
geral ndo estiio construidas.

Estas razdes levam-nos i pesquisa de mé-
todos de decomposi¢io do sistema de equa-
¢hes, noutros de menor nimero de incégnitas
de tal forma que passa a ser possivel quer a
utilizagio de programacdes para a resolucéo
de sistemas com um menor nimero de inco-
gonitas quer a distribuicio do trabalho por
uma equipe de calculadores.

A possibilidade de utilizar tais métodos é
consequéncia de, em geral, as equacgdes dos
sistemas a resolver terem muito poucas in-
cégnitas cada uma, (ou por outras palavras,
a matriz do sistema ter muitos zeros).

Admitiremos que a matriz do sistema tem
a forma

DB B0 g
Qﬂ SQ P2 0

F d

(%) 0~ GiiileiBy

L0 0 8
em que S;,S;, S5, o Sy sio matrizes qua-
dradas (havendo vantagem em que as matri-
zes Sy e Sz sejam de pequena ordem).

Ha varios métodos para decompor o sis-
tema (1’) quando a matriz é da forma (7').
Os mais importantes sio os de BoLrz e os
de Praxis PraNiewicH.

BoLtz da-nos dois métodos de decompo-
sicio ambos baseados no calculo das matri-

zes inversas
S P,]-l_ A B] Sy P5]—1_ E F
o | b [ e s Q S, [G’H
as quais podem ser determinadas simultanea-
mente por dois calculadores.

Multiplicando & esquerda o sistema (1),
em que C & dado por (7'), pela matriz
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@) 8
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lo o

0 07
0 0
E F
¢ HJ

somos conduzidos ao sistema equivalente

PP 20T T X =TDi
o |07 zof |5 D}
89 0 'z, 1 0 Xs D4
LA AR 4 (1 P 28 (68 I

emque Z,=B.Py, Zg=D . Py, Zz=E . Q4
e Zy= G- Qs. BoLrz chama a estes coefi-
cientes os correlativos de ligagio.

O sistema nio simétrico, (9'), pode agora
ser resolvido nas variaveis X, e X5 e, em
seguida, por substituigio, nas variaveis X
e X,. K nisso que consiste o método de
substituigio de BoLrz. Se designarmos por

M N ; : [I ZQJ
a inversa da matriz
[P Q Zs X

o sistema (9’) resolver-se-a multiplicando
consecutivamente & esquerda pelas matri-
zes

BT 0 00T

0O M N O

(10) lo P Qo
PN 0.0 1]
Bk L 0.2 03
Auer T 0.0

G0 6
iz o rl

Caso se deseje determinar a inversa da
matriz C, ela ser-nos-a dada por

C_1=RS-R2-R1.
Porém a nio ser que esta seja explicitamente

pedida nido é preciso calcula-la para resolver
o sistema de equagdes lineares.

As matrizes Z,,Z,,Z5 e Z, sio solugdes
das equacdes matriciais

I:Sl Py 'Zl'=[0]
Q S| [Z, Py
e
[Ss Py —25—=[Q5J
(A ol | B 0

em que as matrizes incégnitas e termos inde-
pendentes tém o mesmo nimero de linhas e
colunas. Por decomposigiio em matrizes trian-
gulares das matrizes

7Sy Py a0 O T er T SyPe Gl Dl
Q Sy Py Dy Q Sg 0 D,
Wb L 0 Qs 05 L iD
Vibpchosers 700 olipe 5050

determinam-se o8 Z e os I).

Este método de decomposicio dum sis-
tema de equagdes lineares com um grande
niamero de incégnitas é valido para sistemas
simétricos e nio simétricos. Porém, no caso
de sistemas simétricos ha a possibilidade
de utilizar outros métodos que simplificam
o calculo. Os mais importantes sédo o de
desenvolvimento de BorLrz e o de Pranis
PRANIEWICH.
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