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Sur le normalisaïeur d'un sous-groupe cyclique 
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I - i n t r o d u c t i o n . 

Si a est un é lément d 'un groupe G et r 

est un entier que lconque, 1 équat ion ax~xaT 

n'est pus généra lement soluble dans G . Par 

exemple , si a appar t ien t au centre de G, 

on a ax x a , pour tout x e G . Il en 

résulte que, si a est un é lément d 'ordre 

infini , a lors l 'équation a x = x ar est soluble, 

si et seulement si r = 1 ; et, si l 'ordre de 

l 'é lément a est » , a lors cette équat ion ett 

soluble , si et seulement si la con>;rut> ri ce 

ar i thmét ique r = 1 (modu lo ») est satisfait©. 

Cependan t l ' ensemble A , fo rmé par les 

solutions de toutes les équat ions ax=xaT, 

où r parcour t l ' ensemble Z des nombres 

entiers, n'est pas vide, puisqu'i l contient le 

norma l i sa ieu r de a (1) . 

Rappelons que le normalisateur dp a est formé 

par les éléments du groiipe G qui sont permutahlea 

avec a . Le normalisateur de a est un sous-groupe 

de G . 

Rappelons, en outre, que le normalisateur d'un 

sous-gr&upe H , de G , est l'ensHm I > I •> îles Elements 

x. e G , tele que J: H — H x . Le normalisateur de // 

est te plus grand sous-groupe de G qui tontieut U 

comme sous-groupe invariant. 

Dans cette note, on étud ie que lques pro-

priétés de l 'ensemble A et ou en dédu i t 

quelques proposit ions concernant les rela-

entre le normal isateur A 7^) , du sous g r o u p e 

cycl ique {«} engendré par a , et le norma-

lisateur JV„ , de l 'é lément a , 

2 — P r o p o s i t i o n s p r é l i m i n a i r e s . 

Soit G un groupe et supposons que les 

éléments a et x , de G , véri f ient l ' éga l i té 

(2. 1 ) a x = x aT, 

r étant un entier quelconque. 

A lo rs , on a év idemment 

a2 x = rt x a' = x a: 

et de 

a'" x = xav 

i l résul te 

«'" +
 1 x = a x a" T = x aT • amr = ar + r, 

c'est-à dire, l 'éfïalité 

am x =• xamr, 

est satisfaite, quel que soit l 'entier posi t i f m . 

De (2. 1), il resulto 

a*1 a- — (at a' a r ' J ' 1 • x = x a-Tœ t • x = 

= ;£ i i- r = a : (cr 
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et, moyennant (-. 2), on obt ient 

a~mx = (a"1)"1 . x = x (a*1)"1 ' = xa~m r , 

quel que soit l 'entier posit i f m . 

Noua pouvons , donc, énoncer la proposi-

tion suivante : 

LEMME 1. Si a et x appartiennent à un 

groupe et i s = x a ' , alors on a a i x = x a " , 

pour tout entier s . 

L a relat ion (2. 1) entra îne 

a x2 = x2 a' x 

et, d 'après le l émme 1, on a 

a x3 = x ar' 

et, par récurrence sur m , ou établ i t 

LEMME 2. Si a et x appartiennent à un 

groupe et a x = x a r . alors on a a x™ = x tn a1™, 

pour tout entier positif ta . 

Remarquons que l 'égalité (2. 1) n'entraîne 

pas l 'égal i té a x"1 = xm a'm , pour tout entier 

m ; il peut même arr iver qu 'on ait B I - ' ^ Ï " 1 « ' , 

qutd que soit l 'entier s, c omme ou voit dans 

l 'exemple su i van t : 

EXEMPLE : So i t G le g roupe mul t ip l icat i f 

fo rmé par les matrices régul ières, du type 

2 x 2 , sur le corps des nombres réels. S i 

l 'on prend 

!)•- (i % 
on voit que 

2 Z 1 2 \ a x = x ai = ) , 
\o V 

D'au t re part , ou montre aisément que 

pour tout entier s, et, par conséquent , on a 

(o ' ^ • • « • • c n -

quel que soit l 'entier s . 

LEMME 3. Si a et x sont deux éléments 

d'un groupe G , tels que a x = x a1" et 

a x * 1 = x ~ i a 1 , avec r s 1 , alors le soua-

-groupe cyclique engendré par a est fini. 

Dêm. : E n effet, d 'après le l emme 1, nous 

pouvons écr ire 

a = a;"' a'x ~ ar1 * x a'r = a". 

Or , par hypothèse, ou a r s ^ l , et, par 

conséquent , le sous-groupe cycl ique engen-

dré par a est fini. 

S i n désigne l 'ordre de ce sous-groupe, 

l 'éga l i té a = a" mon t re que s r = l (mo-

dulo « ) ; il ea résulte que |r) et |s| sont 

premiers à n . 

P lus généra lement , on peut éuoncer la 

propos i t ion su ivan te : 

Lemme 4 . Si l'ordre du sou«-groupe en-

gendré par a est n ( > 1) et si l'équation 

a x = x a r est soluble, alors | r ' est premier 

à n. 

Dêm, ; Noua pouvons év idemment suppo-

ser O < r < M . A lors , soit d ie plus grand 

c o m m u m diviseur des nombres r et n . O u 

a jt = d Çi et Î1 = dq2, q\ et q2 étant pre-

miers entre eux. 

D 'après le lemme 1, on peut écrire 

ai<x = x ai"' = xai<•» = x , 

donc , 

a'1 = u , 

u étant l ' é lément neutre pour l 'opérat ion du 

groupe-

Cela veut dire que q^ est un mul t ip le de 

n; mais, d 'autre par t , ql est un diviseur de 
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n , c'est à dire, donc ci — 1 et, par 

conséquent, i* est premier à n . 

I l est bien connu que, si ?•(>! ' ) est pre-

m i e r s i l , alors il y a un entier s , 0 < , 

tel que 

î * a = 1 (modulo n ) . 

11 en résulte, d'après le lerame 1, 

a' x = x a" = x a , 
donc, 

ce qut prouve 

a x-1 = ar1 a'. 

LEMME 5. Si le groupe cyclique engendre 

par a est fini et. si, en outre, il eiciste un 

élément x tel que a x — x a r , alors il y a un 

entier s tel que a r ' = x-1 a*. 

Nous pouvons préciser que, sous les hypo-

thèses du lemme 5, il n'y a qu'un eotier s 

tel q ne a a;-1 = a" et 0 < s < n {*) et que 

l 'égalité ax~l = a1"1 a1' e.«t satisfaite, si et 

seulement si s' et s sont liés par la relation 

s' = s (modulo n) . 

3 — L ' e n s e m b l e des s o i u t i o n s des équa -
t ions a x = x a'. 

Désignons par Ar l 'ensemble (éventuel-

lement vide) des solutions do l'équation 

ax = xaT et soit A l 'union des ensembles 

Ar, où r parcourt l 'ensemble Z des nom-

bres entiers : 

A= U A*. 
TU Z 

L'ensemble A contient lo normalisât eux 

JVja) du sous-groupe cyclique (a) engendré 

par a. En effet, si x e iV(„j, alors, pour 

tout entier h , il existe au moins un entier 

k , tel que 

en particulier, pour 1 , il y a au moins 

un entier r , peur lequel on a a x = x ar, 

c'est-à-dire, x e A,, donc xgA. 

L'exemple donne ci-dessus montre que A 

n'est pas généralement un sous• groupe, du 

groupe G . 

Cependant, 

Si s e A et y e A, alors xyeA. 

En effet, si l'on a 

ax = .var et a y = y a', 

alors, d'après le lemme 1, on a 

axy — x a' y = x y ar' 

c'est-à-dire, x y e A,.,, donc xyéA. 

T h é o r è m e 1. Si A est. «n sous-groupe 

de G, a>ors A est te normal isateur du sous-

-groupe cyclique engendré par a . 

Dêm. : I l suffit de montrer que, sous 

l 'hypothèse du théorème, i.n a A cr Ar(i)j-

puisqu'iin a toujours N ^ ^ A . 

Soit a: e.-4; alors, il y a des entiers r et 

a , tels que 

ax ^ xar et a r ^ r ' n ' . 

D 'après le lemme 1, ou a a1 x = x air, 

pour tout entier i , donc a' x~1 = x~! a" . 

Cela veut dire que 

( a ) a r C j ( a ) et ( n j x - ' C r ' f a ) , 

où, comme d'habitude, (a) désigne le sous-

-groupe cyclique engendré par a . 

Mais, de cette dernière inclusion, il résulte 

donc 

x ( a ) E z ( a ) x < 

x(a) = (a)iE , 

(*) Nous excluons naturellement le cas n — î . 

c'est-à-dire, xeA' f a ) , ce qui prouve le théo-

rème. 

ah x = x ak ; 
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Une condit ion suffis M ntpj pour que l'en-

semble A soit un groupe , est donnée par le 

. théorème suivaat : 

Tni.onÈMK 2. Si le sous-groupe cyclique 

engendré par a est fini, alors A est un sous-

•groupe de G . 

Dèm. : É n effet, nous avons dé jà remar-

qué que l 'ensemble A est non vide et c o m 

t ieot, avec deux éléments, leur p r odu i t ; de 

plus, d 'après le lemme 5, xeA en i ra iue 

De ce théorème et du lemme 3, i l résulte 

imméd ia tement 

©OHOLLAIRE 1. Si, dans G , il y A un 

élément, x tel que x 6 A , r U A et a x = x a r , 

aven alors A est un sous-groupe 

de G . 

Moyennan t le l emme 2, on peut conc lure 

Ooro l î jAJKE 2. Si x e A j . , avec |r|sjfcl , 

et si l'ordre de x est fini, alors A est un 

sous-groupe de G . 

E n effet, si l 'ordre de x est m , on a 

a = a xm = x'" a"" = a , avec r" 1 , 

donc l ' o rd re de a est fini. 

Soua les hypothèses du corol la ire 1, sup-

posons que 

a y •= y a1 

et proposons-nous de déterminer une équa-

tion de ce même type qui soit satisfaite 

par y ' 1 . 

Une telle équat ion existe, pu isque A est 

un g roupe . 

Les équat ions 

a x = ar aT et ax~] = X"1 a' 

entra înent 

a " = a 

et, de même, les équat ions 

uy = ya' et ay^—y-^a1' 

ent ra înen t 

= a . 

Mais l ' o rdre de a e*t fini, soit n , (puis-

que r s=p 1 ) ; donc 

( 3 . 1 ) r* w î i ' s O (modu lo n). 

Or cette congruence a au moins «ne solu-

tion t', puisque t est premier à n ( ' ) , d 'après 

le lemine 4, 

Inversement , si t' satisfait la congruence 

(3. i ) , on a 

a''y — y a"' = y a" = y « 

et il en résulte 

<*5r' — y 1 a1'. 

THÉORÈME 3. Si ï h e A , et X l e A , et 

r ' k ' ̂  B'11', alors A est un sous-groupe de G . 

Dém.i Supposons A > 0 et & > 0 ; d 'après 

le l emme 2 , on a 

a x1'* <= xhk • a'* = xllt • a'", 

d 'où 

a* — a'" 

et, puisque r* s*, l ' o rdre de a est fini et 

on a 

r * — = 0 (modu lo î i ) , 

re étant l ' o rdre de a . 

Si A c U et i < 0 , en posant y = , 

h' = — h et k' — — A , on a de même 

H1'— = 0 (modu lo i l ) . 

S i h < 0 et k > 0 , soit h' = — h ; a lors , 

des équat ions 

a x~K' = x~A' * ar et a xk xk • a', 

i1 > ]Juïar]ue ('ordre de a est tînt, nous pouvons 

supposer t positif. 
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il résulte, d'après le lenune 

aar"'* = x~h'* ' a'* et « / ' = / " . / , 

' et. puisque r^ • s11'^ 1 , il en résulte, d'après 

le iemnie 3, que l 'ordre de a est fini( ') . 

On arrive à la même conclusion, si l'on a 

h > 0 et A- < 0 . 

Ainsi, sous les hypothèses du théorème 

ci-dessus, l 'ordre de o est fini et, par con-

séquent, A est un sous-groupe de G (théo-

rème 2), 

4 — D é c o m p o s i t i o n de A par r a p p o r t è ATft. 

Nous savons que À Î C A ; le théorème 

suivant permet de voir plus clairement les 

relations qui existent entre Na et A. 

THÉORÈME 4 , Si X E A R , on a y e A R , si 

et seulement si x y - I e N ( . 

DÉM.: En effet, doa équations 

a x = x ar et a y — y a* 

il résulte 
t-

a j i j " 1 = x a , f l = arj-1 a , 

d'où xy-i e A^ . 

Inversement, si x e Ar et x y* e Na , 

c'est-à-dire, 

a x = x ar et a x = x y~l a , 

alors 

a; a = ax y~} = x ar y~l ; 

il en résulte 

y~l a = aT
 y-^ 

et, par conséquent, 

a y = y ar, 

d'où y e A r t ce qui prouve le théorème. 

(*) Si n désigne l'ordre de a, alors on a î-*-Sv=1 
(modula ») . 

De ce théorème il résulte que, si xe.lr, 

alors, Ar = A7„ x ; donc, si -̂1,. j-l, , l'in-

tersection Aff l .Ai est l 'ensemble vide. 

Ains i , il y a une partition de l'vnxeni/j/e A , 

formée par des ensembles de la forme N n x . 

5 - Le g r o u p e - q u o c i e r i t N ^ y f N a , 

On voit aisément que Na est un sous-

-groupe invariant dans A7(a). 

En effet, soient x e N^ et y e Na ; les 

équations 

a x — x ar et a y = y a 

entraînent 

a - xy x~l = xa'y = x y aT x~x = x y ar' . a , 

donc x y 6 Na . 

THKORÈMK 5 . Le groupe-quocient N ( ï ) /N a 

est u» groupe abHien fini, quel que soit a 6 G , 

Dém. : Ea effet, soit 

où Na ,c <f Na et e £ Na h . 

Alors, on a 

(5. 1} ab = ba" et ar. = c a', 

avec r 1 s ; on a, de plus, r s , en 

conséquence du théorème 4. 

Soit 1 ; alors, si t est un entier 

tel que 

atrl = fi-' rt'(i), 

OD' a r t 1 et, d'aprè3 le Jemme 3, on 

déduit que l'ordre de a est fini. Donc, ii y 

a seulement un nombre fini d'équations du 

type ax = xar, qui soient distinctes!2). Or 

chaque élément de N^f Na est une classe 

(') Un te! entier e sis te, puisque i>-' e . 

(3) t'Jus précisément. si 71 désigne l'orira de o et 

m est un entier, l'équation i i x - i a ' est équiva-
lente à une équation où r est un entier 
tel tjue 1 < r < si, 
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formée p a r toutes les solutions d 'une telle 

équa t ion et, par conséquent , le groupe 
6 s t 

A tin d 'établ i r que le g roupe JY(„)/ A7„ est 

abél ieo, observons que, des relations (5. 1) 

il résulte 

a b c = b ar c = b ca" et a c b — c a' b = c b a™ , 

c'est-à-dire, bc et cb sont solutions d'une 

même équat ion du type a x = x a', donc 

£>ceAr«c7> et, par conséquent , 

AT
a b c = Na C b , 

c'est-à-dire, 

Na b - Na c = tVn c • Na b , 

ce qui achève la démonstrat ion . 

Nous venons de prouver que, s! l 'ordre du 

groupe-quocient N t ^ f N a est plus grand que 

2 . a lors a est un élément d 'ordre fini. 

D 'au t re par t , si l 'ordre de a est il et 

l 'équat ion a x — x ar est soluble, a lors , 

d 'après le Lemme 4, )• est premier à ? ! ( ' ) . 

D o n c 

ord ( N ( t t ) / N I ) > 2 entraîne 

ord ( S w / N J ^ f W , 

où ç est l'indicateur d'Kuler. 

Maintenant nous al lons préciser ce résultat : 

Soi t a b ~ b ar et proposons-nous de 

dé ter m iner tous les éléments du groupe 

cycl ique (ft) qui appar t iennent à N a . 

Si = 1, on a év idemment ( è J cA 7 , ! , 

Supposons r ^ l t 

D 'après le l emme 2, on a, pour tout entier 

posit i f tn , 

ai" = b'" a'" 

et, par conséquent , b"1 e Wa , si et seulement 

s: 

(5 . 2) (modu lo « y . 

(') Xous pouvons supposer r positif, une t'ois ijue 

l'on Ire d e a est fini. 

So i t e Yexposant de r par rapport à n , 

c'est-à-dire, e est l ' inf imum des entiers posi-

tifs ni satisfaisant la condit ion (5. 2). 

11 est imméd ia t que l'entier e est un divi-

seur de tout entier positif wi satisfaisant 

(5. 2) et, inversement , de 

re - 1 (modu lo n) 

il résul te, pour tout entier k ( 

r k c s 1 (modu lo ii) ; 

et, par conséquent , 

(b) n N* - (b '). 
E n par t icu l ier , e est na diviseur de 

çp(«), une fois que, d 'après un bien connu 

théorème d 'Eu l e r , on a 

,•¥(»)= l (modu lo n). 

31 en résulte que l 'ordre de tout sous-

•g roupe cycl ique de Ar<n)/A
r
0 est un diviseur 

de <f (H) . 

D 'au t re part , on sait que tout groupe 

abélien fini est isomorphe à uu produi t direct 

do sous-groupes cycliques (dont les ordres 

sont puissances de nombres premiers). 

De tout cela, il résulte le théorème su ivan t ; 

TH[;OIUCMKG: Si l'un a ord ( N ( A ) / N N ) > 2 , 

alors l'ordre de a e*t Jini et ord {N{aj/ ^a) 

est un diviseur de s ( n ) , oit n désigne l'ordre 

de a et ? est t'indicateur d'Euler. 

Supposons ord {N(a)/ Na) = 2 , c'est-à-dire, 

où ab ^ b a , ab-bar (avec r ^ t l ) , A'„. 

Si r r» 0 , a lors 

a b2 = S» a? 

et, par conséquent , 
a f ' = n . 

1 -S 
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St r < O , en posant r' = — v , on a 

6-1 «-1 = a" 6-1 

et on peut écr ire 

a-i b — b a'', 

d 'où 

donc 

a-iP — b*ar = i 2 a-' , 

a'' = a = af* . 

Cela veut dire que, si l 'ordre de a est n, 

alors 

r 2 = 1 (modu lo n) ; 

si l ' o rdre de a est infini, alors on a r = — 1 . 

Par conséquent , 

THÊOBÉME 7. Si ord (NF . J /N . ) = 2 EI fe 

iOMa-jrroape cyclique (a) es£ infini, les seuls 

entiers r pour lesquels l'équation a x = x a ' 

est soluble sont 1 et — 1 , 

I l en résulte imméd ia temen t le su ivant 

CtiiioijL^iRR, 'Si le tous-groupe cyclique 

(a) est infini, alors on a N(a j = N a , si et seu-

lement. si l'équation a x = x a - 1 n'est pas ao-

lubie. 
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Sobre e/guns teoremas da teoria das matrizes 
por Graciano Neves de Oliveira 

§ 1. Se ja A uma m i t r i z qnadradtv de 

ordem n , 1 a mat r i z ident idade da mesma 

ordem e aí uma var iáve l . 

É sabido que em várias questões tem inte-

resse considerar a função 

S{x) = \A — xl\ 

que 6 evidentemente um ptd inómio de grau 

n em x e se denomina polinómio caracterís-

tico de A . 

Podemos escrever 

( 1 . 1 ) \ A — x I\ = ( — x)n + ( — a;)"'1 St -h 

+ )- (- + Sn 

e demont rou JACOBI que o coeficiente S„.i, 

de (—- x)k é igual à soma dos menores 

pr incipais de ordem n — k do de terminan te 

da matr iz A (') . 

Ocupa r nos-emos agora da dedução d u m a 

fórmula que nos permi t i rá dar uma demons-

tração multo simples deste teorema de JACOÜI, 

-§ 2. Cons ideremos a função de x 

D (aí) * | A - x 11 

e procuremos a expressão da sua der ivada 

de ordem k . 

Designemos por / J ( a o meno r prin-

cipal de D { x ) que se obtém, supr im indo as 

(!) VII ESTE HOÍFÇ.ILVKA, Curso de Algebra Superior, 
2." volume (1950). pág. 153. 


