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Soma aproximada de séries 
por M. A. Fernandes Cosia í1) 

1. C á l c u l o da soma exacta de uma sér ie. 

O cálculo exacto da soma S de uma série « 
convergente 2 por métodos anall-

o 
ticos que se reduzem, directa ou indirecta-
mente, à definição 

«-1 
£ lim Sn , com Sn = 2 

0 

Podem ver-se alguns casos correntes em 
artigo anterior nesta revista [I] . 

Quando, porém, aqueles métodos não 
sejain eficazes há que recorrer a processos 
numéricos aproximados. 

2. Cá l cu l o a p r o x i m a d o de 5 . 
n- l 

Sendo S — S„ + Rn , com S* = 2 > 
o 

CE 

Rn = 2 "mi quando se tome Sn como valor 
ti 

aproximado de S comete-se um erro siste-
mático igual a fín, 

Pode obter-se um limite excedente de tal 
erro considerando uma série v<ajjranie de 
2 « , , ou seja uma série convergente 
cujos termos obedeçam à condição 

\um\<£u,„ 

e que seja facilmente Bomável. Tem-se então 

\fín\^ Rn - 2 

( '} fiolseiro do I. A. 0 . junto do Seminário de Cál-
culo Numérico e Máquinas Matemáticas. 

Assim, pretendendo-se S com nm erro abso-
luto inferior a IO - * , tomar-se-á um número 
n de termos que garanta 

< - 1 . 1 0 - * , 

tendo depois o cuidado, no cálculo efectivo 
de Sn, de não cometer erro superior a 

—- • I O - 1 . 
2 

E X E M P L O 

Número de termos a tomar para obter 
00 

2 1 / com um erro inferior a 10~s . 
i 

Facilmente se obtém uma boa majorante 
notando que 

I I 1 / 1 1 \ 
W„ = — < — — — - — ) — um 

m* « , 2 - 1 2 \ i w - l m + 1/ 

donde 

+ J _ / _ L 

2 \ « + 1 n + 3 / 

+ J + 2 ~~ n + 4 ) . J L / I + I j l í v 
2 v • n + l j 

tem-se portanto 

7?K+t < — • IO - 5 se n ^ 2000 . 

Em [1, § 2] descrevem-se algumas técnica» 
para a obtenção de majorantes. 
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3. C á l c u l o de S„ . 

Regra geral, convirá calcular os sucessivos 
iím determinando prèviamente as razOes 

e utilizando a relação 

Mm = fm * « m - l -

Este processo, particularmente útil no caso 
de séries de potências, simplifica e sistema-
tiza os cálculos, prestando se ainda à intro-
dução de verificações intermédias. 

E X E M P L O 

Calcular com seis decimais exactas (6 D) 
2i, m 

— o V 4 / 

onde xp — p—para p = 21 . 
8 

Utilizando uma majorante geométrica [1] 
facilmente se obtém a limitação 

Kn < 

1 — 
(n 4- 1)2 4 

Deduz-se daqui que, para assegurar 6 D , 
basta tomar 16 termos quando p = 21 . 

Obter-se-ão então em primeiro lugar ES 
razões 

= 

4 
pw = 

= — x 1 7 , 0 0 1 9 2 1 3 5 (m = 1 , 2 , . . . , 1 5 ) 
«Ia 

e, a partir deles, os termos sucessivos pela 
relação 

MM =•= PM • W Í B - I I 

c o m w0 = 1 . 
Uma boa verificação dos pm é dada pela 

identidade 

13 „SJ 13 •( 

i 4 i Wt3 

W 1 
onde se substituirá —- pelo seu valor, 

obtido independentemente com suficiente nú-
mero de decimais. 

O quadro final de cálculo é o seguinte : 

m p* 
0 1 , 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 1 7 . 0 0 1 9 2 1 3 4 1 7 , 0 0 1 9 2 1 3 4 
o íd 4 , 2 5 0 4 8 0 3 3 7 2 , 2 6 6 3 3 2 2 2 
3 1 , 8 8 9 1 0 2 3 7 1 3 6 , 5 1 8 4 9 9 4 6 
4 1 , 0 6 2 6 2 0 8 8 l 4 ò , 0 G 7 2 9 8 í i l 
5 0 , 6 8 0 0 7 6 8 5 9 8 , 6 5 6 9 1 1 6 1 
6 0 , 4 7 2 2 7 0 5 9 4 6 , 6 9 3 2 5 1 1 3 
7 0 , 3 4 6 9 7 7 9 8 1 6 , 1 6 6 8 3 2 1 5 
8 0 , 2 6 5 6 5 5 0 2 4 , 2 9 4 8 0 0 1 1 
9 0 . 2 0 9 9 0 0 2 6 0 , 4 5 2 2 9 3 1 0 

10 0 , 1 7 0 0 1 9 2 1 0 , 0 7 6 8 9 8 5 1 
1 1 0 , 1 4 0 5 1 1 7 4 0 , 0 1 0 & 0 5 l i 
1 2 0 , 1 1 8 0 6 8 8 9 0 , 0 0 1 2 7 5 7 8 
1 3 0 , 1 0 0 6 0 3 0 8 0 , 0 0 0 1 2 8 3 4 
14 0 , 0 8 6 7 4 4 4 9 0 , 0 0 0 0 1 1 1 3 
15 0 , 0 7 5 5 6 4 0 9 O.OOOOOOR4 

5 3 8 , 1 0 7 2 6 0 

Caso se pretendesse o valor de I 0 ( x p ) 
para sucessivos valores de p , por exemplo 
para /> = 1 , 3 , 5 , - - . , 2 1 , o labor exigido 
pelo emprego de um simples calculador de 
secretária seria já considerável. 

Julga-se interessante expor o procedi-
mento mecanográfico que se seguiu para 
resolver este mesmo problema, utilizando as 
seguintes máquinas de cartOes perfurados: 
uma calculadora de programação externa, 
uma tabuladora e uma reprodutora 

( ') Uma ealculadora de programação externa é 
uma máquina CJÚH leva a Cumprir determinado 
npro^rama» de cálculo mediante um painel de liba-
ções Uma máquina desse tipo dispõe de diversas 
memórias e de um ou mais acumuladores; as opera-

i 
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Sequência das operações: 

a. Prepararam-se na reprodutora grupos 
Op de 15 cartões detalhe £>P,m, contendo 
m e w.2 {m = 1 , 2 , •, 15 ) . Os cartões 
de cada grupo foram assinalados por p 
{p= 1,3,...,21). 

b. Fez-se preceder cada grupo Gp de 
am cartão mestre Mp , contendo: 

p , p3 e K 
- m -

0,03655310963. 

1 Sobre cada M„ calculou-se — = Kp2 ; 
4 

e, para cada cartão DP i m de Op , calculou-se 

e« 

perfurando pm no próprio D,,mV,, 
Os valores de pm foram, assim, obtidos 

por uma primeira passagem na calculadora. 

c. Substituídos os Mp por DPi0 eontendo 
lÍQ = 1 , voltaram a introduzir se os cartões 
na calculadora para obter os wm pela rela-
ção wM = o,„ * > perfurando o valor de 
cada um sobre DPl„. 

Nota — Embora fosse dispensável, para OH 
primeiros valores de p , levar m até 15, 

çSes programadas repetem-se, em princípio, sobre os 
sucessivos cartões, sendo porém admissíveis certas 
alternativas denunciáveis por códigos intencional-
mente perfurados nos cartões. Os resultados podem 
ser perfurados cartão a cartão ou apenas em certos 
cartões para o efeito introduzidos na localização 
própria. 

A tabuladora è uma máquina í^ue pode eomparar-
-se a urna somadora com maior capacidade de acumu-
lavão e impressão, mas cuja maleabilidade é infini-
tamente superior graças a certos dispositivos de 
selecção. 

A reprodutora serve para reprodU7,ir a informação 
Contida em determinado frrupo de cartões sobre outro 
Ou outtos grupos de cartões segundo uta critério fie 
correspondência prefixado. 

adoptou se procedimento uniforme a fim de 
evitar manipulação dos cartões, 

d. Calcularam-se na tabuladora as somas 

15 
l o ( » ( . ) — 2 « • ( * * ) • 

3, Séries len tamente convergen tes . 

Relativamente a sériés de convergPücia 
lenta, torna-Be por vezes eficaz a sua trans-
formação em novas séries de igual soma 
mas de convergência acelerada. 

3. 1. T rans fo rmação de K u m m e r . 

Consiste em subtrair da série dada uma 
outra série de soma conhecida mas cujos 
termos tenham construção semelhante. 

Sendo S = 2 aB uma série lentamente 
convergente, e C — 2 c„ uma série de soma 
conhecida, com 

lim au I cn «= y =j= 0 , 

tem-se 

8 = 2 = 7 C + 2 f1 ~ 7 «»• 
o o V 

E X E M P L O 

Volte a considerar-se a série S = 2 1 /,l2> 
que já no exemplo do § 2 se reconheceu 
ser lentamente convergente. Tem-se aqui 
a,i — 1 / M2 e, tomando c„ = 1 / w (n + 1 ) , 
vem y — 1 , 2 c» = 1 ? donde 

j ( j (íi -f- i j 

Repetindo a transformação com 

a„ — 
1 

íi2 d- 1) 
e c„ = 1 

n ( » + l ) ( n + 3) 
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2 

vem y = l , = © 
4 

y» 1 ^ J _ , y __ 

^ n 3 t „ + i ) 4 ^ «S(w + 1 ) ( » + 2) 

Prosseguindo desta maneira, acha-se 

22 32 

+ 2 , »a(M + 1J (n +p) 

A série do segundo membro, mesmo com p 
moderado, converge com rapidez apreciável. 

3. 2. T rans fo rmação de Euler. 

Pondo an = E" a0 , com E = 1 + A ; 
acha-se 

2 ( - ) » «n = 2 C - ) " « 0 = ~ 
0 1 + E 

1 1 / , , 1 A - » 
= «n = — I 1 H A ao 

2 + A 0 2 \ 2 ) 0 

e, daqui, 

S í r ) " « » t i 2 a T - 4 " ^ -
0 Õ l 

Para séries de potências, use-se antes a 
transformação 

» ™ / _ « tu 

o o i 1 + 

Note-se que a transformada de ETLER não é 
necessariamente de convergência mais rápida 
do que a série original. Servem de exemplo: 

m-n® 

São condições suficientes para que a série 
transformada convirja mais rapidamente do 
que a original; 

— e ( — ) * A k a „ > 0 . 
2 

Com efeito tem-se, por um lado, 

| £ à | = ( « n ~ on+\) + (an+2 — « „ + 3 ) + ••* 
= — i a » - A an+2 — A an+4 — • - -

e, por ser — A ap+i < — A a„ (pois A a a p > 0 ) , 

|i?,,| > ^ ( - A a ! 1 - A « n + 1 - A a n + a - A a I 1 + 3 ) 

£ 
2 

= — aarn . 
1 

J 

Por outro lado, quanto ao resto da série 
transformada, tem-se 

[ n| \ 2"+i 2"+2 / 

| A" "o I |A"+1a f í 

Çfn-f 1 + + 

Mas a sucessão |A"ÍI0[ Ó decrescente, por-
quanto 

L A ^ I « , , ! - | A " « 0 | = ( - ) Í > + 1 ( A " ( 7 1 - A ^ 0 ) -

— ( - )PAP A0 = ( — A " A, = 

= „ ( - J P i ' f l , < 0 . 
Então, 

1 * " "n 
2 " 

pois I A » « 0 | < ! A" -1 a 0 \ < < a 0 . 
Daqui vem 

R'„ 
R" 

9n 

(2 rf 

A convergência torna-se tanto mais acele-
rada quanto maior for r . 
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E X E M P L O 

Para se obter directamente a soma da 
série alternada 

°° 1 

0 n + 1 

com nm erro inferior a 1 /IO3 seriam neces-
sários mais do que 1000 termos. Recorrendo 
à transformação de EULER, o problema sim-
plifica-se, porém, extraordinariamente. 

Neste caso é simples obter a expressão 
teórica da transformação, porquanto ( ! ) 

1 

n + 1 
= , « [ - 1 3 

e, como 
A í i t - i ] = _ ní-si, 

logo se acha, por indução, 

A * an = A 1 » £ - « = ( — ) * k \ » H W » -

( - ) * * ! 
(n + l ) ( n + 2 ) - . . ( t h - k + 1) 

Tem-se então 

Ak o0 =» A* Of-U 
k + 1 

e, por conseguinte, 
CO 4 OO j GO 4 
V f - V » = y _ y 1 

71 + 1 2 f ( « + 1 ) 2 - , « 2 " ' 

Acelerar-se-ia a convergência fazendo tu « n - i , 

71 + 1 0 k + 1 
os , 

k + i 

2 0 Z " 

Na prática corrente não há necessidade de 

t*) n [~ r l representa o pol inómio factorial recíproco 
1 / { n + 1) (n + 3) *•* ( » + r) . Veja-se, por exemplo, 
[2, pág. 47]. 

deduzir a expressão da transformada, esta-
belecendo-se logo o quadro de diferenças: 

7i 10*/(» + l ) A 

0 

1 

2 
3 
4 
5 
6 
7 

ÍOOOO 

5000 
3333 
2500 
2000 
1667 
1429 
1260 

- 5 0 0 0 
—1467 

— 833 
—500 
—333 
- 2 3 8 
- 1 7 9 

A® 

3533 
634 
333 
167 

95 
59 

A3 

—2899 
- 3 0 1 
- 1 6 6 

- 7 2 
- 3 6 

Observe-se como, se tomarmos a soma 
dos quatro primeiros termos e aplicarmos a 
transformação à série resto, bastam as dife-
renças de até à 3.® ordem (sublinhadas) 
para se obter S com erro inferior a 1 /10 5 : 

10* 8 — 5833 + 1 |^2000 + ~ (333) + 

+ 1 ( 9 5 ) + 1 ( 3 6 ) + •• 
4 o 

= 5833 + 1000 + 83 + 12 + 2 , 

donde 

5 = 0,693 

Uma boa verificação seria a que consiste 
no recálculo de S considerando por exem-
plo 8 = S5 + Ií5 e aplicando depois a trans-
formação a . 

4. Uso da fó rmu la de Euler -MBciaur in . 

Sabe-se que [2, pag. l f i l ] 

èfi- rf(x)<t*+~(fo+f'.)+ 
n «/0 & 

+ — (/;-/«)• 720 ( / » " - / o ' ) + 

Se lim f ( m ) ( x ) = 0 , tem-se então 
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™ ,-£D 1 1 

0 Jo * 

H —fS' ~ f ò + 
720 3U240 

E X E M P L O 

Para a série que serviu de exemplo no 
§ 2 tem-se 

00 1 
# 7 = 2 — 

7 ( m + 

Como f(x) = 1 / ( 8 + , é aqui 

720 /"* 1 
fc7 Jo S 

e portaoto 

1 24 
12U b" 

- 0,125 + 0,0078125 + 0.0003255 
— 0,0000010 •+ . . . = 0 , 1 3 3 1 3 7 0 , 

S — S7 + Ji7 = 1,995(5349 + 0,133 1 370 
= 2 ,128772. 

Verificar-sB-á recalculando S a partir de 
+ H l Q , por exemplo. 

5- O u t r o s m é t o d o s . 

Caso y = 2J ãj xj convirja lentamente 
para x = x', pode procurar-se uma equação 
diferencial (linear) que y satisfaça e obter, 
por métodos numéricos, o valor y (a?'} da 
sua solução particular que obedeça às condi-
ções iniciais 

y ( 0 ) - a 0 , y ' ( 0 ) ~ a , , : 2 " ( 0 ) = 2 a a , . . . 

Por exemplo, 
a.a a.s 

V - X - — - + — 
3 

é a solução de 

a x 

para a qual y (0) = 0 . 
Outros métodos de cálculo de soma ds 

séries encontram-se nas referências [3] a [6]. 
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Um ac/encfo a «uma demonstração por i ndução finita» 
por Ruy Madsen Barbosa 

Lemos no n.° 53, um interessante artigo 
do senhor H . SILVA L O B O , onde prova pela 
indução finita as fórmulas: 

1 ) 
"o \ p j 

e 

2 ) 

Acreditando fornecer um adendo positivo 
ao trabalho citado, onso acrescentar a de-


