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Uma interpretação da análise combinatória 
e algumas aplicações 

por J. M. Gil 

(Conclusão) 

56 — A r ran jos c o m e lementos repet idos-

A mesma operação executada apenas p 
vezes, com p < n , dá origem a conjuntos 
ordenados de p elementos, eventualmente 
com elementos repetidos, quando muito p 
vezes. Chamamos a cada um destes conjun-
tos arranjos completos dos n elementos 
a t , a 2 , - , a „ , p a p . 

57 — Representaremos o número d e s t e s 
arranjos por «,,|P. É 

«n|p — « X « X • • • X n ao todo p factores 
= n". 

58 — Propr iedades de <xn\P. 

a) É imediato que 

| p * ^n | n—p ^^ nn . 

tí) Fórmulas de recorrência nos índices 

1 ) «ii ip = « • «p _ 1 = n ' | p_i 
( v . -

(« 
np-i 

i |p-i 

/ » V 
I|P 

3) «„ | p = n 
( » — l ) * " 1 

(n — 1)P-i = 

4 ) I p = 71. í*n"11 pH 

^ - I H l ] - ^ ) * " 1 ^ : 

/ n V"1 
= OTN-L I P-1 + 

+ Grh)p 1 ""-1"-1 

= G r r r ) p 1 a*-1,p + 

/ it v - 1 

— f - — j 0* B - l|p + « n - I |p- l ) 

5 9 — C o m b i n a ç õ e s c o m e lementos repe-
l idos. 

Numeremos p 4- r + 1 lugares consecuti-
vos da seguinte maneira 

U í j f i l ! 3 | - l p | k l l / l |lf j 21 - *»| r 1 1 . 
Escolhamos agora r destes lugares. Po-

demos tomá-los todos consecutivos ou cons-
tituir um certo número de blocos de lugares 
consecutivos. Preenchamos os lugares de 
cada bloco, com elementos at, sendo Z igual 
ao número do primeiro lugar da esquerda do 
bloco. Obtemos assim agrupamentos de r 
elementos de entre 

a, , a2 . , a p , a e , a f 

podendo cada elemento ser repetido, até r 
vezes, em algum agrupamento. 

-
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6 0 — Estes conjuntos chamam-se combi-
nações complelas dos p -f 2 e l e m e n t o s 
d ] , , • • • , ap , ac , ar, tomadoB r a r . 

61 — Representaremos o número das combi-
nações completas dos p + 2 elementos, r a 
r , por r p + 2 | r . 

Este número è também o das possíveis 
escolhas de r lagares entre p + 2 + r — 1 •• 
= P + f + 1 • Assim 

í i - f - r — 1 r / n + r —2\ 
n - 1 \ r ) 

_ n + r — 1 + r — 2^ M + r — 1 /w + r — 2^ 
r 

n + r — 1 
1 n - i | r 

a | r C+;+1) 
e, fazendo p + 2 = n , vem 

(n + r — V 
r „ | r rr1) 

sem qualquer restricção dos valores relativos 
de n e r . 

62 — Propriedades de r „ ! p . 

a) Ê 

! = ^V+a+1|p,9 = 

e, para + 1 = n e 1 = r 
r - | r • P>1 + r-1 I n-1 , r-t 

b) Fórmulas de recorrência UOB índices 

1 
1) F , | r = — Pn+r-.\ j n—1 , r-1 . 1 

= — . (n + r — 1) ^ ) 
^n | r 

2) rn)r 

n + r — 1 
•«| >>-1 

í i - ( - r — 1 /n r — 2 /n+r-2\ 

l r - 1 ) 

n — X 

3) r . | r » w + r ~ 1 / n + T - + 2 V 
n — 1 \ r / 

n 4- r — 1 M + r — 2 (n + r — 2' 
n — 1 r 

( « -4- r — l ) ( n 4- r — 2) 
(H — l)r 

/n + r - 2\_ 
\ r 1 / ' r *' 

î -árr1)-®-
k 

"" I\,+i|» on 2 r - l * = ^ H * -
» = 0 

c ) W = ( * + r ) = ( p + , ) = r r + l l , 

e para p 1 = n 

F „ | ,. = '\+I | B-l • 

j-, r r « 4- r— l a.) I n|r = 1 r-H |„_1 = - — l »-1 

n + r — 1 n 
F r | „ 

r n+r—l 
n 

= — J r , „ . 

6 3 — O c u p a ç ã o l i v re d e ca ixas d i fe ren tes . 

Consideremos p elementos indistinguíveis 
a a a distribuir por n caixas diferentes, 
sem limitação do número de elementos que 
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podem ficar em cada caixa. Estatisticamente 
elementos de BOSE ou bosBes. 

A distribuição dos a a equivale à forma-
ção de blocos de a a, cada um deles cons-
tituído pelos elementos que ficam em cada 
caixa. 

Precisamos dum processo de fraccionar o 
bloco inicial dos p elementos a a, supostos 
alinhados em, quando muito, n blocos. 
Basta-nos intercalar n — 1 elementos iguais 
b b , Estes n — 1 elementos b b separam, 
quando muito, n b l o cos ; precisamente n 
blocos, quando cada b è elemento de sepa-
ração dos a a . Quando a separação é feita 
por blocos de b b o número de blocos sepa-
rados é inferior a w . Quer dizer : cada per-
mutação dos elementos 

a ,a, *• *, a, b , b , • • • , b 
pau n— | ò h 

corresponde a uma distribuição dos elemen-
tos a a pelas caixas. Tantas distribuições 
possíveis quantas as permutações, isto é, 

D, 

D, VI 

com Dp |n número de distribuições possjveís 
de p elementos por » caixas. 

6 4 — O c u p a ç ã o rest r ing ida de caixas d i fe-
rentes. 

Suponhamos que os p elementos indistin-
guíveis tem de ser distribuídos por n caixas 
diferentes, deixando, quando muito, um em 
cada caixa. Estatisticamente estes elementos 
chamam-se fermiSe, ou elementos de FEHMI. 

6 5 — Para fazer a distribuição, basta escolher 
as p caixas, que ficarão ocupadas; as res-
tantes n — p ficarão vazias. São possíveis 
tantas distribuições quantas as escolhas 
possíveis de p caixas de entre as n . Assim 

p\ - = (i) 
é o número das distribuições possíveis de 
p fermiões por n caixas diferentes. 

6 6 —• Estudemos o caso geral da ocupação 
de caixas diferentes restringida a um número 
máximo, m , de elementos por caixa. 

Representaremos por i ) ( | n j m o número 
de distribuições possíveis de i elementos 
por n caixaB, cada caixa com o máximo de 
m elementos. 

Não é possível distribuir pelas n caixas 
mais do que n - m elementos. Assim 
A | « , » = 0 para * > « • » » . 

Seja £>»,«, o número das distribuições 
possíveis de objectos indistinguíveis pelas n 
caixas, cada uma com o máximo de m 
objectos. É 

m , n 
r m = 2 I n , nt 

i * Ó 

considerando as caixas vazias como uma 
distribuição de zero objectos. 

6 7 — Os valores de Z)i| f l im podem obter-se 
facilmente por uma multiplicação de poli-
nómios. 

Representemos as caixas por a-! , :ra, • • • ,x„ 
e ponhamos em íodices superiores o número 
de elementos que nelas podem ser colocados, 
assim 

a 8 2 

X 1 
1 

rrl 
2 

I 
a? 

xu xl_ Xi X" 

Consideremos o caso das distribuições 
pelas duas caixas e> x s . As distribuições 
possíveis correspondem aos pares xx x 2 que 
se podem formar com as duas primeiras 
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linhas do quadro. Os pares cuja soma dos 
[adices superiores é a mesma correspondem 
à distribuição do mesmo número de elemen-
tos, precisamente igual a essa soma. 

Os pares a*a podem ebter-se facilmente, 
considerando as expressBes 

+ x\ + sr* + ... + xf 

ar° + Kl + + + < 

como polinómios e multiplicando-os. Assim 

(«5 + a» + . . . + «7)(ar| + + 1- a j ) — 

aej* a° + = + 3n j . 1 J2 + 

3-0 j.J »1 t ! 
a .oa 1 2 a J x™ 

+ ^ a f i + - r + íBj-aÇ - Bt t m t m + 

+ Sl | Xl % 4- • - - + S„ | x, x, + Sm 4.1 | x, x, + 
+ + m | E l I | 

com Si\x, x, = S * r í : r 2 e 0 somatório esten-
dido a todos os pares ordenados de inteiros 
( « , £ ) , tais que et + (3 = t . Claro que é 
Dí\2.<* O número de parcelas de -Si|x,x,. 

É ainda 

m 
Di|3>n.=; 2 O Í -JU ,™ 

/ - o 

com ZJpii , f f l = l para p ^ m e 1 — 0 
para p > ) « , 

68 = Façamos o produto dos n factores 
seguintes 

(a? + «{ + ••• + «7) (»0 + + 0 * ) . . . 

••• (a 2 + * i + + K ) = + 
^Ijx, Xi..,^ + ' ' ' -f" ^n m | g, x, ... xn 

então 

(a ? + a-J + • • • + a?™) •. • (a;° + a;̂  -) 1- a:™) 

+ + 1-^»i» | a!«,... «»«2+1 + 

= x , . . . - I - j x , x , . . . ar„+, + ••* + 

+ + II |sr, X, ... Ín-H 
com 

w 
1 ? í | x l x 1 . . . x „ 1 . i = • 2 j « I • « r i ^ + t 

J B 0 
e 

= 0 para p > n m . 

Consequentemente 
m 

(1) + — 2 -Dw I >1, ** 

para qualquer rc > 1 . 

69 — Claro que ó ainda 
w> n 

( l + a; + » » + . . . + as-)m _ 2 A ] , . ^ 
i - 0 

em vez de efectuar as sucessivas multipli-
cações para obler os coeficientes -D,|„ 
podemos calcular estes por recorrência. Pois 
ó, por aplicação sucessiva de ( l ) 

DiiB.n, = 2 2 2 — 
0 À—0 >,=o 

TA 

" ' 2 | I ,»> 
ih-i"» 0 

e 
jn-l | 1 , m = 1 

porque são os coeficientes de a j + jrj -f-
ou de 1 + x + + ••• + ar™. 

Então 
I 1 í *H Dfn II]« m̂-H (1 lÍJftt 

n=2 

1 

1 2 3 • • . 

0 0 

2 1 

3 6 
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O elemento de cada linha é a soma de 
m + 1 elementos da linha superior, contados 
para a esquerda do elemento colocado por 
cima dele, e incluindo aquele. 

7 0 — D e s e n v o l v i m e n t o d s p o t ê n c i a 
(x j + x a + . . . + x j n . 

É 

(a?! + ara + • • • + xkf =Ti»i + x2 x2 + 
xkxk + 

x2 xs + • + 

« a + . • 

x2xk + 
xk x2 

+ a?i x t + 

xk arj 
+ xk 

= 2 ^ 2 | p , , p , , . . . , n 

Xk Xk_! 

com o somatório estendido a todos os 
inteiros positivos p1 ,p2 , • •. ,pk , tais que 

71 — Ponhamos 

(ari + ffaH i - a n Y ^ P n ] , ^ a * • * • 

com pi + p2 + ••• + Pk = n . 
É 

(«I + x2 + ••• + ar*)B+1 = 

• + x2 + ••• + Xk) . 

O s t e r m o s P«\pt,p,,...,pkxpl' x? ••• a £ % 

1 n r f i + i , p , - i , . . . . p k a ; i x2 . - - a ; * , . . . , 
rj +1 vi 

m u l t i p l i c a d o s r e s p e c t i v a m e n t e p o r 
Xi ,x2,--. ,xk dão o mesmo termo do desen-
volvimento de + x2 + + Í Í ) ' 4 1 . Pre-
cisamente o de parte literal xi'+l x2 ••• xk". 
O coeficiente deste termo ó assim 

I PIIPu •••iPk + P" )PI+I IP,-I PP>... pk + ' ** + 

+ ^>«|p1+I ,Pt,--- .Pk-l — Pl Pn\p,+l,p,,...,pk + 

+ p2 ^ n j p . + l . p , PiH 1-pk P>t|p,-n,p,,...,pi = 

= ÍP1+P2 + H|>0 P*lp,+l,r,,:.,rk = 
= Í1 - Pn\ p, + j , p,, . . . ,p t = P n + l 1 P! + l , p,, ...,pk * 

Consequentemente, atendendo à permuta-
bilidade dos índices pp, ê 

1 N + L IPI .PI Pkx 1 x2 ••• 

com o somatório estendido a todos os intei* 
ros pt , p2 , • • • , pk tais que px + p2 + • • • + 
+ pk = n + 1. 

7 2 — 0 número de termos do desenvolvi-
mento 

(a:, + x2 - f • • - -f- xt)n — 

2p s^P* 
rtt I P,, p,f ... ,pk »1 <*2 " ' •Zk 

é o número de soluções inteiras, não negati-
vas, da equação 

Pi + Pi + +pk=n. 

Cada uma destas soluções constitui uma 
distribuição de n objectos indistinguíveis — 
as unidades de n — por k caixas diferen-
tes, sem restricção do número de objectos 
que pode ficar em cada caixa. Ao todo temos 
D» l* = r »| . distribuições e também r»|B 

termos no desenvolvimento, 

7 3 — Em particular, para k 2 é 

com pi - f p2 = « 

2 
f l . o V l / 
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e o número de termos do desenvolvimento 

+ n - V /2 + n - l \ 
V * [3 = I a I n = I \ — n + 1. 

74 — Um polinómio completo, de grau ?», 
a k variáveis, ó a soma de n 4- 1 polinómios 
homogéneos, a k v a r i á v e i s , de graus 
0 , 1 , - • • , n . É assim fácil contar o número 

de termos do polinómio 

iV „ , * = 2 r » l . 
>=o 

Confrontando com o § 69, onde 

A * 

( l + fls + í e 8 + . . . + o f » ) " = 2 Drl* ,kX r 

conclui-se que 
D, | n , t = 2 P* llh > Pt, •••, 

com o somatório estendido a todos os inteiros 
positivos Pi , Pi ) • •• , Pi+1 > tais que 

Pi + Pz + ••• +pk+1 — « 

e 

Pi + 2 P s + + kPt+1 = r • 

7 5 — De 

( a , + + • •. + xky-2 Pn,p.,....aç-.. 

com o somatório estendido a todos os valores 
inteiros e positivos de p, ,p2 , tais 
que P i + P2 + + j»1 •= n vem que 

\ «1 «1 / 
- V /> , / ^ V ' / «A*» . Zj ' » | PllPl, • • • ,Pk ~ I " ' I I 

v » l / \ » l / 

e, fazendo 

ajj ar, a;t 

(1 + y + + ••• +yk'1)' = 
j f ^ + 

7 6 — C o m + 2ps + + e 
Pi + Pz + • • * + P*+1 = 11 é 

(1+s + y2 + + y"Y = 
f> f 

= 2 P ^ i p i . p f ' ^ p ^ , y . 
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