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GAZETA DF MATEMATICA

Aspectos da acluslidade Matemética

por A. Pereire Gomes

(Conclusdo do nimero anterior)

B corrente falar-se da matematica moderna
como sendo uma mateméatica abstracta. Assim,
a Algebra dita moderna (mas que na reali-
dade conta mais de 100 anos) chama-se
também muitas vezes Algebra abstracta. Ora,
no sentido usual desta palavra, toda a mate-
matica é abstracta. No entanto, se 6 permitido
falar-se em diferentes graus de abstrace¢io,
podera dizer-se que na matematica moderna
aparecem teorias dum «cgrau mais elevado de
abstraccdo», o que lhes confere, dentro da Ma-
tematica, a designacgéio de «teorias abstractas».

Em que consiste, precisamente, como se
atingiu e que vantagens porventura apresenta
is80 a que estou a chamar «grau mais elevado
de abstraccgio» ?

Kssencialmente, trata-se do desenvolvi-
mento duma determinada teoria independen-
temente do significado atribuido aos elementos
a que ela diz respeito, isto é, sem precisar
qual a natureza dos elementos com que nela
se lida, pois sdOmente interessam no seu
desenvolvimento l6gico as relagdes existentes
entre esses elementos.

Uma tal realizacio nos mais diversos
dominios da Matematica foi possivel com a
criagio por GeorGes CANTOR, nos fins do
século passado, dum novo ramo da Matema-
tica a que se chamou Teoria dos Conjuntos
Abstractos. Surgida, ela prépria, numa época
de profunda renovacio de wmétodos, pode
dizer-se que a teoria dos conjuntos provocoun
um forte abalo em todo o edificio matematico.
Na realidade, porém, ela abrin novos cami-
nhos & sistematiza¢cio e ao desenvolvimento
de velhas teorias e, simultineamente, propor-
cionou uma nova técnica de trabalbo mate-
matico, que viria impulsionar o rapido cres-

cimento desta ciéncia verificado nos iltimos
60 anos.

Com a teoria dos conjuntos foi também
possivel pela primeira vez na histéria do
pensamento humano, tratar de maneira satis-
fatéria do problema do infinito acerca do
qual escreven HILBERT na sua conferéncia
Uber das Unendlich: «Como nenhun
outro problema, o infinito sempre profunda-
mente agitou a alma dos homens. Como
nenhuma outra idéia, o infinito tem tido uma
influéneia estimulante e fértil sobre a sua
mente. Mas o infinito estd também, mais do
que qualquer outro conceito, em necessidade
de clarificagiio. No sentido desta clarificacio
a criagio de Grorces CaNTOR constitnin
deveras um magnifico avango, que é o seu
maior padrio de gloria.

A Teoria dos Conjuntos, pela universali-
dade do seu contetido, ofereceu uma nova
base para a axiomatizagiio das diversas teorias
matematicas., Os Grundlagen der Geometrie,
onde HILBERT publicou, em 1889, a
axiomatizagio completa da Geometria eucli-
deana, comegam assim : «Imaginemos trés
sistemas diferentes de objectos, a que chama-
remos pontos, rectas e planos». Mas ja anos
antes ele havia langado a sua escandalosa
asserc¢iio: «em lugar de pontos, rectas e pla-
nos poderinmos dizer, sem qualquer inconve-
niente, mesa, cadeira e copo de cervejar,
sublinhando assim o sentido puramente con-
vencional daquelas designagdes.

O método axiomatico e a teoria dos con-
juntos abstractos foram pois as vias de acesso
gue levaram algumas dessas teorias ao que
chamamos ha pouco «um grau mais elevado
de abstraccio».
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Para ser exacto, conviria fixar o sentido
com que se usam as palavras «moderno»,
«abstracto», «classico» e «concreto», atri-
buidas ds teorias mateméticas.

Num excelente artigo sobre «Os métodos
modernos e o futuro das matematicas con-
cretas», o matematico francés Rocer Gobpe-
MENT, que no ano passado efectuou numa
série de conferéncias nesta Universidade do
Recife, propde uma dupla classificacio das
teorias matematicas.

Por um lado, estas teorias agrupar-se-iam
em abstractas e concretas, por outro em clds-
sicas e modernas. Teorias concretas seriam
aquelas que dizem respeito a entes de natu-
reza especificada ; por exemplo, a Aritmética,
que trata das propriedades dos nimeros, a
teoria das fungdes duma variavel real, ete,
Teorias abstractas seriam aquelas em que se
faz abstracgio da natureza prépria dos entes
envolvidos na teoria, como, por exemplo, a
teoria dos grupos, a teoria dos espagos métri-
cos, etc. Uma teoria classica seria uma teoria
univaleunte, quer dizer, o dominio de entes a
que ela se refere & univocamente determi-
nado ou determinado a menos dum isomor-
fismo. £ o caso, por exemplo, da teoria do
espaco de HILBERT, axiomatizada por vox
Neumany em 1929, Um espago de HiLBERT
pode considerar-se constituido por sucessdes
de numeros cujos quadrados formam uma
série convergente ou, entdo, por funcgdes
numéricas cujos mddulos elevados ao qua-
drado s#io integraveis no sentido de LEBESGUE.
Num caso tem-se o que 82 chama a realizacio
numérica do espaco, no outro, a sua realiza-
¢io funcional. Mas o campo de tais sucessdes
e o0 campo daquelas func¢des sio isomorfos,
isto é, pode estabelecer-se uma correspon-
déncia biunivoca entre sucessdes, dum lado,
e fungdes, do outro, de tal modo que toda
proposicido sobre sucessdes 6 transposta numa
proposicio idéntica sobre fungdes, mediante
aquela correspondéncia. A realiza¢iio numé-
rica e a realizagdo funcional do espago sio,

assim, matematicamente indistinguiveis den-
tro da respectiva teoria. A teoria do espago
de HiLBerT, é, pois, uma teoria univalente,
0 que equivale a dizer que o seu sistema de
axiomas ¢ categérico ou completo.

Uma teoria maultivalente sera chamada
moderna. A teoria dos grupos, é, nesse sen-
tido, uma teoria moderna. Basta notar que
existem grupos finitos e grupos infinitos, que
niao serio, por conseguinte, isomorfos.

As teorias abstractas tanto podem ser
modernas como classicas, o que ficou claro,
por certo, nos exemplos apontados. O mesmo
se pode dizer das teorias concretas, embora
a primeira vista isso possa parecer contra-
ditorio.

Um exemplo duma teoria concreta multi-
valente é a dos funcionais analiticos de
Faxraprif, recentemente despida das suas
particularidades acessérias e por vezes cons-
trangedoras, e integrada na teoria mais ampla
dos espagos vectoriais topolégicos. Apraz-me
registar a proposito, que esse trabalho foi
empreendido em Portugal e no Brasil, quase
simultineamente, pelos matematicos Josg
SepasTiR0 E SiLva e CANpIDO DA Sinva
Dias, respectivamente, que por algum tempo
foram discipulos de FanrapriE, o primeiro
em Roma, o segundo em S. Paulo, e que
posteriormente, sob a influéncia de novos
métodos, deram aquela tarefa uma contri-
buicio notavel.

Convém acentuar, por outro lado, para
desfazer quaisquer possiveis equivocos, que
os matematicos de hoje, mesmo aqueles que
se integram em escolas de axiomartizacio
sistematica, como o célebre grupo Boukrsaxi
em Franca, ndo repudiaram a criacio de
teorias concretas, que continuam a surgir
de par com as teorias abstractas. Um exem-
plo expressivo desta situagio é o apareci-
mento, em 1948, da Teoria das Distribuigdes,
devida ao insigne matematico francés LaurexTt
ScawarTz. Nascida de sugestdes varias da
Fisica Matematica, esta teoria despertou nm



26

GAZETA DE MATEMATICA

enorme interesse em todo o mundo e tem
tido notaveis repercussdes em diversos domi-
nios da Matematica e da Fisica. Trata-se
duma teoria concreta, cujo aperfeigoamento
foi possivel com recurso i teoria abstracta
dos espacos vectoriais topologicos. Esta, por
sua vez, recebeu sob alguns aspectos um
estimulo apreciavel da primeira, pela neces-
sidade de formular rigorosamente certas
questdes da Teoria das Distribuigdes — o
que ilustra de maneira clara as sinuosidades
da edificagio matematica, onde tantas vezes
se avanca tateando através do entrelagamento
dos seus diversos sectores.

Contudo o esforco de axiomatizac¢io das
diferentes teorias concretas é hoje como numa
palavra de ordem no campo da Matematica.
Assim, a Teoria das Distribuigdes foi axio-
matizada ha cerca de dois anos e meio pelo
matematico portugués SEBASTIAO SILVA.

A respeito dessa tendéncia, citemos o tra-
balho ji referido de GODEMENT :

«No ponto em que se encontram actual-
mente as pesquisas matematicas, ndo ha
divida que o futuro vera desenvolver-se
cada vez mais a influéncia dos métodos
modernos sobre as teorias concretas. Em
primeiro lugar uma teoria concreta racioci-
nando sobre objectos bem determinados, tem
fatalmente tendéncia em apoiar-se sobre fodas
as propriedades desses objectos; ora, muitas
vezes (ou de maneira precisa: quando esta
teoria concreta é de tipo moderno) aperce-
bemo-nos, ap6és uma analise mais ou menos
cerrada, que algumas destas propriedades
sio perfeitamente initeis e, de facto, nio
desempenham nenhum papel na edificagdo da
doutrina considerada. O papel dos métodos
modernos 6, entio, desembaracar as teorias
concretas de todas as hipédteses supérfluas
que as atravancam e que, geralmente, lhes
encobrem a verdadeira significagiio ; de certo
modo, o papel desses métodos é o de recon-
siderar completamente as teorias concretas,
delas fazer ressaltar as grandes linhas e,

automaticamente, o de acrescer consideravel-
mente o seu dominio de validade».

Sem querer entrar em pormenores que
implicariam o uso dum tecnicismo descabido
nesta hora, mas recordando entretanto que é
no convivio activo com a Matematica que
algo dela se pode apreender, seja-me permi-
tido esclarecer rapidamente, por meio de um
exemplo sugestivo e ndo trivial, a actuagiio
dos métodos modernos no sentido daquela
extensdo dos dominios de validade, de que
acima falamos, a qual constitui, talvez, a
maior contribui¢gio ao enriquecimento do
patriménio matematico neste meio século.

O exemplo que vou apresentar é o Teorema
do Ponto Fixo, teorema que na sua forma
elementar tem um aspecto insignificante e
mesmo inofensivo, mas cujo contetido, con-
venientemente aproveitado, se revelou dum
vigor extraordiniriamente fecundo.

Trata-se duma proposicio de Topologia,
que exprime o seguinte facto: Numa regido
do plano, limitada e convexa, qualquer defor-
macgdo continua que mantenha os pontos da
regiio dentro do seu contorno inicial, deixa
nela um ponto fixo. Uma rotagiio dum disco
em torno do seu centro 6 uma modalidade
banal dum tal facto. Mas consideremos um
disco de borracha aplicado sobre uma mesa
e deformemo-lo de qualquer modo, tendo
apenas o cuidado de que ele niio ultrapasse a
regiio delimitada pelo seu contorno inicial ;
podemos contrai-lo, dobra-lo, estici-lo, sé
niio podemos rasga-lo, porque entio a defor-
magio deixaria de ser continua. Pois bem,
estejamos certos de que durante essas defor-
magdes houve um ponto do disco que ficou
fixo, isto é, coincidente com a sua posigio
inicial. Este resultado ndo é perceptivel
intuitivamente, mas demonstra-se sem grande
dificuldade.

Sera esta propriedade exclusiva das figu-
ras planas? Nao. Numa memoria sobre as
deformacdes continuas das superficies, publi-
cada em 1910, o mateméatico holandés
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Brouwer mostrou que essa propriedade é
valida no espago a trés dimensdes (ou espa-
¢o ordinario) e mais geralmente num espago
euclideano com um numero finito, qualquer,
de dimensbes.

Ja em 1912, pouco antes da sua morte,
Porvcarg utilizou esta ideia das deformacgdes
continuas com pontos fixes no tratamento
duma questio relativa 4 existéncia dum
nimero infinito de trajectérias periédicas no
problema dos trés corpos, questio que havia
de ser resolvida no ano seguinte, pelo mate-
matico americano G. D. Birknorr.

Entretanto, novas ideias sobre o conceito
de espago estavam sendo introduzidas na
matematica. O espago cartesiano isomorfo
do espaco euclideano, onde um ponto é iden-
tificado com o sistema das suas trés coorde-
nadas, ha muito tinha sido generalizado com
o conceito de espago n-dimensional, onde
um ponto tem um ndmero 7, qualquer, de
coordenadas. Mais um passo, e uma sucessio
infinita de coordenadas foi ignalmente desig-
nada por ponto, dum espago com uma infi-
nidade de dimensdes. Rela¢Bes apropriadas
definiam af o equivalente duma distiincia e
davam a esse dominio uma estrutura espacial.

Em 1904, FrécHET cria um conceito de
espaco muito mais geral, liberado de tais
particularidades. Considerando um conjunto
abstracto, ele introduz nesse conjunto uma
estrutura de espago (a que chamaria espago
distanciado, ou métrico) mediante uma defini-
¢io axiomatica de distincia entre dois ele-
mentos do conjunto.

Nesse conceito geral de espacgo — espago
abstracto — ficavam entio englobados uma
multiddo de dominios analiticos (como os
espagos de HILBERT ja referidos), cujas cone-
xdes intimas nfio haviam podido ainda ser
explicitadas.

O Calculo das variagdes, por exemplo,
trata de problemas em que a incégnita nio é
uma variavel numérica mas uma funcio
(vale dizer, uma linha ou superficie). Com-

preende-se imediatamente a necessidade de
operar com as fun¢des como se opera habi-
tualmente com nimeros ou vectores, de
considerar func¢des de funcio («fungdes de
linha», na designagio de VoLTERRA) e de defi-
nir para tais fungdes conceitos como os de
limite, continuidade, etec.

A nova teoria de FricHET veio unificar
tais processos e, pelas sugestdes da lingua-
gem geométrica que o conceito geral de dis-
tancia inculcava e permitia definir com rigor,
iria revelar-se um instrumento utilissimo da
Analise Funcional.

Foi nesta ordem de ideias que, em 1922,
os matematicos americanos BIRKHOFF e
KELLOGG transportaram o teorema do ponto
fixo para os espagos funcionais e, ao mesmo
tempo que estendiam assim o seu dominio
de validade, mostravam o proveito que se
podia tirar desse teorema na Anilise Funcio-
nal, com a sua aplicagio 4 demonstragio da
existéncia de solugdes das equagdes diferen-
ciais ordinaaias.

Em que consistiu esse «transporte» para
um espac¢o funcional e como pdde ser apli-
cado as equacdes diferenciais esse teorema
de tio modesta origem na topologia do
plano ?

Essencialmente, o problema de resolver
uma equagido diferencial, posta sob a forma
integral, pode reduzir-se ao seguinte : encon-
trar uma funcio 2 que mediante uma opera-
c¢io ¢ (a operacgio integral) seja transfor-
mada no préprio @ . A fungiio z chamaremos
ponto, 4 operagio ¢ chamaremos transfor-
magdo (ou deformagio, como ha pouco). Esta
transformacio opera num certo espago, cons-
tituido pelas func¢des que satisfazem a certas
condigdes inerentes ao nosso problema.

No6s comegaremos por definir neste espago
funcional o que se deve entender por con-
junto convexo, por conjunto compacto (que
de certo modo corresponde a ser limitado e
incluir a sua fronteira) e por transformacio
continua. A teoria dos espacos abstractos
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fornece-nos os meios necessarios para isso.
Suponhamos entio que o Teorema do ponto
fixo foi demonstrado neste espacgo. Bastara
entio constatar que as fung¢des consideradas
no problema constituem um conjunto convexo
e compacto, que a nossa transformacio ¢ é
continua e, aplicada a um ponto desse con-
junto, leva a um ponto do mesmo conjunto.
Todo o ponto fixo é solugiio da equacio,
cuja existéncia nos é pois assegurada por tio
prestavel teorema.

Ni#io resisto aqui a4 tentagiio de abrir um
paréntese para evocar as célebres palavras
de PoiNCARrE em que ele fixa de forma magis-
tral, e como por antecipacgio, a esséncia do
método que acabo de descrever sumaria-
mente :

«A Matematica — escreveu ele em 1908 —
é a arte de dar o mesmo nome a coisas dife-
rentes. Entendamo-nos. Convém que essas
coisas diferentes pela matéria sejam seme-
lhantes pela forma, que elas possam, por
assim dizer, vazar-se do mesmo molde.
Quando a linguagem foi bem escolhida, fica-
-se surpreso ao ver que todas as demonstra-
¢ds feitas para um objecto conhecido se
aplicam imediatamente a muitos objectos

novos; nada ha que mudar, nem mesmo as

palavras, porquanto os nomes se tornaram
0S mesmos»,

Assim ocorre, efectivamente, com o Teo-
rema do ponto fixo. Mas a sua histéria con-
tinua apés 1922 -e tudo leva a crer, de
resto, que ainda nédo terminou...

Os resultados de BIRKHOFF e KELLOGG
deixaram o caminho aberto a uma série de
pesquisas tendentes a uma larga aplicaciio
do Teorema do ponto fixo na Analise Fun-
cional e, na verdade, varias generalizagdes
deste teorema foram sucessivamente apresen-
tadas, procurando aligeirar as suas hipoteses
de modo a abarcar novos espagos funcionais
onde ele poderia ter aplicacio. Nesse sentido
as contribui¢des mais importantes devem-se
a SCHAUDER, notiavel matematico polonés,

que demonstrou o teorema para transforma-
cdes definidas em espago de BawacuH (em
1927) e mais tarde (em 1930) em espacos de
FRECHET.

ScaaupeER aplicon o Teorema do ponto
fixo ao problema de DiricHLET relativo a
equacdes de derivadas parciais do tipo hiper-
bélico. O matematico francés LERAY, que se
interessou com ScHAUDER pela utilizagio
deste teorema na Analise Funcional, explo-
rou largamente a sua aplicagio em dominios
como equag¢des integrais nido lineares, pro-
blema de DIRICHLET para equagdes n#o
lineares de tipo eliptico, célculo das varia-
¢des, um problema de DiricHLET levantado
pela teoria dos fluidos viscosos, problemass
levantados pelos escoamentos dos fluidos
perfeitos e compreensiveis, problemas de
representacio couforme do tipo HELMHOLTZ
surgidos nos escoamentos dos fluidos perfeitos
e compressiveis, problemas de representacio
conforme do tipo de HeLmnouLTz sargidos
nos escoamentos dos fluidos perfeitos, etc.

Outros matematicos o seguiram ou acom-
panharam. Os esforgos feitos no sentido de
dar ao teorema do ponto fixo o maximo de
generalidade, culminaram com o resultado
de Tycuovorr, professor da Universidade
de Moscovo que, em 1935, demonstrou esse
teorema para os espagus topol6gicos local-
mente convexos, que abrangem todos os
espacos funcionais importantes e constituem
por isso a classe de espagos vectoriais topo-
l6gicos mais geral que se considera presente-
mente.

L interessante assinalar que, através des-
tas generalizagbes sucessivas, o Teorema
demonstrado por BROUWER para o espaco
cartesiano continuou sendo o resultado essen-
cial, utilizado nos diferentes casos como base
de demonstracio dos teoremas mais gerais,
que para todos eles assenta no mesmo prin-
cipio : uma aproximacgio conveniente do
espaco considerado por um espaco de dimen-
sfio finita.
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E igualmente digno de nota — e expressa-
mente para isso alonguei a citagiio de traba-
lhos de Leray e outros qudo larga tem sido
a intervencio deste teorema, nio apenas em
questdes de caracter tebrico, mas nas pro-
prias aplicagdes da Matematica, nomeada-
mente 4 Dindmica dos fluidos.

Pode assim constatar-se uma vez mais
uma verdade bem conhecida e — talvez por
isso — facilmente esquecida: que a matema-
tica mais abstracta se nio reduz a meras
especulagtes formais, confabula¢des esotéri-
cas de espiritos isolados em torres de marfim,
ausentes da realidade e supremamente intteis.

De longinquas raizes finamente mergulha-
das na experiéncia humana, o pensamento
matematico prossegue a sua senda «para
honra do espirito humano» — como dizia
JacoBI — mas nfio no sentido duma soberba
fuga, como pretendem alguns.

Embrenhando-se ousadamente em labirin-
tos sutis, as teorias mateméaticas parecem,
niio raro, atingir paragens de quimera, des-
viando-se da Vida e dos seus problemas per-
manentes. Mas a histéria da ciéncia ensina
que nessa auséncia a Matematica apenas se
fortalece para melhor os servir no préximo
regresso.

¢Probabilidades, erros e estatistica»

por M. A. Fernandes Coslta

Um dos aspectos salientes da recente reforma do
engino de Engenharia foi a institui¢fo no 2.° ano de
uma cadeira semestral com o neme que serve de titulo
a este comentdrio.

Efectivamente, n3o podia ignorar-se por mais
tempo o &xito estrondoso e a larga aplicagdo que nos
paises industrializados, particularmente nos de lin-
gua inglesa, t8ém vindo a usufruir os métodos estatis-
ticos de «quality controls.

Cabe aos britinicos a honra de terem algado a
Estatistica ao nivel de cidncia metodoldgica univer-
sal e realizado muito trabalho precursor no dominio
das aplicagbes, nomeadamente i inddstria; por seu
lado, o espirito prdtico dos americanos soube avaliar
com clareza as possibilidades da nova técnica que o
seu poder realizador levou a extremos surpreendentes.
Postos em execugdo pela primeira vez em larga escala
nas numerosas fibricas e depdsitos de material de
guerra que o governo americano operou durante o
iiltimo conflito, o8 métodos estatisticos de controle de
qualidade alecan¢aram resultados t3o espectaculosos
que a indistria privada logo os abragou; e sempre
que uma téenica vence de forma tio definitiva a relu-
tincia do industrial, cujas preocupag¢des econdémicas
naturalmente sobrelevam as cientificas, as suas virtu-
des ficam demonstradas de forma insuspeita.

Pensou-se por isso, e mnito bem, que nfo seria peso
morto na bagagem dos nossos engenheiros um conhe-
cimento — se nio de fundo, ao menos de conceitos —

da moderna Estatistica Industrial. Criou-se entio
uma cadeira, nomearam-se os professores, ¢ tudo ficoun
resolvido. Ou talvez nio?

Comegamos por deplorar o nome com que se bapti-
sou a nova disciplina, estigmatizando-a logo 4 nas-
ceng¢a dumna forma que lhe nfo angura vida saaddvel.

Na verdade, o nome de «Probabilidades, Erros e
Estatistican afigura-se pouco adequado; tdo pouco
adequado, digamos, como o de «Esqueleto, Miscalos
e Anatomia Gerals que se atribuisse a uma cadeira
de Medicina. O titulo néio estaria mal para uma douta
conferéncia em que se examinasse a evolugdo histérica
da teoria estatistica; mas para uma cadeira dum
curso de Engenharia, situada, ainda por cima, no
primeiro semestre do seu segundo ano — antes, por-
tanto, que se possa aproveitar a teoria ministrada
em Céleulo Infinitesimal — parece-nos menos do que
apropriado.

E que, por um lado, o Cdlculo das Probabilidades
s6 pode considerar-se, no caso sujeito, como um meio
e ndo como um fim, como um instrumento e nio como
o produto final: a cldssica definigdo de probabilidade
como o wquociente do nimero de casos favordveis
pelo mimero de casos igualmente possiveis», os teo-
remas (1) das probabilidades totais e compostas, o

(') Sim, teoremas! Para qud abordar os problemas filosificos
das probabilidades ? Para qud mencionar o proposto fundamento
axifomético da teoria?



