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dade da Lotras, o Prof. S B R A S T I Ã O K S I L V A realizo» 
também uma série ile lições sobre Lógica e Teoria 
dos Conjuntos que (oram seguidos com vivo interesse. 

Finalmente o Prof. Huoo B. R I B E I R O da Universidade 
de Nebraska proferiu duas lições de encerramento. 

Merece toda o nosso louvor esta feliz iniciativa, 
[|ue vem contribuir para a renovação da Cultura 
Matemática no nosso país e despertar interesso entre 
os novos pela Matemática Moderna. 

J . o . T . 

CONGRESSO INTERNACIONAL DOS MATEMATiCOS 

Como já foi anunciado no Ultimo n.* de Gazeta de 
Matemática, realiza-se de 14 a 21 de Agosto próximo 
em Edimburgo o XII Congresso Internacional dos 
Matemáticos, sobre a direcção superior da União 
Matemática Internacional, 

A Gazeta de Matemática dará no próximo número 
indicações pormenorizadas sobre esta reunião, c faz 
votos de que o próximo Congresso. — o XtH — a rea-
lizar em 1DS2 o seja em Portugal. 

J. O. T. 

PROFESSOR AGREGADO DA F. C. L. 

Nos dias 3t de Janeiro, 24, 27 de Fevereiro e 13 de 
Maio realizaram-se na F. C, L, as provas para habi-
litação ao titulo de Prof. Agregado do 1." grupo 
1." Secção — Análise e Geometria — da F, C. L. do 
1." Assistente do l S C E F Dr. J O S É R I B E I R O 

A L B U Q U E T W I : 

31-1-58 — prova prática — Equações às derivada? 
parciais de 1 * ordem. 

24-2-58 — 1.* lição — Equações diferenciais lineares 
no domínio real; métodos de integração. 

27-2-58 — 2.* lição — Superfícies regradas. 

13 5-58 — defesa da Tese — «Propriedades de cone-
xão nos espaços abstractos». 

Foram arguentes os Profs. A N Í B A L SeinÃo G o si KG 

UK C A K V I LHO, Josii FRANCISCO R A H O S E COSTA e Luiz 
R B D A DF, S O U S A T A V A B B S NISTO. 

A Tese foi publicada na líevista da Faculdade de 
Ciências em 1954, data em que foi requerida a admis-
são a concurso. 

A votação foi feita no íinal das provas sobre o 
mérito absoluto do candidato que foi aprovado por 
unanimidade. Felicitamos sinceramente o I>r. R I B E I R O 

AT.LIUQUBRQIE, 
j , O . T . 

D O U T O R A M E N T O 

Nos dias 17 e 18 de Março realizaram-se na F, C. L. 
as provas para doutoramento em Ciências Matemá-
ticas do A s s i s t e n t e daquela Faculdade A N T Ó N I O 

C K I A R DE F U K I T A S . O Candidato, que foi aprovado com 
a classificação de 18 valores, apresentou como disser-
tação, «A Teoria das Distribuições e o Cálculo sim-
bólico dos Electrotécnicos no caso de circuitos de 

Constantes concentradas», aplicação da Teoria daa 
Distribuições aos sistemas de equações diferenciais 
que traduzem o funcionamento dos circuitos de cons-
tantes concentradas. Argumentaram os Profs. J O S É 

S E B A S T I Ã O B S I L V A , Roimioo SAÍIMKNTO I ÍKIKES e D I O G O 

Pi CHECO A M O R I M . A O novo doutor as nossas felicitações 
j. o. T. 

M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F. C . L. — M A T E M Á T I C A S G K B A I K — Exame de Fre-
quência — (i.* chamada) — 1958. 

4 3 3 9 — o ) Mostre que o conjunto dos racionais 
a; tais que >• 6 constituem uma secção superior 

ò) Considero o conjunto dos números a + — n 
(n — 1,3, -••) . Indique os seus pontos de acumulação, 

os isolados e os limites de WKIKRÍÍTBASH. Sob que con-
dição existiria minimo/1 

c) Mostre que conjunto limitado e fechado contém 
mínimo £ máximo. 

4 3 4 0 — a) Descreva a maneira de calcular as 
raízes racionais de um polinómio de coeficientes intei-
ros. Se estes são todos positivos e os coeficientes 
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extremos iguais à unidade, que pode concluir a res-
peito dessas mesmas raízes.? 

b) Caracterize os polinómios reais / ( » ) de grau 
» para os quais as imagens das raízes são simétri-
cas duas a duas em relação ao eixo dos yy, Com 
n 4 , determine f(x) pela condição ulterior de ser 
um quadrado perfoito. 

c) Mostre que se f(x) d miUtiplo de / ' (x) então 
um e um só valor anula quer f(x), quer / ' (se) . 

4341 — a) Enuncie a regra de multiplicação de 
matrizes e estabeleça a propriedade associativa desta 
operação. 

b) Defina característica de uma matriz. Descreva 
com justificação urn processo para o seu cálculo. 
Indique os valores de \ para os quais o produto 
A B com 

1 r 0 - n t 1 r 1 X — 

o - 1 -
L 2 - i j L 0 1 + 

ximado de f(x). I)iga ; justificando, seé uniformemente 
contínua em [ — 1 , 0 ) . 

4 3 4 4 — a) Seja f(x) uma função contínua em 
[a,í>]. Se não é valor tomado pela função, proVe 
que existe uma vizinhança de ija onde não existe 
nenhum valor da função. Enuncie e démontré o teo-
rema em que baseia a resposta. 

b) Seja / ( x ) uma função crescente em [a , 6] com 
0 contradominio [ / ( a ) , / (&)] • Verifique que / ( x ) é 
continua em qualquer ponto e de [ a , ò ] , 

c) Uefina continuidade uniformo de /(as) num 

conjunto e estude deste ponto de vista ———, 
x — 2 

definida em (2 ,3 ) . 
4 3 4 5 — a) Dado 1 + f j calcule o complexo 

v que tem a imagem sobre a circunferência com 
centro na origem e raio 2 e que verifica a 
condição |ií + «| = [»| — |u|. Prove que é sempre 
1 Si + | S» | | H | — I |, indicando o caso de igual-
dade. 

b) Calcule as raízes racionais do polinómio 
/ ( x ) — í)xs — IO.Ü3 — 36 x ' + x +- 4 e a raiz irracional 
com duas casas decimais, 

e) Defina o m. d. c. de / { « ) e y(rt) e relacione-
-o, justificando, com estes polinómios. 

F , C. L. — M A T B M Á T I C A B G E R A I S — 2 . ° exame de fre-
quência— ( 1 . * chamada) — 2 1 - 4 - 5 8 . 

4 3 4 6 — Relacione a o b de modo que a recta 
ax- fà^ — 1 fique tangente à circunferência x - 1/! = 4 
do plano xOy. Equação do plano que, passando no 
no ponto P (1 , 1 , 2 ) , tem aquela tangente por traço 
em xOy. Valores de a e b para os quais o plano 

, , i * i -J ™ V e paralelo a recta 
íx^y 
l 2 = l>" 

resulta de característica 2, 
e) Seja A uma matriz quadrada de característica 

igual à ordem n . Utilizando a teoria da condensa-
ção por operações elementares sobre linhas, mostre 
que existe uma matriz li tal que BA— I. Verifi-
que que B c também de característica n e que per-
muta com A . 

4 3 4 2 — a) Dados 3í = 3 + 4 í e cons-
T7 

trua a imagem do comploxo = tal que arg (z—sj) = — 

e arg (g — a;) = x. Para que valores de a existe solu-
ção? Euuncie e justifique a propriedade em que fun-
damenta a resolução. 

b) Mostre que o polinómio / ( j ) = 2 i ! — 3 x ! — 2 
não tem raízes racionais, mas admite uma raiz real. 
Calcule esta com duas casas decimais pelo método 
d e H O L H E B . 

c) Estabeleça a divisibilidade de / ( — 1) por a + (3 
et 

quando — é uma fracção irredutível raiz de / ( x ) , s 
polinómio de coeficientes inteiros. 

F. C . L. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — i . " Exame de Fre-
quência — (2." chamada) - 1958. 

4 3 4 3 — a) Mostre que os racionais x que fazem 
a;3>- 7 constituem uma secção superior. Indique jus-
tificando a natureza do número que ela define. 

b) Seja / ( i ) uma função crescente e contínua em 
[tt ,è] . Indique o seu contradominio e enuncie e de-
monstre o teorema em que fundamenta a resposta. 

c) Calcule os limites laterais no infinito e em zero 
i 

para a função / ( x ) 2" » . Trace um gráfico apro- f = x \ + 4 x í x i — 2xix$ + Ax\ — 4xiXi + 2xiXi + x\ — 2x$x i. 

4 3 4 7 — Estabeleça a condição necessária e sufi-
ciente para que 

/ — do x" + • • • 
ff = b0xm + • <j0i0^0 

tenham alguma raiz comum. 
Determine y do modo que 

/ - x i + 2x + y 
g = x 5 — 2x2 - x + 2 

tenham alguma raiz comum c, para tal valor de y , 
forme a equação das raízes comuns. 

4 3 4 8 — Mostre que f — alk a»j xk de característica 
r é decomponivel numa soma de r quadrados de for-
mas lineares independentes {supõe-se a M 0 , com 
algum cr). Decomponha em quadrados a quádrica 
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4 3 4 9 — Trove que se S =» 2 "» 3 semi-convergente, 
podem extrair-se dela duas subséries V J b e 2t( —é„) 
com a„ , 0 , ambas divergentes infinitas. Conclua 
dai que é possível reordenar os termos de S de modo 
que a nova série seja divergente infinita positiva. 

Intervalo de convegência da série S e |la_ 

ü 'i1 — 1, 
tureza da série nos extremos desse intervalo. E a sé-
rie uniformente convergente nesse intervalo ? Razão 
disso. 
F. C. L. — MATEMÁTICAS GTIT.us — 2." Exame de Fre-

quência - (2.« chamada) - 28-4-1958. 
4 3 5 0 — Estabeleça os teoremas principais relati-

vos à composição e decomposição de determinantes. 
Calcule o determinante de 4." ordem : 

b 
b 
b 

2 1 1 1 a b b -

1 2 1 1 e o determinante de 
b a b 

1 1 2 1 ordem n : b b a 

1 1 1 2 b b b 
4351 — Defina caracterítíca duma quádrica. Enun-

cie a lei da inércia de S Y L V B S T E H , para as quádricas 
reais. Que entende por Jndice de inércia? 

Calcule a característica e o índice de inércia da 
quádrica. 

x2 -f- ^y2 + í ! - 2 i j - 2 j í r + 2z<r, 
onde i. é parâmetro real. 

4 3 5 2 — Dê uma condição necessária e suficiente 
para que duas rectas do espaço 

f A x + By + Cz + D = O J .4, x + B, y + C, 3 + D, = 0 
\A'x+B'y + C'z + d' =0 Mi x+B\y + C\z + D\~Q 
sejam 

a) Paralelas 
b) Secantes. 
Escreva as equações dos feixes de planos determi-

nados por cada uma das rectas dadas, e deduza uma 
condição necessária e suficiente para que elas sejam 
complanarcs. 

Calcule a de modo que as rectas 

{x = 4 z + a. f u — — 2 z — 1 
y = - 2 + 1 5a + 4 

sejam complanares e determine uma equação do pla-
que as contém. 

4 3 5 3 — Estabeleça o teorema de B O L Z A K O relativo 
a limites finitos de sucessões, e deduza dele uma con-
dição necessária e suficiente de convergência duma 
série. 

Estudo das séries V — — e y , (2r + 1)" V 
nxy n 

ECnuüd&doB d o s i i ó m o r o s 4539 * 4553 d o J- J . [ X o n i s t o . 

I . S . C . E. F. — M A T Í M Á T I C A S O E R A T S — Exame final — 
Época de Outubro — 1-10-57. 

4 3 5 4 — a) Os polinómios 

a;3 — ijcí + llar — 6 
x3 — 3 x2 + x + 6 

têm duas raízes comuns cuja soma é igual a 5. 
Escreva a equação das raízes comuns e calcule os 

valores de a e p . 

b) Estude a posição relativa da recta - • - • - " = 

y — 3/o 1 — e do plano A x-i-B y + Cz + 
k l 

por meio da teoria dos determinantes, obtendo as 
relações que estudou em Geometria Analítica. 

S : a) O processo prático para a construção do 
resultante dá imediatamente a equação das raízes 
comuns que 

1 — a i i - 6 
1 - 3 1 6 

— I a - f í - 10 12 

* . • . . , , , . 

ê do segundo i/rau: (* — fs) x* — 10 x + 1 2 ^ - 0 . Como 
a soma das raízes desta equação e 5, será 

10 
5 OU % — 3 : 

o que permite esci ever a equação na forma x4 —5x + 6 —0 
cujas soluções são x ' = 2 e xrt » 3, Substituindo nos 
polinómios dados x por 2 (ou por 3), obtem-se i = 6 
e 3 - 4 . 

b) O problema censiste em estudar o sistema 

x — _ y — yp z — 7.(i 
li k 1 equivalente d 

A x + B y - f - C í + D - 0 

Ik x — b y = kxo — byo 

1 y — k i — 1 y0 — k Z(j 
A x + B y + C z ~ - D 

k - li O 
0 I — k A B C 

Se o determinante i for diferente de 

0 (A b + B k + C1 0 ) , o sistema ti possível, e deter-
minado, o que significa que a recta encontra o plano 
num ponto Se 1 = () (A h + lí k + 0 1 = 0 ) e admitindo 

k - h l „ , 0, há dois casos a considerar: sendo que 0 1 
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k — h k x0 — li _Vo 
O característico i ' O ] I V o — k z 0 diferente de 

A B - D 
0 (A só B yo + C z0 + D ={= 0) o sistema ê impossível 
(a recta é paralela ao plano) e se 41 «= 0 { A x0 + B y j + 
1 Cíj + U = 0) o sistema é possível indeterminado 
{recta assente no plano). 

4 3 5 5 — Dada a fracção racional /(•«} 
resolva os seguintes problemas: 

а) Determine os seus extremos e estude o sentido 
da concavidade. 

б) Decomponha-a em elementos simples e apro-
veite o resultado para calcular f'"'(j:) e Pf(x). 

^ ' E s c r e v a o desenvolvimento em série de / { £ ) 
segundo as potências de x 4- 1 . 

(x - 1 ) 

R: a) f f s ) ^ - 3 x - 2 
(X - l)ï e x^—- e o uni co 

ponto de estacionaridade. Como ? { x ) < : 0 para x >- -— 
ô 

2 

e f ' ( x ) > - 0 para x < — , trata-se de um ]x>nto de 

máximo. 
f ' (x) = 2. — e, como 6 x * - 8 x - ) - 3 : > < J 

(x - l)3 

para todos os valores de x , f" (x) >• 0 para x >• I 
(concavidade voltada para cima) e f 1 ( i ) < ü para 
x c 1 (concavidade voltada para baixo). 

l>) 
1 a0 + aj x 

Para determi-
x J ( x - l ) x3 x - 1 

iiar ao e a ( basta considerar a fracção auxiliar 

Ru (x) — —— e efectuar a divisão algébrica até ao 
— i "4* x 

grau 1 do cociente. Obtem-se —1 — x{ao —— 1 ,ai=> —1). 
A constante ba pode calcular-se fàcilmente, fazendo 

1 x — 1 no fracção auxiliar Ki (x) = —- (b0 = 1 ) . 

Então x i ( x ~ l ) 

f " (*) - { - 1)" 

1 1 1 
X5 X X — 1 

n ! n ! (D 4 - 1 ) ! 

, (x - ! ) " + ' x"+L x™" 

+ C 
1 I x - 1 Pf(» ) — 1- log\ X X 

c) Pode obter-se o desenvolvimento em série aprovei-
tando a expressão de t"'ni (x j. Assim 

' (x - a}" 
K - P Ï - ) ( - D " 

4 3 5 6 — ít) Provar que, sendo f(x,y) homogénea 
de grau a , x"~ f'„ + 2 x yf",„ + = % (x — \)f. 

Í>) Mostre que a equação IJ / ! + (x* + x)y — 3 — D 
define na vizinhança de P ( l , t ) uma função y ( x ) . 
Escreva a equação da tangente à curva nesse ponto. 

LT: a) Escrevendo a identidade de EULKR para 
f j ( x , y ) e , funções homogéneas de grau a — 1, 
tem-se: 

(11 
(2) 

x f „ + y C — (« — ! ) f. 
x í j + yí^ - (i - i ) t ; 

Multiplicando (1) e (2) por x i y , res/iectivamente, 
e somando, obtem-se 

£ + S X y r„ + yí Ç - (* - 1 ) [ . ft + y ÇJ - (a • _ 1 ) . f 

b) Designando por e { x , y ) o primeiro membro da 
equação, tem-se » ( 1 , 1 ) — 0 . As derivadas o , (x , y ) e 
H>',(x,y) são continuas em P ( l , l ) e t p , ( l , l ) ^ : 0 . 
Estão pois satisfeitas as condições de existência da 
função y (x). 

A equação da tangente é % {1 , 1) (x — 1) + 
+ o, (1 ,1) (y — 1) =• 0 ou — substituindo tpj (1 ,1) c 
® j ( l , l ) pelos seus va/ores esimplificando— x 4-V — 2 — 0 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS (ÍEHAIS — Exame final — 
Época de Milicianos —14-12-1957. 

4 3 5 7 — Resolva os seguintes problemas: 
a) Deteriaime a função f{x) tal que tif(x) — x(h= 1), 
b) Utilizando determinantes, concluir que o sistema 

x + y ~s + í = l 
X—tf + B — f = 2 
®-f-y-t-» + f - 0 
x + y + i — 0 
x — y —. t — t * ,'! 

é impossível. Com equações deste sistema construa 
outro que seja possível e indeterminado de grau 1. 
Exprima a ultima equação como composição linear 
das três primeiras. 

R : a) f (x) é da forma a x ! + b x -f- c . Então 
f (x + l ) — f (x) = a(x + 11* + b(x + l ) + c —(ax2-f bx-f e) = 
— 2 a x + (a + b) e, como 2 a x + ( a - I - b ) ^ x , será 

1 1 1 1 
—• e b = — — 
2 2 

b) Seja A — 

Vf (*) ~ 2 x S - 2 X + C 

1 1 1 
t - 1 1 - 1 1 1 -I 
I 1 1 1 e i 1 - 1 1 
1 1 0 1 1 1 1 
1 - 1 - 1 - 1 
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o determinante principal. Como os determinantes carac-
terísticos não são todos nulos, o sistema é impossível. 

É eridente que o sistema. 
s t y - ! + t 1 
x — y + z — t = 2 

é possível ( i f̂c 0) e indeterminado de grau 1. 
Para exprimir a última equação coma ccrmitosição 

das três primeiras} considere-se o determinante carac-
terístico correspondente à última equaçao: 

1 1 - 1 1 
1 - 1 1 2 
1 1 1 0 
I - 1 _ 1 3 

-0 

Calculando os complementos algébricos dos elementos 
í/íi última coluna, obtem-se > ] - - 1 . X2 - - • ' 3 -* — 4 <* 

=• — 4 e então ÃJ (X -f- v — t. + t — 1) + 1; (x — r + 
+ z — t — 2 ) + X 3 ( í + y 4-z + t) + * s ( x - y - z - t - 3 ) = 0 , 
ü-que permite escrever \ — y — z — t — 3 = (x + y — z + 
+ 1 - 1) + - y + z - t - 2 ) — (x + j + z + t). 

4 3 5 8 —a) Determinar os máximos e mínimos de 
y a ekI +• b (T1*. 

b) Calcular P • arctg .c. 

c) Desenvolver ein serie de MACLAÜBIN 
1 

R : a) y ' = 

tem por raia 

y" -

a k e l ' ~ k b e 
( x _ l ) ( * - 2 ) 

a equação y' — 0 
1 b

 t • 
— lug — que, substituída em 
2 k ' a 

ak*ek" + k ^ b e " 1 ' , dá y" >0. Està-se em pre-
b . 

jençíi do mínimo (—— log — , 2^/a b J. 
\2 k a / 

1 x3 x3 
b) P xí - arctg x - — • arctg x - — P - = — . 

1 f x \ x^ 1 

log (x* + 1 )4 -0 . 
1 

(x—í) (x—2) 
4 3 5 9 — Achar a equação da tangente ii curva y (.c), 

definida implicitamente pela equação f(x,y) = 
= xy2 — 2 x ! y — 3 = 0 , na vizinhança de P (1, — 1) . 
Provar que xfm + y /' y = 9 . 

í ' h\ ! y i - 4 x y \ 5 R: (—) ( - ~ ) - — e então a 
\d x / , V 2 x y - 2 W ( l l H I 4 

— (x - 1) . Como f (x , y ) 4 tangente é y 1 

(x , y ) — 3 — 0 , com V ( x , t ) homogénea de grau 
3, tem-se x Vt + y V, = 3 ï (x , y) ou x Cs + y f, = 9 . 

uúiu&ios 4354 n 43õ9 d o F e r i j a n d o dfl j A f l t u . 

I S . T. — M A T Í I H Á T I C A S C E R A I S — Exame de frequên-
cia - 1957-1958. 

4 3 6 0 — Ache o limite superior preciso e o limite 
inferior preciso de CAUCIIY para o conjunto assim defi-
nido : 

1 
ijji-i (n — 1 , 2 , 3 , • •). 

As definições dão-se da mesma maneira ainda que 
os conjuntos não sejam limitados. 

4361 — Determine um complexo s tal que 4 das 
suas raízes de índice ti satisfaçam à equação 
j;* + 2 xi + 4 — 0 . 

4 3 6 2 —Ache a derivada de (sen .c) ' " ' r . 

4 3 6 3 — Cm endomorfismo diz-se normal se comuta 
com os automorfismos internos. Demonstre que, dado 
o grupo © , «e t, for endomorfismo normal, @r, ó 
invariante. 

4 3 6 4 — Determine o iidcleo do homomorfismo 
e™ (t inteiro fixo, d -* ndmcro real). 

4 3 6 5 — Considere o conjunto unido U *= Ai y 
mostre, em seguida, que U se pode escrever como 
união de dois conjuntos disjuntos. 

4 3 6 6 — Mostre que as transformações definidas 

Í x' ax — b y 
ti1 w b x + a y 

meros a e b são variáveis. 

pelo sistema formam grupo. Os nü-

4 3 6 7 — Um endomoifisino dum grupo diz-se nor-
mal se comuta com todos os automorfismos internos. 
Mostrar que o produto de dois endoinorfismos normais 
é um endomorfismo normal. 

4 3 6 8 - Escreva a expressão da derivada da função 
y — are cos x , suposto y um arco de terceiro qua-
drante. 

x2 seu y + y ísens; 
4 3 6 9 — Verifique que a função Z = 

é contínua no ponto ( 0 , 0 ) . 
ai» + . yt 

I . S . T. — M A T K I I Í T I C A S G E R A I S — Exame final — 5 . ' e 
6 . ' turmas — 2 3 - Õ - 5 8 . 

4 3 7 0 — Considere as formas lineares x } + X} , 
2 x2 + Xi , xi + 2 Xi + 2 x.t , xt d- 2 — xt, e verifi-
que se há ou não entre elas uma dependência linear. 
No caso afirmativo, indique quantas são independen-
tes e escreva um sistema máximo de independentes. 
Justifique o processo. 

Nota. A justificação pedida é a parte essencial do 
prob lema. 

••• 
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4371 — Considere, no espaço linear ií5t o sub-
-espaço E de equações 

-r, + x2 f Xj +- .r5 = 2 
+ 3 x3 + :r j = 3 

3 Xt + X2 — 3 - 3 JG.Í + 3 = 0 

e determine uni sub-espaço paralelo a E , de dimen-
são inferior de uma unidade à dimensão de E e pas-
sando pela origem das coordenadas. 

4 3 7 2 — Determine a equação do plano tangente 
à superfície x + y + z ~ sen (xy z) no ponto ( 0 , 0 , 0 ) 
e esereva as equações da normal no mesmo ponto. 

4 3 7 3 — Tome no plano JCZ, uma elipse de cen-
tro na origem dos coordenados e de eixos 2 e 3. 
respectivamente sobre os eixos 0x e 0 z. Depois, 
torne uma recta do plano yz igualmente inclinada 
sobre os dois eixos. Escreva a equação do cilindro 
cuja directriz é a elipse e cujas geratrizes são para-
lelas à recta dada. 

4 3 7 4 — Determine a natureza da série 

v r c* 1 . • í"®>' I 
7.1 cos e c [ 1 tg —r= + i —• I t i l \2 n) V"3 («+!)! | 

I . S . T. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — Exame final — 
7,« turma — 4-7-58. 

4 3 7 5 — Tendo cm conta a6 propriedades dos deter-
minantes, prove, sem cálculos, que 

à1 

d X à y á * 
/ O) T (») -f (?) 
f\(y) w (y) vi (y) 
h {»ï <n (») h (-) 

/ ' (x) (J:) (*) 
f\ (y) T . (ff) tí (ff) 

A (•) 'H («> v, (») 
4 3 7 6 — Ache o ângulo do plano A x + 13 y + 

+ C z + D 0 e d a recta x — XQ 4- a t , ff — ;/o + P ( , 
» — 3o + 1 

4 3 7 7 — Considere o espaço a 5 dimensões, de refe-
rencial Oa (ci , e ; , C3, e.j, Cj) - Ern seguida tome os 
dois pontos ( 1 , 1 , 1 , 0 , 0 ) , ( 1 , 1 , 0 , 1 , 0 ) . Escreva, 
depois, as equações paramétricas da recta que passa 
pelos dois pontos; e, finalmente, a partir daquelas 
equações paramétricas, escreva as equações não 
paramétricas. 

4 3 7 8 — Determine, para uma multiplicidade vec-
torial a 4 dimensões as equações da sub-niultiplici-
dade definida pelos dois vectores (1 ,1 ,0 ,1) e ( 2 , 0 , 3 , 0 ) 

4 3 7 9 — Dada a sériu convergente de termos x> 
positivos 2 "« i determine a natureza da série 

H—l 

E u u t i c l a d » » d o a n ú m e r o s 45G0 a 4379 d o l\ A l m e i d a e S á . 

G E O M E T R I A 

F. C. L. — GBOMBTBIA DKSCHITIVA — 1." e x a m e de f r e -
quência — (2.* chamada) 1958. 

4 3 8 0 — Considere dois pontos sobre uma recta de 
topo um dos quais sobre o segundo bissector. Fixe uni 
terceiro ponto, no segundo bissector, de modo que os 
três pontos formem um triângulo equilátero no espaço 
(de preferência, sem LT) . 

4381 — Considere uma circunferência no plano ver-
tical e uma recta. Determine um ponto de uma super-

D E S C R I T I V A 

fície gerada por uma recta móvel que encontre per-
pendicularmente a recta e encontre a circunferência. 

4 3 8 2 — Dado um grupo 9) defina um novo produto 
por a|A-=a&~~'. Mostre qua se obtém um grupo se 
e só se os elementos são de segunda ordem. 

4 3 8 3 — Mostre que, dado um grupo, a totalidade 
dos elementos de segunda ordem, se for um subgrupo, 
é invariante. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F. C. L — CÁLCULO IHFIUTXSIIIAI. — 1," E x a m e de Fre -

quência— 1.* Chamada — 11/1/57. 

4 3 8 4 — Fracções contínuas; suas definição e perio-
dicidade; tipos de periodicidade e teoremas relativos 
às fracções contínuas periódicas. 

4 3 8 5 — Exponha o conceito de medida dum con-
junto e defina conjuntos mensuráveis. 

4 3 8 6 — Defina a operação do rotação num plano 
em cálculo vectorial e escreva a equação vectorial de 
um ponto, com base nessa operação, em coordenadas 
cartesianas e em coordenadas polares. 
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4 3 8 7 — Dada a quádrica 
x1 + y1 + s* — 2 j i + 2 2 i - 2 x y + x — 1 —0 

a) Mostre que tem uma recta de centros a distân-
cia infinita. 

ò) Determine o piano diametral conjugado com 
a direcção (1 ,3 ,5 ) e mostre que passa pela recta de 
centros. 

c) Classifique a quádrica e escreva uma equação 
reduzida. 

4 3 8 8 — Prove que a função 
( a i + (i) 

4 3 9 3 — Dada a expressão diferencial 

d? y 
d & + y 

(a* - 2 B a + C) 

sendo n, 4, B, C constantes, converte em identidade 
a equação 

rP y x"- - 2 Bx + C d y 
d X* 2 d X 

Deduza desta relação que 

xi-lljx+C d"+*y 2 (x-B) d"+* y d»y 
(n + 1) («4-2) Jx* 1 n + T d + ~dl? ~ 

F. C. L. — CÍLCULO IMFINITBSIHAL — 1." Exame de Fre-
quência - 2.» Chamada —18/1 /57. 

4 3 8 9 — Defina conjuntos conexos e conjuntos per-
feitos e enuncie as propriedades que respeitam aos 
conjuntos conexos. 

4 3 9 0 — Defina versor dum vector e indique a 
expressão dum vector em função do seu versor; vecto-
res fundamentais : sua definição e aplicação à expres-
são de um vector e do produto externo de dois vectores, 

4391 — Defina infinitamente pequeno e ordem dum 
infinitamente pequeno ; escreva a expressão geral dum 
infinitamente pequeno de ordem n e defina a parte 
principal e parte complementar dum tal infinitamente 
pequeno. 

4 3 9 2 — Dada a quádrica 
x? 4. yf = a x m y z (a , m ^fc 0) 

а) Determine o plano tangente « na origem das 
coordenarias e a direcção do espaço cujo plano dia-
metral conjugado em relação à quádrica é paralelo a * . 

б) Classifique a quádrica e verifique que a sua 
natureza não depende dos parâmetros a e m . 

Determine as geratrizes da superfície que passam 
pela origem, se existirem. 

c) Haverá alguns valeres dos parâmetros para os 
quais a superfície seja de revolução? Escreva uma 
equação reduzida da quádrica. 

mude as variáveis x,y em u , « , sabendo que as 
equações de ligação são 

x = u? + 
U ! — ÍÍ* 

F . C . IH — CincCLo INFINITESIMAL — E X A M E Final — 
I grupo — (2 'chamada) — 24-6-57-
4 3 9 4 — Defina contacto de ordem n entre duas 

superfícies, deduza as condições analíticas para um 
tal contacto; defina conceito de osculação para a su-
perfície c aplique-o ao caso de uma das superfícies 
ser um plano. 

4 3 9 5 — Escreva a equação vectorial das superfí-
cies regradas, indique o significado das grandezas 
que nela figuram, defina superfícies empenadas e a 
sua linha de estrição e enuncie a lei de C H A R L E S que 
respeita a tais superfícies. 

4 3 9 6 — Indique como se calcula o volume de sóli-
dos limitados por superfícies de revolução, deduzindo 
a fórmula correspondente; indique se conhece outros 
casos em que a aplicação do raciocínio empregado 
pode conduzir a simplificação do cálculo do volume 
de sólidos que neles se consideram, 

4 3 9 7 — Defina equações diferenciais simultâneas; 
indique como os sistemas de tais equações se podem 
obter a partir dum sistema dado de equações que 
contenha constantes arbitrárias. Considere o caso par-
ticular dum sistema de duas equações diferenciais de 
1." ordem e defina o seu sistema de I. G-, sistemas de 
I. particulares e sistemas de I. singulares, quando 
existam. 

4 3 9 8 — Dada a curva de equação y 3 ( 2 x —a) t-
+ a^x* — x* = 0 , onde íi é uma constante, determine 
os seus pontos singulares com excepção dos seus pon-
tos de inflexão. 

i • 
4 3 9 9 — Calcule J x aretg xdx. 

0 

4 4 0 0 - Calcule JJ (y1 + 2 x y + x*) dxdy onde 

A è o triângulo de vértices (1, 1), (2, 0), (0, 0) refe-
ridos ao sistema de eixos cartesianos ortogonais, 

4401 — Ache todos os integrais da equação dife-
rencial 2xydx + ( 3 y ! — x* + &)dy = 0 
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F. C, L. — C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L — Exame final -
1.» Grupo - Junho 1958. 

4 4 0 2 - Calcule 

I '3 dx 

Jo (H-J=)(X« + 1) 

4 4 0 3 - Determine a solução geral Ha equação di-
ferencial : 

4 4 0 4 — Calcule o volume da região do espaço limi-
tado pelas superfícies: 2 — 0 , y = 1 , y ^x1, s — xí-f-y3 . 

4 4 0 5 — Determine as assiutotas de 

x1 — x- Y Í + 2 x* y 4 yl + 3 x = 0 . 

4 4 0 6 — Defina uma curva torsa num ponto e 
escreva nas formas vectorial ec artesiana as fórmulas 
de F B K N E T e S K R R B T , indicando o significado das gran-
dezas que nelas entram. 

4407 — Escreva a equação vectorial das superfí-
cies regradas e indique o significado das grandezas 
que nela figuram Defina superfícies empenadas e sua 
linha de estrição. Enuncie a lei de C I I A E I . B S a respeito 
de tais superfícies. 

4408 — Defina contacto de ordem n entre 2 super-
fícies, escreva a condição analítica para tal contacto. 
Defina o conceito de osculação que lhe diz respeito e 
restricto ao caso duma das superfícies ser um plano. 

4 4 0 9 — Enuncie os tipos de equações diferenciais 
susceptíveis de abaixamento de ordem. Indique como 
se consegue o abaixamento de ordem nos dois tipos 
de equações homogéneas, aplicando os respectivos 
processos às equações de 2.* ordem. 

A N Á L I S E M A T E M Á T I C A 

I S . C . £ . F. — A N Á L I S E M A T E M Á T I C A — 1." Exame de 

Frequência — 27-3-57. 

4 4 1 0 — Diga o que ó a relação de inclusão entre 
conjuntos e quais as suas propriadades. 

Quais são as sucessões monótonas e seus limites? 
Defina elasse aditiva de conjuntos. Porque é que 

os conjuutos de medida (X) nula não constituem uma 
classe aditiva? 

Defina espaço (5>) e prove que o espaço ó um 
espaço (3>). 

Demonstre que o diâmetro dum conjunto limitado 
de Mi é a diferença entre os limites superior e infe-
rior de W E I E H S T R A S S . 

Exprimindo a derivada j'(x) como limite duma 
conveniente sucessão de funções, prove que a derivada 
duma função nensurável num intervalo finito é função 
censurável e, portanto, integrável nesse intervalo. 

4412 — Considere uma função vectorial de variável 
vectorial ; defina diferença finita, considere-lhe as 
componentes diferenciáveis e defina a derivada. 

O que é espaço produto de dois espaços cartesianos ? 
Dê exemplos. 

I . S , C . E. F. — A N Á L I S E M A T E M Á T I C A — Exame final — 
t.« chamada - 16-7-57. 

4413 — Estude a convergência do integral 

4411 — Demonstre que uma função monótona limi-
tada num intervalo finito é de variação limitada. 

Defina integral no sentido de L I I H K S G N E . Estabeleça 
a desigualdade de S C H W A E Z . 

Se f ( x ) è limite duma sucessão /»(a;) de funções 
definidas e uniformemente limitadas dum modo global 
num conjunto & nensurável, demonstre que: 

J f ( x ) d se liin j f „ (x) d x 

fMt* 

/ C 
J0 

COS* x dx 

Ft: Tem-se 

/ « \J Um f — — x 1 J 
/ « \ p \ — Itm ( x I sen'1 ( i = I 

quando p — « 
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Então, por definição de limite, vem 

, p 

quando 

e daqui se tira, sucessivamente 

cos* x C 1 

- — ; < < — 2 2 

cos* x < 

( H ' 
0<J •Ac/g-t 

rtt/l-»' 
«o»1 x dx c 

i r «/1E/Î-6 / 71 

( i - ) ' 
JV/US, fixado aquele i e fazendo tender »' para zero, 

a OOWtWj^tò rfo 'LcUrnn integral, para íioiilc 
finito, sempre que p < l . Coneíui-f« a convergência rfo 
infe^rní /iroposío sempre que a <: 1 . 

4414 — Primitive a função 

3rtrgVs9*+ 2 ac — íi 

lí : Primitivando por jiarten, vem : 

f 
areia l /x* — 2x — 3 aríc<7 + 2 x — 3 

d x = ; — f-
(x+l )» 

X+l 
1 / x * + 2 x — 3 

+ x7-t-2x —3 

dx 

dx = -

x + 1 

aretg^x* + 2x — 3 . 
— m 

(xî + 2 x - 2 ) t/x» + 8 Ï - 8 

A /unção integranda está definida em ( — o o , 3) e 
{ 1 , + oo) t isto é, fora do intervalo fechado (— 3 , 1 ) 
fios zero» de x l + 2 x — 3 . A primitiva que se procura 
será válida visto que os zeros de x + l e de x* + 2x — 2 , 
caiem dentro do intercalo ( — 8 , 1 ) . 

Tem-se 

dx 
(xí + 2 x - 2 ) l /xi + 2x — 3 

d (x + 1) r dt 
-4 j ( t í -( t î - 3 ) v / t î - 4 

A substituição indicada por \/t
2

 — 4 = (t + 2) u , ou 

2 (11- u1) , , dt u 
melhor: t— ecuja derivada e — =8 

1 - u » * du ( l - u t ) t 
é decrescente em (— oo , U) e crescente em (0, -f- oo) ; 
admite duas inversas, perfeitamente definidas em 
{ — c o , — 2) e (2 , + oo) ; há, portanto, «ma inverta fora 
do intervalo ( — 3 , 1 ) onde JC procura a primitiva* 
Efectuada a substituição, vem 

dt 

J (t*-{ t i - 3 ) j / t ^ - 4 

-j 
-J 

-J 

8 -
( 1 - u í ) » 

• da 

L < i — J L i - m J 

8 (1—n*) dn 
[ 4 ( l + » * ) í - 3 ( l - t t * ) * ] [ 2 ( l + u ' ) + 2 ( l — a * ) ] 

2 ( 1 - « 2 ) du 

[2 (1 + uî) - t/3 {1 - u=)J f2<l + u=) + / 3 (1 - «*) ] 

<* 2 ( 1 - u') du 
(a + b u f) (b + a u?) 

onde se pôs a — 2 — ^/S e b 2 + \/'à, O método dos 
coeficientes indeterminados é aconselhável para obter n 
decomposição em duas fracções; deve notar-se que a 
fracção a decompor não se altera mudando u em — u ; 
vem 

r 2 (1—u2) du S Mi dtt , ' M í d u 
, / (a + buJ) (b + auJ) J a + b u1 J b t a « ! 

onde 

2 2 
M , E M J O R - . 

a + b 2 a - b \fà 

Em seguida, rem 

r. J-^ R MJ DU M , R V » 

J • M; du m, r \J b 
T - r I 

du 

b + a ui • b J j 
( V B ' 
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e portanto m, R 

J 2(1 —u') du Mi 
(a + b u1) ( b + au!) ~ 

Mj 

arctg s/1-

l /a • b 
: arctg 

Finalmente 

i'arctg v/xí+2-t™3 

J dx 

n/Í--

arctg +8* — S 
x4 1 (x+l)< 

+ « arctg (2 + J/3J •••••• 4-2 x-f-3 

I / — l/fx-j - l)*—4 „ 
+ -= arctg (2 - t /3) ' + C . / 3 * + » 

4415 — Calcule / xdy sendo r a fronteira do 

domínio limitado por 

x2 4 - y2 -=• R2, x2 + y2 = r', y ~ mi x , y = mz x 
(R > r ; TOj > m2 > 0) . 

Interprete geometricamente o valor de 

o auxilio das fórmulas de RIBMANX. 
X x dy , com 

R: O domínio de que se fala no enunciado í for-
mado por duas regiões simetricamente disjKistait em re-
lação à origem, determinadas pelas duas rectas -na 
coròa circular; a curva r decompõe-se em dois circui-
tos fechados e, se um ponto P (x , y) descreve no sen-
tido directo o que está no 1." quadrante, o simétrico 
I1' (• - x . — y) descreverá no sentido directo o do 3 
quadrante; o produto x dy tem o mesmo sinal sobre os 
dois circuitos e, deduz-se que 

J/i 

[ x d y = 2 I z dy 
P •/["! onde r' é o circuito fechado do 1." quadrante. Posto 

isto, tem-se 

j
/t T+y'mJ + i y «rfijin, 

| x d y - I — dy + I r' • cos* s • d m + 
r r ' J m,II m t ' JATC,TM, + / í j T í 

/•+ y/ + 1 y 
- I - - dy 4 - 1 R ! • coíf i - d i 
J m,r I»! JaTctgm. 

'O rc.'y m c 

reto 
+ l/m* + l 

1 r » ! * ' mf R" "1 1 r mj R* 
2~m7 | 1 4- mï ~~ 1 4- m ï j ^ S m7 ' 1 4- mj 

— - + (Rt - r!) f cos a* da ™ 
1 + m , J Jarelg m , 

1 __ . P m , ia. "1 
(Ui ._ r!) '— 4-

2 V ' L l 4- m| 14- mf j 

£rctff m 

-lg m-

•«(«», 1 + cos 2, 
da . 

i ( B ' - r ' ) \ + 
2 v ' L l 4 - m l 1 + m j J 

r. 1 arctg m • I 
— ; I arct.g m, — arett/ m ,4- — (sen 2 a) 
2 (_ 2 aretgmi_] 

Notando que os arcos tt] e aj cujas tangentes são 
mj e mj per te tirem ao 1." quadrante e, notando ainda 

1 m l 

que se m = ífis, se (em cos* a., — sen^a, 1 4- m* 1 + ra' 

i r -na .T ' - i r _ = s s u l 
- 4 L J*, 2 1.1 4 m? 14- m?J 

Résulta, então 

J' x d y -—• (R5 — r') [arctg mi — arctg m ; ] . r' 

4 4 0 6 — Calcular os máximos e mínimos da função 
x (y, s) definida por 

x* + y* + is1 — 2x - 4y + + 

R: Para a função x {y , z) ter extremo deverá anu-
lar-se a matriz iacobiana 

r-áx dxT 
" Idy dzj* 
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Supondo que a equação dada define x (y , •/.) , deri-
vando parcialmente em ordem a y (x dependente, y e 
7. independentes), rem : 

2 i — + 2z — 2 — + 2 • 
e) z à z 

i j * z + 1 
O donde — — 

f ) 7. x — 1 

A equação define x (y , z) em todo o ponto P (O , b , c) 
onde x — 1 O ; o valor da função é dado por x* +-
+ b"1 + c* — 2 x — 4 b -j- 2 c 4- 5 = O; são, portanto 
duas as funções x {v , z) de que se procuram os extre-
mos. 

Para qualquer i/as /unções x (y , z) definidas impli-
citamente pela equação ê nula a matriz iacobiana em 
y = 2 , z — 1 . Neste jwnto as /unções têm valores 
distintos (x® 4- 4 4 - 1 — 2 x - 8 — 2 + 5 = 0 ) . 

*i (2 , - 1) : O xt (2 , _ 1) - 2 

e ambos estes valores, não anulam x — 1 . As matrizes 
hessean as 

Hi 

devido aos ralares 

d* 1 íPfi 
^ x 
dy1 

— (x — 1) — (2 — v) — ] -7-7 -- 1 
ày I ày* 

( x - l ) > 0**1 
òy* 

—1 

d'* = 0 
07? ày d7-

transformam-se em 

dx 
a* 

( X — 1 ) ' 

â*H 
d* 

dz4 
. „ i 

11 «"1 "-1 0" H, = H> = 
0 1 0 - 1 „ 

Para a função x; (y , z) tem-se no ponto (2, — 1) 
dHxt = 0, dfl X ! - H H i H * > 0 . 

Para a /unção x^ (y, z) tem-se: dH xg •= U, d* x4 = 
H H; H* c ü . 

A função X, tem em (2, — 1) um mínimo igual a zero. 
A função xj tem em ( 2 , - 1 ) um máximo igual a dois. 
A confirmar estes resultados, tem-se: 

xa + y s + z ' - 2 x - 4y + 2z + 5 = ( x l - 2 x + l ) ~ l + -
+ (y1 —4y -t-4) — 4-(-(z!4-2z +1) —l-t-5 = (x —l)a4-

- h ( y - 2 ) i + ( z ^ l ) i - l = 0 . 

A equação dada representa uma esfera de raio um e 
centro em (1,2 — 1). 

As funções X j { y , z ) e x 2 ( y , z ) são reta tiras ás duas 
semi-esferas que se obtêm com o plano x — 1 = 0 : elas 
estão definidas no interior do circulo (y—2) !+(z +1 . 
A função x j ( y , z ) cuja imagem é a semi-esfera da 
esquerda, tem mínimo igual a zero, no centro do seu 
domínio; a função x í ( y , z ) tem o máximo no mesmo 
ponto. 

C R Í T I C A D E L I V R O S 
O livro única de Algebre — 3 ° ciclo 

A aprovação, como livro único, do Compêndio de 
Álgebra' tia autoria de J. S E B A S T I Ã O K S I L V A e J. D. 
D I S I L V A P A C L O é, em meu entender, um facto de tal 
interesse para a vida escolar liceal que a Gazeta de 
Matemática n ã o pode deixar de assinalar a sua 
importância. 

Quis o acaso que fosse eu o primeiro colaborador 
desta revista a referir-se ao Compêndio. Noto, de 
passagem, esta circunstância, para recordar que fui 
ou também quem se encarregou, dentro da Gazeta de 
Matemática, da crítica ao livro único que precedeu 
este no exercício das suas funções. Fiel a uma posição 
que, então como agora, procura o máximo de inde-
pendência, é com muito gosto que felicito os Autores 

e os Juízes desta obra, em contrastante atitude, com 
a outra que tomei, há anos, nas eondiçSes já recor-
d adas. 

E minha intenção publicar, nestas páginas, uma 
análise da segunda parte d o Compêndio. N e s t e 
número, vou referir-me apenas ã primeira parte, rela-
tiva ao programa do 6.° ano ; de resto, ó este o sector 
em que mais vivamente se fazia sentir a necessidade 
de urn bom livro de toxto, já porque alguns dos seus 
assuntos são delicados e fundamentais já porque nada 
existia em livros didácticos portugueses, ao nível 
liceal, que pudesse considerar-se satisfatório. 

Ainda antes de ser tomada uma decisão oficial, 
escrevi um comentário crítico que se restringiu tam-


