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dade de Letras, o Prof. Sksastiio & Sirva realizou
também uma série de ligGes sobre Ldgica e Teoria
dos Conjuntos que foram seguidos com vivo interesse.
Finalmente o Prof. Hugo B. Riseiro da Universidade
de Nebraska proferiu duas ligdes de encerramento.

Merece todo o nosso louver esta feliz iniciativa,
que vem contribuir para a renovagio da Cultura
Matemdtica no nosso pais e despertar interesse entre
os novos pela Matem:itica Moderna.

“ R

CONGRESSO INTERNACIONAL DOS MATEMATICOS

Como jd foi anunciado no iiltimo n.° de Gazeta de
Matemadtica, realiza-se de 14 a 21 de A gosto préximo
em Edimburgo o XII Congresso Internacional des
Matemdticos, sobre a direcgio superior da Unido
Matemadtica Internacional.

A Gazeta de Matemdtica dard no proximo nimero
indicac@es pormenorizadas sobre esta reunifio, e faz
votos de que o proximo Congresso, — o X1II — a rea-
lizar em 1962 o seja em Portugal.

- P

PROFESSOR AGREGADO DA F. C. L

Nos dias 31 de Janeiro, 24, 27 de Fevereiro e 13 de
Maio realizaram-se na F. C. L. as provas para habi-
litagio ao titulo de Prof. Agregado do 1.° grupo
1.* Secgio — Andlise e Geometria —da F. C. L. do
1.0 Assistente do 1 S C E F
ALBUQUERQUE :

Dr. Jost Riseiro

31-1-58 — prova prdtica — lquagdes as derivadas
parciais de 1 * ordem.

24-2-58 — 1.* ligdo — Equagdes diferenciais lineares
no dominio real; métodes de integracgio.

27-2-58 — 2.* li¢Ao — Superficies regradas.

13-5-58 — defesa da Tese — «Propriedades de cone-
xd0 nos espagos abstractos».

Foram arguentes os Profs. Avmsan Sciriio Goses
pe Camrvarno, Josi Fraxcisco Ramos B Costa e Luiz
Brpa pe Sousa Tavares Nero.

A Tese foi publicada na Revista da Faculdade de
Ciénecias em 1954, data em que foi requerida a admis-
sdo a concurso.

A votacdo foi feita no final das provas sobre o
mérito absoluto do candidato que foi aprovado por
unanimidade. Felicitamos sinceramente o Dr. Rinsiro

ALBUQUERQUE,
PRl

DOUTORAMENTO

Nos dias 17 e 18 de Margo realizaram-se na F, C. L.
as provas para doutoramento em Citncias Matemd-
ticas do Assistente daquela Faculdade Anrénro
Cisar o Fruiras. O Candidato, que foi aprovado com
a classificagfo de 18 valores, apresentou como disser-
tagdo, aA Teoria das Distribui¢bes e o Cdlculo sim-
bélico dos Electrotécnicos no caso de circuitos de

Constantes concentradas», aplicagiio da Teoria das
Distribuigées aos sistemas de equagdes diferenciais
que traduzem o funcionamento dos circuitos de cons-
tantes concentradas. Argumentaram os Profs. Josk
Sesastiio B Sinva, Roprico Sarmexto Brires e Dioco
Pacreco Axorm. Ao novo doutor as nossas felicitagdes
R R

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Maremiricas Gerats — 1.° Exame de Fre-
quéncia — (1.* chamada) — 1958.

4339 —a) Mostre que o conjunto dos racionais
@ tais que »3>5 constituem uma sec¢io superior

1
b) Considere o conjunto dos niimeros a + —
n

(n=1,2,...). Indique os seus pontos de acumulacio,

os isolados e os limites de Weiersrrass. Sob que con-
digfo existiria minimo ?

¢) Mostre que conjunto limitado e fechado contém
minimo e mdximo.

4340 — a) Descreva a maneira de calcular as
raizes racionais de um polindmio de coeficientes intei-
ros. Se estes sio todos positivos e os coeficientes
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extremos iguais 4 unidade, que pode concluir a res-
peito dessas mesmas raizes. ?

b) Caracterize os polindmios reais f(x) de grau
n para os quais as imagens das raizes sio simétri-
cas duas a duas em relagio ao eixo dos yy. Com
n =4, determine f(x) pela condigdo ulterior de ser
um quadrado perfaito.

¢) Mostre que se f(x) é miltiplo de f'(x) entio
um e um s6 valor anula quer f(x), quer f'(x).

4341 — a) Enuncie a regra de multiplicagéo de
matrizes e estabelega a propriedade associativa desta
operagio.

b) Defina caracteristica de uma matriz. Descreva
com justificagio um processo para o seu ecdlculo.
Indique os valores de % para os quais o produto
AB com

0—1 -1 a-1
A b=t e | —ai=9 =8y
Bl 0 LA X

resulta de caracteristica 2.

¢) Seja A uma matriz quadrada de caracteristica
igual 4 ordem n. Utilizando a teoria da condensa-
¢do por operagdes elementares sobre linhas, mostre
que existe uma matriz I tal que BA = 1[. Verifi-
que que 3 ¢é também de caracteristica n e que per-
muta com 4.

4342 — a) Dados 2=3+4i e 2,=1+2i, cons-
trua a imagem do complexo z tal que arg (z-—zﬂ:.%

e arg (z— 2;) = 2. Para que valores de 2 existe solu-
¢do? Enuncie e justifique a propriedade em que fun-
damenta a resolucio.

b) Mostre que o polinémio f(x) =2x3—322—2
nio tem raizes racionais, mas admite uma raiz real.
Calcule esta com duas casas decimais pelo método
de Howmes.

¢) Estabelegca a divisibilidade de f(—1) por a«+8

quando 2 & uma fracgio irredutivel raiz de f(x),

polinémio de coeficientes inteiros.

F. CG. L. — Mateuiricas Gerais — 41.° Exame de Fre-
guéncia — (2.* chamada) — 1958.

4343 — a) Mostre que os racionais = que fazem
x3>T constituem uma sec¢lio superior. Indique jus-
tificando a natureza do mimero que ela define.

b) BSeja f(x) uma fung¢do crescente e continua em
[@,b]. Indique o seu contradominio e enuncie e de-
monstre o teorema em que fundamenta a resposta.

¢) Calcule os limites laterais no infinito e em zero

1
para a fungdo f(x) 2% . 'Trace um grdfico apro-

ximado de f(x). Diga, justificando, se é uniformemente
continua em [—1,0).

4344 — a) Seja f(x) uma fun¢lo continua em
[a,b]. Be yo nio é valor tomado pela funglo, prove
que existe uma vizinhanga de y; onde nio existe
nenhum valer da fung¢fo. Enuncie e demontre o teo-
rema em que baseia a resposta.

b) Seja f(x) uma fungdo crescente em [a,b] com
o contradominio [f(a),/(d)]. Verifique que f(x) é
continua em qualquer ponto ¢ de [a,d].

¢) Defina continuidade uniforme de f(z) num

conjunto e estude deste ponto de vista f(x)= ——

o

definida em (2,3).
4345 —a) Dado u =1+ 1+, calcule o complexo
v que tem a imagem sobre a cireunferéncia com

centro na origem e raio 2 e que verifica a
condigio |u+ v|=|v|— |u|. Prove que é sempre
|21 4+ 22| >| | 22| —|21| |, indicando o caso de igual-
dade.

b) Calcule as raizes racionais do polinémio
S(x) =925 — 1023 — 86 22 + @ + 4 e a raiz irracional
com duas casas decimais.

¢) Defina o m. d. e. de f(n) e g(n) e relacione-
-0, justificando, com estes polindmios.

F. C. L. —Mareudricas Gerais — 2.° exame de fre-
quéncia — (1.* chamada) — 24-4-58.

4346 — Relacione a e & de modo que a recta
ax+by=1 fique tangente 4 circunferéncia x?+y?=4
do plano =z Oy. Equagdo do plano que, passando no
no ponto P (1,1,2), tem aquela tangente por trago
em x Oy. Valores de a e & para os quais o plane
Doy
£=0"

4347 — Estabelega a condi¢do necessdria e sufi-
ciente para que

é paralelo a recta {

f,:aom" + ..

g-=bo.7:"‘+ Gobo*O

tenham alguma raiz comum.
Determine y de modo que
f=a*4+2x+y
g=x3—2x2 —x + 2

tenham alguma raiz comum e, para tal valor de y,
forme a equacdo das raizes comuns.

4348 — Mostre que f = a,, x;x, de caracteristica
» ¢ decomponivel numa soma de » quadradoes de for-
mas lineares independentes (supde-se a,, 30, com
algum ). Decomponha em quadradoes a quddrica

S=xl+ 4w s — 20y 23+ 42— dwp 23+ 2ap 204 + 25 — 2xg 4.
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4349 — Prove que se S = ¥ u, é semi-convergente,

podem extrair-se dela duas subséries Xa, e X (—85,)
com a,,b,>0, ambas divergentes infinitas. Conclua
dai que é possivel reordenar os termos de § de modo

que a nova série seja divergente infinita positiva.
= e+l

Intervalo de convegéncia da série 3 e na-

{ e nt—1,
tureza da série nos extremos desse intervalo. E a sé-
rie uniformente convergente nesse intervalo ? Razfo

disso.

F. CG. L. — Mareuiricas Gerars — 2.° Exame de Fre-
quéncia — (2.* chamada) — 28-4-1958.
4350 — Estabelega os teoremas principais relati-

vos a composigio e decomposi¢io de determinantes.
Calcule o determinante de 4.* ordem :

(U e A

oy e

: Uy T ST
1 2 1 T g4 determinante de
ri1 2.1 ordem n: b b a ... b
ek (R ST |

4351 — Defina caracteritica duma quddrica. Enun-
cie a lei da inéreia de Synvestes, para as quddricas
reais. Que entende por indice de inéreia?

Calcule a caracteristica ¢ o indice de inércia da
quddrica.

22+ ryr+ 2228y —2yz+22x,
onde A é parimetro real.

4352 — D& uma condiglio necessdria e suficiente
para que duas rectas do espago

{Am +By+Cz+ D=0 {A, z+B,y+Cyz+ D=0
A'z+B'y+C'z2+9'=0 LAl e+ Bly+ Cla+ D=0
sejam

a) Paralelas

b) Secantes.

Escreva as equacgdes dos feixes de planos determi-
nados por cada uma das rectas dadas, e deduza uma
condigio necessdria e suficiente para que elas sejam
complanares.

Calcule a de modo que as rectas

{;cn 4z + a {:x:=-—2z——1
e
y=— z+1 y= bdz+4
sejam complanares e determine uma equagio do pla-
que as contém.

4353 — Estabeleca o teorema de Borzawo relativo
a limites finitos de sucessdes, e deduza dele uma con-
digdo necessiria e suficiente de convergéncia duma
série.

Estudo das séries ¥ 1 e > ln :
axyn

2n+ 1)
Enunciados dos nimeros 43359 a 4355 de J. J. Dionisio.

I. 8. C. E. F. — Mareudiricas Gerais — Exame final —
Epoca de Outubro — 1-10-57.

4354 — a)

Os polinémios

w3 —agx?4+ 11z —6
x3—PBxt+ x4+ 6

tém duas raizes comuns cuja soma é igual a 5.
Escreva a equagiio das raizes comuns e caleule os
valores de « e B.

&) Estude a posigdo relativa da recta A

Yy — 1 55— 3 .
¥ = L3 ___!__n e do plano Ax+By+ Cz+ D=0,

por meio da teoria dos determinantes, obtendo as
relagdes que estudou em Geometria Analitica.

R: a) O processo pratico para a construgio do
resultante da imediatamente a equagido das raizes
COMUNS que

2 | (RS W 1!
1 1p Lo 0
] ey T T o b

€ do sequndo grau: (e — f)x2—10x+ 12 =0. Como
a soma das raizes desta equagio € 5, serd

10

—— =5 ot a —p=2

ab

0 que permile esci ever a equagdo na forma x2—5x+6=0
cujas solugies sdo x' =2 e x'' = 3. Substituindo nos
polinémios dados x por 2 (ou por 3), obtem-se o= 6
e =4,

b) O problema consiste em estudar o sistema
e A P e T

Bt o 1
Ax+By+Cz+D=20
kx—hy=kxy— hy,

equivalente a

ly —kz=1y,— kg
Ax+By+Cz =-D

k—h O
Se o determinante A = |0 1 — k| for diferente de
A5

O(Ab + Bk + Cl==0), o sistema € possivel, e deter-

minado, 0 que significa que a recta encontra o plano

num ponto. Se A =0(Ah + Bk + Cl = 0) e admitindo
k —h

que |, . 0, ha dois casos a considerar: sendo
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k —h k Xy — h Yo

o caracteristico a' = |0 1 lyg—kz

X2 5D r]

O(Axg+Byg+ Czy+ DsE0) o sistema é impossivel

(a recta € paralela ao plano) e se A' = 0(A xo+ B yo+

+Cz+ D =0) o sistema é possivel indeterminado
(recta assente no plano).

4355 — Dada a fracgdo racional f(z) =

resolva os seguintes problemas:

diferente de

]

z?(x—1)

a) Determine os seus extremos e estude o sentido
da concavidade.

b) Decomponha-a em elementos simples e apro-
veite o resultado para calcular [ (x) e Pf(x).

¢y " Escreva o desenvolvimento em série de f(x)
segundo as poténcias de w + 1.

B B e e

——— e X=— €0 unico
x3(x—1) 3

ponto de estacionaridade. Como f{' (x) <0 para x> 3

2
e f'(x)>0 para x<§, trata-se de wm ponto de

mdieimo.
6x2—8x+ 3
£ o R
() B(x- 1)
para todos os valores de x, f'(x) >0 para x>1
(concavidade voltada para cima) e {'(x) <0 para
x <1 (concavidade voltada para baixo).

e, como 6x2—8x+3>0

b) 3 - o dp s ot bo . Para determi-
x2(x—1) x? x--1

nar ap e a; basta considerar a fracgio auxiliar

Ro(x) =

e efectuar a divisio algébrica até ao
—14x

grau 1 do cociente. Obtem-se —1—x(ag=—1,a;=~1).
A constante by pode caleular-se facilmente, fazendo

)
x =1 na fracgdo auxiliar Ry(x) = ) (bg =1).

Ent 1 1 1
naa;-Z(T;_i-j ST R NE
- 5 n! n! (o +1)!7
f. (x) =(—1) (x=1)wtt — xobl xeir
x+n+1
= (=1} n![(,‘_l)uﬁ_" e J
1 -1
Bt ilog | =] 40
x T

¢) Pode obter-se o desenvolvimento em sériec aprovei-
tando a e::prus&o de f™ (x). Assim

" = 1
f(x) = Ef‘"’{a) -._-'.'!‘ = (— o - n) (x + 1)"

4356 — a) Provar que, sendo f(z,y) homogénea
de gran a, «f. +2xyf., + YVifp=a(z—1) 1.

b) Mostre que a equagiio xy?+ (22 + x)y —3=10
define na vizinhanga de P(1,1) uma funglo ¥ (x).
Escreva a equacgdo da tangente a curva nesse ponto.

R: a) Escrevendo a identidade de EuLer para
fu(x,y) e f,(x,y), fungdes homogéneas de grau a—1,
tem-se ;

(1) X+ yfly = (= 1F,
@ xfy+yFhe(a—1)F,

Multiplicando (1) e (2) por x e v, respectivamente,
e somando, obtem-se

xtf, +2xyf, + yfa=(x=1)[af, + yf;] = (a — 1) af

b) Designando por u(x,y) o primeiro membro da
equagio, tem-se ¢(1,1) = 0. As derivadas o, (x,y) e
@, (x,y) sdo continuas em P (1,1) e ¢,(1,1)50.
Estio pois satisfeitas as condigies de existéncia da
Sungdo y (x).

A equagdo da tangente € o (1,1) (x —1) +
+ o, (1,1)(y — 1) =0 ou — substituindo ¢,(1,1) e
o, (1,1) pelos seus valores e simplificando— x+y—2=0,

I. 8. G. E. F. — Matexiricas (Gera1s — Exame final —
Epoca de Milicianos — 14-12-1957.

4357 — Resolva os seguintes problemas:
a) Determime a fungio f(x) talque af(x) == (h=1).
#) Utilizando determinantes, concluir que o sistema

r+y—ec+t=1
r—y+e—t=2
z+y+z+t=0
®+ Yy +t=0
z—y—z—t=3

¢ impossivel. Com equagdes deste sistema construa
outro que seja possivel e indeterminado de grau 1.
Exprima a idltima equag8o como composi¢io linear
das trés primeiras.

R: a) f(x) € da forma ax®+ bx+c. Entdo
f(x+1)—f(x)=a(x4+1)2+b(x+1)+c—(ax2+bx+ec)=

=2ax+(a+b) e como 2ax+ (a+b)=x, serd
1 1 1
a=—2~cb=—§-f{x)=§-x?——§x+c
(155 =1 Y]
B 0, s s PNy
b) Seja A=11 1 1 1]eami|l -1 1
e i AR AN | R

Y, St S
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o determinante principal. Como os delerminantes carac-
teristicos ndo sdo todos nulos, o sistema € impossivel.
E evidente que o sistema
x+y—z+t=1
X—y+z—t=2
Xx+y+z+t= 0
€ possivel (A5=0) e indeterminado de grau 1.
Para ecprimir a dltima equagio como composigio
das trés primeiras, considere-se o determinanie carac-
teristico correspondente i dltima equagio:

R T
(P T T

o,
P s AT
S O g

Calculando os complementos algébricos dos elementos
da dltima coluna, obtem-se »y =4, =4,03=—4 e
Ay=—4 eentio pM(x+yv—z+t—1)+0(x—y+
4z —=t—2) 423 (x+y +2+t)+25(x—y—2z—t—3)=0,
o que permite escrever X —y —z—t—3=(x+y—z+
+t—1)+(x—y+z—t—2)—(x+y+2z+1t).

4358 — a) Determinar os maximos e minimos de
y=aet® + b=,

b) Calcular Pa?-arctge.

1
¢) Desenvolver em série de Mac Liaurin Ex—:r)(m-—_E—)
R: a) y'=ake*—kbe ™. a equagio y'=0
1 b
tem por raiz X = ok log = que, substituida em

y!'=ak2e** + k?be ", dd y'>0. Esti-se em pre-

1 b e
senga do minimo (ﬁ log o 2y/a b) .

b) Px%.arcigx= —Xi arelgx — l _,_x3_=x_3_
3 % 3 142 3
1 X x3 x2 1

arcigx — gP(K—XTﬁ) = -?,-arctgx—eﬁ i

log (x2 + 1) + C.

c) — Z (211 b l)x—iuHJ_
o

(x—1) (x—2)

4359 — Achar a equacio da tangente 4 curva y (x),
definida implicitamente pela equagio f(z,y) =
=ay?— 222y — 3 =0, na vizinhanga de P(1,—-1).
Provar que =/, + yf'y=9.

1 ! 2_4xy 3
R (D), = k—y——fi) = — eenidoa
dx/ 2xy—2x2/ .y 4

5
tangente € v + 1 . (x —1). Como f (x,y) =

=W(x,y)—3=0, com W(x,z) homogeénea de grau
3, tem-se xW, + y¥, =3V (x,y) ou xf, +yf,=9.
Solugdes dos nhmeros 4554 a 4359 de Fernando de Jesus.

I. 8. T. — Mareudricas Gerais — Exame de frequén-
cia — 1957-1958.

4360 — Ache o limite superior preciso e o limite
inferior preeciso de Caveny para o conjunto assim defi-
nido :

1
Aoy = — 05, =n (n=1,2,3,.-.).
n

As definigdes dio-se da mesma maneira ainda que

os conjuntos nio sejam limitados.

4361 — Determine um complexo z tal que 4 das
suas raizes de indice 6 satisfacam & equagio
A4 202 4+4=0.

4362 — Ache a derivada de (sen x)™* 7.

4363 — Um endomorfismo diz-se normal se comuta
com os automorfismos internos. Demonstre que, dado
o grupo &, se n for endomorfismo normal, G« ¢
invariante.

4364 — Determine o niicleo do homomorfismo
¢ » "0 (I » inteiro fixo, 0-» nimero real).

4365 — Considere o conjunto unido U= 4, 4,;
mostre, em seguida, que U se pode escrever como
unifio de dois conjuntos disjuntos.

4366 — Mostre que as transformagdes definidas

z'=ax—by

pelo sistema { formam grupo. Os ni-

w=0bx+ ay
meros a € & sio varidveis.

4367 — Um endomorfismo dum grupo diz-se nor-
mal se comuta com todos os automorfismos internos.
Mostrar que o produto de dois endomorfismos normais
é um endomorfismo normal.

4368 — Escreva a expressio da derivada da fungio

y = arc cosx, suposto y um arco de terceiro qua-
drante.

. x?seny+y2senx

4369 — Verifique que a fungio Z= e

x? 4yt

¢ continua no ponte (0,0).

I. S. T. — Maremdricas Gerais — Exame final — 5.2 e
6.* turmas — 23-6-58.

4370 — Considere as formas lineares xy + @5,
Qxp+ay, ¥y +2wp + 2wy, g + 23 — 2y, e verifi-
que se hd ou niio entre elas uma dependéncia linear.
No caso afirmativo, indique quantas sdo independen-
tes e escreva um sistemna mdximo de independentes.
Justifique o processo.

Nota. A justificagio pedida & a parte essencial do
problema.
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4371 — Considere, no espago linear R;, o sub-

-espago F de equagdes

T+ X oy s =2
2+ 323+ xy=3
3xy+os—3x3- x5 +3x,=0

e determine um sub-espaco paralelo a IZ, de dimen-
sdo inferior de uma unidade 4 dimensiio de E e pas-
sando pela origem das coordenadas.

4372 — Determine a equacgdo do plano tangente
a superficie @ + y + z=sen (x ¥ z) no ponto (0,0,0)
e escreva as equagoes da normal no mesmo ponto.

4373 — Tome no plano =z, uma elipse de cen-
tro na origem dos coordenados e de eixos 2 e 3,
respectivamente sobre os eixos Ox e 0z. Depois,
tome uma recta do plano yz igualmente inclinada
sobre os dois eixos. Escreva a equagio do cilindro
cuja directriz é a elipse e cujas geratrizes sio para-
lelas i recta dada.

4374 — Determine a natureza da série

i _ e el
[cmec(—g—;) gl"ﬁ -,u:(—n-—_}_W

=1

GEOMETRIA

F. C. L. — Gromerria Dsrscririva — 1.° exame de fre-
quéncia — (2.* chamada) 1958.

4380 — Considere dois pontos sobre uma recta de
topo um dos quais sobre o segundo bissector. Fixe um
terceiro ponto, no segundo bhissector, de modo que os
trés pontos formem um tridngolo equildtero no espaco
(de preferéncia, sem LT).

4381 — Considere uma circunferéncia no plano ver-
tical e uma recta. Determine um ponto de uma super-

I. 8. T. — Maresdricas
7.* turma — 4-7-58.
4375 — Tendo em conta as propriedades dos deter-

minantes, prove, sem cdlculos, (ue

2 S () 2 (2) ¢ (1‘)‘ = | i) (=) 4" ()

dzdydz | i(y) w W) «(¥) fily) @ (v) 41 )

AORAORACIENVACRACEACY

4376 — Ache o dngulo do plano Az + By +

+Cz+ D=0 edarecta o =wg +at, y=y+ B¢,
z2=125+ yt.

Gerais — Exame final —

4377 — Considere o espago a 5 dimensdes, de refe-
rencial O, (¢;,e2,¢3,¢e4,05). Em seguida tome os
dois pontos (1,1,1,0,0), (1,1,0,1,0). Escreva,
depois, as equagdes paramétricas da recta que passa
pelos dois pontos; e, finalmente, a partir daquelas
equagdes paramétricas, escreva as equagdes nio
paramétricas.

4378 — Determine, para uma multiplicidade vee-
torial a 4 dimensdes as equag¢des da sub-multipliei-
dade definida pelos dois vectores (1,1,0,1) e (2,0,3,0)

4379 — Dada a série convergente de termos

0

positivos 2 u,, determine a natureza da série

el g
E (u + iu, /2 —u,).

n=a

Enunclados dos nimeros 4360 a 4579 de F. Almeida e Sa.

DESCRITIVA

ficie gerada por uma recta mdével que encontre per-
pendicularmente a recta e encontre a circunferéncia.

4382 — Dado um grupo 9) defina um novo produto
por a|b=ab~'. Mostre que se obtem um grupo se
e 80 se os elementos sfo de segunda ordem.

4383 — Mostre que, dado um grupo, a totalidade
dos elementos de segunda ordem, se for um subgrupo,
é invariante.

CALCULO INFINITESIMAL

F. C. L. — Circuro INFisitesismar — 41.° Exame de Fre-
quéncia — 4. Chamada — 11/4/57.

4384 — IF'racgoes continuas : suas definigdo e perio-
dicidade; tipos de periodicidade e teoremas relativos
as fracgdes continaas periédicas.

4385 — Exponha o conceito de medida dum econ-
junto e defina conjuntos mensurdveis.

4386 — Defina a operagiio de rotagio num plano
em cdlculo vectorial e escreva a equagfio vectorial de
um ponto, com base nessa operacio, em coordenadas
cartesianas e em coordenadas polares.
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4387 — Dada a quddrica

4+ yt+ 22 —2yz2+ 222 -2y +ax—-1=0

a) Mostre que tem uma recta de centros a distin-
cia infinita.

5) Determine o plano diametral conjugado com
a direcgdo (1,3,5) e mostre que passa pela recta de
centros.

¢) Classifique a quddrica e escreva uma equagio
reduzida.

4388 — Prove que a fungio

(ax + b)
V= @ —2Ba+ 0

sendo a, b, B, C constantes, converte em identidade
a equagio
@y x*—2Bz-+ C
da?’ 2

dy
2i{x — B) — =0
+ 2 (= )dm+y

Deduza desta relagio que

R-2BxtC dly 2@—B) dty dy

— =0.
(n+1) (n+2) dax? n+1 datt ~ do*

F. C. L. — Civrcuro InFiviresivar — 4.° Exame de Fre-
quéncia — 2.* Chamada — 18/1/57.

4389 — Defina conjuntos conexos e conjuntos per-
feitos e enuncie as propriedades que respeitam aos
conjuntos conexos.

4390 — Defina versor dum vector e indique a
expressio dum vector em funcio do seu versor; vecto-
res fundamentais : sua defini¢@o e aplicagfio & expres-
sio de um vector e do produto externo de dois vectores.

4391 — Defina infinitamente pequeno e ordem dum
infinitamente pequeno ; escreva a expressiio geral dum
infinitamente pequeno de ordem n e defina a parte
principal e parte complementar dum tal infinitamente
pequeno.

4392 — Dada a quddrica
a2+ yt=axtmyz (a,mz=0)

a) Determine o plano tangente = na origem das
coordenadas e a direcgio do espago cujo plano dia-
metral conjugado em relagio a quddrica é paralelo a =.

b) Classifique a quddrica e verifique que a sua
natureza nio depende dos parimetros a e m.

Determine as geratrizes da superficie que passam
pela origem, se existirem.

¢) Haverd alguns valores dos parimetros para os
quais a superficic seja de revolugio? Escreva uma
equagdo reduzida da quddrica.

4393 — Dada a expressiio diferencial

day

a=z Y
mude as varidveis x,y em u, v, sabendo que as
equacoes de ligacdo sio

x = u? 4 2
y = uz—p?

F. C. L. — Circoro InFixitesival — Exame Final —
I grupo — (2 *chamada) — 24-6-57-

4394 — Defina contacto de ordem = entre duas
superficies, deduza as condigbes analiticas para um
tal contacto; defina conceito de osculagio para a su-
perficie e aplique-o ao caso de uma das superficies
ser um plano.

4395 — Escreva a equagdo vectorial das superfi-
cies regradas, indique o significado das grandezas
que nela figuram, defina superficies empenadas e a
sua linha de estrigio e enuncie a lei de CuarLes que
respeita a tais superficies.

4396 — Indique como se calcula o volume de séli-
dos limitados por superficies de revolug¢io, deduzindo
a formula correspondente; indique se conhece outros
casos em que a aplica¢do do raciocinio empregado
pode conduzir a simplificagio do cdlculo do volume
de solidos que neles ge consideram.

4397 — Defina equagdes diferenciais simultineas;
indique como os sistemas de tais equagdes se podem
obter a partir dum sistema dado de equacgdes que
contenha constantes arbitrdrias. Considere o caso par-
ticular dum sistema de duas equacdes diferenciais de
1.* ordem e defina o seu sistema de I. G., sistemas de
I. particulares e sistemas de I. singulares, quando
existam.

4398 — Dada a curva de equagdo 33 (22 —a) +
+ a?x? — x4 =0, onde a é uma constante, determine
os seus pontos singulares com excepgio dos seus pon-
tos de inflex3o.

1

»

4399 — Calcule J x arctg xdx.
0

A

4400 — Calcule JJ (2 +2xy + x?)dedy onde
4

A é o triingulo de vértices (1, 1), (2, 0), (0, 0) refe-
ridos ao sistema de eixos cartesianos ortogonais.

4401 — Ache todos os integrais da equacgfo dife-
rencial 2zyde + (3y2 — a2+ 3)dy =0
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F. C. L. — Ciucuro IsFizrresimarn — Exame final —
1. Grupo — Junho 1958.

4402 — Calcule

"5 dx
_,’ﬂ (1+x) (x241)

4403 - Determine a solugfo geral da equagio di-
ferencial :

l—az+y)de+ (x+1)dy=0.

4404 — Calcule o volume da regido do espago limi-
tado pelas superficies: z2=0,y =1,y=22,z=u24y2.

4405 — Determine as assintotas de

ot —a?y? 202y 42+ 3 =0,

4406 — Defina uma curva torsa num ponto e
escreva nas formas vectorial ec artesiana as formulas
de Frexer e Serrer, indicando o significado das gran-
dezas que nelas entram.

4407 — Escreva a equagdo vectorial das superfi-
cies regradas e indique o significado das grandezas
que nela figuram. Defina superficies empenadas e sua
linha de estrigio. Enuncie a lei de Cnastes a respeito
de tais superficies.

4408 — Defina contacto de ordem n entre 2 super-
ficies, escreva a condigdo analitica para tal contacto.
Defina o conceito de oscula¢io que lhe diz respeito e
restricto ao caso duma das superficies ser um plano.

4409 — Enuncie os tipos de equagdes diferenciais
susceptiveis de abaixamento de ordem. Indique como
se consegue o abaixamento de ordem nos dois tipos
de equacdes homogéneas, aplicando os respectivos
processos as equagdes de 2.* ordem.

ANALISE MATEMATICA

I. 8. C. £. F.— Axdvise Maremdrica — 1.° Exame de
Frequéncia — 27-3-57.

4410 — Diga o que ¢ a relagio de inclusio entre
conjuntos e quais as suas propriedades.

Quais sfio as sucessdes mondtonas e seus limites?

Defina classe aditiva de conjuntos. Porque é que
os conjuntos de medida (.£) nula nfo constituem uma
classe aditiva?

Defina espago (9) e prove que o espago &, ¢ um
espago (9).

Demonstre que o didmetro dum conjunto limitado
de & ¢é a diferenga entre os limites superior e infe-
rior de WEIERsTRASS.

4411 — Demonstre que uma fun¢io mondtona limi-
tada num intervalo finito ¢ de variagio limitada.

Defina integral no sentido de Lesesexe. Estabelega
a desigualdade de Scawarz.

Se f(xz) ¢ limite duma sucessio f, (x) de fungdes
definidas e uniformemente limitadas dum modo global
num conjunte @ nensurdvel, demonstre que:

Jc ¢ f@)dz = }L%I fo(@)dx

Exprimindo a derivada f'(x) como limite duma
conveniente sucessiio de fungdes, prove que a derivada
duma fungfo nensurdvel num intervalo finito é fungdo
nensurdvel e, portanto, integrdvel nesse intervalo.

4412 — Considere uma fung¢fo vectorial de varidvel
vectorial ; defina diferenga finita, considere-lhe as
componentes diferencidveis e defina a derivada.

O que é espago produto de dois espagos cartesianos ?
Dé& exemplos.

1. 8. C. E. F. — Axdvise Maremirica -- Exame final —
1.* chamada — 16-7-57.

4413 — Estude a convergéncia do integral

3

/2
f cos® x dx
0
R: Tem-se

T P
lim — — x| cos%tx =
o 2
s——,-—O

™ P ™
lim (——x) sm’l(——x)=1
P LS 2
2

quando p = a



42

GAZETA DF MATEMATICA

Entio, por definigdo de limite, vem
: L1 P
0<l-—8{(-§—x) cos® x <1

kg ™
quando §-—e<x<—-

2

e daqui se tira, sucessivamente

1 AT [2-8'
_—— ,0< j cos? x dx <
et P 2=
2

) dx

w2 T P
— =X
G-2)
Mas, fivado aquele : e fazendo tender ¢ para zero,
tem-se a convergéncia do ultimo integral, para limite

finito, sempre que p<<l. Conclui-se a convergéncia do
integral proposto sempre que a<<1.

CO8EX <

<

4414 — Primitive a fungfo

artegy/ @+ 2::: -3

S =Gy

R: Primitivando por partes, vem:

arctg\/xz—ﬂx—."}d artrg‘./xz+2x-«d
e e e
(x +1)* x+1
x+1
5 1 .\/x*+2x—3dx=_arc:gV\/xz+2x—3+
x+1 14x24+2x-—-3 x+1

f dx
+ : >
(x2+2x—-2)yx2+2x—3

A fungdo integranda esti definida em (—oo,3) e
(1, 4+ o), isto é, fora do intervalo fechado (—3,1)
dos zeros de x2+ 2x — 3. A primitiva que se procura
serd vdlida visto que os zeros de x+1 e de x2+4+2x—2,
caiem dentro do intervalo (—8,1).

Tem-se

{' dx
Jo(x24+2x-2)yx24+2x—3

3 ]" d(x+1) < {‘
[x+12 -8y (x+1)2—4 (t’—3)t/t’—=

A substituigiio indicada por Y8 —4 = (t+2)u, ou
2(1+u?) dt u

S ecuja derivada € T =8 (f:;'z)_a

€ decrescente em (— co,0) e crescente em (0, 4 o0);

melhor: t=

admite duas inversas, perfeitamente definidas em
(—o0,—2) e (2, + o0); ha, por tanto, uma inversa fora
do intervalo (—38,1) onde se procura a primitiva.

E fectuada a substituicio, vem

(2 - 3)y/t2—4
un
: (1-— t112)’

J (1+u2)2 3 14 u? ~
[-2] 5]
8 (1—u?) du
=J [4(1+u)2—3(1-u?)?] [2(1+u?) +2(1—u?)] =

2 (1—u?)du
—u?)] [2(14+u)+ V3 (1 - )]

=J [2(1+ uz): VaQ

2(1-uf)du
“j (a+bu?) (btau?)

onde se pos a =2 —/3 e b =2+ /3. O método dos
coeficientes indeterminados € aconselhdvel para obter a
decomposigido em duas fracgbes; deve notar-se que a
Sfracgdo a decompor nio se altera mudando u em —u;
vem

2 (1—u?)du " M du o * My du
(a+bu?) (b+au?) J a+b a2 b+a u?
onde
N il . 2 1
Sew e il el £

Em seguida, vem
. \/Edu
l‘ Mldu hIg ‘ a .
a+bu  yabJ 4 (\/Eu)i"
a
a
=d
,' M, du \/b S
b i
+aun l/a b. 1+(\/:u)

LY

w
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e portanto

* 2(1—u?)du M, \/h
= arcty — -
J(a+bu2)(b+au2) Va- b a

M, \/E’
+ ——— arctg —1.
Va-b b

Finalmente
Carctg \/x*+2x —8 arctg \/x*+2x—3
J (x+1)* x4 1 :

+ E arctg (2+$/5) ‘/(x +:_)3 =% -+

1 ~V(x+1)'—4
=+ ‘/_‘ga""‘.’? (2 -v3) SETrT +C.

4415 — Calcule J zdy sendo T a fronteira do
r
dominio limitado por
B+ y=R, 2t P =1 y=mz,y=mz
(R>r;m>m>0).

Interprete geométricamente o valor de ‘f xdy, com
iy
o auxilio das formulas de Riemaxnx.

R: O dominio de que se fala no enunciado é for-
mado por duas regides simétricamente dispostas em re-
lagdo & origem, determinadas pelas duas rectas na
corba circular; a curva T decompde-se em dois circui-
tos fechados e, se um ponto P (x,y) descreve no sen-
tido directo o que esta no 1.° quadrante, o simétrico
P'(— x, — y) descreverd no sentido directo o do 3.°
quadrante; o produto xdy tem o mesmo sinal sobre os
dois circuitos e, deduz-se que

dey=2 | xdy
1 ¢ r!

onde T' € o circuito fechado do 1.° quadrante. Posto
isto, tem-se

my r

Aarelg my

.»1 A+ Vm’+1
J xdy-J ’ -—y—dyi-J r2-costa-da+
1! m; R my arclg m;

+Vm§-;1

ms R
e Yal aarctg m
ol - "R?. cos?
+ —dy + R?.cos?2a-d o =
o/ ms r mgy «arely m,y

= 2[’1]1[

miR*) 1 [ miRe
n? 1+ m? 2m; | 1+ m}

m;l" aarctg m,
— ,J + (R*—r?) costa-da =
1 + my arclg ms
m;
-3 RY_ y¥
{ r)[l-i—m, 1+m?J+
refg my 1 9
+ (R? — r?) AT
arclg m, 2
1 my
Mt sy ] et =
2( l.)[1+m§ 1+rni']+
R:— 2 1 tgm
+ (_hr! [arceg m; — aretg my+ — (sen 2 a)‘m i l]
2 2 arclg my

Notando que os arcos «y e a3 cujas tangentes sio
my e my pertencem ao 1.° quadrante e, notando ainda
m!

1
e

que se m={ga, sefem = sen® a,

vem

1 [ ]5’-1 1 |— my my |
— | sen 2 a = — —
- 4 Jz:. 2|14+ mf 1+ m

Resulta, entdo

) §
{ xdy = = (R* — 1?) [aretg my — arctg m;].
JT!

4406 — Calcular os mdximos ¢ minimos da fungio
x (y,2) definida por
4y + 2 —22—-4y4+2245=0.

R: Para a fungio x (y,z) ter extremo deverd anu-
lar-se a matriz iacobiana

e
0y dz
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Supondo que a equagdo dada define x (y ,z), deri-
wvando parcialmente em ordem a y (x dependente, y e
% independentes), wvem :
2x‘£+ 2z — 2‘—;—( +2=10 donde 9‘—\ ———

0z dz dz x—1

A equagdo define x (y ,z) em todo o ponto P (0,b,c)
onde x —10; o valor da fungio € dado por x* +
+b*4+c*—2x—4b +2¢ +5=0; sdo, portanto
duas as fun¢des x (v,z) de que se procuram o0s exire-
mos.

Para qualquer das fungbes x (y ,z) definidas impli-
citamente pela equagdo € nula a matriz iacobiana em
y=2,z=—1. Neste ponto as fungles tém valores
distintos (x? +4 +1—2x—-8—-24+5=0).

x2(2,—1) =2

z+1

£(2, ~1) =0

e ambos estes valores, nio anulam x — 1. As matrizes
hesseanas

e iz otz
oy* oy oz dy* 0y oz
= P xy 0¥ H: *xy O'xy '

dzdy oz* 0zady o=2°

devido aos valores

0x 0% xy =1
?jj___—{x_l}—(g_} "()‘)—r oy
day? (x—1)* 02 xs i
ay*

; dx dg"lcl

P, Px_ x=1=(z+1) 5| 5o
dy oz o T E—1F  |pm 1
027

transformam-se em

1T Jlk -1 0
”‘=|0 1] ”’“[ 0 ~1J

Para a fungio xy(y,z) tem-se no ponto (2,—1)
dyx; =0, d}xy =HH H*>0.

Para a fungdo x;(v,z) tem-se: dyx, =0, df xo=
HH.H* <0.

A fungdo x| tem em (2,—1) wm minimo igual a zero.
A fungdo x, tem em (2,—1) um méximo igual a dois.
A confirmar estes resultados, tem-se:

xpyipn?—8x -4y +2245=(x*"—2x41)—1+
+(y?*—4yv+4)—4+(2*+22+1)—1+5=(x—1)2+
+(y—2)+ (2 +1)*—=1=0.

A equagio dada representa wma esfera de raio um e
centro em (1,2 —1).

Az funcies xqy(y,z) e x2(v,2z) sdo relativas as duas
semi-esferas que se obtém com o plano x—1=0; elas
estio definidas no interior do circulo (y—2)*+(z+1)%=1.
A fungdo xy(y,z) cuja imagem € a semi-esfera da
esquerda, lem minimo igual a zero, no centro do seu
dominio; a fungio xs(y,z) tem o maximo no mesmo
ponto.

CRITICA DE LIVROS

O livro Gnico de Algebra — 3.° ciclo

A aprovagfo, como livro tnico, do Compéndio de
Algebra’ da autoria de J. Sesastiio ® Siva e J. D.
pa Sitva Pauro é, em meu entender, um facto de tal
interesse para a vida escolar liceal que a Gazeta de
Matemdtica nfo pode deixar de assinalar a sua
importancia.

Quis o acaso que fosse eu o primeiro colaborador
desta revista a referir-se ao Compéndio. Noto, de
passagem, esta circunstincia, para recordar que fui
eu também quem se encarregou, dentro da Gazeta de
Matemadtica, da critica ao livro inico que precedeu
este no exercicio das suas fungdes, Fiel a uma posigio
que, entdo como agora, procura o mdximo de inde-
pendéncia, é com muito gosto que felicito os Autores

e o0s Juizes desta obra, em contrastante atitude, com
a outra que tomei, hd anos, nas condigbes jd recor-
dadas.

E minha intengiio publicar, nestas paginas, uma
andlise da segunda parte do Compéndio. Neste
mimero, vou referir-me apenas i primeira parte, rela-
tiva ao programa do 6.° ano ; de resto, ¢ este o sector
em que mais vivamente se fazia sentir a necessidade
de um bom livro de texto, j4 porque alguns dos seus
assuntos sfo delicados e fundamentais jd porque nada
existia em livros diddcticos portugueses, ao nivel
liceal, que pudesse considerar-se satisfatério.

Ainda antes de ser tomada uma decisfio oficial
escrevi um comentdrio eritico que se restringiu tam-



