
44 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Supondo que a equação dada define x (y , •/.) , deri-
vando parcialmente em ordem a y (x dependente, y e 
7. independentes), rem : 

2 i — + 2z — 2 — + 2 • 
e) z à z 

i j * z + 1 
O donde — — 

f ) 7. x — 1 

A equação define x (y , z) em todo o ponto P (O , b , c) 
onde x — 1 O ; o valor da função é dado por x* +-
+ b"1 + c* — 2 x — 4 b -j- 2 c 4- 5 = O; são, portanto 
duas as funções x {v , z) de que se procuram os extre-
mos. 

Para qualquer i/as /unções x (y , z) definidas impli-
citamente pela equação ê nula a matriz iacobiana em 
y = 2 , z — 1 . Neste jwnto as /unções têm valores 
distintos (x® 4- 4 4 - 1 — 2 x - 8 — 2 + 5 = 0 ) . 

*i (2 , - 1) : O xt (2 , _ 1) - 2 

e ambos estes valores, não anulam x — 1 . As matrizes 
hessean as 

Hi 

devido aos ralares 

d* 1 íPfi 
^ x 
dy1 

— (x — 1) — (2 — v) — ] -7-7 -- 1 
ày I ày* 

( x - l ) > 0**1 
òy* 

—1 

d'* = 0 
07? ày d7-

transformam-se em 

dx 
a* 

( X — 1 ) ' 

â*H 
d* 

dz4 
. „ i 

11 «"1 "-1 0" H, = H> = 
0 1 0 - 1 „ 

Para a função x; (y , z) tem-se no ponto (2, — 1) 
dHxt = 0, dfl X ! - H H i H * > 0 . 

Para a /unção x^ (y, z) tem-se: dH xg •= U, d* x4 = 
H H; H* c ü . 

A função X, tem em (2, — 1) um mínimo igual a zero. 
A função xj tem em ( 2 , - 1 ) um máximo igual a dois. 
A confirmar estes resultados, tem-se: 

xa + y s + z ' - 2 x - 4y + 2z + 5 = ( x l - 2 x + l ) ~ l + -
+ (y1 —4y -t-4) — 4-(-(z!4-2z +1) —l-t-5 = (x —l)a4-

- h ( y - 2 ) i + ( z ^ l ) i - l = 0 . 

A equação dada representa uma esfera de raio um e 
centro em (1,2 — 1). 

As funções X j { y , z ) e x 2 ( y , z ) são reta tiras ás duas 
semi-esferas que se obtêm com o plano x — 1 = 0 : elas 
estão definidas no interior do circulo (y—2) !+(z +1 . 
A função x j ( y , z ) cuja imagem é a semi-esfera da 
esquerda, tem mínimo igual a zero, no centro do seu 
domínio; a função x í ( y , z ) tem o máximo no mesmo 
ponto. 

C R Í T I C A D E L I V R O S 
O livro única de Algebre — 3 ° ciclo 

A aprovação, como livro único, do Compêndio de 
Álgebra' tia autoria de J. S E B A S T I Ã O K S I L V A e J. D. 
D I S I L V A P A C L O é, em meu entender, um facto de tal 
interesse para a vida escolar liceal que a Gazeta de 
Matemática n ã o pode deixar de assinalar a sua 
importância. 

Quis o acaso que fosse eu o primeiro colaborador 
desta revista a referir-se ao Compêndio. Noto, de 
passagem, esta circunstância, para recordar que fui 
ou também quem se encarregou, dentro da Gazeta de 
Matemática, da crítica ao livro único que precedeu 
este no exercício das suas funções. Fiel a uma posição 
que, então como agora, procura o máximo de inde-
pendência, é com muito gosto que felicito os Autores 

e os Juízes desta obra, em contrastante atitude, com 
a outra que tomei, há anos, nas eondiçSes já recor-
d adas. 

E minha intenção publicar, nestas páginas, uma 
análise da segunda parte d o Compêndio. N e s t e 
número, vou referir-me apenas ã primeira parte, rela-
tiva ao programa do 6.° ano ; de resto, ó este o sector 
em que mais vivamente se fazia sentir a necessidade 
de urn bom livro de toxto, já porque alguns dos seus 
assuntos são delicados e fundamentais já porque nada 
existia em livros didácticos portugueses, ao nível 
liceal, que pudesse considerar-se satisfatório. 

Ainda antes de ser tomada uma decisão oficial, 
escrevi um comentário crítico que se restringiu tam-
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bém ao primeiro volume. Esse comentário foi publi-
cado bá pouco 110 boletim do um colégio onde sou 
professor (*). Porque, de então para cá, não reconheci 
necessidade de qualquer alteração ao trabalho reali-
zado, limitar-ine-ei, por agora, a fazer a transcrição 
quase total desse comentário. 

«A debilidade da nossa literatura didáctica, que 
corresponde talvez à pobreza da nossa cultura univer-
sitária (salvo uma ou outra excepção de universitários 
cultos, poder-su-à falar de cultura universitária em 
Portugal ?} faz com que inicie geralmente a leitura 
de qualquer compêndio em atitude de desconfiança e 
cepticismo e quase sempre verifico, à posteriori, a 
exactidão da atitude preconcebida. Com o livro pre-
sente não se passou o mesmo, porque a categoria dos 
autores e o conhecimento que deles j á tinha como 
professores eram suficiente garantia de autenticidade 
e seriedade do seu trabalho: o Prof Sebastião o Silva, 
cuja obra matemática ultrapassa as fronteiras do 
nosso pais, pois, além doutras importantes contribui-
ções no front da actual investigação matemática, liga 
o seu nome à construção da moderníssima Teoria das 
Distribuições e, a par da sua intervenção nos domínios 
da criação científica, tem lutado por uma actualização 
sensata mas progressiva do Ensino da Matemática em 
Portugal; e J. D. da Silva Paulo que, entre outras 
actividades, pode orgulhar-se da ser co-autor do uma 
Aritmética Hacional que marca também uma época 
rias nossas publicações liceais c de ser um dos funda-
dores da Gazeta de Matemática ã qual sempre tem 
preBtado interessante colaboração. 

Foi portanto com fortes razões de simpatia (pie me 
aproximei desta obra. l ie modo algum fiquei desilu-
dido ao acabar a sua leitura: pelo contrário, posso 
afirmar que este livro ultrapassou toda a espectativa. 
Na verdade, nele se aliam uma exposição rigorosa, 
isenta de quaisquer deficiências doutrinárias, e quali-
dades de clareza e simplicidade que tornam a leitura 
mais que sugestiva e atraente, porque, por vezes, 
merece o qualificativo naliciante» (cito, por exemplo, 
algumas das notas de introdução aos diferentes capí-
tulos e todas as notas históricas contidas no volume). 

* 

# * 

Seguiudo a ordem dos programas, o livro abre eom 
um capítulo referente à Evolução do conceito de número. 
Os autores, numa exposição coerente e clara, utilizam 
fundamentalmente o princípio de conservação das 
regras de cálculo. É particularmente interessante, de 
um ponto de vista elementar, o estudo dos números 

(*: Boletim da AuacUsmla Cultural dt, Juftu <te Deus. n.° 38. 
Março de 1958-

irracionais através das dízimas, o que permitiu uma 
ligeira mas utilíssima introdução à técnica de cálculo 
numérico aproximado, de que no fim do capítulo bá 
exemplos propostos, bastante elucidativos. Relativa-
mente a este assunto apenas me ocorre uma observa-
ção : por que razão os Autores, a par da demonstração 
de que nas dízimas infinitas queropresentam números 
racionais são sempre periódicas», n ã o fizeram a 
demonstração da proposição recíproca? 

Tratava-se apenas de uma aplicação curiosa o sim-
ples da noção de limite de uma sucessão e, desta 
forma, o corpo de doutrina relativo às dízimas ficaria 
mais consistente, 

O Capítulo 2.a — Niimeros complexos — mantém o 
alto nível da exposição. Embora, em um outro passo, 
se torne menos taeil a compreensão de certas idtias, 
não pode escapar ao leitor atento a preocupação de 
estabelecer um todo coerente. E, como sempre, os 
Autores atingem o objectivo. Impõe-se, no entanto, 
uma pergunta: para que deixar reservada ao 2." 
volume (7.° ano) a demonstração de que «todo o 
número complexo não nulo tem duas e só duas raízes 
quadradas*? Se não houve outras razões que não 
fossem a de evitar a resolução de uma equação 
biquadrada, podia ter-se seguido o critério da pág. 
84, onde se considera a equação biquadrada como 
caso especial de uma equação do 2.® grau. Desta 
maneira, o assunto ficava definitivamente arrumado 
no lugar mais indicado para o fazer. 

O capítulo 3.° —- Funções reais de variável real— 
é admirável. Entre outros aspectos interessantes 
saliento a distinção estabelecida entre a classificação 
de expressões analíticas o a de funções e o paralelismo 
apontado com o que se passa no domínio numérico. 
Que diferença entre tudo isto e aquilo a que estáva-
mos habituados! 

O mesmo podemos afirmar quanto ao capitulo 4." 
— limites de sucessões — , em que o rigor, a clareza e 
a sobriedade são características de tal modo eviden-
tes que tornam pouco possível melhor realização. 
Além de tudo, o capítulo apresenta no final um con-
junto de questões propostas que muito esclarecem a 
matéria nele versada. 

O capitulo 5.° — limites de funções de variável real 
— é também um modelo do que pode e deve fazer-se, 
a este respeito, no ensino liceal. Abandona-se, intei-
ramente, a definição de limite segundo Cauchv, através 
do jogo de Sí e si e utiliza-se, por sistema, a orienta-
ção du Ileine que recorre apenas às sucessões. Foi 
pena que o texto não incluísse a resolução de questões 
do tipo de algumas das propostas no final (por ex., as 
questões 15 e 16), o que tornava mais completa a 
compreensão das noções apresentadas. 

O capítulo 6.° — lrunçÕes contínuas — é curto mas 
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incisivo. Parece-me, apesar de tudo, que uma exem-
plificação mais vasta, mesmo atravéB de Junções defi-
nidas graficamente, podia alargar o alcance da 
exposição. 

O capitulo 7," — Derivadas — , que começa por 
uma introdução claríssima, é exposto com todo o 
cuidado. Em particnlar, (5 de assinalar a distinção 
feita entre o que é consequência lógica de princípios 
e o que se admite, sem demonstração (**) por consi-
derações de ordem intuitiva. Quero destacar também 
o interesse posto em relacionara doutrinado capítulo 
com questões de Cinemática que, salvo erro, são 
estudadas, em Kísica, no próprio 6." ano. 

Passando ao capítulo 8." — Polinómios numa variá-
vel — , verifiquei que está exposto na justa medida do 
que pode interessar a alunos do ensino liceal. Uma 
vez que foi posto de lado o caso da existência de 
raízes múltiplas, quase todas as demonstrações assu-

mem um carácter de extrema simplicidade. Impunba-
-se, no entanto, uma referência às raízes múltiplas 
que é feita só na 2.* edição da obra mas através de 
uma nota pertinente. 

O livro termina com o estudo de Fracções algébricas. 
Neste capítulo, depois de uma breve mas rigorosa 
exposição sobre o que liá de essencial em cálculo 
operatório, é dada uma lição magistral referente a 
símbolos de impossibilidade e símbolos de indeter-
minação. 

Podem alunos e professores do ensino liceal consi-
derar-se de parabéns por terem ao seu alcance uma 
obra magnífica que muito deve ajudar uns e outros. 
Oxalá todos saibamos aproveitá-la ! » 

l.aureauo barros 

*") Os Autores ulo deixam, uvíden temente, de se referir à 
pesslljilidade de demonstração rigorosa em estudes superiores. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Xesia secçRe, além de extractos de críticas Aparecidas em reTlstas estrangeirai, sorte publicadas criticas de Urres 

e outras publicações do Matemática de qae es Autores eu Editores enriarem dois exemplares à Redacçfto. 

123 — C A R I , B . B O Y E R — Hislory o| Analytic Geo-
metry — The Scripta Mathemalica Studies - n.01 6/7 
— Scripta Mathematica. New York, 1956. 

Em qualquer obra dedicada à História da Matemá-
tica, necessariamente se faz referência à Geometria 
Analítica ; em especial, determinados trabalhos desti-
narn-se particularmente a aspectos bem definidos de 
alguns capítulos ou ramos da Matemática. O desen-
volvimento histórico da Geometria Analítica, consi-
derado como um todo, apenas, porém, por duas vezes 
foi encarado : de ambas as vezes por Gino L O R I A e em 
revistas de matemática — em 1923 nos Memorie dei 
ÍÀncei e em 1 9 4 2 - 4 5 na revista romena Mathemalica. 

Devemos no entanto dar relevo especial à obra do 
nosso G O M E S T E I X E I R A , premiada em 1 8 9 9 pela Acade-
mia das Ciências de Madrid, publicada em 19UÍ) em 
espanhol e mais tarde em 2.* edição, muito aumen-
tada, em francês, integrada nas suas Obras sobre 
Mathematica: Tratado das Curvas Especiais Notáreis. 

Aqui, diz C O M E S T E I X E I B A , «comme dans l'édition 
précédente nous étudions la forme, la construction, la 
rectification et la quadrature, lus propriétés et l'his-
toire de chaque courbeu ; aqui, o nosso compatriota 
atinge grau de notável desenvolvimento no que res-
peita a qualquer dos aspectos a que atrás faz refe-
rência. Parece portanto justo classificar-se a obra 
de G O M E S T E I X E I R A como uma enciclopédia das curvas 

planas e torsas que, no que respeita à parte histórica, 
contribui notavelmente para o conhecimento da evo-
lução o desenvolvimento dos métodos da análise mate-
mática no estudo das curvas. 

Presentemente a Scripta Mathematica nas suas 
publicações «Studiesu inclui uma obra do Prof. B O Y E R 

que nos parece notavelmente original pelo seu objec-
tivo bem definido— História da Geometria Analítica. 

No seu livro, o Prof, B O Y E R começa por dizer que 
a origem da associação de relações numéricas com 
configurações espaciais é pré-histórica e encontra 
para justificá-lo as primeiras contribuições tia ciência 
do Egipto, Caldea, China, Índia, etc. 

Toda a matemática grega ostá impregnada da ideia 
da equivalência — configuração geométrica — relação 
numérica —e tal facto está largamente explorado pelo 
Autor em dois capítulos com cerca de 40 págs. — Cap. I 
—As primeiras contribuições, cap. I —A idade Alexan-
drina. 

Mas é propriamente com o despontar da Idade 
Moderna que a Geometria Analítica toma corpo de 
doutrina; e o Autor da presente obra é na realidade 
exaustivo ao analisar cinco séculos de desenvolvimento 
c evolução dum ramo de ciência riquíssima em aspec-
tos, perspectivas e aplicações, como é a Matemática. 

No Cap. III (12 págB), procura nas civilizações 
árabe, bizantina e industánica as origens das ideias 
e obras dos primeiros anos do periodo moderno 


