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E. J. GuMBEL em [2], porém, propds, tendo
em vista certas aplica¢des a problemas con-
cretos de Engenharia, o uso de estatistica,

. 2
P (F(xj) — L) em que 2j, como acima,
n+1

representa a j* observagio contada a partir
da mais pequena (»; sera, pois, a menor
observacido e x, a maior).

Era evidentemente-de supor que tal estatis-
tica tivesse uma distribui¢io analoga &4 obtida
por N. SMirNOV para’ a estatistica de R. vox-
-Mises e H. CraMER. De facto, provou-se em

[6] que

()3 (Fe)— L)

tem a distribuigéo assintética que N. SmIrNOV
tinha determinado ja para

3 (Fio)- %=1y

2n

tabelada em [1].
Pode entio formular-se a seguinte regra
de comportamento :

Calcula-se a quantidade

(+ )3 (Fe) ~ L)

e aceita-se ou rejeita-se a hipétese F'(x)
consoante tal quantidade é inferior ou supe-
rior a s8,, em que s, é o ponto da distri-
buigio de SmirNov correspondente ao nivel
de significincia «.
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A criacdo de um satélite artificial da Terra

por J. Gaspar Teixeira

No infcio da Era Astronautica (1), sentimo-
-nos no dever de apresentar aos Leitores da
Gazeta de Matematica uma exposi¢io ele-
mentar e esquematica dos problemas de or-
dem matematica—essencialmente de mecanica
racional —sobre os quais se fundamentam as
realizacdes recentemente efectuadas no campo
da Astronautica. A exposig¢do, sob a forma
de artigos a publicar, constitue uma dupla
homenagem :

(1) Cf. Sciences et Avenir —n.° 129, Nov. 1957,
pag. 577.

a) de saudagido aos estudantes portugueses
que terdo o seu futuro profissional profunda-
mente influenciado pelos problemas conse-
quentes,

b) de reconhecimento aos cientistas e
téecnicos que levaram a efeito as realizagdes
que marcam o inicio da referida Era.

No presente artigo, estabelece-se a eqna-
¢io geral do movimento dum foguetio-pro-
pulsor considerado sob a forma mais esque-
matica e a trajectéria mais econémica em
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casos particulares simples; é redigido apenas
na base dos conhecimentos adquiridos em
vulgar tratado de mecdnica racional (1).

A G. M. procurari obter de especialistas
competentes ou artigos ou elementos que lhe
permitam desenvolver ou esclarecer qualquer
pormenor interessante do presente artigo e
continua-lo no sentido de completar a expo-
sicio elementar atras referida.

Como se sabe, a criagio de um satélite é
possivel mediante dois processos diferentes :

1) por um processo natural

2) por um processo artificial.

Sobre o «nascimento» da Lua a partir da
Terra (particularizemos o caso) existem algu-
mas teorias baseadas em factos de natureza
geol6gica que podem ser confirmadas pela
mecinica dos corpos fluidos e plasticos (2).

Interessa-nos aqui considerar o segundo
processo — o artificial.

Qualquer corpo S que gravite (5) como
satélite em torno de outro 7', tem, em relagio
a T um movimento bem determinado que em
mecdnica racional, tem o nome de movimento
central. No seu caso mais geral este movi-
mento é traduzido analiticamente pela equacio
diferencial conhecida pela férmula de BINgT :

c2[d? /1 1
=Sl

—a 6 a aceleragio (%) (escalar) de S(r,0)
em relagio a 7, colocado na origem dum
referencial polar.

(1) Cf p. ex. Lovis Roy — Cours de Mécanique
Rationnelle — Gauthier-Villars, Paris.

(3) Encontra-se uma descri¢gio elementar de tfais
teorias no admirdvel livro de divulgagio de Grorar
Gamow — Biografia da Terra, Espasa — Calpe, Ar-
gentina.

() Admite-se em tudo o que vai seguir-se que sdo
nulas as acgdes de outros corpos sobre S.

() Como se sabe, no movimento central sé hd
componente radial da aceleracfo.

A primeira conclusio a tirar da férmula
de BINET é que o movimento central é de
natureza cinemAtica, isto é, nele nio
intervem a no¢io de massa. Admitamos,
por exemplo, que uma catastrofe univer-
sal aniquilava o planeta Marte; o homem
podera criar um «herdeiro» deste planeta,
fazendo por exemplo, com que um grio de
chumbo o substitua no movimento ao longo
da sua trajectéria: apenas é necessario, para
isso, que durante um pequeno intervalo de
tempo a posicio e a velocidade do grio de
chumbo coincida com a posicio e a velo-
cidade que Marte teria se ndo tivesse sido
destruido. Outro aspecto da natureza cine-
matica do movimento central: todos os
corpos existentes & superficie da Terra
acompanham esta no seu movimento em
torno do Sol —tém a mesma trajectéria.
Admitindo entdio que seria possivel anular a
forca da gravidade, os corpos terrestres nio
se afastariam da Terra a nao ser que sobre
eles actuassem outras forgas estranhas. Tudo
isto 6 a aplicaciio do elementar principio da
inéreia.

E esta a razio por que um compartimento
estanque que contenha no seu interior um
ser vivo e que acompanhe um satélite artifi-
cial na sua 6rbita, continuara «colado» no
movimento ao préprio satélite mesmo que em
determinado instante dele se separe flsica-
mente. Para reaver o ser vivo sera necessario
provocar uma «saida» do compartimento da
orbita do satélite, como inicialmente foi pro-
vocada uma «saida» do satélite da orbita
da Terra.

A dificuldade da integrac¢io da férmula de
BINET — e é essa integragio que determina ex-
plicitamente a trajectéria e, em cada instante,
a velocidade de S como fungio do tempo —
depende apenas do tipo da fungéo que traduz
a atracgiio entre S e 7.

No caso porém da gravitagio — e é apenas
esse que se verifica em toda a mecinica
celeste, particularmente no caso dos satélites
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— a atraccio entre S e 7 é de natureza
newtoneana (1) e a formula de BINET conduz
naturalmente ao estabelecimento das conhe-
cidas trés leis de KepLER (?):

1) S desereve uma elipse de que T ocupa
um dos focos,

2) As dreas varridas pelo raio vector de S
sdo proporcionais aos intervalos de tempo
gastos em varré-las,

3) Os quadrados dos tempos das revolu-
¢les sdo proporcionais aos cubos dos eixos
maiores das oérbitas.

Inversamente, toda a elipse com um foco
no centro de gravidade da Terra é uma
érbita admissivel, isto é, pode vir a ser 6rbita
de um satélite da Terra — simplesmente, a
velocidade em cada ponto da trajectoria é
univocamente determinada em fungdo do
tempo e independente da massa do satélite.

Recordadas estas consideracdes bem vul-
gares e conhecidas, observemos que o pro-
blema da criagio de um satélite artificial da
Terra (3) comporta, no seu aspecto matematico
e no seu esquema geral, duas fases:

1) Determinagédo da trajectéria que o saté-
lite vai descrever no seu movimento central ;

(1) Directamente proporcional as massas de S e T’
einversamente proporcional ao quadrado da distincia
entre os dois corpos.

(3) Consulte-se por exemplo: E. Borel — La Mé-
canique et la Gravitation Universelle, Albin Michel,
Paris.

() Supomos que o problema da trajectéria do sa.
télite artificial é mais complexo, na realidade. Nio se
trata simplesmente da determinagdo da trajectiria
dum astro que gira em torno de outro mas sim do
estudo da trajectéria dum bélido que gira em volta
da Terra sujeito também a acglio do campo magné-
tico terrestre (F. L. M.).

2) Transporte do satélite desde a super-
ficie da Terra até um ponto da sua traject6-
ria e, uma vez atingido tal ponto, langamento
do satélite na 6rbita.

Ora, a solugdo do problema relativo a fase
1) — de natureza exclusivamente cinematica,
como se disse — obedece apenas a condigdes
relacionadas com o objectivo a atingir.

Concretamente, os instrumentos de teleme-
dida instalados no primeiro satélite artificial
da Terra, deveriam estar ao descrever a érbita
prevista, em boas condi¢des para obter resul-
tados precisos de observacdes do espago cos-
mico e das camadas superiores da alta atmos-
fera integradas no programa das actividades
soviéticas do Ano Geofisico Internacional (1).

300km 6300km \ \900km

Fig. 1

Foi entdo escolhida para oOrbita teérica
desse satélite uma circunferéncia com centro
no centro de gravidade da Terra e raio cerca
de 6.900 km.

(1) O langamento do satélite permite obter conclu-
soes de dois tipos diferentes:

a) do estudo preciso da trajectoria descrita obtém-
-se indicagbes sobre o atrito e portanto densidade das
particulas de ar muito rarefeito a tio grande altura;
saber a repartigdo das massas no gedide (com precisio
dez vezes superior a obtida pelos cldssicos métodos
da geodésia) ; sobre a forma do mesmo gedide, ete.

b) os instrumentos instalados a bordo fornecem
indicagfio sobre o radiamento solar (particularmente
raios X e ultra-violeta) e sua influéncia sobre a ionos-
fera; a absorpgdo dos raios ultra-violetas pelas altas
camadas da atmosfera; o radiamento cosmico fora da
ac¢lio do campo magnético terrestre; a ionosfera; a
densidade das poeiras interplanetdrias e sua acgio de
atrito sobre a superficie do satélite, ete.
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O Observatério Astrondmico Mullard Radio
de Cambridge obteve por medic¢des efectuadas
no periodo 6-20 de Outubro (1) as seguintes
caracteristicas da 6rbita:
Inclinagio da drbita 64 40" + 10

periodo entre passagens suces-
sivas pela latitude 52° 12' N  5750,04-0,3 seg. sol

decrescimento médio do periodo 2,2+ 0,1 seg/dia

semi-eixo maior 6937 km.
excentricidade 0,053 + 0,001
altura sobre o raio médio da

Terra no perigen 197 +10 km.
altura sobre o raio médio da

Terra no apogeu 934+10 km,

Quer dizer, os cientistas e técnicos encar-
regados do langamento conseguiram assim
realizar a érbita teérica com um érro de cerca
de 1,/°, fig. 1(2).

Em oposigdo, o problema do transporte do
satélite até a sua 6rbita e do respectivo lan-
camento é de natureza essencialmente dini-
mica pois envolve dispéndio de energia.

Nestes termos, duas questdes se levantam :
uma de natureza técnica — escolha do veiculo
e, consequentemente, do processo de liberta-
¢do, no mesmo veiculo, de altas quantidades
de energia necessarias para o transporte e
langamento; outra questio, de natureza mate-
matica — balistica e calculo das variagdes —
determinagio da trajectéria de transporte
correspondente ao minimo consumo de ener-
gia.

Os técnicos (%) indicam o foguetdo como o
tnico veiculo capaz de, presentemente, rea-
lizar tal funcdo. Nos foguetdes, até ha pouco
utilizados, ensaiaram-se diversos tipos de com-
bustiveis e comburentes liquidos : nas bombas
V, utilizava-se respectivamente alcool meti-
lico e oxigénio liquidos, mas conhecem-se

(1) Cf. Nature, vol. 180 N. 4592, pg. 881.

(2) Declaragio de G. A. CueBorarey.

(3) Cf. A. SrernFeLp — O Voo no espago cdsmico,
pe. 81.

outras combinagdes como metanol e oxigénio
liquido ou ainda hidrogénio e fluorina liqui-
dos, se bem que o produto desta combustio
seja tio corrosivo que até ha pouco nio se
encontrava viabilidade da sua utilizacio.

Equag¢do geral do movimento dum
foguetdo propulsor

Ora, como se sabe, um foguetio é um
projectil auto-propulsionado segundo o prin-
cipio estabelecido pelo teorema da quantidade
de movimento relativo ao escoamento de um
fluido (1) :

Em cada instante, é equivalente a zero o
sequinte sistema dos vectores aplicados ao volu-
me © dum fluido contido numa superficie o:

resultante das forgas de massa relativas
a cada particula do fluido,

resultante das forgas de inércia das mes-
mas particulas,

resultante das pressdes sobre o exercidas
do exterior de ©, e

resultante da quantidade de movimento
por unidade de tempo, relaliva ao cau-
dal do fluido através de o .

Consideremos entio um projectil cilindro-
-ogival, terminado por uma cimara de com-
bustio que se prolonga por uma conduta
difusora D; o gaz, produto da combustio
em C escoa-se ao longo de D (fig. 2).

Vamos admitir que o escoamento se faz
em regime permanente e uniforme.

Sejam m e m-dm a magsa do foguetio
nos instantes t e t+di¢. Assim,—dm é a
massa do gas expelido, isto é, dos produtos
da combustio, no intervalo de tempo consi-
derado; ou ainda a massa que no intervalo
dt sai da cdmara de combustio, entra no

(1) Cf. p. ex. G. pe Marcur — Idraulica, pag. 64 —
Ulrico Hoepli — MilZo.
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tubo de escape e nele ocupa um volume
elementar d .,

—dm =p(x)dr, =p(x)S(x)d=,

deslocando-se em relagio as suas paredes
com velocidade v (), dirigida segundo o eixo
da conduta de escape.

A massa total contida no tubo de escape é

al

Jﬂ p(x)S(x)dx ml}oﬂ_dm.

Apliquemos o teorema anterior ao fluido
contido no volume dr,:

foguetdio. Se representarmos por dG e dP
respectivamente a resultante das forgas de
massa e das pressdes exercidas sobre a su-
perficie elementar que limita drt., temos

dG+dP+dmy——dmi—v=0.
t

Considerando agora todo o gaz contido no
tubo de escape, temos

4 L
1) GEP+ £dmy+ [—am=%=0.

Ora os dois termos G e P equilibram, em

Fig. 2

A resultante da quantidade de movimento
por unidade de tempo é

dlt? S[v(z+da) — v(@)]d =%98daz=

:——-dm(iz;
dt

a resultante das forgas de inércia
—eSdaey=dmy

em que y 6 a aceleragiio do centro de gra-
vidade do sistema constituido por todo o

cada instante, a forga de inérecia do foguetio
e a resultante das forcas exteriores (peso,
resisténcia do ar, ete.):

G+P—my+F.=0,

de modo que a equagio 1) toma a forma :

[ I
2) I:m+j dm]y+f—dmﬂ=ﬂ
0 0 dt

em que F, é a resultante das forcas exte-
riores.
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Esta é a equaciio geral do movimento dum
foguetio-propulsor, estabelecida nas condi-
¢des de aproximagio atras citadas.

Nio conhecemos ainda qual o graum de pre-
cisiio tedrica e quais os métodos de integra-
¢éo da equagiio anterior utilizados nas dltimas
realiza¢des. Vamos, no entanto, seguindo a
reduzida bibliografia de que dispomos, consi-
derar alguns casos simples e fazer o respec-
tivo estudo.

Comecemos por observar que a massa

i
f —dm do gaz contido na conduta de escape
0

a

é desprezavel em relagio & massa restante
m do foguetdo. Por outro lado, verifica-se
que esse mesmo gas

—em C estd a pressio muito alta e tem
velocidade praticamente nula

—em O tem pressio praticamente nula
(atmosférica) e velocidade V muito ele-
vada (fig. 2).

Nestes termos é, aproximadamente

dt dt

e a equagio 2) torna a forma muito simples

Y'_—vd_m'l‘Fc-

«A relagiio entre a massa expulsa em cada
explosio e a massa restante é muito impor-
tante, quanto ao dispéndio de combustivel e
comburente» ().

Ora, considerando na equagdo anterior
F.= 0, isto é, desprezando a gravidade e a
resisténcia do ar, temos

T o i, S
dt dt

(1) Cf. A. SterxFELD — op. cit. pdg. 59.

Mo
Ty — ‘U{)—V Iog —
my

on
Av

my=mge v,
expressio que nos da a massa do foguetio
num instante #; em que ele adquire o acrés-
cimo de velocidade Aw.
Assim, para provocar um acréscimo de velo-
cidade igual & velocidade de escape V é
necessario consumir 63°/, da massa inicial

e—1_

Am=myg— m;y = mg
e

e para obter Av=2V utilizar-se-a 86,5°/, da
massa inicial. Compreende-se por outro lado,
que o péso da estrutura passiva nio possa
ser reduzido além de certo limite sem com-
prometer as condi¢des de resisténcia e esta-
bilidade da mesma estrutura.

Por esta razdio, os técnicos indicam que
com um foguetdo simples nio se deve ultra-
passar o acréscimo Av = log6.V

Para atingir velocidades mais elevadas é
necessario recorrer a um foguetdo composto
que se vai desembaragando sucessivamente
das massas dos depositos-reservatérios dos
combustivel e comburente, 4 medida que
aqueles se vio esvaziando (1).

Determinacdo da trajectéria mais
econdémica (2)

Consideremos o caso de um foguetio que,
durante determinado intervalo de tempo
(0, T), devera deslocar-se desde O(o,0) até
P(a,d), fig. 3, com velocidades inicial e
final respectivamente (3)

(1) Cf. A. SterxFELD — 0D, cit. pdg. 61.

(?) Cf. D. F. Lawoex — The Mathematical Gazette,
Vol XLI, N.e 337, pig. 172, donde extraimos o resumo
que segue.

(3) E fécil provar que, no caso implicito na equa-
¢do 4), o movimento é plano.
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(d a:) (94
— —_— uo
dt/i-o

dy

= =79
(d t) o P
(—-— — ‘{.f,?\

x

s
Admitamos ainda que o movimento é regido

pela equacdo

4 _-=,_v_
) my P

3)

Fig. 3

isto 6, que se desprezam os efeitos da gra-
vidade e da resisténcia do ar.
A equaciio 4) conduz ao sistema

mé,::—Vsend—m

- dm
mx = — \Vcosz—
dt dt

donde

Vlag-——f \/:1-2+J2dt.

Ora, como atras se disse, o dispéndio de
combustivel e comburente pode exprimir-se
por meio da relacio my/mp .

Interessa-nos, portanto, caleular uma tra-
jectéria de O a P, sujeita as condigdes 3),
para a qual a razio anterior seja minima, ou
seja, ao longo da qual o integral

5) fzjo'r\/ﬁrﬁdz

seja minimo.
As equacdes de EULER para este caso to-
mam a forma (1)

AvErs R e

) Cf. E. Goursar — Cours d’Analyse Mathéma-
tique, Tome III, pdg. 629.

donde
2
gt-g(cos &) = dﬁ(sen @) =
)

cosa=At+ B sena = Ct + D

Daqui resulta, necessariamente,
A=0C=10 B2 +D?2=1

e a = const. — o foguetio deve manter uma
trajectoria rectilinea.

«B facil mostrar que estes resultados nio
conduzem & solugio correcta do problema.
Se o langamento é feito por forma a garantir
a prevista variacio de velocidade no inter-
valo (o, T'), a trajectéria nio é, em geral,
respeitada ; se, pelo contrario, o langamento
6 feito por forma a realizar a trajectéria
prevista, a variagiio de velocidade nido ¢
cumpridax (1).

Teremos que modificar, portanto, o tipo de
caleulo, admitindo que a solu¢éo do problema
possa comportar pontos de descontinuidade
para as componentes da velocidade, isto 6,
que o foguetio pode estar sujeito a impulsdes.

Estudemos em que condig¢des o integral b)
toma um valor minimo no planop =z, ¢ =y,
isto é, num plano em que, como se vera, as
descontinuidades atras referidas niio introdu-
zem descontinuidade da trajectéria do ponto
figurativo do movimento.

) dt
di

- [/ @Y

representa o comprimento do arco da curva

A B. Pretende-se entio determinar 0 menor
arco que liga A4 a B, sob a condic¢io de

Y - i
fpdtza f gdt=="b
0 0

ou, 0 que é o mesmo, de manter ao longo do

trajecto a mesma velocidade média
b

- Ern.
P T ’ q T'

(1) Cf. D. F. Laxpxy — op. cit.
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E facil de provar (') que a tnica curva que
satisfaz & questio é constituida pelos segmen-
tos da recta AC e CB, percorridos instanta-
neamente, ao passo
que o ponto figura-
tivo Q(p,q) perma-
nece em (' durante
todo o intervalo
(0,7). Isto signi-
fica:

1.° que em O deve
dar-se uma combus-
tio muito rapida que
faz variar a veloci-
dade, por impulsio do valor inicial (ug,v,) ao

Fig. 4

valor médio (p,q).

2.° que o foguetio deve permanecer du-
rante o intervalo (o,7') com a velocidade
média (p,q), isto é, sem funcionamento do
motor de reaccgio.

3.° que no instante ¢t = 7" deve dar-se nova
combustio muito rapida (portanto nova im-
pulsio) que altera a velocidade de (p,q)
para o valor final (ur,vr).

Retomemos de novo a férmula de BINET;
caleulo simples (2) mostra que um corpo ani-
mado de velocidade horizontal de 7,912 km/s
a superficie da Terra manter-se-a indefinida-
mente como satélite, descrevendo um circulo
maximo em torno da Terra: 7,912 kms é a
velocidade circular A superficie da Terra.

Se a velocidade decrescer, o corpo caira
sobre a Terra.

Se a velocidade for porém de 11,189 km/s,
a trajectoria do corpo sera arco de parabola
tangente i superficie da Terra: 11,189 km/s
é a velocidade de fuga A superficie da Terra.

Para velocidade intermédia entre a circular
e a de fuga a trajectéria é elipse; enfim,

(1) Cf. D. F. Lawnex, op. cit. pig. 174.
() Desprezando a resisténcia do ar.

sendo superior & de fuga o corpo descrevera
um arco de hipérbole.

Ora a velocidade circular & altitude de
600 km sobre a Terra é cerca de 7,5 km/s.

Isto é, os cientistas e técnicos soviéticos
tiveram que calcular um foguetio capaz de
imprimir a um corpo de 80 kg uma veloci-
dade de 7,5 km/s.

Fig. 5

Admitindo que a velocidade de saida dos
gases do foguetio foi de 5 km/s, que o fogue-
tdo partiu do repouso e que apenas interes-
sava atingir a altitude de 600 km com a
velocidade indicada (que nenhuma importéincia
tinha a direcciio dessa velocidade) quererio
os Leitores calcular o peso de toda a estrutura
no momento da partida e o nimero de
andares do foguetio utilizado? A imprensa
falou em 3 andares que pesavam no conjunto
cerca de 90 t.

A Gazeta de Matematica teria muito pra-
zer em publicar nos préximos nimeros as
consideragdes dos seus Leitores.



