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As superfícies planificáveis e as envolventes 
das faces do triedro móvel 

por J. Ribeiro de Albuquerque 

Apresentam-se neste artigo muitos assun-
tos, relacionados intimamente entre si, no 
estudo geométrico das curvas do espaço. 

Dada uma família de curvas do espaço, 
com um só parâmetro, cujas equações são 

= o 

quando as funções f\ e forem contínuas e 
admitirem derivadas relativamente ao parâme-
tro a , uniformemente em certa região do 
espaço, um raciocíneo bem conhecido permite 
achar as equações da curva envolvente, com 
a eliminação de a, entre três das quatro 
equações: 

fx = 0 , / 3 = 0 , ^ = 0 quando uma 
da da 

destas equações fôr consequência das outras. 
Do mesmo modo, dada uma família de 

superfícies com um só parâmetro 

determina-se a equação da superfície envol-
vente, eliminando o parâmetro no sistema: 

F ^ 0 , 
d « 

Este último sistema representa uma famí-
lia de curvas, ao longo de cada uma das 
quais a envolvente tem contacto com uma 
envolvida. 

Tais curvas são as curvas características, 
e a envolvente d«s características é uma curva 
situada sobre a superfície envolvente das 

superfícies, e que se chama a aresta de rever-
são. 

Isto mesmo vai ser considerado num caso 
particular notável; ó o caso da superfície 
envolvente duma família de planos do espaço. 

Chamam-se superfícies planificáveis às 
envolventes dos planos duma família de pla-
nos com um só parâmetro. 

Considere-se, no espaço, uma família de 
planos, que possa ser encarada como o con-
junto contínuo e ordenado de todas as posi-
ções dum mesmo plano que tivesse executado 
um determinado movimento no espaço, duran-
te um certo intervalo de tempo. 

Tomando o tempo como parâmetro, uma 
variável t definida num intervalo finito ou 
infinito, a equação da família de planos será 

A(t).X+B(i). Y+C(t).Z+D(t) = 0 

com A(t), B(t)} C(t), D(t) funções con-
tínuas e deriváveis de f . É possível tirar o 
valor de uma das variáveis, por exemplo Z , 
e mudar de parâmetro, de modo a ter 

1) Z = a.X-

supondo © e ^ funções de a., contínuas e 
com derivadas de primeira e segunda ordem, 
pelo menos numa vizinhança de certo ponto a . 

É com estas condições que vamos abordar 
alguns conceitos geométricos importantes; 
quando as condições se não verificarem, é 
fácil de ver quais os conceitos que ficam 
sem sentido, ou quais as anormalidades, isto 
é, as singularidades que os afectarão, e que 
se põem à margem deste estudo. 

Dada a família de planos 1), com um parâ-
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metro a., as curvas características são as 
rectas r(a) definidas por 

l 0=X — m' (a) Y— 

onde 

2) 

e a planificável é o lugar geométrico destas 
rectas. É sempre possível resolver o sistema 
2), obtendo o valor de duas variáveis, A" e Z 
por exemplo, em função da outra e do parâ-
metro a ; teríamos uma representação para-
métrica da planificável. 

Se tomarmos para Y uma função arbitrá-
ria de a , teremos o sistema 

3 ) 

X = ç' Y + y 
y = e 
Z = {« y — <p) Y + (a I ' — I ) 

que representa uma curva arbitrária traçada 
sobre a planificável. 

Resolvamos o seguinte problema : Quais as 
curvas traçadas sobre a planificável às quais 
as rectas r(a) são tangeotes ? 

Determina-se a função 0 de modo que a 
tangente à curva 3) seja perpendicular aos 
eixos dos planos do sistema 2). As condições 
de perpendicularidade dão: 

ou r — £ 

e vê-se que esta curva ó a aresta de reversão 
da planificável, cujas equações serão obtidas 
do sistema 3) com a função determinada. 

Para procurarmos o plano osculador da 
aresta de reversão, teremos que calcular os 
menores compreendidos na matriz seguinte: 

dY dY dY 
— — a ? " r + ( a 
daL da a s 

dY 
• " ï r - * 

d*Y 
!ü> 

di Y dY tPY 
— + («?' - <p) — 

e com cálculos muito fáceis se obtém para 
equação do plano osculador 

B 

Isto conduz a: 

y y 

„ fdY 

\d<x 

x $ - X ) - < t ( n - r ) - ( í - z ) = o 

mas, atendendo à terceira equação do siste-
ma 3) ou à segunda do sistema 2), obtém-se 
finalmente 

Conclusão : o plano osculador num ponto 
da aresta de reversão ê o plano da família de 
planos envolvidos, que passa por esse ponto. 

Esta propriedade permite, evidentemente, 
achar as equações da planificável quando 
sejam dadas as equações da aresta de rever-
são. 

Com efeito, suponhamos dadas as equações 
duma curva F ; suporemos que os pontos de 
F são obtidos com a coordenada curvilínea 
s , e as equações paramétricas são então 

» = »(*) y = V (*) 0 = 2 («) . 

O plano osculador é dado pela equação 

4) ( Z ~ * ) > + ( F - í O f i + ( Z — *)v - 0 

onde í , p , w representam os coBenos directo-
res da binormal, B . 

Temos na equação 4) uma família de planos 
com um só parâmetro s ; deveremos achar 
a envolvente e provar que T é a aresta de 
reversão. Derivemos, em ordem a s , a equa-
ção 4) 

,,, . d l , „ , d u. rrt ,dv 
- «) + ( Y - y) -f + [Z - z) — = 

ds di ds 

onde x , p , y são os cosenos directores da 
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tangente, T . Com os fórmulas de F R E N E T -
-SEKKET 

5) 

da 

d» 

<n 
d s 
d\ 
da 

i dy Ç 

9 ds P d s 9 
í IT

 
1 ri l 

T d s T ds T 

« X d w f 

9 T ds 9 T da 9 
dT N 
da ~ 9 
dB $ 
d s T 

_ ( Í 
ds 

a última equação transforma-se em 

{X - ») l + ( Y - y) -n + ( Z - z) Ç = 0 

que é a equação do plano rectificante. As 
rectas características são definidas pela equa-
ção 4) e esta última, e são as tangentes à 
curva r . 

Isto prova-nos, já, que a curva T é a aresta 
de reversão da envolvente dos planos oscula-
ladores da curva dada. E com efeito, deri-
vando mais uma vez, obtemos 

dg da ds 
= « E + (3m + yK = 0 

e de novo com as fórmulas de FHEXET-SERRET 
e com as equações já obtidas, vem 

(X - x) « + ( Y - y) |3 + (Z - z) y = 0 . 

As três equações obtidas dão a aresta de 
reversão. Ora no sistema, 

(X-x)\ +(Y-y)v- + (Z-z)v = 0 
(X-x)l + (Y-y) » + ( Z - z ) í - O 

[{,Y-:R)A + (Y~y)fi + (Z-z)y=0 

de equaç&es homogéneas nas incógnitas 
(A* — x ) ( F — y ) (Z— z) tem-se, como é bem 

sabido 

fi) 
= 1 a. (3 

a * 
). H v 

o que implica uma solução nula, a única so-
lução: X = x(s), Y-=y(s), Z = z(s). 

A aresta de reversão da planijicável envol-
vente doa plano» osculadores duma curva dada, 
é a própria curva. 

Chegamos ao mesmo resultado com um 
terço do esforço, utilizando os vectores. A 
equação do plano osculador é o produto in-
terno nulo 

(M — P)/B = 0 
onde P(s) é o ponto de T , e Mo ponto 
genérico do plano. Derivando, vem 

( J T F _ P ) Í L - I L 
/ ds da I 

- T B = (M - P) dB 

ds 
0 

( M — P ) T K=(M-P) 

e com as fórmulas 5) tem-se 

{M- P)iN= 0 

que é a equação do plano rectificante. Deri-
vando, ainda uma vez 

' dN 
da 

ou, com as fórmulas 5) e atendendo ao já 
obtido 

(M-P)!T= 0 
que ó a equação do plano normal. A aresta 
de reversão é dada por 
( 3 / - P ) / ? = 0; {M-P)jN= 0 ; (M-P)/B = 0 

e o vector M—P tem componentes nulas no 
triedro móvel, donde: M=P. 

m 

Seja dado um plano TT cuja equação toma-
remos com a forma 

a 
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e procuremos estudar a secção feita por % 
tia planificável. 

As equações da secção serão as equações 
3) com uma função 9 (a) que se determina 
com a equação 7). A função Ô ó dada por 

8) 
çr 0 + y 0 — o) 6 + 0 4 ' - 1 ) 1 

Façamos uma mudança de coordenadas: 
mudemos o plano . Í O y para o plano ^ O n 
coincidente com « e conservando os outros 
planos coordenados. Na figura 1, estão re-

presentadas secções feitas pelos planos X=x 
e Y ^ y no tetraedro formado pelos antigos 
planos coordenados e o plano k . 

Por semelhança de triângulos, tira-se 

yw • y = Ka y 

As equações da curva secção, transformam-
-se em 

Í~KtX X - 9 + f 
y, _ K2 Y = K2Q 
S = O 

onde 6 ó determinada pela equação S). 
Derivando esta equação 8), vem 

<p"8 + y '8 ' -n}> " +(<*?'_<}>) 0 

a b c 
o que nos mostra o seguinte: os valores a0 

que anulam 6', fazem 

+ f t « (»"8 4 - f ) 0 

a c 
ou 

Hh 
? C«o) 

e inversamente. A função Y(ci) ó da aresta 
de reversão, ao pasRO que 0(«) ó da secção. 

Achemos as derivadas de \ e n, para 
estudo da tangente. 

- à", (9" e + 9> e> 4 +") ~ - k2 9' 
d a d oc 

Vê-se, agora, que: se «0 é valor que con-
duz a um ponto comum à secção e à aresta 
de reversão, isto é, 6 («0) = Y(a0) , vem : 

dl = djn _ 0 

di d a 

Ilá singularidade nos pontos de encontro. 
Temos, ainda, com facilidade 

~ (?"' 6 + 2 q>" 0' -t" Ç' 9" + +'") da2 

(Pu 
dofl 

e portanto 
dm (a —«o)2 d^r, A ti = (« — a0) 1- — — ^ 4-
d<x0 2 da0 

= ( « - « o ) + ( a - ^ + 
cZa0 2 dal 
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donde vem 

lim — — -
A I, k, 

^ K 2 9" 

(j)'" 
J Q 
" I 

Estes valores estão calculados para a = «0 

í" representa o valor da derivada de 
« T O para a — a0 

tem o mesmo sinal e existem duas semi* 

Quando Y' (a0) 9' (a0) = 0 este limite é 
perfeitamente determinado; no caso contrário 
haverá contacto entre a secção e a aresta de 
reversão no ponto em comum. 

Afastada a hipótese de contacto, quando 
a. cresce ou decresce para a0 , em ambos os 
casos a partir de certa altura, o cociente 
A w 

AÍ; 
-tangentes à secção, coincidentes, e não no 
prolongamento uma da outra; o ponto sin-
gular ó um ponto de reversão, uma cúspide. 

Em resumo : todo o plano que não tenha 
contacto com a aresta de reversão, mas que a 
corte, determina na planificúvel uma secção 
com um ponto de reversão, naquele ponto em 
que encontra a aresta. 

São superfícies planificáves, as superfícies 
cónicas e cilíndricas. Consideremos uma famí-
lia de planos, todos eles com o ponto fixo 
(0 , 0 , c) e cuja equação se pode pór com a 
forma 

J L + ^ i 
a{t) b(t) c 

onde a ( f ) , ô ( f ) são funções dum mesmo 
parâmetro t , o parâmetro da família. Tirando 
o valor de Z , vem: 

Z —A" — F + c 

e, pondo a = — -—•, uma mudança de parã-
o ( t ) 

metro, temos a equação 

Z -« X -f- 9 (*) Y+fi. 
As rectas características são dadas por 

Z = « X + &(«) Y-\- c 

• («) Y 

e, como o segundo plano passa por OZ, 
todas as rectas características passam pelo 
ponto (0 , 0 , c) . 

A aresta de reversão obtemse derivando 
mais uma vez: <p" (ct) 1"*= 0 ou y = 0 . As 
equações da aresta de reversão, reduzem'se a 

T = 0 

Z = c. 

A planificável ó uma superfície cónica, com 
o vértice em F ( 0 , 0 , c ) e com a directriz 
situada no plano XOY, dada por: 

l x+<p'(*):r=o 
on 

X = - cy 

a © — fp 

c 
a ç ' — <p 

ou 

Consideremos agora uma família de planos 
r todos paralelos a uma direcção fixa. Para 
fixar um sistema de eixos coordenados con-
veniente, tomemos um dos planos da familia 
para plano XOZ, e todos os outros corta-
rão este, segundo rectas paralelas. A equa-
ção da família de planos pode então pôr-se 
sob a forma 

X + + a - &(í) d(í) c • k{t) 
= 1 

« ( ( ) 6 ( O 
onde è ( f ) e k (f) são duas funções do parâ-
metro t, da família. 

o 
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Pode tirar-se o valor de X e temos: 

X ^ - a ^ Y - — Z + ak(t) 
b(t) c ' 

e, pondo — a ^ - ^ j , mudança de parâ-

metro, temos a equação: 

A ' = « r — — Z — a 41 (« ) . 
c 

As rectas características são dadas por 

X = « Y - -Z-at|/(«) 
c 

9) 

0 = Y - a y (a) 

e são todas paralelas à direcção fixa, pois 
estes dois planos são paralelos a essa direc-
ção. A aresta de reversão está portanto no 
infinito. 

A envolvente é um cilindro de geratrizes 
paralelas à direcção dada, e, cora directriz 
situada em XOY dada pelas equações para-
métricas 

[ X = a 0 f — 40 

Se tivéssemos tomado o eixo OZ com a 
direcção dada, os resultados eram ainda os 
mesmos, bastando supor e = 4- <x>, 

As equações duma curva traçada sobre o 
cilindro, são, como já dissemos no caso geral, 

X = a (a f — 4-) 
1 0 ) r = a f 

Z = 0 

onde 0 é uma função arbitrária de a.. 
Procuremos as curvas cujas tangentes 

fazem ângulo constante V com o eixo OZ. 
Orientamos a tangente de modo que O < P < 

it * 
<" — e orientamos a curva de modo concor-

2 
dante. As equações da tangente são 

x « - y K-z 

e então vem 

cos V 

e 
Vaa4>' ' s ( « s + 1) + 

0' = cotg V. a I" + 1. 

As curvas procuradas foram chamadas hélices 
e as suas equações são as 10), com uma das 
funções 9, dadas por 

cotg V f 4," iV + 1 d a + c". 

Orientando a directriz 9) do cilindro de 
modo concordante com a hélice fornecida por 
0 que se anula para a = ar0; tomando para 
origem da coordenada curvilínea s sobre a 
directriz 9) o ponto em que a hélice a encon-
tra, virá como medida do arco s da direc-
triz, desde essa origem até à projecção m 
do ponto M da hélice 

= F V / 5 
»/a. 

:2-f 1 da. 

A cota Z do ponto M da hélice é pro-
porcional ao comprimento S do arco, da 

a a. 4/' 0' 

directriz do cilindro, descrito, pela projecção 
m de M , desde o ponto de encontro. 

Inversamente, sejam te e= x (#) $ y — Jf (*) 
as equações duma curva T situada em XOY e, 

X = x(s) Y = y (a) Z = ks 
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as eqnaçOes duma curva 110 espaço ; esta 
curva está. evidentemente no cilindro de 
directriz T , e o terceiro coseno director da 
tangente é K 

Se T é o vector unitário sobre a tangente —» 
à hélice, e se K é o vector unitário sobre —* 
O Z , será r 

r j K= 0 

Derivando em ordem a S , coordenada 
curvilínea sobre a hélice, temos 

<TT / _ 
ds/ K = ° 

e com as fórmulas 5 ) de FEENET-SERKET, vem 

X / - « 
T / r - o 

afastando a hipótese da curva rectilínea, 

p oo, será : N / K = 0 
Nas hélices a normal principal é perpendi-

ciilar a O Z e, inversamente, pois o raciocí-
nio se deixa inverter. 

Derivando N j K = Q, de novo, em ordem 

dN / -
a S , vem : j K = 0 e com as fórmulas 

5), temos: 

Ora, da figura, tira-se com facilidade que, 

bI A' = ± s e n F , logo 
sen V cos V 

e finalmente 

— _ - tg V 
t 

Nas hélices é, portanto, constante o 
cociente das duas curvaturas. 

Inversamente: se r = kf, com as fórmu-
- >• •*• 

l a s d e FRENET-SERBET, v e m dB = kdT e 

B = k , T + k' onde k' não é nulo. Haiti. 
plicando internamente por N vem: P / t f - 0 
e, como já se viu, a curva é uma hélice. 

Nas hélices, é constante o cociente das duas 
curvaturas, e inversamente. 

(Continua no próximo número) 

Duas fórmulas de Análise Combinatória 
por Austregésilo Gome» Spíndola 

A deduç&o apresentada foi cr.o cagerída polo artigo S'oia a *Uma dfrmonttraç&o 
por indução finita» do Dr- OUBTAVO DE CASTRO, (Ia/, d» Ma'.. 54. Abril d* 1 que 
Alt encarregado» pe]í> Prof. M. ZALUAU, d« e> x r 4111 1 .'.'(• numa du aesaasa do S&mi-
nino do Cálculo das Probabilidades do Instituto do Física e Matemática da Univer-
sidade do Recife. 

Problema 

Uma urna contém n esferas negras e a 
esferas azuis. Retiram-se simultâneamente b 
esferas. Qual a probabilidade de saída de i 
esferas azuis f 

O número N de casos igualmente possí-

veis é N f n a ) e o número dos ca-

sos favoráveis ao acontecimento A i , de que 
pretendemos calcular a probabilidade, é 
Fi 

Temos então ão 

í t M Cr) ' 


