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D O U T O R A M E N T O S N A F. C L 

Nos dias 15 e 16 do Julho deste ano tiveram lugar 
na Faculdade do Ciências de Lisboa as provas de 
doutoramento em Ciências Matemáticas dos assisten-
tes daquela Faculdade J O S É T I A G O DE O L I V E I R A e R A I -

MUNDO D LI O L I V E I R A V I C E N T E , 0 primeiro candidato 
apresentou a dissertação «Residuais de Sistemas e 
radicais de anéis» que foi arguida pelos 1'rofs. 
A L M E I D A C O S T A e A EH AI , DO M A J U R E I R A . A dissertação 

do segundo candidato versou o tema «A influência 
da constituição do interior da Terra no valor das nu-
taçSes» e teve como arguentes os Profs. F R A N C I S C O 

N A Z A E É e M A N U E L D O S R E I S . 

Ambos os doutorandos foram aprovados com a 
classificação de dezoito valores. 

A nüazota de Matemática» felicita os novos Dou-
tores. j . j . D. 

C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L D O S M A T E M Á T I C O S 1958 

lim Edimburgo, de 14 a 21 de Agosto do 1958, sob 
o patrocínio das Municipalidade e Universidade 
de Edimburgo e da Sociedade Real de Londres, 
realizar-se-á o Congresso Internacional dos Mate-
máticos. 

A Comissão de Organização propõe-se convidar 
certo número de matemáticos para realizarem confe-
rencias de 1 a l ' /2 lioras. Haverá também reuniões 
cotidianas consagradas ã apresentação de comunica-
ções de ' / i hora. 

Os membros do Congresso que desejarem apresen-
tar comunicações fá-lo-ão a partir de Janeiro de 1958. 

0 Congresso terá oito secções: 

1 —Lóg i ca e fundamentos das matemáticas 
2— Algebra e teoria dos números 
3 — Análise 
4 — Topologia 
5 — Geometria 
tí —Cálculo das probabilidades e Estatística 

7 — Matemáticas aplicadas, física matemática e 
análise numérica 

8 — História e ensino. 

O Comité prevê durante o Congresso uma série de 
recepções, reuniões de ordem recreativa, excursões, etc, 

O Congresso comportará duas categorias de mem-
bros : 

Membros ordinários, tendo o direito de participar 
em todas as actividades do Congresso e de receber as 
Comunicações, 

Membros associados, acompanhando os membros 
ordinários e gosando de todos os privilégios excepto 
os de participar nas reuniões científicas e receber as 
Comunicações 

Mais informações poderão ser obtidas quer per in-
termédio da Gazeta de Matemática quer pela Secre-
taria do Congresso: 

Secretário — F R A N K S M I T H I E S , Mathematical Insti-
tute, 16, Chambers Street, Edinburgh, 1, Scotland, 

J . G . T . 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I. S . C. E. F . — M A T E M Á T I C A S G BUA I S — 2 , " exame de limite superior de («„) . (guando não se dá essa coin-
frequència ordinário — 2 9 - 6 - 5 7 . cidência quais são os limites de " W E I E E B T H A S S de («„) ? 

Calcule 

4311 — a) Defina limite mínimo e limite máximo n 

duma sucessão «„ e diga em que caso estes limites j j m 

coincidem, respectivamente, com o limite inferior e o »-»no log n 
— o 11 m — V / 
logn «-*» J! V ' "g 1 " 
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b) Enuncie a condição necessária e suficiente de 
convergência duma série e prove a sua necessidade. 
Enuncie os critérios da raiz e da raüão, demonstre 
este dltimo e exemplifique com a série harmónica que 

n u 
as condições <z 1 e -<1 não garantem con-
vergôneia. 

n 
Se ti -*> lim l/a„ , indique os valores de u para os 

quais a série I a , ( i - a^)" ó : (1) convergente para 
todos os valores de a;; (2) divergente para todo o 

(3) convergente em certo intervalo ( o , b) 
(indique os valores de a e 6 ) . 

Estude a natureza da série 2 a 1 " " (considere os 
casos a ;> 1 e o c l ) . 

ntog f l + — log íl + — 
R: a) l i » 7 JLÍ = i i m n ' 
1 

log n log n 
= — — 0 . Aplicando um teorema de CAL'cuY, cal-

oo 
cule-se 

, . n ! 
Itm -— com x„ ~ — . 

j , n" logu 

lim 
ía + 1) ! n" log n 

(n -r 1)""" log (n 4 1) n 1 
/ n \ • log n \ 

=lim [ — n « \ n + 1 j log (n + 1) e 
1 

Como este limite existe, então i í n / 1 , ™ — . 
e 

b) Com a > 1 o termo geral n„ = a1"1" ê um infi-
nitamente grande e a serie <í divergente. 

Considerando a < 1 , aplique-se o critério de R A A B E -

lim n (—- lim nf , — — l~j — \ unt1 j =-»» L a"*<0+" _1 

= lim n I a'wn+i — 1 j lim n I e1"" '""n+i — 1 •=• 

o — lim ti r *' log a log 
n -t- 1 

/ a 1 tg - I = — log a = log —. + 1/ a lim log a log 

1 1 
Se log— > - 1 on a < — , a serie é convergente ; se a e 

1 1 , 1 
log — C l ou a > - — a série é divergente. Se a = — a e e 

1 
é fácil ver que E a"0" " se reduz ò série 2 — divergente. n 

1 
Resumindo: a série é convergente se ac— e diver-e 
gente se a ^ — , e 

4312 - Enuncie e demonstre o teorema que garante 
a continuidade de /'* (»)"<£> [ / ( a : ) ] em x = a. Mos-
tre que, existindo / ' (a) e <i>' ( ò ) , ó F< (o) a.' (6) . 
• / ' ( a ) , com b = / ( a ) , e diga como podo concluir 

desta regra que a derivada de uma função é a inversa 
aritmética da derivada da função inversa. 

Calcule 
pi3 -I- a:* — X + 1 

( s - l ^ J ^ - f - I ) ' 
Í>) Demonstre o teorema de L A OK A N U I para as fun-

ções regulares o indique a sua interpretação geomé-
trica. 

Escreva a fórmula de T A V I . O H para a função f ( x ) , 
referente a a; -= a , e mostre a sua aplicação ao es-
tudo dos máximos c mínimos. 

K : Decomponha-se previamente a fracção proposta 
em elementos simples. 

+ x' — x + 1 a0 + a, (* — 1) Sn 
(x - 1)» (x '+ 1) ( x - 1 ) ' x ' + 1 

O polinómio a« + ai (x — 1) obtém-se, ordenando 
segundo as potências crescentes de (x — 1) o numera-
dor e o denominador da fracção auxiliar R, (x) 

x3 x! — x + I 
=» — e efectuando a divisão algébrica 

x + 1 
até obter um cociente do grau 1. Ter-se-á então 
„ , „ 2 + 4 (x — 1) +••• [i< (x) — — que permite obter o jtoh-2 + 2 (x - 1) + ... 
iiíímío 1 + (s 1). 

Para obter SQ (expressão linear) considere-se a frac-

ção auxiliar K^ (x) = - — " — 1 — e proceda-se 
à ordenação do numerador e denominador segundo as 
potências crescentes de & = Xa + 1 . Obtem-se 

- 2 x + 
- 2x + 

Então 
x3 + x* — x + 1 

e Sn = 1. 

e P 

(x - 1)' (x' + 1) 
X3 + x! — X + 1 

1 + (* - 1 ) 
( X - 1 ) ' 

1 
X1 + 1 

1 

+ P 

( x - 1 ) ' (x> 
1 ^ 1 

~ X — 1 x! + 1 

1) ( x - 1 ) ' x - 1 

- f log \ x — 1 I + arctg x + C , 

4313 — Responda a uma das seguintes alíneas: 
ti) Deduza o teorema dos acréscimos finitos para 

a função de duas variáveis f(x,y) . 
Escreva a fórmula que dá a derivada de f(x,y) 

ao longo da curva de equações x = tp (í) e y = $ (í) 
e diga o que é a derivada de f{x,y) segundo uma 
direcção r . 
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Qual a condição necessária e suficiente para que a 
derivada de em P {« , b) se anule em todas 
as direcções ? 

b) Demonstre o teorema fundamental do Cálculo 
Integral. 

Estabeleça as diferenças e analogias entre o inte-
gral indefinido e a função primitiva de f ( x ) no in-
tervalo (a , b) , 

I . S . C . E . F . — M A T E M Á T I C A S ( J K H A I S — 2 . " e x a m e d a 

frequência extraordinário — 8-7-957, 

4314 — a) Enuncie a condição necessária e sufi-
ciente de convergência de uma sucessão a prove que 
sucessão monótona limitada verifica essa condição, 

h 

Prove que \fP^ • P? - - P„-<- P quando P„ P e 
aplique esta proposição ao cálculo de 

h) Demonstre que se obtém uma série convergente, 
multiplicando os termos de uma série convergente 
por números positivos decrescentes. 

Defina série absolutamente convergente e prove 
que a sua soma é independente da ordem dos seus 
termos. 

w 
Supondo que — tende para limite finito com u„ 

a„ 
qualquer e í i „> -0 prove que £ «,, é absolutamente 
convergente se 2 a„ for convergente. 

_ 7 1 + 1 
Calcule ò*H para a série 2 , I o g — — e conclua que n 

ela é divergente. 

~ Hm ( 1 ) = e - 1 . 
« - + » \ n] 

6) S n ~ £ [log (n + 1) - log n] - log (n + 1). 

Como lim SN = +OO , a série é divergente. 
n—frX 

4315 — Demonstre que função continua num inter-
valo não passa de um valor a outro sem passar pelos 
valores intermédios. 

Defina oscilação da função/ (ac ) em x = a e prove 
que em ponto de continuidade a oscilação é nula. 
A reciproca é verdadeira? Porquê? 

Prove que num ponto interior de máximo ou mínimo 
de / (a í ) a derivada f { » ) é nula ou infinita de duplo 
sinal. 

Determine intervalos de monotonia, extremos e sen-
te 

tido da concavidade de y =» . x — 1 

R : Como v =• 1 + ——— vem facilmente 
x — 1 

< 0 

o que indica que a função é sempre decrescente. 
2 

y" = ———— e portanto a concavidade está voltada 
J (x - l ) 3 

para baixo em (— oo , 1) e para cima em (1 , + oo) . 

4316 - Prove que f(x,y) é contínua num ponto 
onde tem derivadas finitas desde que em torno desse 
ponto uma das derivadas se conserva limitada. 

Considerando j:-=tf>{t<) e y — ̂  (li) diferenciáveis 
em (( = «0 e f (x, y) diferenciável era P (a , í ) 
(o = o (i/d) = <|< (uo)) escreva a expressão da primeira 
derivada de F («) = /f<p, i]i] em u «u. Deduza a 
expressão da segunda derivada. 

Enuncie as condições em que a equação f(x,y)=~0 
define uma função implícita y — ip (a;) na vizinhança 
do ponto P(a,b) e prove que, sendo f{x,y) dife-
renciável em P j (a) , 6,) e fl (at , bt) ^= 0 , então 
y = if(jc) é diferenciável para x = a1. 

L S. C. E. F, — MATE»ITICAS GESAIS — Exame final — 
Época do Julho— ( i .* chamada)-15-7-1957. 

4317 — 1) Separe os zeros de x* — 3 a:2 — +• 13 , 
utilizando a sucessão de FOUBIEB e calcule o menor 
pelo método de NEWTOS, em primeira aproximação. 

2) Sejam A1,•••A" e U n + 1 vectores do es-
paço a n dimensões. Mostre que o liltimo ó compo-
sição linear dos primeiros sempre que estes sejam 
independentes. Qual é a condição de independência? 

Admitida a independência quais são os valores de 
na composição B = Xj A' ? 
ET: Os limites excedente e deficiente, calculados pelo 

método de N E W T O N , são, respectivamente, I J I I R 1 — 3 . 

Construindo o quadro - 3 - 2 - 1 Ü 1 2 3 

f - + + + 

f' + +- + - — - + 
f< - - - - 0 + + 
P" + + + + + + + 

var. 3 2 2 2 2 2 0 

veri fica-pe que a sucessão de F O U R I E B perde uma varia-
ção no intervalo { — 3 , — 2) e duas no intervalo ( 2 , 3 ) . 
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Então existe um zero no primeiro intervalo e dois ou 
nenhum no segundo, 

Como em (2 ,3) f" 0 , todas as condições de FOÜRIKR 
são neeessárias mas, como se verificam, nada esclarecem. 

Calculando o zero da primeira der irada em ( 2 , 3 ) , 
que é x' — 2 , 5 , conclui-se pela existência de dois zeros 
para f ( x ) pois f (2) r> 0 e f ( 2 , 5 ) < 0 . 

Existem assim três zeros reais nos intervalos 

f ~ 3 ' - 2 > ' ( a 4 ) e ( T - 3 ) ' 
J4 menor raiz, calculada em p rim ira aproximação, é 

„ f ( —8) 29 94 „ „ x, 3 - _ 3 + — - — 2 , 2 
1 ' P ( - 3) 41 41 
2) Representando jior A a matriz [A1 A ' •• A I ] ) 

a condição de independência í | A | =£0 . Considerando 
o sistema A X — B, os valores de X serão {xj ,xj ,*• • x^,), 
solução do sistema. 

431S — Deduza o desenvolvimento em série de 
. / l + « \ 
log | 1, segundo aB potfincias de l / x e apro-

veite-o para achar o verdadeiro valor de 
f , AE-1-1\ "I 

x x l og ( I —1 para x —t oo. 

R: 

1 1 1 1 
x ~ 2Í* + — ' |«[>1 

lim x 

1 1 1 , -,"1 _ + — 1 
!x 4x3 J 

. / 1 1 \ 1 
lim + -- ... — . 
*-.<» \ 2 3 x / 2 

— lim x 

x log f 

1 

2 B I 

4319 — Considere a função 

/ (x, y) - x y1 sen — , f ( 0 , 0 } - 0 

calcule f,(0,0),fv(0,0) o mostro que / ^ ( 0 , 0 ) ~ 
- / ; ; ( o , o ) . 

Calcule também fiv{x,y) em qualquer ponto dis-
tinto da origem e mostre que esta derivada rectangu-
lar é descontínua nesse ponto, Que conclui deste 
resultado sobre a validade da recíproca do teorema 
de S C H W À R Z ? Porque? 

R: 

f ; (0, Oj = Um 
J - + 0 

f',(x ,0) lim 

f ( x , 0 ) - f ( 0 , 0 ) 
X 

f ( 0 , y ) — f ( 0 , 0 ) 

y 
f(*,y)-f(0,y) 

X 

f(*,y)~ f ( x , 0 ) 

= 0 

= o 

- o 

i 
sen — 

T 

>-*° y 

>-•0 X 

Como f,', (x , y) — 2 y sen cot —, verifica-se que 
y y 

lim (x , y) não existe e portanto fJL(*,y) e' descon-
J » ü 

ti nua em ( 0 , 0 ) , A reciproea do teorema de ScttWisz 
não é verdadeira pois, como se vê, pode dar-se a igual-
dade das derivadas mistas num ponto sem que f * ' ( x ,y ) 
seja continua nesse ponto. 

I. S, C. E. F. — M A T B H Í T I C À B G E B * I S — Exame final — 
Época de Julho — ( 2 . * Chamada) - 19-7-57. 

4 3 2 0 — 1) A função r ( x ) verifica a propriedade 
r ( x t- 1) = a r (x ) . 

Utilize-a para provar que a r(IG) — — 1) r (as) e 
para achar a função eoja primeira diferença é Ioga; 
(considere h — 1) . 

2) Determine m por forma que o sistema homo-
géneo 

x + y + z + í •= 0 
2 x + 3 y + z — ( = 0 

x + 2y — e + í = 0 
x + 2y +mt" 0 

tenha soluções não nulas. Qual d neste caso o seu 
grau de indeterminação? Quantas soluções indepen-
dentes existem ? 

R: 1) i T { i ) « r { x 4 l ) - r ( i ) - i T ( t ) - r ( l ) -
- ( * - l ) r ( « ) . 

Como r (x + 1) = x r (x) , tomando logaritmos em 
ambos o» membros obtem-se í o y r ( x + l ) "logx+logr (x) 
ou a log r (x) — logx. A função pedida é pois log r (x ) , 

2) A condição para que admita soluções não nulas 
é qiie 

0 1 1 1 
3 1 - 1 
2 - 1 1 
2 0 m 

o que dá m — — 2 , Como existe um determinante de 3.' 
ordem diferente de zero o grau de indeterminação é 1, 
existindo assim 1 solução indejiendente. 

4321 — 1) Determino os valores de * e fi por 
forma que a função + u 1 + (SLE4 tenha extremos 
para x — 2 e x — 3. Qual d a natureza desses extre-
mos? 

a» 
2) Calcule P - — - e P f x 1 , 1 + x* 
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3) Desenvolva em série de M A C LAORIN a 
função e determino o intervalo onde é (as + l) (aï+ 2} 
válido esse desenvolvimento. 

R : 1) Calculando a derivada 6x5 + 5a + 4 p x 3 ) 

terá de ser í 6 • (2)5 + 5 « • 2 4- 4 jü = 0 , sistema que 
í 6 • (3)' + 5 r. - 34-48 = 0 

tem a solução a — 6 p = 9 . 
A segunda derivada 30 x* — 120 x3 + 108 x2 é nega-

tiva para x = 2 e positiva para x - = 3 . Assim * 2 
é um máximo e x •= 3 um mínimo 

2) P - P 
/ x '-% i1 1 

1 +• x: 

+ X5) + C 
— 2 (e* x — P e1) = e* x1 — 2 e* x +• e" + O . 

log (1 + + ? J ~ ' a 2 
P e" x l = e" x» — 2 P e" x = e" x* — 

3) 
1 1 t 

(x-f-l)(x+2) x + 1 x + 2 
ao ® XD 

a o » 

7 \ 2*W 

0 iníerca/o onrfe é válido o desenvolvimento 
i ( - 1 , 1 ) , 

4 3 2 2 — Considere o domínio limitado pela curva 
simples fecbada r (JI ,y) = 0 , interceptada cm 
dois pontos pela recta r = [ i =• i í ( « ! + p = 1) . 

U - M 
Sendo (x ,y) função diferenciável nesse domínio 
e constante sobre r , prove que a sua derivada ao 
longo da recta r se anula pelo menos uma vez no 
domínio considerado. 

Sendo k o valor constante assumido por z=f(x , y) 
sobre r , onde está situado P(a,b) se na sua vizi-
nhança se verificam as condições de existência de uma 
função implícita para a equação / ( x , y) — k = 0 ? 

R : Sendo t(, e t t os valores do parâmetro t cor-
respondentes à intersecção de r com r tem-se, em vir-
tude da hipótese, í(«tg, f) to) — t ( « t j , 0 t j ) . A deri-
vada de f (x , y) segundo a direcção r , —— tt + —— p , 

d x á y 
amdar-se-á (teorema de R O L L B ) pelo menos uma vez 
entre tg e t j . 

P {a , b) estará situado sobre T. 
E n u n c i a d o s 4 t o l u ç õ ã s l i . is n ú m e r o s 1311 a 4322 d« F e r n a n d o 

de JS4US. 

s 

A N Á L I S E M A T E M Á T I C A 

I. S. C. E. r. - A N Á L I S E MATEMÁTICA — Exame final 
- 20-7-56. 

' _ . i'*" x sen3 x 4323 — a) Faça no integral / dx 
Jo {2 - sen' x)1 

a mudança de variável definida por x + y — n o 
calcule-o. 

b) Estude a convergência de 

r« x" 
J * 

Estabeleça para In uma fórmula de recorrência; 
relacione / „ com a função Beta; 
calcule /q , 

R: Parser d x q - d y — 0 vem 

J* (ir —y) «cri3 (r — y) (* — y) sere3v 

« [2 - ( « - y ) p y ~ J t (2 - sen' y)* 

àj 

h (2-íe»íy) ' 
dy 

'ff y - í C J i í y _ f* y 
Jo ( 2 - «en3 y)1 

d y . 

I ** sen3 v 
Calculemos it 1 — d y fazendo cos y — t 

monótona no intervalo (0 , tt) ; vem — sen y d y ««d t e 
então o integral transforma-se em 

J— (1 — t£ )seny d t 

, (2 - 1 T v p = 

r< 1 - v , r> 1 +1» ~ a t* 
= ir / — d t ir / d t = 

f d t r 
— ir / — — - ir / t - 2 t ( l -I- t !)~2d t — J-l 1 + t1 J-i 

J-, 1 + t» Lt + P J _ , lH-tl 
Então, o integral dado, representado por 

o valor 
tem 

""ir (ir _ y) íere3 y 
sen1y)1 

r* ( » - ; 
Jt ( 2 -

dy = it — 1 donde I — —. 2 

No ííí tegral Ij -r V/ax — xi d x , quando x se 

aproxima de a , a função não se conserva limitada 

17 ien3 y 



42 G A Z E T A D E M A T E M A T I Ç A 

Já o mesmo não sucede quando x se aproxima de zero, 
)>orque sendo regulares o numerador e o denominador, 
em qualquer intervalo ( a , X ) , com a regra de C A D C H T 

tem-se 
x° lim 

Tem-se 

Hm fr iTfl , - — í! Hl | 
•-IH- V a x — xJ 1-0+ (a - 2x ) -5- (a x — x ! ) - " * 

,0. 

Atribuindo a função integrando, no ponto zero, o seu 
valor verdadeiro, isto é, defiuindo-a com continuidade 
o integral I„ sei é impróprio devido ao extremo supe-
rior x .= a . 

Sabe-se que 

; •> J i 1 r 1 1 
X (a - x)a = 1-tt L(a-X)«-1 ~~ a"1' 

c dx , .. 
portanto I e convergente com a. <C l, dteer-

Ju ía - 1)* 
gente com . 

Daqui se deduzem as Stgídnte» proposições. 
M >B 

Com 0 < f ( x ) < - — • • — tem-se j f (x) d x con-
vergente se «<1. 

Com lim f (1) (a — x)« «• L (finito) e * -< 1 , então 

i" 
I f (x) d x é convergente, 

. i) 
Aplicaremos esta última: 

1 
1 

l í n x 1 " 9 (a — x} 1 T — L {finito) te a — — (qualquer 
X—1 a 

i^ue seja a) . 

Então, o integral I„ = I x" 1 ( Í - J ) ' < D L Í con-

vergente. 
Para achar uma fórmula de recorrência, temos 

t —1 f " I - T /*» I „ - . dx = - 2xn 
Jo V a ~ x .)„ 

=f — 2 x" - T j/ã^x I +9 (n - - jW x"~ T^a-xdx 
L Jo J o 

+ 2(n ~ í) / 
Vem, então 

V 2 JJ 0 t/a x - x* 

\ 2 )J0 t / ax -x* 

dx -

dx 

2 n - 1 
i.. - a 2 n 

b ) ~ r x—' (i—x)b-' a J 

C « 1 
pondo em 1„, x — at vem: 111 = I x " " s (a —x)~ 1 „ ( , 

a" t " - T (1 - t ) ~ í " d t 

1 dx-

o 
donde 

i . _ „ . f ( „ + . L , i . ) . 
I 

Calculemos I„ — J o t/x (a-x) 
de variáveis y x (a — x) — xt ou x 

2 a t 

fazendo a mudança 

a 

dx 
vada é -— — dt (l + tS)í 

a 

cuja deri-1 + t* 
. Daqui resulta que a função 

é decrescente de Ua -i- 00 e, tranforma este 1 -(- tf 
intervalo (0 , + co) no intervalo ( a , 0 ) . Vem,portanto: 

C 1* í° 2 d t 

J a V*(»-*) ~ J +-» 1 + # = 

2 [arteg t • 2 arteq 1 = — . 
2 

4324 — Calcule a área da parede cilíndrica do 
sólido limitado por 

xl 4- s* — 2 1 = 0 e por & -f- a1 — y1 — 0. 
R : x' + z~ — 2 x ~ 0 representa um cilindro de gera-

trizes paralelas a O Y ,* podemos pôr (x— 1} } + zJ —1. 
A equação x* 4 - — V* 0 dá com y — c circunfe-

rências, e representa pois uma superfície de revolução 
em torno de OY ; como a meridiana é o par de rectas 
reais xJ — yz = 0, trata-se duma superfície cónica de 

revolução em torno de O Y . 
Os pontos comuns às duas superfícies estão no cilin-

dro y ' — 2 x = 0 (pontos cias tfuas superfícies com a 
mesma cota z) obtido, eliminando z. Estes pontos 
projectam-se, sobre OXY, na parábola de equação 
y1 <= 2 x . Os pontos da parede cilíndrica do sólido 
projectam-se num domínio \ do plano O X Y , que é o 
sector determinado na parábola y! = ! i pela recta 
x = 2 . 

Calcule-se a área da parte sujterior da parede cilín-
drica. A normal ao cilindro tem parâmetros directores 
que se vão buscar à equação do plano tangente 

dx dy dz 
2 {x — 1) (X — J) + 2 ! (Z — i ) ™ 0 

0 ; 



G A Z E T A D E M A T E M A T I Ç A 43 

e são: 
2 {x — 1) O 2 z 

Orientando a normal de modo a ser, do primeiro 

quadrante, o seu ângulo com OZ , temos os cosenos 
directores (normal exterior) 

( x - t ) O + ^ ( * - ! ) ' + a » ' ' + ' 

Temos, com O ^ •» - , cos v ~ — —-— 
2 4-t/tx-l)^ z' 

> 0 -

Finalmente, tem-se 

*(ÍK riy 
/A COS -F 

A - 2 
JJA COST JJ, A Z 

ourfe z — 4- — x 1 , e A ê o domínio plano atrás 
indicado. 

li d i dy Cly /-* ar j+v'ii 
— - 2 ày . V/2 x - x1 Jo X - x* JWH 
/ r / 2x , /-» dx 

A = 
— : f W c 

• xJ 
— d x 

o 21/2 — x 
16. 

4 3 2 5 — Mostre que, se a curva definida por 
x = x {() 
y •=> y (í) for plana, o Wronskiano 
st — z (() 

Hr. 

(í nulo. 
Prove que, quaisquer que sejam OB coeficientes 

»2! "i j «d, Pj , Pi > Po, l i , 71 • 7o, a curva definida por 

IX = 9.2 $ "r 2 aj t -1- ao 

y - fi 4- 2 fi, t + ft, 

3 - -Ti í3 + 2 71 í + Tl) 
ò plana. Determine o plano da curva. Kstnde em par-
ticular o caso 5 = Ü! _ "tz «•i Pl Tl 

R: Se a curva é plana, as funções satisfazem 
A x + B y + Cz -*• D = 0 onde A , B , C não simulta-
neamente nulos em nenhum t do intervalo considerado; 
Derivando tm orJem a t , vem A » ' +• By' + Cz' + U ^ O 
qualquer que seja t no intervalo, com A , B , C não 
nulos, sempre os mesmos; as funções x ' , y ' , z ' são 

linearmente dependentes, no intervalo considerado, e 
vem a condição bem conhecida W (x' yr z') = 0 . 

O plano osculador da curva, é, sempre o mesmo, 
qualquer que eeja t 

2 a* t + 2 « j 2 ft, t + 2 p, 2121 + 2 t , = 0 
2 Pi 2 Ti 

0 0 0 

(°i TI — Pi TI) ( K - xq) + («I TI - «i TÍ) (y - y») + 
+ (»1 Pi - «i Pi) - zo) -= 0 

sendo para isso necessário que um dos menores: 
Pl 7z — Pi Tl i «2 71 — «1 Ti j a l & — «2 Pl se/a diferente 

de zero. Se são todos nulos, é; — •=> — = — e tem-se 
«i Pi TI 

directamente das equações 

x = cu (k t' f 2 t) + a0 

y - ftl {k t» -r 21) + Po 
z = f , (k tf + 21) + -fo 

X — A» V — PT) Z — TO 

«i Pi Ti 

4 3 2 6 — Integre a equação diferencial 

y' — 1 = (x — y + 

R : E uma equação de RICCATI, admite visivelmente 
o integral particular : x — y + 1 — 0 . 

Para a resolver faça-se u = x — y - f - 1 e vem 

du dy 

logo 

e portanto 

du 
dí 
du 
õ» 

dx 

uix 

x d x ou 

dx 

u 2 

-7 + 1 
1 

2 + C 

I . S. C, E. F. — ANÁLISE MATEMÁTICA — Exame final — 
4 8 - 1 0 - 5 6 . 

4 3 2 7 — a) Calcular o máximo volume dos elipsói-
des de revolução em torno de O Z , cujos eixos somem 
um comprimento constante. 

Indique a dedução da equação dos elipsóides; indi-
que o cálculo do volume de qualquer deles e, em par-
ticular, o do volume máximo. 
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Ir) Se a é tini domínio limitado, fechado, cubável, 
compreendido entre os planos z a , s = 6 , e <5 cor-
tado por a •=• c (a c em figuras planas quadrá-
veis de área sabe-se que, o volume de a é 

C dado por I $ (2) da. 

Enuncie a proposição generalizada ao espaço R t 

e calcule o hipervolume de 

7 + a' + a ! + 4! " 
x* -í? , 

R : Considere-se a elipse —— - —1 e dê-se « 
a* b ' 

reíapão em lôrno de OZ obtem-se 

/ z1 \ x* yz z» 
x» 4 yi = ai 1 011 H h — 1 . 

J V b* / a* a* b* 

["> ( \ 
ü volume i dado por V = I 15 aM 1 — i d z ™ ./ \ bí / 
— it a a b . 
8 

2a, e Pondo 2 {2 a + b) - 2 K , vem: b <•= K ' 
4 

então; V — — it a* (K — 2 a) e determina-se o máximo 

desta função. Tem-se 

V» - —* K - 16 it a . 
3 V 

Há mínimo para a 0 e máximo para a — 

T! vi 
O elipsóide correspondente é: 

W (W 
z* .. 4 K K 

1- = 1 , e o volume: V — — n — — • 
• . * 3 3 3 <v/?y 

Se 4 é um domínio de R l t limitado, fechado, men-
surável, compreendido entre os hiperplanos x4 = a , 
14 í= b , e é cortado por -= c (a c b) em sólidos 
tridimensionais cubáveis de volume V ( c ) , o hipervo-
lume de A é dado por j V (xj) dx4 ( função V (x) 

integrável no intervalo (a, b ) ) . 
A equação 

a' a' a* b* 

4 um elipsóide de , de revolução em torno de OX4 ; 
os hiperplanos xe=c cortam-no segundo esferas de equa-
ção 

+ x j + x» -.= a1 ( l -

com volume 

Então, o volume do elipsóide de R4, e" dado pot: 

Faça-se a substituição ~ b sen tp , monótona cres-

cente 

( b > 0 ) no intervalo ^ ; vem 

n 
4 r ~r — —- IÍ a3 b I cos* © d ® . 3 1 T • Com integração por partes, tem-se r . . 1 r 3 3 1 I cos* ç d <f = — I seu 7 cos3 ç -) !p -1 sen 2ç I 

J * L 9 4 J 
e /ina/me«íe 

V - i «1 a> b 
2 

A hiper esfera x? + xj -f x j + x| = r1 íem um i;oíume 
dado por 

V - — H 
2 

tfue se deduz, do anterior, com a =1 b — r . 

4 3 2 8 — a) Calcular j j (x + y — y1) dx dy 

mit; 
ile o í: 

sendo a limitado por x -> yi e 1 + j » l . 
b) Calcule o mesmo integral depois da mudança de 

variáveis { ^ 
• y 

c) era que se transforma o domínio &? 
d) indique o valor do integral duplo por meio dura 

integral curvilineo ao longo da fronteira dum dos 
domínios, de preferência, do transformado de 4 ; in-
dique o sentido do percurso. 

e) calcule directamente o integral curvilíneo. 
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R : O domínio 4 é o sector da parábola x = y ? de-
terminado pela reeta x + y — 1 ; as ordenadas dos 

pontos de encontro 

por y0 e y j . 
Temos 

I t / 5 — — +_ r que repretentaremos 

li iy' r 1 - y 

f f (* r y - y ' ) dx d y ^ I d y í _ (x + y - y * ) dí 

r r , / 1 3 y«\ , " J , Í T - f + T ) ^ . -
P I 1 yS'ly, 

- L ã y - T y , + i õ i , 

'JrvLOs 
1 

d (u , v) (J (u , v) 
. — 1; a transformação 

<Hx,y) 
do plano (x , y ) no plano ( i , v ) é unívoca, reciproca 
mas inversa porque o iacrbiano é negativo. 

A parábola x = y* transforma-se na recta u ~ O; 
d recta x + y — 1 transforma-se na parábola vs + v — 

1 
— {u -t- 1) = 0, que tem o eixo na recta a — !s 

5 
e os seus pontos de u •= — até u =- + 00 • 

O domínio A transforma-se, portanto, no domínio 
A1, que i o sector da parábola v1 -f- v — (u + 1) O 
de>erminado pela recta u = 0 . 

O integral duplo, transforma-se em: 

v) 
du dv 

= / I (v — n ) - d u - d v = r I d v I du = 
J Jy. • / Y ' + V - I 

[ 1 1 s v v1 
2 4 

vS-|7i 

dv 

Para indicar o valor com a integral curvilínio, 
recorre-se à fórmula de RIBMJIHN : 

j " J " Q ( i , y ) d y . 

Vem 4 

( f ' no seníííío cítrecto). 
tWc«/a~se o integrai mrtuYínto, se/jm-anA) e/n rfois 

in/e^raíí, im ao longo do eixo OV e faz-se u = 0 na 
função, outro ao longo da parábola e faz-se u v2 -f 
+ v — 1 na função 

t ) — jfo.d„ + 

[ 1 1 vi 
V _ V3 + 

2 4 10 J r» 
4 3 2 9 — Resolva a equação diferencial: yy' — xy'~ — 

- y'* - 0 . 
R : y' (y — xy1 — y'1) = 0 donde y' = 0 o que dá 

y — c e também y — x y ' — y ' 1 0 . Pondo y ' = p , 
ttem.' 

y — xp — p* — O 
d p d p 

e derivando em ordem « x : p — p — x — — 2 p — — 0 
d x d x 

(x - 2 p) ^ = O 
d x 

p - C 

que conduz ao integral geral y — x c — c ' = 0 e ao 

integral particular y — 0 . 

O integral geral da equação proposta é: 

(y - e) • (y - * c - <*) ~ O 
Enunciados e süluçDea dos números 4.i2- a 4339 da J. R ibe i ro 

d« A lbuquerque. 

Á L G E B R A S U P E R I O R 
F. G. L. — ALUBBBÍ SUPERIOR — Exame final — (2.* 

chamada) — 7-1955. 

4 3 3 0 — Mostre que a característica duma matriz 
simétrica real è igual ao número de valores próprios 
significativos dessa matriz, 

4331 — 8»j a f (z) um polinómio de grau n e a 
um número real oo imaginário diferente de n. Mostre 

que se todos os zeros de f(z) se encontram no inte-
rior duma circunferência C , toda e qualquer raiz x 
da equação: 

F ( » ) - < * / < * ) - * / ' (a) - 0 
pode pôr-se na forma: 

A — TI 

onde 5 é um ponto interior a C . 
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4 3 3 2 — Diz-se que o módulo 3JÍ é ligado a 
(grupo simétrico) se parar 

a) m e SUl e 3 a <3„ se tem m° e 3Jt. 
b) (mc3)t = » í - o t com 1 e ©„ (associativa). 
c) (m + m') <j m o -t- m' o (distributiva), 
ti) m e = m s t elemento unidade de , 
e) Se os elementos de o,, são automoríísmos de 9Jt. 

f ) s e SER é simétrico se so = » . 
g) 2 e 9JÍ é anti-simétrico se « n x l « consoante 

o é permutação par ou impar. 

Provar: 
a) z é simétrico se e só se z x — z para qualquer 

transformação r., 
b) z ê anti-simétrico se : Í » — B para qualquer T . 
o) o elemento S o com J Í 0 , é anti-simétrico. 

4 3 3 3 - Dividir a matriz Ta;»+ 3 as 1 "1 
x» 2 

L i 2 3 J 

pela matriz — 2 ü 0 
0 1 - 2 0 

[ o 0 x - 2J . 

4 3 3 4 — Partindo do conhecimento da noção de 
elementos associados mostrar que: 

a) se (u , b) e (a , e) são associados da unidade, 
(6 a, b) também o é. 

b) ( « ,&) e ( a , c) sendo associados também o é 
(a,bc). 

c) ( d , 6) e ( c , d) são associados desde que o seja 
(ae ,b d). 

G E O M E T R I A 

F. C. F. — C E O H B T R I A S U P E R I O K — Exame final — 
7-957. 

4 3 3 5 — Seja E um conjnnto arbitrário, e desi-
gnem A e K partes de E 1 . Representemos por 
Xo y a totalidade dos elementos ( a , b) de E* tais 
que existe em elemento s e E para o qual (a , c) e X 
e ( o , b) 6 Y. Mostrar que é associativa a lei de com-
posição assim definida sobre P (E*). 

4 3 3 6 — Seja E um espaço vectorial de dimensão 
finita. Mostrar que, sendo / e g dois endornorfismos 

S U P E R I O R 

de E tais qrte go/=[ (I, identidade), então g c 
f possuem inversas. 

4 3 3 7 — Mostrar que, se uma parte X de um es-
paço vectorial E é uma variedade linear afim, toda 
a recta que contem dois pontos distintos de X está 
contida em X . 

4 3 3 8 — Num espaço vectorial real E chama-se 
cone do vértice a\j toda a parte X de E que é reu-
nião de semi-rectas, abertas ou fechadas, de origem 
Xe . Mostrar que, para que um cone C de vértice O 
seja convexo, é necessário e suficiente que, quaisquer 
que sejam a e y em C , se tenha x •+- y e C. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secç&o, ftlf ID d« extractos de criticas aparecidas etn revistas estrangeirai, eor.lo publicadas criticas de livros 

a outras publicações do M&tomÂllca do que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à KodacçSo. 

119 — F R A N K L I N G U E R R A — Análise Matricial da* 
Redes e Máquinas Eléctricas, — 50 págs. Edição 
do Autor, Braga, 1956. 

O presente livro, dedicado a estudantes e engenhei-
ros eluctrotécnicos, pretende chamar a atenção para 
a simbiose da electrotecnia e das matemáticas e foi 
escrito como contributo para atulhar, um pouco que 

seja, o fosso bem largo que em Portugal separa a teo-
ria da prática — diz o Autor. 

A seriedade com que se tenta realizar o objectivo ex-J 

posto, obriga-nos, só por si, a considerar mais uma vez 
o problema do ensino das matemáticas (o mesmo se 
pode dizer a respoito tia física) aos futuros técnicos 
o a reconhecer que a política seguida na resolução 
de tal problema tem contribuído, fundamentalmente, 


