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Sequênc/as e séries de matrizes 
por Leonides H B. H e g e n b e r g 

Para que a demonstração do teorema de 
existência e unicidade dus soluç&es de siste-
mas de equações diferenciais possa ser feita 
de modo análogo ao que se emprega no caso 
simples (uma equação apenas) torna-se muito 
conveniente o emprego de matrizes. Depois 
das definições habituais do traço, produto 
escalar de matrizes, módulo do matrizes 
(incluindo as desigualdades de SCHWARZ, do 
triângulo, bem como a propriedade de que o 
módulo da integral é menor ou igual ao pro-
duto m • n pela integral do módulo—em que 
MI e n indicam o número de linhas e colunas 
da matriz, respectivamente) inicia-se o estudo 
das séries cujos elementos são matrizes. Sen-
timos a falta de uma exposição didática desse 
assunto e foí isso que procurámos fazer no 
presente artigo. 

S e q u ê n c i a s de matrizes. 

Uma aplicação dos naturais no conjunto 
de matrizes será definida como sequência (ou 
sucessão) de matrizes. Se a cada natural se 
faz corresponder sempre a mesma matriz M 
a sequência se diz constante. 

Se a norma de Ap tende a zero com p 
suficientemente grande, p sendo nm elemento 
do conjunto dos números naturais, a sequen-
cia ó uma sequência nulo (infinitósimo). For-

malmente a sequSncia \AP\ é nma sequência 
nulo se existe, para todo s positivo e arbi-
trário, um índice p0 tal que 

II A , II < e B e J > > Po 

TEOREMA 1 . A sequência é uma se-
quência nulo se e sòmente se cada uma das 
m • n sequências \(aj)P\ for sequência nulo. 

Prova: Se a sequencia j ^ j ó uma sequên-
cia nulo então para todo s existe po tal que 

II 
se p maior que p0. Mas o módulo de qual-
quer elemento da matriz Ae é menor ou 
igual ao módulo da matriz, de modo que 

I («í)„ I <« 
se p > £>o o que indica ser a sequência dos 
elementos (op uma sequência nulo. 

Reciprocamente, se a sequência dos ele-
mentos é uma sequência nulo, é possível fazer 

contanto que p seja suficientemente grande. 
E como a norma da matriz Ap é menor ou 
igual à snma dos módulos dos elementos 
dessa matriz, 

II A* | | < S | ( « ! ) , | < « « ' » ~ - t m • n 

o que completa a prova. 
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TEOREMA 2. A única sequência nulo que é 
uma sequência constante é a sequência cons-
tante zero. 

Prova: Se por absurdo 0 então pelo 
menos um dos elementos de A seria dife-
rente de zero. Se a è o módulo desse ele-
mento diferente de zero, || A || sendo maior 
ou igual que o módulo de qualquer dos seus 
elementos, ]| A || ^ a , de modo que a norma 
de A não poderia ser feita menor que a o 
que vai de encontro à hipótese de ser \AP\ 
sequência nulo. 

Não é diferente a prova de que a soma de 
sequência tiulo seja sequência nulo da prova 
j á feita para o caso de sequências numéricas. 
Igual também é a prova de que é sequência 
nulo o produto de sequência nulo por uma 
constante. Define-se soma de sequências e 
produto de sequências por uma constante do 
mesmo modo como no caso de sequências 
numéricas. 

DEFINIÇÃO. Uma sequência converge 
com limite M se a sequência \AP— M\ for 
uma sequência nulo. 

TEOREMA 3 . A sequência \AP\ converge 
se e sòmente se cada uma das sequências 
(ctpj, converge. 

Prova: Se a sequência de matrizes con-
verge para a matriz M então 

desde que p seja suficientemente grande. 
Mas os elementos da matriz Ap — M são de 
módulo menor ou igual ao da matriz de 
modo que 

| ( 4 { ) , - « j | < » 
o que indica ser convergente, com limite m\ 
a sequência j(«j)p| . 

Reciprocamente, se cada sequência con-
verge para um limite m\ então, para todo p 
maior que pa, se poderá fazer 

Í C°í)p — TOII< — - — tn * n 

com qualquer par de Índices » e j , Uma 
vez que 

1) A p - M | | < E S [ ( a ; ) , - m í | < s 

segue-se que a sequência \AF\ converge. 

TEOREMA 4. O limite, quando existe, é 
único. 

Prova: A existência de dois limites M e 
M implicaria em ser a sequência \ M — Aíj 
uma sequência nulo; sendo sequência cons-
tante, eegue-se que é a sequência zero, i. ó, 
que M = M. 

TEOREMA 5 . (CAUCHY) A sequência |<4P} 
converge com limite M se e sòmente se para 
cada e positivo e arbitrário se puder obter 
um p tal que p > p0 e q natural qualquer 
obriguem || A„ — Ap+q [| < e . 

Prova: Se [^„j converge então existe 
Po tal que para todo p maior que p0 se 
tenba: 

II A , - L | | < , / 2 . 
Como 

AfU — At— — L 4 - L - As 

resulta, pela desigualdade do triângulo : 

II A , u — A r II < li A ^ ~ L \ \ + \\ L — A , II < s / 2 + t / 2 - * 

Reciprocamente, se |[ Ap+q — Ap\\ pode 
tornar-se menor que um e desde que se faça 
p suficientemente grande, então cada um dos 
números 

I (<Vm>Í —<«*)íl 
pode ser feito arbitrariamente pequeno cora 
p suficientemente grunde. Isso obriga a con-
vergência das sequências de números reais 
j(fp)(r] ( p — 1 , 2 , ••* ; r variando de 1 a m 
e s de I a n) . A convergência dessas se-
quências implica na convergência da sequên-
cia \AP\ (pelo teorema 3). 

Séries d e matrizes. 

DEFINIÇÃO: Série de termos A i , A » t * - ' 
é a sequência onde St = A^ + -• --\-Ai, 
A série é designada pelo simbolo: 
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A, + Az + — ^ A , . 

O limite S da sequãncia ó chamado 
soma da série de termos Al, A2 , • • • . 

TEOREMA 1 . A série 2 Ai converge se e 
sbmente se cada uma das series 2 («í)^ for 
convergente, «*=!.,•*•»;£ = 1 , 2 

Prova: Ê consequência direta da definição 
e do fato de con /ergir uma sequência de 
matrizes quando cada sequência formada com 
os elementos de uma determinada posição 
converge. A soma S da série é matriz cujo 
elemento linha r e coluna s vem a ser a 
soma da série 

Como consequência, também aqui se tem 
o critério de convergência: 

C R I T É R I O : Uma série de matrizes converge 
se e sbmente se dado e positivo e arbitrário 
for possível obter um índice p de modo que 
para qualquer natural q Be tenha 

H-4,+ 4 * . + — + II < » 
Em particular, se q = zero, resulta como 
corolário: que o termo geral de uma série 
de matrizes deve tender a zero em módulo 
nas séries convergentes. 

DEFINIRÃO : Uma série de matrizes m x n 
de termos A i , A 2 t - - - converge absoluta-
mente se cada uma das m • n séries , 
í— l , 2 > ••* é absolutamente convergente. 

TEORF.MA 2 . A série Al + A2 + *•• con-
verge se converge a série \\At || t |Ma || + • • •• 

Prova: basta lembrar que 

| | 4 * M + - + 4 M . 1 K I II + • • • + II ^ < + » 1 1 

TEOREMA 3 . Se converge a série 2||J4Í]| 

então cada uma das m • n séries 
( i = l , 2 , . - - ) é absolutamente convergente. 

Prova: É suficiente considerar que 

I ( a i ) ' l < Mi II 
r = 1 m; «=- 1 = 1,2 . 

Segue-se que convergindo a série 2|]vl<|| 
então a série 2 Ai converge absolutamente. 

TEOREMA 4 . A soma de uma série absolu-
tamente convergente não depende da ordem 
em que são tomados os termos da série. 

Prova : Seja an = || A„ ||; por hipótese 
1an é convergente. O teorema anterior afir-
ma a convergência da sórie dada 2 A*', seja 
S a soma da série. Efetue-se uma permu-
tação qualquer dos termos dispondo-os em 
uma nova ordem que dá a série 2 A'n. Con-
side se a reduzida que contenha todos os ter-
mos da reduzida de ordem n da série dada; 
aparecerão, em geral, mais alguns termos 
de índices n + « t » 4 * P r * " > Isto é, sendo 

=» A, + Az + + A„ 

construiu-se s'm tal que todos os termos de 
8„ aí aparecessem : 

*» = ^ H — + X . — 4H Mn-M„.nx+ 

Fazendo a diferença: 

I *•-•»« I — I + + I 
< "n+ít H f- «n-t-X 

que se pode tornar menor que qualquer 
número pela convergência de 2dt„. O fato 
de ser a sequência — #n| uma sequência 
nulo mostra que e j«„] tem o mesmo 
limite quando n cresce; ou seja, as séries 
2 - á n e 2 A'n tem mesma soma. 

Séries d e funções . 

Seja dado um conjunto C de matrizes. 
Se a cada X de C se fizer corresponder 
uma outra matriz com = 
então o par de sequências de matrizes : 

onde Sp (A*) = At + A% + • • • + Ap, é cha-
mado série de termos At , A$ ••• . 

Se existe uma função (matricial) S ( A ) tal 
que 

lim S, ( X ) — 5 ( X ) 

essa função S(X) é a soma da sórie* 
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DEFINIÇÃO : A série A t (X) + -f 
converge uniformemente para a função S(X) 
no conjunto C se (e sf>mente se) dado e 
positivo e arbitrário existir um número natu-
ral í!0 que depende de e mas que não de-
pende de X escolhido em C de modo que: 

Nota: No caso particular em que C é um 
conjunto de matrizes I x 1 tem-se 
as séries de matrizes funções de uma 
variável. As definições e teoremas 
não sofrem qualquer alteração. 

TEOREMA 1 . Uma série de matrizes 
Aj (X) + A2(X) -t- ••* é uniformemente con-
vergente em C se e sòmente se dado s posi-
tivo e arbitrário existir um n0 independente 
de X escolhido em C tal que para m ^ n0 

e n ?i0 

Prova : A necessidade da condição é facil-
mente verificada e fica proposta como exer-
cício. Veja-se a suficiência, Escolha-se A' de 
C. A série Ax (X) -f- • • • fica sendo 
série de matrizes constantes (no sentido con-
siderado anteriormente). Essa é uma série 
convergente de vez que satisfaz a condição 
de convergência (de CAUCHY). Existe, pois 
uma soma S ( X ) , definida para cada X . 
Ern outras palavras, para cada Àr de í? 
existe o limite Jim Sa(X) e ó uma função 
S(X). Segue-se que na relação 

t | ^ B { X ) - S w { X ) | | < » 

para todo e o primeiro membro 
tem limite quando »t cresce o que implica: 

lim |[ S. ( X ) - ( X ) || < t 

donde 
[I 6' ( X ) — Sm ( X ) || < i para todo m > «„ 

e n0 independente de X o quo significa, 
pela definição, que a convergência ó uniforme 
em C . 

TEOREMA 2 ( W E I E H S T B A S S ) . A série 
+ (-^0-i- * • • 6 uniformente convergente se 
cada uma das funções Ai(X) é limitada para 
X em C : 

1 1 4 , ^ 0 II « r > Q 

sendo uma série convergente. 
Prova : Se a sequência jAr„| é arbitrària-

mente escolhida em C, peto fato de se ter 

II A h m + + 4 * « (A ' , ) | | < < V i + 

e sendo uma série convergente 
está satisfeita a condição do convergência 
uniforme da sórío de matrizes, pois o primeiro 
membro se pode tornar menor que um s posi-
tivo e arbitrário qualquer que seja X desde 
que « ^ " O precisamente o ÍÍ0 adequado pura 
a série de termos constantes f1 + c 2 + 

TEOREMA 3 . Se A série Ax (A') + ^ 1 3 ( A ) H 

converge uniformemente em C, e se cada 
uma das matrizes j4 j (A) é continua em C 
então a soma S(X) da série também é con-
tínua. 

Prova. A série dada sendo convergente, 
existe a soma S(X), Pela definição de con-
vergência existe um índice w0 a partir do qual 

I I W ) - A „ ( X 0 ) | | < e / 4 

sendo A'0 um ponto qualquer de C. Verifi-
cando-se tambóm 

para o mesmo w0 que independe de X. 
Pondo S (A) — S (A0) = A S e An (X) — 
— ^„( .Y) = A A resulta combinando as duas 
desigualdades precedentes 

| | A S - A J ] | < . / 2 
Mas, 

ijAff || - ij A fi - A 4 + A 4 j| 
<||\S - A A || + I! A A\\. 

Pelo fato de serem contínuas as matrizes 
^l j(A) com X em C ê possível fazer A A 
menor que e/2 desde que se tome X numa 
vizinhança conveniente do AT0, isto ó, desde 
que se tome A tal quo j[ X—A0 jj ^ s . O se-
guudo membro pode, portanto, tornar-se me-
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nor que s desde que X permaneça numa 
vizinhança conveniente de A0 e isso prova 
a continuidade de S(X). 

Sér ies de potências. 

D E KINIÇÃO. A s é r i e C0 4- A - F C2 A* -f-
H (- Cm Am + • • • em que as matrizes A e 
Cj com i = l , 2 , . ' « , são matrizes quadra-
das nxn é chamada série de potencias. 

oo 
TKOBEMA 1. Se a série numérica 2 J| C„ |[ -

• || AII" converge então a série de potências 
2 C^A" converge absolutamente. 

Prova: por ser j| C» A* |[ ^ || CB || || A ||* a 
tese resulta imediata. 

TEOREMA 2 . Se a série 2 \\C« || • j| A |ja con. 
verge então a série 2 || C„ j| || X ||n converge 
se |j J í |í ^ j| j4 |j sendo uniforme a conver-
gência em todo o intervalo [0 , j| A || ]. 

Prova : Se a série converge a sequência 
dos termos é uma sequência nulo o que a 
obriga a ser uma sequência limitada: 

„ A* Am 
. -I + . . . 

M I 

A\Y<M, i f > 0, donde ||C,|]<: 
Ai 

ÜÜ" 
e isso acarreta 

donde, pelo teorema anterior, resulta a con-
vergência de 26'„An , convergência que é uni-
forme no conjunto 0 ^ [j X|| ^ (| A|j. 

COKOLÁKIO. A série de potências C0 + A + 
+ C2 X2-\--• • + Cn <£• + . . . converge absolu-
tamente se |[ X |j ^ || A |] sendo uniforme a 
convergência em 0 ^ ]| X [| ^ jj A |J . 

Caso particularmente importante 6 aquele 
B 

em que Cni-=-—, m = í , 2 , • • •. Uma vez que 
m I 

a série de números não negativos 

2! tn t + ••* 

converge qualquer que seja o valor de A, se-
gue-se que a série de matrizes : 

converge absolutamente qualquer quo seja a 
matriz quadrada n dimensional A sendo 
uniforme a convergência no conjunto 0^ .A^f i 
em que 3 é um número positivo qualquer. 
Essa ó a chamada série exponencial que se 
designa por eA ou por exp A . 

TEOBEMA 3. Se A e B são duas matrizes 
quadradas, de mesma ordem, tais que Atí^BA 
então exp + = exp A • exp B. 

Prova: Em primeiro lugar veriüca-se que 
a série matricial 

E + (A + B) + i (A* + 2 AB + B*) +• 

+ + ZA!B + 3 ABI + £») + — 
o! 

converge absolutamente desde que qualquer 
soma parcial da série 

l+(|MI|+||S[|)+Í(||Á||»+2p|l||Bl| + [|B||^^ 

é menor ou igual a exp j| A || . exp || B j[ . 
Em seguida dispôe-se os termos da série 

absolutamente convergente 

E + (A + B) f ^(A* + 2AB + fít) + ... 

em grupos de modo que o primeiro grupo 
não contenha B; o segundo contenha B 
mas não B 3 ; o terceiro contenha B , Zf3 

mas não Bs) e assim por diante. A soma de 
cada um desses grupos será, respectivamente 
exp A ; (exp A) B ; (exp. A) ; etc. A soma 
da série 

E + A + B + ^(A* + 2 AB + B2) + 

é, por conseguinte, (exp A) • {exp B) , Como, 
por hipótese A e B são comutativas, tem-se 
também exp (A -f- B). Vale a pena observar 
que essa conclussão não é necessariamente 
correta se A e D não forem comutativas, 

Imtítuto Tecnológico do Aeronáutica 
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