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Os espaços méfricos e a análise clássica: 
o método do ponto fixo 

(Conclusão) 

§ 5. Sistemas l ineares inf in i tos. 

Consideremos o sistema linear infinito 

«II + «lí^« -f f|3 X-j + —. 6, 
<•« + o » + % + • • • — â 

ou, abreviadamente, 

(1) £ Ó0 - 6, (» — 1 , 2 , •••), 
i-1 

e procuremos uma sucessão ah, 
que, substituída nos primeiros membros das 
equações (1), os torne convergentes com somas 
dadas pelos segundos membros. A tal suces-
são, caso exista, chamaremos solução do sis-
tema (1). 

T E O R E M A . 0 sistema (1) admite uma e uma 
só solução limitada sempre que se verifiquem 
as condições 
«) «a=jfcO, 

00 

P) £ I ai> I < q [ «i I et"» q < l , 

1) I M < B 
(i —1 , 2 , •••) . 

Dem. A condição a) permite resolver a pri-
meira equação em ordem a x i , a segunda 
em ordem a x^, etc. Obtém-se o sistema 

( 2 ) + ( » - 1 , 2 , " . ) 

«íi com Cy = — aH 

As fórmulas 

( 3 ) F + 0 * - 1 , 2 , . . . ) 
j-1 
=t=> 

permitem obter a partir de cada sucessão 
x = j Xi | limitada, \xt\-<M ( í = l ,2>•••), 
uma nova sucessão y = {Jft j que é também 
limitada: 

em virtude das condições (5) e y) . 
As fórmulas (3) difinem portanto um ope-

rador Z7no espaço m das sucessões limitadas. 
E se pusermos #<*> = U(x^), a?<*> = | xkJ \, 

( 4 = 1 , 2 ) será 

S f U (x"<), U (a:"1)] = S (y" ' , y™) = sup \ yu ~yí{\< 

< « « p 2 ie«| |»« — « « [ < i 
< ««P 21 «1/1 [ I < 

r J 
< ç í { x " » , , 

o que quer dizer que XJ é um operador de 
contracção no espaço métrico completo m. 
O seu ponto fixo será a solução limitada, 
única, a que se refere o teorema. 

Cálculo aproximado da solução. 

Construa-se por iteração sobre as fórmulas 
(3) a sucessão (de sucessões) 

!«<»- ;o I , » " ' - f M | 1 * 1 , . . . . 

Designando por x = j Ei ( a solução, tem-se 
B Q" 
1—5 

visto que na desigualdade (4) de § 3 é agora 

* = & [Vl>, x'°>) =»up\bi\<B . 

Além disso resulta de (3) 
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logo é 

I Çü! < S i 

*«ip|$ãl<S(l + q), 

• 1 — q 

Vimos no § 2 , ( 2 ) que Za>-+li> Por conse-
seguinte, 

| x \ — sup | jE( | < 
B 

Observação, Se todos os 6; são nulos, a 
única solução limitada do sistema (1) — nas 
condiçOes do teorema — é a solução nula. 

Notemos também que mesmo nas coudiçOes 
do teorema podem existir infinitas soluções 
não limitadas. É o caso do sistema 

x, = a x* 
x, — a x 3 I « ] < < 

que tem a solução não limitada 

com a constante arbitrária x . 

§ ó. Resolução da equação f(x) = 0 
por iteração. 

TEOREMA 1 . Seja y = ç ( x ) uma função de 
domínio e contradomínio no espaço métrico 
completo X, que satisfaz as duas condições 
seguintes: 

a i ) 5 [? (®) 19 C®')] 5 9 ® j c o m 0 < 9 -< 1 
para quaisquer x e x' na vizinhança X ; do 
ponto a definida por 3 (x , a) < t; 

«i) ¥[?(«), « ] < { ! - « ) • . 

Então a equação 

(1) * - * ( • ) 

admite uma e uma só solução x* na mesma 
vizinhança Xi, que é o limite da sucessão 

x0~a, ti f (x^t), k j 

tendo-se 

Dem. A função y = ®{x) define um ope-
rador U no subespaço Ai de J . Com efeito, 
se arcXi, de «i) e resulta 

S ( V x, a) = S (o (x) , a) < S (<p (x) , <? ( « ) ) + $ (tf ( a ) , a) 
<qS ( x , u ) - f - ( l - s ) t < ç t 4- ( l - g ) i = i v 

logo também Ux = ®(x)iXi. 
A condição ai) mostra que U é um opera-

dor de contracção. 
Xi 6 um espaço métrico completo. Na ver-

dade, toda a sucessão j xn } extraída de X% 
c l que satisfaça a condição de CAUCHY tem 
um limite sei X, uma vez que X é completo.. 
E de 3(a;n £ resulta 5 (x, a) < $ (x, xn) 4-
+ 3 (xn ,a)<ò(x, a?„) + t, o que implica 
o ( a ; , o ) < e , isto é arsXj, se atendermos a 
que 3 (x , xn) —>• 0 . 

Em resumo, Uê um operador de contracção 
no espaço métrico completo Ai ; por conse-
qüência admite um e um só ponto fixo x* em 
A i : Ux* = y ( x * ) = x * . E tomando o ponto 
inicial a,"o = a , vem [§ 3 , (4)] : 

í (x„ , x # ) < k 
1 - 9 

com k = 5 (a?i ,x0) = 3 (?(<*), «)< (1 — 3)® > o 
que estabelece (2). 

Exemplo: equação de K E P J X R . 

É a equação ( l) 
(3) X = e sen x + M (0 < e < 1 ) . 

Neste caso X é o corpo real com a distância 
3 i y) — !x — y i; e ? (#) =e sen x + m• 

Usando o teorema da média do cálcuJo 
diferencial, temos 

[ ç (a;) — f (jsr) [ = e | sen x — sen x' ] = 
e | cos Xi | | x — x' \ < e \ x — x' \; 

tem portanto lugar a condição t*i) com q = e 
em qualquer vizinhança de um ponto arbitrá-
rio a , o que automaticamente assegura «a) e 
garante a existência de uma e uma só raiz ai* 
de (3) em todo o intervalo (— , + <*>). 

(2) 

( ') Trata-se da equação que era Astronomia permita 
calcular a anomalia excêntrica x conhecidas a excen-
tricidade e e a anomalia média M , 

x. = a x 
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Mais precisamente, tomando a = asse-
1 — e , 

guramos a3) com e = , visto que 
e 

| <p (a) — o ] = ] o (M) — Af | = e ] sen M | < e . 

E construída a sucessão 

•ÍKO ~ M, atj — e sen M -(- M, •••, x„~e sen + Af, 

será 

x* — lira x„, 

tendo-se, usando (2), 
W I — I < 

Pode porém calcular-se directamente um 
menor limite excedente do erro : 

| x* — 35,, | < e j sen x* — sen 35„_| | < 
< e | COS X, | | 35* — X„_, I < 
<é|«* —\<eí\x*-x„_i}< 

o que quer dizer que em (4) se pode substi-
tuir o segundo membro por e " + 1 . 

T E O B É M A 2 . Seja y = F(x) uma função real 
•de variável real que na vizinhança Xi do ponto 
a definida por | x — á | <• t admite derivada 
(finita) e satisfaz as seguintes condições : 

» 1 / W K ' l / W I , 

M 11 r ( x ) 
1 

< 1 — 
r («) 4 r («) 

EntCio a equação f(x) = 0 admite uma e 
uma sà raiz x* na vizinhança Xi, tendo-se 

• lira x„ 
com 

= 35t = tp (35o) , - ¥ {^n-i > J 

/m 

Dem. A. condição Pi) garante f'{a)=f=0 e 
com isso a possibilidade de construirmos a 
função 9(a?). Provemos que esta satisfaz as 

condiçíies ai) e x2) do Teorema 1 , onde X é 
agora o corpo real com a distancia 3 (a:, y) = 
= ] at — y\, desde que se tome 

a - 1 — 

É q < 1 e Pi) garante g > 0 . 
Pelo teorema da média do cálculo diferen-

cial temos /(a;) — f(x') = / ' — x') com 
xi entre os pontos x e x' de . Portanto, 

| X — 35' 

/ ' (a) 

dondo, usando ps) e a definição de q, 

[<f(35) - ? ( « ' ) | < 5 | » - x ' | ( 0 < 9 < 1 ) , 

que á a condição «»). 
A condição «2) é — com igualdade—a pró-

pria definição de q . 
A função 9 (ar) admite pois um ponto fixo 

x* : ®(a;*) = ar* e isto é o mesmo que 
/ ( « * ) = 0 . 

Exemplo : 
Seja/(a;) = xi-\-2x — 1. Tomando a = l/s 

e ! = V* tem-se / ( o ) = ^ > f' (a)= ~ e 
9 

ç = — . O leitor poderá verificar que estes 

valores satisfazem (3i) e (3|) . Por conseguinte, 
f 1 3 " ] 

f(x) admite no intervalo j —, — uma e uma 

só raiz x*, que é um número irracional (/(ar) 
não admite raizes racionais), limite da suces-
são de números racionais 

1 
2 ' * (a—i) 1 

tendo-se 

<t {35) = x — — (x*+2x — 1), 



15 G A Z E T A D E M A T E M A T I CA 

§ 7 . A equação y •= ç (x,y) em espaços 
métr icos abstractos. 

Começaremos por generalizar a espaço3 
métricos abstractos o exemplo (3) do § 2 de 
um espaço completo de funções contínuas. 

Sejam x e y os elementos genéricos de dois 
espaços métricos i e F com as métricas p e 
3 respectivamente. Consideremos uma fcnção 
y = v(x) com o domínio X e o contradomínio 
em Y . Por continuidade de vi (x) num ponto 
a? entende-se que, dado e > 0 e arbitrário, 
existe um número p (s) > 0 tal que p (a?, x') < 
< fí (e) implica 3 (y, y') = ò (« (x) , n (x')) < e . 

Suponhamos que Y ó nm espaço métrico 
completo e designe C o conjunto das funções 
r,(x) contínuas em todos os pontos xtX. A 
função A definida neste conjunto por 

a ( s , «i) = 3ap S (jj (LC) , D, (a;) ) 
«12 

é uma função de distância. 
Vamos provar que, com a distância A , o 

espaço métrico C é completo. 
Seja então )RT„(ÍC)| uma sucessão de CÀUCHY 

em C. Dado t > 0 , existe uma ordem N(i) 
a partir da qual se tem 

4 , O - BUÇ S (*„ {JC) , 1), (x) ) < . 

e portanto 
(1) í ( v (*), ( » ) ) < « <»«-*)* 

o que mostra que a sucessão vii(a;),*",Tjn (a;), • • 
satisfazendo a condição do CAUCIIY no espaço 
métrico completo Y , tem certo limite vi (a?). 
E a sucessão converge uniformemente para 
este limite, porquanto resulta de (1) 

S ( » ( s ) , (x) ) < 5 (* ( » ) , ( x ) ) + » ( r „ (x ) , x» (*) ) < 
< S (r, (x) , r * , ( x ) ) + , , 

donde, fazendo v » t 

(2) í « * ) , * . ( » ) ) < • 

Desta desigualdade e da continuidade das 
funções viB(a?) resulta a continuidade da função 
vi (o;), visto que 

S ( « ( x ) , « (x>) ) < S ( r . ( x ) , « „ ( # ) ) + * K <») , ti,, O 1 ) ) + 
+ » K (*') ( « O ) -

Finalmente, mostra (2) qne se tem 

* ( « , I J = BUP S (I (A;), ) < « , 
xtX 

quer dizer, lim -/in = « no espaço C . 
H CD 

O conjunto Z dos pares (x,y) com xtX e 
yt Y diz-se produto dos espaços X e Y. Escre-
ve-se Z = X X Y. 

O teorema que vamos dar neste parágrafo 
refere-se a uma função <P(x,y) de domínio no 
espaço produto Xx Fe de contradomínio em Y, 

Diz-se que a função <f(x,y) é contínua num 
ponto (x ,y) quando, dado e > 0 e arbitrário, 
se tem 

S(Í (x,y) ,<?(x' ,y')) <t 

sempre que p (x, x') < f* (c) e á {y, y') < v ( i ) . 

TEOREMA. Sejam X e Y espaços métricos, o 
segundo dos quais completo. Consideremos uma 
função 9 ( x , y) de domínio em Z = X x Y e 
contradomínio em Y nas seguintes condições: 

<xt) <p(x,y) e' dejinida e contínua na vizi-
nhança Zj = X i x Y i do ponto (a , b)e Z defi-
nida por p (x , a) < a. e 5 ( y , b) < {3; 

«Í) tf (a , b) = b ; 
oc3) ç ( X , y) satisfaz a condição de L I P S C -

HITZ 

(* ,y) ,<p(x,y '))<q3{y,y [) 

com 0 < q < l para ( x , y ) e Z i e ( l , y ' ) t Z i . 
Então existe uma e uma só função y = <t> (x) 

definida e contínua numa vizinhança X2cXi 
do ponto a , tal que O (a) = b , e que na 
mesma vizinhança satisfaz a equação 

(3) y - T ( x , y ) . 

Dem, Resulta de «i) e que a função 
y(x,b) é contínua no ponto a e toma neste 
ponto o valor b . Será portanto 

(4) V ( f ( > 0 M J < ( l | - 0 ? 

para todo O a; pertencente a uma certa vizi-
nhança .Xa do ponto a definida por p (ar ,a )< 

Consideremos o conjunto C\ das funções 
contínuas y = n(x) com domínio , de 
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contradomínio em Yi— subespaço completo 
de Y— e tais que r,(a) = b. Com a distân-
cia A, o conjunto C\ é um espaço métrico 
completo, tal como o espaço C estudado 
acima e que o contém. 

Vamos mostrar que a função de domínio X-2 

(5) f i a ) -

é elemento do espaço Ci. 
Temos tj/(a)=6. O contradomíoio de ^C®) 

está contido em Yi ; é o que resulta de 03) 
e de (4): 

< 6 [? , fj («)), T j 4)1 + 8 tf , à), 6] < 
< í » f o ( * M ) + < i - i r ) P < f f ? + t i - í t ) P - p . 

Resta ainda mostrar que 41 (*) é continua 
em X2. Dado e > 0 , tem-se, supondo 
x, x' E e y' t Y^ , 

í [ ? ( » (*) ) ,<? ( « ' , y1)] < • » , 

desde que p (a? ,a;')<j*'(t) e 3(ia(a;) 
e isto em virtude da continuidade de ®(x,y) 
no ponto (x, u(#)). Por outro lado, sendo 
vi (ar) contínua, ó 

para p(ar, xf)<u."(t). Designe fi(tj o menor 
dos inteiros e 11"; p (a?, ar') < ^ (:) implica 
então 

* li )" («)) > T (*')* (®')>] < 1 > 
isto é, 

o que prova a continuidade de ^(a?) em X i , 
Posto isto, podemos concluir que a defini-

ção (5) de ^C37) 6 uma transformação U no 
espaço métrico completo C\. Para estabele-
cer o teorema a partir do teorema de BANACII 

só falta verificar se U 6 um operador de 
contracção, iías <5 o que resulta de «3) : 

i ( U ( * ) , U ( » O ) - a | > ( » , ü (JS)),f (a>,»j (as))] -
= aup 8 j> (as, u (as)) , ? (x, m (x)) ] < 

< sup q B (ji (x) , mi (x)) = 2 i («, vsj) , 

com 0 < q < 1 . 

Cálculo aproximado dc $ (x) . 

Tomando o ponto inicial vj0 (ar) => b, a 
sucessão 

*o(ai) " à, (x) » ç f x . v , ( a ) ) , - " 

converge no espaço Ci para a solução x), 
quer dizer 

lim A ($ ,* „ ) = 0 . 

Tomando a iteração (x) como aproxi-
mação de ^(a;), o limite excedente do erro 
será dado pelo segundo membro da desi-
gualdade 

a qual se obtém de (4), § 3 calculando k e 
usando (4): 

k - A ( «u iro) - sup S (<p(x, 6), b) < (1 - q) |S. 

§ 8. Sistemas de equações diferenciais. 

T E O R E M A . Seja 

(1) Í ^ D f ( K , y t J . . . , y n ) ( i - 1 , - » 
d i 

um sistema de n equações diferenciais ordiná-
rias resolvido em ordem às derivadas e supo-
nhamos que para 

| x — a | < « , 
ly« — M<P (i = 1, • • •, n) 

as n funções fj são contínuas e satisfazem a 
condição de L I P S C U I T Z 

(2) 

< K (|y, - y{ | + + | y„ - j í |) (i - 1 , - t » ) • 

Existe então um e um só sistema de n fun-
ções contínuas yf = ®i(x) (i = ! , *»• ,n) que 
verificam identicamente o sistema (1) para 
| x — a | < a' < a e tais que Oi (a) = bi 

Dem. O sistema (1) com as condiçOes ini-
ciais yt{a) = bi é equivalente a este outro 

(3) 'ji-+J'f, ( t , v i > - > V H ) & 

onde, é claro, j x — a \ < a , 
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Introduzamos o espaço Kx da variável x e 
0 espaço Kn das matrizes-colunas 

y«. 

Definamos a função, de domínio em Kx x Kn 

e contradoraínio em Kn, equivalente aos 
segundos membros de (3), 

(4) = b +/(®,Jf) 

onde 
V 

b. 

f/'* 
Vamos mostrar que a função (4) satisfaz 

as condições « t ) , «3) e «3) do teorema do § 
anterior na vizinhança A'i x Yi do ponto 
(a , b) do espaço Kx x Kn definida pelas desi-
gualdades 

(5) I x — a I í Bi 1 ! y - 6 | < f i 

na primeira das quais se fixa «1 mediante a 
condição 

(6) M, -< min 

Começemos por verificar a continuidade de 
•s(x,y). Recordando a definição de distância 
em Kn (§ 2) , temos : 

I T (»,»)-*(«',»')] - |/(«, v) - / ( * ' , y')\ = 

- Í | I * f" M^yir-y.,)*' -
|t/ * %) a 

- Í | f" [fi (í, » W -

(*' 1 
- J MhVt,-"*v£># < 

+ 2 I P , È ( * , v í , » - r i í ) < ? t < í-t \j 1 
Kn \x _ Áj (| y,-yl \ + + | & - yí I) + 

+ n M | x — se' |, 

utilizando a condição de LIFSCHUTZ ( 2 ) e 
designando por M o maior dos supremos das 
funções f i para — e \yi — 
Com í positivo e arbitrário, virá, como 
queríamos, 

Í¥(x,y) - <t(x\y') |<» 
desde que, sempre na vizinhança JEi X Yi, 

I Vi — vl I < 2 A ' «* , | x. — as1 I < 2n M 

A verificação da condição «2) resulta da 
definição (4) de y(x ,y) e de s e r / { a , Í ) = 0 . 

Passemos a a3). Pelo primeiro teorema da 
média do cálculo integral temos 

tp(aj,y) —? ( s ,^ ) - f(x,y)-f(x,y') — 
r /*• 

\fiihyí,---,y.) — AV,yi,--,y»)]dt 
J. 

j" f / . (*»>(> - / . Cifi t 

—(«—o)r/i («í 1 w i ••• J »«) —/1 > yí > * 1 j 

designando por a? j , . . » , xn valores conve-
nientes de t entre a e x. De (2) resulta 
então 

íf («i») — = — «ly — y'l<3ly — 
se pusermos, atendendo a (5), 

(7) q = 

Mostra (6) que é q < 1 (além de ser q > 0 ) , 
logo a condição a3) está verificada. 

De acordo com o teorema do § anterior 
existe por conseguinte uma e uma só função 
de domínio em Kx e contradominio em Kn 

y^tç(x) - ">1 (*)-

- f . ( » ) -

continua numa vizinhança Aa C Aj do ponto 
a definida por |a;— a (:5 a ' ® i < w 1 u e 

verifica identicamente a equação 

equivalente às ?i equações (3), e tal que 

= y. 
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<p (a) = b, isto é, Çj (a) = bt (i = 1 , • • • , ?i). 
O teorema está provado. 

Cálculo aproximado das funções Çi(x). 
A função fflífa?) ó o limite da sucessão 

tr (4 - h + £A [t, fTt] {*),•••, T<»>!<** 

Deaigne a matriz-coluna das n 
funções ijpí",> (a?). Para x — « } < « ' temos 

- (a>) | £k (8) 
com 

1 -q 

<M na'. 

(33) det sendo 

M - R ^ I 
L d y j J x, - ai 

y, = b( 
dfi 

Usando (7) pode pois escrever-se (8) com 
a forma 

hm I r, ,mi v J 
(9) V | (X) _ (íB) | < ' ) ' . 

Ê evidente que o primeiro membro de (9) 
pode ser substituído por sup | — çí"" (af)l 
para \x~a\-<o.', Concluímos que a função 
<?Í(X) é o limite da auceaaâo uniformemente 
convergente na vizinhança \x—a\<%'. 

§ 9 . Funções implícitas. 

T E O R E M A . Seja 
(l) fi(*i, — ,Km,yií--)y») - o ( i - i > - i » ) 
um sistema de n equações contendo as m + n 
variáveis reais xt, • • • , yn e suponhamos que 
têm lugar as condições: 

p,) o sistema é verificado pelos valores 

isto ê, 
fí (a i , •• •, a,„, b i , • • •,bpl) - 0 ( i - 1 , . . • , n) ; 

p2) as n funções fi possuem derivadas par-
ciais de primeira ordem continuas em relação 
às m + n variáveis para 

1*1— a, | <« (í = 1 , ...,m) 
lTi-bi|<P ( i - i , — fu); 

a matriz das derivadas parciais —- calculada 
à j i 

para Xj = ai , yi = bi. 
Então existe um e um só sistema de funções 

1N = <MxI. •••!*=) ( i - 1,—jii) 
contínuas(J) para | aj — ai | que veri-
ficam identicamente o sistema (1) e tais que 

(2) <p; (a,, • • •, aJ = (f = l, .— ,n) . 

Dem. Introduzamos os espaços Km e Kn 

das matrizes-colunas 

X = > V — Vi 

x„ 

e seja f(x,y) a matriz, em K„, das n funções/;. 
Definamos a função de domínio em Km X K,, 

e contradomínio em Kn 

( 3 ) ! — r - J f / ^ i f r ) 

e mostremos que ela satisfaz as condiç.Oes 
ai),a3) e a3) do teorema do §7 numa vizi-
nhança conveniente do ponto (a, b) E Km x Kn. 

Da continuidade das funçOes f t , garantida 
por pi), resulta, como facilmente se verifica, 
a continuidade da função © (at , y ) para 

De pi), ou aeja de f(a,b) = 0, resulta 
f (a , i) = b , que é a condição a3) . 

Abordemos a condição de L I P S C H I T Z a3). 
Pelo teorema da média do cálculo dife-

rencial, 

-É ( j ^ y ( i - i j - f * ) 

indicando o asterisco que cada derivada é 

(>) e deriváveis; mas omitimos a demonstração da 
derivabi[idade, que pode ver-se na primeira das obras 
adiante indicadas. 
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calculada para xi xm e para um valor de 
yj entre i/j e y). Era Kn as fórmulas anteriores 
condensara-se em 

/ ( » > y ) - Mi {y - y'), 

í ò "f' \ * 
designando Mi a matriz de elementos ( — — ) * 

, , , \dysf 
Pondo Mi — M + Mi vem 

* (*) srt—v — v—y1 - —f(*,y')] 
- V-y'-M-> (M+Mt) (y—y1) 
= — M~> Mi (y - y ' ) . 

Em virtude de [32) os elementos da matriz 
Mi —Mi— M podem tomar-se arbitrariamente 
pequenos desde que se escolham os y'j sufi-
cientemente próximos dos y}. Fixado um 
número positivo 1 pode pois conseguir-se 
que os elementos da matriz — M~l Mz saiam 
de valor absoluto inferior a q / n2 numa vizi-
nhança A"i x ? ! definida por 

I » — « j < » , | y - í | < P i < 3 -

Nesta mesma vizinhança será então 

) <p K y) - <? (», y') I < 91 y - y' \ (0 < <i <») 

que é a3) com lugar em .X, x Yi. 
Posto isto, o teorema do § 7 garante a exis-

tência de uma e uma só função contínua 

y — <s>(x) = r<t>! (a;,- -, 3T„) , 

L*„ (»!,•••,«OJ 

isto é, de um sistema de funções contínuas 

Vi — « » ) l Í — 1 I ••• ! " ) , 

que numa vizinhança X2 c Ai do ponto a defi-
nida por |íCí — ai{<a.'<-a (í = 1 , •••,m) 
satisfaz identicamente a equação y= y(x ,y) 
ou seja f(x,y) = 0 , ou ainda as equações (1) . 
Além disso, ^(a) = b, que ó o mesmo que (2). 

O teorema está provado. 

Exercício. Indique como se efectua o cál-
culo aproximado das funções e mostre que 
a convergência das sucessões aproximantes é 
uniforme. 

B I B L I O G R A F I A 

G. AÜMANH, Reelle Funktionen (Berlim, 1954) 
I. P. NA TAU sou, Theorie der Funktionen einer reellen 

Veränderlichen (Berlim, 1954) 

Máximos e mínimos de algumas funções algébricas 
por Manuel Joaquim Sousa Ventura 

Desde o primeiro número da sua publica-
ção que a Gazeta de Matemática tem incluído 
nos seus programas uma rubrica cujos fins 
didáticos se têm distinado a bem servir os 
interesses dos candidatos à admissão ás Esco-
las Superiores. 

A Gazeta procurará desenvolver mais in-
tensamente e alimentar com mais assiduidade 
uma secção dedicada aos alunos do Ensino 
Médio, e aos pré-universitários, procurando, 
assim, diminuir, na medida do possível, a 
distância que separa o plano liceal do plano 
universitário. 

* 

A presente exposição — Máximos e Míni-
mos de Algumas Funções A lgébr icas— é 
dirigida em especial aos estudantes do 3.° 
ciclo e nada de novo apresentará; mas tenta-
remos imprimir-lhe algo de pessoal na arru-
mação dos assuntos, do ponto de vista 
didático. 

Antes de levarmos alguns conhecimentos 
teóricos à aplicação de casos concretos, enun-
ciaremos seis proposições e faremos as res-
pectivas demonstrações. 


