12 GAZETA DE MATEMATICA

Os espacos mélricos e a anélise cléssica:
o método do ponto fixo

{Conclusao)

§ 5. Sistemas lineares infinitos.

Consideremos o sistema linear infinito

Gy @y + Gy g + Az Xy + +-+ = by
Ay Ty + Qg @3 + Gz Xy + +++ = by
ou, abreviadamente,
(-]
1) Zo5m=b  (i=1,2,..),

i=1
€ Procuremos uUma SUCEeSSA0 &y , &z, +», Lp =+
que, substituida nos primeiros membros das
equacdes (1), os torne convergentes com somas
dadas pelos segundos membros. A tal suces-
sdo, caso exista, chamaremos solucdo do sis-
tema (1).

TEOREMA. O sistema (1) admite uma e uma
86 solugdo limitada sempre que se verifiquem
as condigdes

@) a0,
B) 2 la;|<qla;| com q< 1,
j=1
1) [bi|<B
(=1 ;2:=-).

Dem. A condigiio «) permite resolver a pri-
meira equacio em ordem a x,, a segunda
em ordem a w3, etc. Obtém-se o sistema

@ o= 3 6ym b

(‘:’1:2:"')
J=1
*=i
B
com ¢y = —a—:-
As férmulas
3) vi=2X ¢z + b (F=1,2,..)
J=1

=i

permitem obter a partir de cada sucessio

2= || limitada, |2;|<M (=1,2,...),
uma nova sucessio y = | ;| que é também
limitada :

< X leila| + 6| <M 3 |e;| + BS Mq+ B,

em virtude das condi¢des 3) e 7).

As férmulas (3) difinem portanto um ope-
rador U no espago m das sucessdes limitadas.
E se pusermos y* = U(x®),x2®™ = | &},
¥ = g;| (k=1,2) seré
3[U ("), U(@™)] = 8 (", y®) = sup | yis — yu| <

S‘“:‘PE Ley| | @y — @gi | <
Ssup X ey | sup |z, — g | <
<g¢d(@=",z?),

o que quer dizer que U é um operador de
contracgiio no espago métrico completo m.
O seu ponto fixo sera a solugiio limitada,
tinica, a que se refere o teorema.

Célculo aproximado da solugdo.

Construa-se por iterag¢io sobre as formulas
(3) a sucessio (de sucessdes)

2@ = |0}, a0 = b, -, a®=fE; ],
Designando por x = | £;| a solugiio, tem-se

B 1
8 (2™, ) 51_9"

=Y
visto que na desigualdade (4) de §3 ¢ agora
x=38 (=", a") =sup| 8| <B.
Além disso resulta de (3)

v <Z|eslla| + B,
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logo é
sup |E; | < B,
sup |[Ex|<B(1+q),

es

B
sup |8y |SB(1+ g+ - + Q"")SE-
Vimos no §2,(2) que %.-—>%;. Por conse-

seguinte,
B
|@| = sup|&|< —.
i 1*—q

Observagdo. Se todos os b; sdo nulos, a
unica solugiio limitada do sistema (1) — nas
condi¢des do teorema — é a solugiio nula.

Notemos também que mesmo nas condig¢des
do teorema podem existir infinitas solugdes
niio limitadas. E o caso do sistema

Ty =a ®,
FaEses la|<1
T, =a w:ﬂ-t -

- - . . x *
que tem & solug¢iio nio limitada (x,;—,;;,...)

com a constante arbitraria = .

§ 6. Resolucdo da equagdo f(x)=10

por iteragéo.

TeorEMA 1. Se¢ja y = 9(3) uma fungdo de
dominio e contradominio no espago métrico
completo X, que satisfaz as duas condi¢des
sequintes :

a) 3o (), (@)]<gd(x,a) ecom 0<g<1
para quaisquer x e X' na vizinhanc¢a X; do
ponto a definida por d(x,a)<¢;

@) 3[2(a),a]l< (1—gq):=.
Entdo a equacdo
(1) z = ¢ ()

admite uma e uma 86 solucdo x* na mesma
vizinhanca X, , que é o limite da sucessdo

To=a, x,=9(a), -, =0 @), -,

tendo-se
(2 3 (z,,2%) <sg™

Dem. A fungiio y=o(x) define um ope-
rador U no subespago X; de X. Com efeito,
se we X, de o) e a;) resulta

3(Ux,a)=3(2(x),a) <3 (¢ (), (a))+3 (¢(a),a)
Sgd(, ) +(1-g)e=ge+ (l—g)e =,
logo também Uz = o (x)e X;.

A condi¢iio ¢;) mostra que U é um opera~
dor de contrace¢io.

X; 6 um espacgo métrico completo. Na ver-
dade, toda a sucessio |, | extraida de X;
c X que satisfaga a condicio de Caucny tem
um limite z¢ X, uma vez que X é completo.
E de ¢ (x,,a) <ceresulta d (x,a) <d(x,x,) +
+ 0 (@n,a)<d(x,®) +€, 0 que implica
d(z,a)<c, isto 6 x¢X;, se atendermos a
que ¢ (@, x,)—0.

Em resumo, Ué um operador de contracgio
no espago métrico completo X;; por conse-
quéncia admite um e um 86 ponto fixo x* em
Xi: Ux*=9(x*)=2*. E tomando o ponto
inicial 2o = a, vem [§3,(4)]:

"

—q

com k=4 (x,20) =0d(p(a),a) <(1—¢q)e, o
que estabelece (2).

3 (@, 0" <y

Ezxemplo : equagdo de KEPLER.
a equacio (1)

(3) z==esenxz + M 0<e<1).

Neste caso X é o corpo real com a distincia
d(x,y)=|x—y|; ep(x)=esenx + M.

Usando o teorema da média do calculo
diferencial, temos

|o(x) —p(z') | =¢€|senxz —sena'| =
=c|cosmy||x—x' |<e|x—x'|;

tem portanto lugar a condigdo ;) com ¢ = e
em qualquer vizinhanga de um ponto arbitra-
rio @, o que automaticamente assegura o) e
garante a existéncia de uma e uma s6 raiz a*
de (3) em todo o intervalo (— co, 4 o).

(1) Trata-se da equagfio que em Astronomia permite
calcular a anomalia excéntrica x conhecidas a excen-
tricidade e e a anomalia média M.
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Mais precisamente, tomando a = M, asse-

1—e
guramos o3) com &= A visto que

|e(a) —a|=|o(M)—M|=c|senM|<e.
E construida a sucessio
Tyg= M, xy=esen M + M, .., x,=esena, o + M, ..

sera

o* = lim z, ,
n—»o0

tendo-se, usando (2),
enH

{4) laz*"'—mulgl_e‘

Pode porém calcular-se directamente um
menor limite excedente do erro:
|o* —x,|<e|senz* —senx, |
<elcosa,||o* — > | <
Selm‘_ww—l ISG‘I:B*— n—!| S
S Set|a* —m[<et,

0 que quer dizer que em (4) se pode substi-
tuir o segundo membro por e*+!,

TeorEMA 2. Sgla y =f(x) uma funcgdo real
de varidvel real que na vizinhanca X, do ponto
a definida por |x— a|<<¢ admite derivada
( finita) e satisfaz as sequintes condigdes :

8) 1@<t/ @1,
7 @) 1] /(a)
B) e i1 el e

Entdo a equagdo f(x) =0 admite uma e
uma 86 raiz X* na vizinhanga X, tendo-se

2¥* = lim 2,
n—%0

com

Tp=0, T =@ (Tg), **. T=0(2yq), *+,

()

1
S T
1] f(a) )"'

¢ |f! (@)
Dem. A condigio ;) garante f'(a)=£0 e
com isso a possibilidade de construirmos a
funcdo ¢(x). Provemos que esta satisfaz as

l:s*—a:,.lss(l—

condigdes o) e ;) do Teorema 1, onde X é
agora o corpo real com a distancia d(z,y) =
= |2 — y|, desde que se tome

%)
S (a)
E ¢g<1 e f,) garante ¢ >0.
Pelo teorema da média do célculo diferen-
cial temos f(x) — f(2') = f' (@1) (x — 2') com
x; entre os pontos x e &' de X,. Portanto,

1

e gl (r@ —f(m‘)) !

@
@)
=l S
| f'(a>|'”° @1

donde, usando (3;) e a defini¢éio de ¢,

le(x) —e ()| =

le (@) —e @) | =qlz—2a'| O<¢<1),

que 6 a condicgio ),

A condigio as) é —com igualdade—a pré-
pria defini¢éo de ¢q.

A fungiio ¢ (x) admite pois um ponto fixo
x*: o(x*)=ax* e isto 6 o mesmo que
f@*)=0.

Eaxemplo :

Seja f(@) =a*+22—1. Tomando a =1/;

1 11
e e=1/, tem-se f(a)= = f' (a)=— e
8 4

5 Tl

valores satisfazem 3;) e 3;) . Por conseguinte,

- O leitor podera verificar que estes

18
f(x) admite no intervalo [t_i ’ Z:l uma e uma

86 raiz x*, que é um namero irracional (f(x)
ndio admite raizes racionais), limite da suces-
sdo de nimeros racionais

il

Ly = i S @y = @ (Tey) 5=

4
9(@) =v— 2 @+22-1),

1/9\*
AW e e [
y “"'-a(u).

tendo-se
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§ 7. A equagdo y —9(x,y) em espagos
métricos abstractos.

Comecaremos por generalizar a espagos
métricos abstractos o exemplo (3) do §2 de
um espaco completo de func¢des continuas.

Sejam & e y os elementos genéricos de dois
espacos métricos X e ¥ com as métricas p e
d respectivamente. Consideremos uma funcéio
y¥ = n(x) com o dominio X e o contradominio
em Y. Por continuidade de »(x) num ponto
« entende-se que, dado ¢ >0 e arbitrario,
existe um nimero g () > 0 tal que p(z,2') <
< () implica 3(y,y) = 3(n (@), n(@)) <¢.

Suponhamos que ¥ é um espago métrico
completo e designe C o conjunto das fungdes
n(x) continuas em todos os pontos xe¢X. A
funcdo A definida neste conjunto por

A(ﬂ,m)=ggg3(n(w)m (x))

é uma fungiio de distincia.

Vamos provar que, com a distincia A, o
espago métrico €' é completo.

Seja entio |n,(«)| uma sucessio de CAucHY
em C'. Dado ¢ >0, existe uma ordem N(z)
a partir da qual se tem

A (“m's n,) = :Egs (“m (3:)111,‘ (=) <=
e portanto
1) 30 (@) 51 () ) <
0 que mostra que a sucessao ny (), 1, (), -+,
satisfazendo a condig¢io do CaucHY no espago
métrico completo ¥, tem certo limite =n(x).

E a sucessio converge uniformemente para
este limite, porquanto resulta de (1)

3 (1(@) 5, (#)) S8 (1), 7 () + 3 (1 (@) , 10 (2) ) <
<5 (1 (@), (@) + 5,

(ze X),

donde, fazendo m—>co,
(2) 8 (n(x)ym (2) ) <5
Desta desigualdade e da continuidade das

fungdes v, (x) resulta a continuidade da fungio
n(x), visto que

8 (n (@), (@) <8 (n (@) ,m (@) + 3 (9, @), (=) +
+ 3 (n (@) 7 (@) -

(e X).

Finalmente, mostra (2) que se tem
A ('ﬂ ¥ T‘u) - Bﬂg 8 (.‘1 (m} 2 My ("c) ) E‘!
L

quer dizer, lim », = » no espago C.
n=4 0O

O conjunto Z dos pares (z,y) com xeX e
ye Y diz-se produto dos espacos X e Y. Escre-
vese Z=XX1Y.

O teorema que vamos dar neste paragrafo
refere-se a uma fun¢éo ¢(x,%) de dominio no
espaco produto X>< Y e de contradominioem 1"

Diz-se que a fungiio ¢(x,y) é continua num
ponto (x,y) quando, dado ¢ >0 e arbitrario,
se tem

S(e(z,y),9(=",y)) <=
sempre que p(2, ') < p(5) © 3(y,¥) < ().

TeoreEMA. Sejam X e Y espagos métricos, o
sequndo dos quais completo. Consideremos uma
fungdo 9(x,y) de dominio em Z =X <Y e
contradominio em Y mas seguintes condigdes:

o) o(x,y) e definida e continua na vizi-
nhanga Zy = X, < Yy do ponto (a,b) e Z defi-
nida por p(x,a)<a« e d(y,b)<f;

as) 9(a,b)=Dh;

a3) 9(x,y) satisfaz a condi¢do de Lipsc-
HITZ

B(e(x,¥)9(x,¥))<a2(y,y)
com 0<q<1 para (x,y)eZy e (X,y')eZs.

Entdo existe uma e uma 86 fungdo y=>(x)
definida e continua numa vizinhanga X, CX;
do ponto a, tal que P(a)=Db, e que na
mesma vizinhanga satisfaz a equagdo

(3) y=¢(x,y).

Dem. Resulta de «;) e «s) que a funcio
o(x,b) é continua no ponto a e toma neste
ponto o valor &. Sera portanto

4) 3(p(z,0),0) <(1—gq)B

para todo o a pertencente a uma certa vizi-
nhanga X; do ponto a definida por p(z,a)<
<d<a,

Consideremos o conjunto ) das fungdes
continuas y = n(2) com dominio X, de
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contradominio em ¥Y;— subespago completo
de Y— e tais que n(a)=254. Com a distan-
cia A, o conjunto C; é um espaco métrico
completo, tal como o espago C' estudado
acima e que o contém.

Vamos mostrar que a fun¢iio de dominio Xs

®) ¥ (@) =9 (z,n ()
é elemento do espago C;.

Temos ¢ (a)=>b. O contradominio de { (x)
esta contido em Y;; é o que resulta de «3)
e de (4):

3(¢(@),0)=23[¢(x,m(@),b]<
Si[e(@;,m(),9(x,8)] + 8[¢(x,2),t]<
<g¥(n@),)+(1—g)B=gB+(1—g)B=P-

Resta ainda mostrar que ¢ (x) é continua
em X;. Dado ¢> 0, tem-se, supondo
x,x'eXs 0 ye ¥y,

2l (=, ()9 @,y <e,
desde que p(z,z)<p'(¢) @ d(n(x),y)<v(e)—
e isto em virtude da continuidade de ¢ (x, %)

no ponto (2,n(x)). Por outro lado, sendo
n(x) continua, é

3(n(%),7 (=) <v(s)

para p(x,a)<p'(¢). Designe p(¢) o menor
dos inteiros p' e p''; p(x,2") < p(¢) implica
entio
3y (@0 (), 2 (@, (@)] <e,
isto &,
3 (4 (), 9 (=) <e,

o que prova a continuidade de Y (x) em X,.
Posto isto, podemos concluir que a defini-
¢io (D) de 4 (x) é uma transformacio U no
espaco métrico completo C,. Para estabele-
cer o teorema a partir do teorema de BaNacH
86 falta verificar se U 6 um operador de
contracgiio. Mas é o que resulta de as):

A(U(n), U(n)) =ale(z,n(@)),9(@,m@)]=
—gg_gafﬂzm(m)),v(w,m (=)<

< 5upgd(n (@), m (@) = ¢4 (n,m),

ecom 0<g<1.

Calculo aproximado de ®(x).

Tomando o ponto inicial w4 (x) =0, a
sucessio

g (x) = b,y (%) = @ (2,70, (%)),

converge no espago C; para a solugio P (x),
quer dizer
lim A(®,n,)=0.

=0

Tomando a iteragio =,(2) como aproxi-
magiio de ®(x), o limite excedente do erro
sera dado pelo segundo membro da desi-
gualdade

A(d,n)<Bg",

a qual se obtém de (4),§3 calculando % e
usando (4):

ke = A (ny,m0) -ggpﬁ(?(%b),b)s(i —gq)B.

§ 8. Sistemas de equacgdes diferenciais.

TeorEMA. Seja

M ety G=1,00)
um sistema de n equacdes diferenciais ordind-
rias resolvido em ordem as derivadas e supo-
nhamos que para

|x—a|=<a,

|yi—b | <P (i=1,:-,n)

as n fungdes f; sdo continuas e satisfazem a
condigdo de LIPSCHITZ
(2) [fi(xy¥15my ¥ — fi (51, ya) | <
<E(lyi—7¥il+-+ 7=y} (L=diziamis
Existe entdo wm e um $6 sistema de n fun-
¢des continuas y; = 0;(x) (i=1,..-,n) que
verificam identicamente o sistema (1) para
[x—a|<a'<a e tais que 9i(a)= b
i=1,...,m).
Dem. O sistema (1) com as condigdes ini-
ciais y:(a) = b; 6 equivalente a este outro

3) y;=b{+] Fi(t,yseee,9,) db

o a

onde, 6 claro, |z —a|<a.
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Introduzamos o espago K, da variavel = e
o espaco K, das matrizes-colunas

y=|"wn7|-

Y
Definamos a fungio, de dominio em K; >< K,
e contradominio em K,, equivalente aos

segundos membros de (3),

(4) 9(@,y) =0+ f(z,y)
onde P
] e | f=lps .
. l jfld‘

bn vy
J £, dt
- -

Vamos mostrar que a funcio (4) satisfaz
as condigdes o), ) © «3) do teorema do §
anterior na vizinhanga X,>< Y, do ponto
(a,b) do espago K, >< K, definida pelas desi-

gualdades
(%) |e—a|=<a, ly—8|<8

na primeira das quais se fixa «; mediante a
condigdo

(6) a,{min{u,il—;}.

Comegemos por verificar a continuidade de
2(«, y). Recordando a defini¢io de distincia
em K, (§2), temos:

le(@,9) —e @, ¥)|=|/(=zy) —F@",¥) =

’_E'; j‘.ﬂ(‘,y:,"-,yu)dt—ur“ ﬂ(tiy;!"'Jy-’l)dt|-
-_EIf[.fs(hyu-",y..)—fa(t,yi:'-',y.’.)]d‘—

- fi(e,y:,---,y;)dels

Sé lf‘fi(‘:yl;-."yn)_‘f((t,yi,-..,y;")dt| o

= a
n -'“b‘,'
+£U fi(s,y;,---,y;)d:|<
=1 x =
<Enlz—a|(lys—yil+s+ =+
+aM|o—a'|,

utilizando a condigio de Lipscmirz (2) e
designando por M o maior dos supremos das
fungdes f; para |z —a|<a e |y — b:i|<P.
Com ¢ positivo e arbitrario, vira, como
querfamos,

lo(x,y) —e(@,y)|<e
desde que, sempre na vizinhangca X; < ¥;,

L]
|le—a' | <—7—.

E
—_— ! —_— =
Iya y‘i<2Kﬂza.1 ? On M

A verificagio da condigio «p) resulta da
definiciio (4) de 9(x,y) e de ser f(a,b)=0.

Passemos a a3). Pelo primeiro teorema da
média do calculo integral temos

o(x,y)—¢(2,y) =f(z,y) — f(z,y) =

— —J x[fi(t,yl,---,y,,)—fi(t,yj,---,y,’,)]dt -

f’[fn{s,w,---,y,,) — ¥l ey yl)]dE

=(@—a)[ fi(®1,¥15 > ¥) —S1 (@1, 905 4) ]

-

n(mniyli"')yn} -_fn(:‘c-l'y;"“}yai)_

designando por «;,...,x, valores conve-
nientes de ¢ entre a e x. De (2) resulta
entio

le@9)—e (= y) | <Kn|z—aly—y'|<gqly—¥'|
se pusermos, atendendo a (5),
(7) g=Knay.

Mostra (6) que 6 ¢ < 1 (além de ser ¢>0),
logo a condig¢iio a5) esta verificada.

De acordo com o teorema do § anterior
existe por conseguinte uma e uma s6 funcio
de domfnio em X; e contradominio em K,

y=¢9(@)=|a fx)'

~%n iw} ~d

continua numa vizinhanga X, ¢ X; do ponto
a definida por |z—a|<d' <oy <a que
verifica identicamente a equacgio

y=9(=,y),

equivalente 4s = equacgdes (3), e tal que
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cp(a)=b, iBtOé, ?;(a)=b,; (i:l,--.,ﬂ)-
O teorema esta provado.
Caleulo aproximado das fungdes o;(xX).

A fungio 9;(x) 6 o limite da sucessio
¢ () = b

¢
o (@) =b;+ | fi(tybyy---30,)d¢

R

o™ (2) =& +f:fa[h?i'"‘“ @), 0 (@)1 d ¢

Designe 9™ (x) a matriz-coluna das =
funcdes ¢{”(x). Para |z —a|<a' temos

® lo(a) — ¢ (@) | <k 7
com
kg (@) —g(a) = 3

[t pyad <dns.

Usando (7) pode pois escrever-se (8) com
a forma

n ﬂ[ km 1? ni-1
®  Sla@-e @IS

1—knoy

E evidente que o primeiro membro de (9)
pode ser substituido por sup|o;(x) — o™ (2)]
para |2 — a|<a', Concluimos que a fungio
9:(x) é o limite da sucessio uniformemente
convergente o/ (x), na vizinhanca |x—a|<a/.

§ 9. Fungdes implicitas.

TEOREMA. Seja
(1) fi(xgy 3 Xmy Y1,y ¥a) =0
um sistema de n equacdes contendo as m -+ n
varidveis reais Xj,+-+,yn € suponhamos que
tem lugar as condigdes :

31) o sistema ¢é verificado pelos valores

(i=1,++,n)

Xp= g
isto é,
fi(a1y )8y byyeeryby) =0
£o) as n fungdes f; possuem derivadas par-
ciats de primeira ordem continuas em relagdo
as m -+ n varidveis para

(i‘:l}”'!m)
(i-li"'sn);

(i=1,.,m),yi=by(i=1,--+,n),

(i=1,---,m);

Ixi—a <«
|yi—b|<B

Bs) det M=~0, sendo

f,
M — L]
oy lxi=2a
Yi=Db

a matriz das derivadas parciais aéi calculada
¥i
para X;=8a; , yi = b;. 4

Entdo existe um e um 86 sistema de fungdes
Ti=P (X1, "y Xn) (i=1,-,n)

continuas (1) para |a; —a;| <a'<a, que veri-
Jficam identicamente o sistema (1) e tais que

(2) @ (@500 8,) =B

Dem. Introduzamos os espagos K, e K,
das matrizes-colunas

(£=1,---,n).

v=|"u

L yn

e seja f(x,y) amatriz, em K,, dasn fungdes f;.
Definamos a funciio de dominio em K, >< K,
e contradominio em K,

(3) o(@,y) =y—M"'f(z,y)

e mostremos que ela satisfaz as condigdes
o), ;) e og) do teorema do §7 numa vizi-
nhanca conveniente do ponto (a,b)¢ K, >< K, .
Da continuidade das fungdes f;, garantida
por f3:), resulta, como facilmente se verifica,
a continuidade da fungdio o(x,y) para
|z —a|<a,|y—b|<B.
De (1), ou seja de f(a,d)=0, resulta
o(a,b) =0>0, que é a condigio as).
Abordemos a condi¢io de LipscHITZ o).
Pelo teorema da média do calculo dife-
rencial,

Ji( @y gy @ Yrsooy Yn) — [i( @y ooy Ty Ylyey Yh) =

-2 w-w  G=1eem

indicando o asterisco que cada derivada ¢
(1) e derivdveis ; mas omitimos a demonstragiio da

derivabilidade, que pode ver-se na primeira das obras
adiante indicadas.
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calculada para x,.--, 2, © para um valor de
y; entre y; e 7;. Em K, as formulas anteriores
condensam-se em

f@,y) —f(z,y)=M(y—y),

designando MM, a matriz de elementos
Pondo My = M + M; vem

dfs)*
Y

o(z,y) —o(x,¥) =y—y' — M7 [f(x,y) —f(=,y")]=
=y—y' — M1 (M+M,) (y—y')
=—M'M(y—1y).

Em virtude de (3;) os elementos da matriz
My = M;— M podem tomar-se arbitrariamente
pequenos desde que se escolham os y; sufi-
cientemente préximos dos ;. Fixado um
ntimero positivo ¢ <<1 pode pois conseguir-se
que os elementos da matriz — M-' M, saiam
de valor absoluto inferior a ¢ /#® numa vizi-
nhanea Xj >< Y, definida por

|[e—a|<e , |y—>5|<B =<B.
Nesta mesma vizinhanca serd entiio

le(z,y) —e(z,¥) <aly—-%] (O<g<])

que é a3) com lugar em X, < ¥;.
Posto isto, o teorema do § 7 garante a exis-
téncia de uma e uma sé funcio continua

= d!(:la) = ["bl (ﬂ:“'”,l’m)] »
D, (€4y -, Tp)
isto é, de um sistema de fungdes continuas

Yi = O (24,005 2,) (i=1,---,n),

que numa vizinhanga X; ¢ X; do ponto a defi-

nida por |xi—ai|<a'<a (i=1,...,m)

satisfaz identicamente a eqnagiio y = 9 (z,y)

ou seja f(z,y) =0, ou ainda as equagdes (1).

Além disso, ®(a)="b, que é o mesmo que (2).
O teorema esta provado.

Exercicio. Indique como se efectua o cal-
culo aproximado das fun¢des ®; e mostre que
a convergéncia das sucessdes aproximantes é
uniforme.
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Méximos e minimos de algumas funcdes algébricas

por Manuel Joaquim Sousa Venlura

Desde o primeiro nimero da sua publica-
¢io que a Gazeta de Matematica tem incluido
nos seus programas uma rubrica cujos fins
didaticos se tém distinado a bem servir os
interesses dos candidatos 4 admissio as Esco-
las Superiores.

A (Gazeta procurari desenvolver mais in-
tensamente e alimentar com mais assiduidade
uma sec¢do dedicada aos alunos do Ensino
Médio, e aos pré-universitarios, procurando,
assim, diminuir, na medida do possivel, a
distincia que separa o plano liceal do plano
universitario.

*

A presente exposi¢gio — Méximos e Mini-
mos de Algumas Fungdes Algébricas— ¢
dirigida em especial aos estudantes do 3.°
ciclo e nada de novo apresentara; mas tenta-
remos imprimir-lhe algo de pessoal na arru-
magio dos assuntos, do ponto de vista
didatico.

Antes de levarmos alguns conhecimentos
tedricos & aplicacio de casos concretos, enun-
ciaremos seis proposicdes e faremos as res-
pectivas demonstracgdes.



