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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M A T I C À S G E R A I S 

F. C. L — MATBHXTICAS GERAIS — Exame final — Ju-
lho 1956. 

4095 — a) Verificar que a imagem da função 

y = 2 x — 1 4- -— admite uma assíntota e que esta se 

pode considerar limite da tangente. 
i) Mostrar que os extremantes de / ' (x) são abeissas 

de pontos de inflexão da imagem de / ( x ) . 
4 0 9 6 — Determinar os pianos que passam pela 

recta x — a = 4 e que cortam a esfera de centro na 
origem o raio 2, segundo as circunferências de raio 1. 
Escrever as equações de uma das circunferências e a 
equação da superfície cilíndrica que a projecta para-
lelamente a OX. 

4097 — Transforme o polinómio x s -f- 3 x* 4- (3 — 
— X) x + 3 — 1 noutro privado de 2.° termo. 

Utilizando o resultado obtido, calcule A de modo 
que o polinómio admita raízes iguais. 

Calcule as raízes nesta hipótese. 

I. S. C. E. F . — MATEMÁTIOAB GERAIS — 1." E x a m e de 
frequência (ordinário) — 7-2-1956 

4098 — o) Determinar a expressão geral dos poli-
nómios P (x) do primeiro grau tais que na decom-
posição de — - - — em elementos simples o 

numerador da fracção cujo denominador é xi + l seja 
constante. 

R : K * + l 

b) Determinar m por forma que a característica da 
quádrica xy + y z + x s + x1 + my1 seja igual a 2 e 
apresentar a sua decomposição em quadrados, 

— I (y - *)* 

c) Aplicar a teoria da eliminação ao estudo do 
sistema 

x3 + 6 xt — aí x — a* è — 0 
®3 — a x1 — tí* x J- a b* = 0 

R: As raízes são x — » , x = — b 

4 0 9 9 — Era que termos se põe o problema de inter-
polação polinomial ? 

Trovar que há apenas um polinómio que satisfaz às 
condições do problema. 

Descrever o processo para a obtenção dos coeficien-
tes do polinómio interpolador do NEWTON — / ( x ) — 
e mostrar que este polinómio é independente da ordem 
pela qual se dispõe os valores de x . Justificar a regra 
do azig-zagu descrevendo a sua utilidade. 

Que modificações sofrem os polinómios interpolado-
res de NEWTON e LAQRANQE quando os valores de x 
estão em progressão aritmética de razão h ? 

4100 — Enunciar os teoremas de LAPLACE, escrever 
as relações que os sintetizam e concluir destas a exis-
tência da matriz inversa de j i { « X n ) (regular). Sendo 
A~' a inversa da A qual é o valor de ]A| se A~' — A#? 
Justificar a resposta. 

Provar que a inversa de uma matriz diagonal é uma 
matriz diagonal. 

Utilizando o conceito de matriz inversa deduzir a 
solução do sistema A X *= li (igualdade matricial). 

Relacionar a matriz adjunta de .A com a matriz 
inversa A-1. 

Qual é a matriz inversa da adjunta de A ? 
Justificar. 
Provar que a transformada de inversa de uma matriz 

è igual à inversa da transformada dessa matriz. 

1. S. C. E. F . — MATKKÍTICAS GERAIS — 1.* E x a m e d e 
Frequência Extraordinário — 20-3-56. 

4101 - Dados uo*= 5 , « i = 10,u* — 20 e uj 8 
achar o valor de ut mediante a formação da corres-
pondente tabela de diferenças. Justificar o processo 
utilizado. 

R : u í = - 117. 

4102 — Decompor em quadrados a forma 

— xt — + + — 4 x z + 8 x y 
Quais são os números característicos e o índice de 

inércia 1 
Indicar como se determinam estes elementos sem 

fazer a decomposição em quadrados, 

1 / \! 16 
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4103 — Dados dois polimónios A e B, indicar, 
justificando, como se determina o seu m. d. e. . 

Enunciar o teorema de BEZOUT e deduzi-lo com base 
na teoria da eliminação. Provar que divisor de AH, 
primo com A , divide H . 

Aplicando a teoria da eliminação, determinar para 
que valores de m tem raízes comuns o sistema 

x* — 2 xZ — x + 2 
ac5 — 3x ! — x + M + l 

e calculá-las 
R : m=>2 a m — 5, Para m — 2 as raízes comuns 

são 1 e — 1 e para m -= 5 « raie comum é 2. 

4104 — Provar que um determinante nulo, sendo 
diferente de zero o complemento de certo elemento, 
a coluna desse elemento 6 composição linear das res-
tantes colunas. 

Definir matriz simétrica dc A e provar que A A* 
è simétrica; mostrar que, em geral, o produto de duas 
matrizes simétricas só é matriz simétrica se os facto-
res são permutáveis. 

Antemultiplicando o sistema A X = D por .á* 
deduzir uma regra para resolver A* A X = A* B em 
função da solução do primeiro. 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame final 
— Milicianos —17/12/55. 
4105 — O polinómio f (x) de grau inferior a m + n 

verifica as seguintes condições : 

/ t e ) - / ' te) . /<-»te)-0, /<—> te)-(n-l) ! 
Utilizando a decomposição da fracção 

J (x) 
em elementos simples, determine a 

(x — Xj)™ (x —acj)" 
expressão analítica de f (x). Indique as raízes de 
f(x) e os respectivos graus de multiplicidade. 

f ( x ) 1 R : 
(JE-Xi)» (x - ! , ) " te-Xí)'(X-Ii) 

1 
+ 

e portanto 
r x—x, i—xj 

O polinómio tem ai raízes xj de multiplicidade m—1, 
x2 de multiplicidade n — 1 e a raiz simples 

xz te - *!)" + st (xt -
te — Si)-+ te - XÍ)° 

4 1 0 6 - S e n d o 3 ( 3 ) - 1 + '2x + 3x* +• + n x " - , - f 
mostre que / (x, y) — y* + 3 y + 4 g (x) = 0 define 
uma só função y(x), qualquer que seja x compre-
endido no intervalo de convergência de g (x) . 

Determine o sentido da concavidade de g(x) no 
ponto P ( 0 , - 1 ) . 

R t Pk , y)-TT^-Tz I x I •<1 f,v <x>y)=3 (y^l)^O (1 - * ) • 
portanto f (x, y) — 0 define y (x) desde que | x | - < 1 . 

/d» y\ 
Como j -—I <0 a concavidade está voltada para 

\d *V (o.-u 
baixo. 

4107 — Dado o determinante a? cr; 
3 1 
1 - 1 

• —5 

calcular os elementos da 1." linha sabendo que os 
complementos algébricos da 2.* e 3.» são, respectiva-
mente: 1 - 2 - 1 , - 3 1 3 , 

R: al = 1 aj - 0 a? — 1. 

I. S. T.— MATEMÁTICA GERAIS — 1.» Exame de Fre-
quência — 1954-55 

4108 — É dada uma sucessão a , , , . < * „ . . . que tem 
por limite x. Provar que a sucessão jaio*)0«^ * " 
tende para o mesmo limite. 

4109 — Diga que valor deve ser atribuído à furi-
cos x — 1 

çao no ponto ac = 0 de modo que a 
e' — 1 — sen ut 

função seja continua. 

4110 — Dada uma sucessão a l a ; a 3 . „ que tende 
para o limite TT mostrar que são iguais o limite supe-
rior dos números E, para os quais há infinidade de aa 
que lhes são superiores e o limite inferior dos números 
D para os quais bá apenas um número finito de aa que 
lhes são superiores. 

4111 — Se num grupo de ordem p" onde 35 é nú-
mero primo, C ) í o número de classes de conjugados 
cora p* elementos, em particular C„ o núraero dos 
elementos do centro, então é Clr+ Ctt+ • —. 

Prove que o centro dum grupo de ordem p" não se 
reduz ao elemento unidade. 

4112 — Dados 2 elementos et e b que comutara 
entre si, pertencentes a um domínio do integridade 
cora elemento um e característica a prove que 
(« + 6)-' - a»7 + b'1. 

1. S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame ordinário — 
24-6-1955. 

4113 — Poderá ser convergente a série de termo 

geral imaginário 
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4114 — Escreva as equações que resolvem o pro-
blema seguinte í 

1) dividir 20 era partes tais que o produto do 
cubo da primeira pelo quadrado da sugunda 
seja máximo ou mínimo. 

4115 — Determino a equação do cone de revolução 
cujo vértice é : ( 0 , 1 , 0 ) e cuja geratriz faz 45° com 
o respectivo eixo, este último suposto em OXY. 

4116 — Determine a característica da matriz 

4120 — Faça passar pela recta 

z —0 

— 1 0 5 9 5 
- 2 1 7 13 8 
- 1 0 5 9 5 

3 — 9 12 9 3 

4117 — Resolva o sistema 
2 » + 3 y ~ Z = 5 

X - Y + z ;— 2 
as - 2 y + a = 0 

2 x - y - z = - 3 

Se K É um corpo considero 0 
K [x , y] . Mostre qua se tem (a;) : (y) •= (x) 

4119 — Mostre que os antí-au to morfismos g os auto-
morfismos dum anel formam um grupo de transforma-
ções no qual ns auto morfismos são sub-grupo inva-
riante de índice 1 ou 2 . 

I. S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1,° Exame de Fre-
quência — 3-3-1956. 

* — 1 y- 1 

^ um plano que diste 1 da origem. Determine 

o ângulo desse plano com o plano xOy 

4121 —Discutir o sistema de equações lineares 

x + 2y— B = A 
'dx + y — 2z = 2 

— 2x + y -t 0 •= t2 

em função de t . 
Determine as soluções positivas do sistema quando 

o sistema é compatível. Se as equações do sistema 
representassem planos, em que condições os planos 
formavam nma superfície prismática f 

4122 — Resolva a equação a;6 — 1 = 0 . Quais as 
raízes primitivas ? 

4123 — Mostre que o afixo do complexo B — a + b.t, 
em que a e ò> são constantes complexas, descreve uma 
recta quando í varia de — ™ a T 0 0 - Qual a equação 
cartesiana dessa recta? Que curva descreve o afixo 

1 
de — ? e 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 
F, C. L. — GEOMETRIA DESCRITIVA — 1. " Exame de f re -

quência — 1954 - 1955. 

4124 — Sejam a , p, a) , fi' números reais. Consi-
dere o conjunto dos pares (a,3) e defina nesse conjunto 
uma soma pela lei seguinte 

(«, (S) + («•<, p1) = (« + «', 3 + jí') 

Mostra que a correspondência (« , (J) a , 6 um 
homomorfismo, e determine o seu núcleo. 

4125 — betermine o grupo dos automocfismos 
de um grupo cíclico finito. 

4126 — Considere um plano oblíquo qualquer. 

Á L G E B R A SUPERIOR 

Determine o seu traço no utilizando uma recta 
de perfil do plano. 

4127 — Dadas 3 rectas não complanas duas a duas, 
mostre, construindo, que 6 possível haver um recta 
paralela a uma delas a que encontra as outras duas. 

4J28 — Dadas 2 rectas, nma paralela ao pj,., e 
outra paralela ao p l l 3 conduzir por um ponto não 
pertencente a nenhuma das rectas dadas, uma recta 
parela ao que as encontre. 

Observação: Resolver o problema sem recorrer à 
L T, no caao em que tiver solução. 

Enunciar a condição necessária e suficiente para 
que o problema tenha solução. 

F. C. L. — ALGEBRA SUPERIOR — i . * F r e q u ê n c i a - — 
15-3-56. 

4129 — G é um grupo -íi e S um invariante 
-O de © . Suponhamos que — S ^ ^ D S p 

Z>... Z>©(; •» (ps) j é uma série de composição de © , e 
suponhamos que 

é uma série de composição para $ . 
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Diga so <3 tem série de composição e construa 
uma tal série. 

4130 — Seja $ um invariante em © (d vazio). 
Mostre que em que @ =• se e só se 
existe um endomorüsmo E, tal quo xE x, para 
todo o x e # . 

4131—Seja SOI um módulo com respeito a 0 
(anel simples, com elemento um, e completamente 
redutível). fUt tem um a úmero finito de geradores. 
Supondo que um é operador unitário em 9Jt, mostrar 
que 311 é completamente redutível, e cada submõdulo 
è isomorfo de um ideal de 6 . 

4132 —Diz-se que o ideal Jí é primo, se o facto 
de H — a • l i , implicar, a c 3 í , ou Xícírt . Mostrar 
que qualquer ideal impotente está contido em ideal 
primo. 

4133 — Mostrar que se a é anel regular com um 
só idempotente, ele é o elemento um. Mostrar ainda 
que a è simples, e ver se é ou não anel de divisão. 

F. C. L. — ALOF-BUA STJPEEIOH — 2 . ° Exame de Fre-
qüência — 1.* chamada — 11-6-1955 

I 

4134 — a) Decomponha em quadrados a forma qua-
drática seguinte.' 

2 xx xí — 2 xi # 4 + 6 Ti XJ — 3 + 2 * ] 

6) Reduza a quádrica à forma canónica, 

II 

4135 — Seja f(x) um polinómio real de raizes 
r j , í-í , . .*r„ e designe F (as) o polinómio de raízes 
— (rf — (í ^r k) . Mostre que F (x) tem também 
coeficientes reais. 

Sendo FfxJ completo de coeficientes todos positivos, 
prove que / ( x ) não pode admitir raízes imaginárias 
nem iguais. 

Mostre que, reciprocamente, tendo / ( x ) raízes reais 
e distintas F(x) é completo e apresenta variações nos 
coeficientes. Determine a equação F(x) =>0, corres-
pondente à equação 

f(x) — x s 4- p x + q 

exprimindo os coeficientes de F ( s ) nas funções simé-
tricas fundamentais das raízes de f(x). 

Deduza dos resultados uma condição necessária e 
suficiente para que a equação real / ( x ) = 0 tenha um 
par de raízes imaginárias. 

III 
4136 — Sejam A e B (reais) 2 matrizes quadradas 

(n x n) e designe X um valor próprio de A B . 

a) Prove que X ê valor próprio de B A . 
b) Mostre que exiBte uma matriz coluna X não 

nula satisfazendo ã equação matricial 

B X - X A-1 X. 

Considere em particular a hipótese de A e B serem 
matrizes simétricas, sendo A matriz de forma quadrá-
tica definida positiva. 

c) Que se pode afirmar dos valores próprios de A ? 
e dos de A - 1 ? 

d) Prove que nas condições indicadas, X é sempre 
real. 

IV 
4137 - Seja 

T) a„ (aí), 4„_i ( x ) , . . . at ( x ) , \ (x) , a, (x) 

uma cadeia principal própria da matriz | A+xI\ 
(A é simétrica real e de ordem n). (Em cadeira pró-
pria dois consecutivos não são identicamente nulos). 

a) Quantas variações perde a sucessão T) na pas-
sagem de — oo a + o o ? 

i ) Estude o comportamento da sucessão na pas-
sagem por um ponto c que não anula 4, (x ) . 

c) Prove que 4„ (x) tem exactamente n raizes reais. 
d) Mostre que se (i é raiz de multiplicidade « de 

A„ (») ê de multiplicidade « — i para a„_( 
(i •= 1 , 2 , . . . « —-1) 

t) Em que condições pode T) considerar-se como 
uma sucessão de STDUH? 

Comente os resultados para o efeito do estudo dos 
valores próprios de A , 

F. C, L , — ÁLUEBKA SUPEBIOR. — 1." E x a m e d e F r e -
quência — 2.* chamada — 15-6-1955. 

I 

4138 — Sejam r, , r s , r 3 as 3 raízes de equação 
x3 + px + q — 0 . Construa, utilizando a teoria das 
funções simétricas a equação cujas raízes são 

»1 - — ri) (ri — rj) 
«j - (r2 - n) - n) 
«3 — (í-3 — n) (r3 — r%) 

II 

4139 — Seja flx) um polinómio de grau n, com n 
raizes reais e distintas: 

o) prove que / ( n ) . / " ( « ) < 0 qualquer que seja a 
raiz a de f (x) . 

í ) Designem g (x) e r (x) o cociente e o resto da 
divisão de / ( x ) por f (x) . Prove que r (x) é de 
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graa n — 2 c as suas raízes separam as de 
f'(x) e que as raízes de separam 
as de f (x) . 

e) Prove, pelas condições indicadas, que a suces-
são de FOUHIEH de f (x) relativa ao intervalo 
(— OO , + 00) é uma sucessão de STUKM. 

ÍÍ) Faça pelo método de STI;BU a contagem das 
raízes reais da equação 

xí + SpajS + ÕfJÍas + l ^ O . 

III 

4140 — Sejam Ht , - f f , , Hp com ^ — os 
menores de ordem r da matriz ^ ( i i X n ) contidas 
nas suas r primeiras linhas c A", , A',, • • •, K ti os res-
pectivos complementos algébricos. 

a) Por que motivo é 

b) Considere a hipótese das r primeiras linhas, 
constituindo a sub-m atriz B, serem perpendicula-
res às restantes r — n formando a sub-matriz C. 

Justifique as seguintes igualdades: 

| A A* | - | B B* ] | C C- I - ff?^ ( l ^ • 

c) Deduza do confronto das relações anteriores que 

V (JT; Kj - II, K,y - 0 (t#j-) 

G E O M E T R I A 
i 

F. C. L. — GEOWETHII PROJECTIVA — Exame final — 
!.• época — 2.' chamada — 7-1955, 

4142 — a) Defina elementos conjugados e elemen-
tos polares em relação a uma cónica. Indique como 
uma cónica pode determinar involuções sobre as for-
mas de 1.* espécie do seu plano. Defina figuras polares 
reciprocas em relação a uma cónica e diversas auto-
-polares, enunciando os teoremas que a estes respeitam. 

4143 — b) Defina liomologia plana, enuncie o teo-
rema que permite definir a sua caracterista e o respec-
pectivo corolário. Defina uma homologia especial e 
uma homologia hormónica. Enuncie as proposições 
que respeitam às rectas de fuga de uma homologia e 
defina as homologias particulares que conhece. 

4144 — e) Defina quádricas regradas, enumere-as, 
enuncio os teoremas que respeitam às quádricas dupla-
mente regradas e indique o número de rectas neces-

e que, portanto, nas condições indicadas, cada 
menor IIi é proporcional ao seu complemento 
algébrico. 

tí) Comente deste ponto de vista o comportamento 
de uma matriz A ortogonal. 

IV 

4141—a) Prove que S* CS & matriz simétrica sem-
pre que C seja matriz simétrica. 

b) Mostre que se A (n x n) é decomponível num 
produto A — B C de matrizes simétricas o mesmo 
acontece com qualquer matriz semelhante a A . 

c) Tendo em atenção que 

"O--- OA~ " 0 0 . . . 0 0 1 " — "AO — 0~ 
O . - - AL 0 0 . . . 0 1 0 I A . - 0 
0 — AIO 0 1 A... 0 

* * • # » * » » 

JUO —0_ _10- . .000_ _ 0 " . 1 

demonstre que toda a matriz quadrada é decom 
ponível num produto de matrizes simétricas. 

d) Mostre que a matriz simétrica real, definida 
positiva é congruente com matriz identidade por 
transformação real. Conclua daqui que na decom-
posição 

A-BC 

sendo B e C matrizes simétricas reais, B só é 
definida positiva se A for semelhante a uma 
matriz diagonal real. 

P R O J E C T I V A 
sárias para definir uma quádrica duplamente regrada 
e qual a sua posição relativa. 

II 

4145 — CL) Defina uma homologia que converte a 
circunferência circunscrita ao triângulo rectângulo 
[ABC] dado, onde Â = 90° e A B ~ Ã~Ü, noma 
hipérbole equilátera com eixo paralelo à recta li C. 
Eixos, assintotas e vértices da hipérbole homológica. 
Tangentes paralelas a uma direcção escolhida. 

4146 — b) Considero um 4 [AI N P ] isóaceles 
M N = Al P e a parábola passando em N e P, e nesses 
pontos tangente a N o M P respectivamente. 

Determine : 
a) o eixo e o vértice da parábola. 
b) a tangente paralela à recta M V sendo V o vér-

tice parábola. 
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A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 

F. C. L, — CÁLCULO INFIHITÈSIMAL — 2. " E x a m e de 
Frequência — 2.* Chamada — 30-4-56. 

4147 — 1. Determine os extremos da função 

u x y % [1 — (x + y + «)]. 

4148 — 2. Estude os pontos singulares e a envol-
vente da família de curvas x (as — l )1 — (2 — x) (y—X)*. 

4149 — 3. Considere a equação 

àw du d« 
dx dy ds 

onde u é função de &, y e s e sejam £ , -q , í novas 
x y 

variáveis dadas por £ — — — —, Ç = z . Eipri -
z z 

mindo du nas variáveis x, y e a o depois em 
Tj e í , aproveite os resultados para achar a trans-
formada da equação dada quando x , y , z se substi-
tuem por £ , i j , Ç . 

4150 — 4. Enuncie o teorema relativo à existên-
cia e derivabilidade dum sistema de funções implíci-
tas e deduza as expressões das suas derivadas de 
primeira ordem em relação às variáveis de que 
dependem. 

4151 —5. Defina indicatrizes esféricas relativas 
a uma curva torsa e os vectores que considera para 
as suas definições; escreva a expressão das compo-
nentes de tais vectores relativas a um ponto de uma 
curva torsa definida por equações paramétricas em 
coordenadas cartesianas. 

4152 — 6. Escreva a equação vectorial das super-
fícies regradas. Indique o significado das grandezas 
que nela figuram; defina superfícies empenadas e sua 
linha de estricção e enuncie a lei de CHASLES que res-
peita a tais superfícies. 

I, S. C. E. F. — ANÁLISE MATEMÁTICA — 2." Prova p r á -
tica - 3-5-1955. 

4153 — Máximos e mínimos da superfície de equação 
s = x3 + y3 — 'Axy. 

R: O sistema das duas primeirat derivadas par-
ciais 3x J — 3 y = 0 , 3 y 2 — —O tem as soluções 
A (0,0), B (1,1). E screveram-se os resultados a formar 
o seguinte quadro 

A (0,0) B(l,l) 

T = ——• — ÖX » 0 = 6 

àxày 
= — 3 

„ = 0 = 6 

s* — rt > 0 < 0 

p = — 3y 
í)x 

ày 

No ponto A (0,0) não há extremo e no ponto B (0,0) 
à' z <í3z 

há um extremo; por serem e > 0 há um mí-
dy1 

Ti imo igual a f (1,1) — — 1 
dzf &f 4154— Em que se transforma tt -1 = 0 
ày* d& 

quando se faz a mudança de variáveis 
v = y — bxl 

R : A função f (x,y) transforma-se em F (u, v) 
e vem 
, (JP , àF à F c>F 
dz - - — du4 - -—d v = (dy-t-bdx)H (dy—bdx)= 

d" c)v du d v 

- h à S _ b £ ) d x + ( Ç + P l d y = | £ d x + | £ d y 
\ d " dvj \d u àv/ <Jx dy 

donde resulta 

óf 
à* à u ày ày du à v 

à £ t) f Calculando as diferenciais de e temos 
à x òy 

b——-du + b - — — d v — b - — — d u — 
du* do<)v áv(Ju •(H)-

JÍ F / d ! F D* F \ 

V à*à" d W 
{ d1 F 

_ f v — • 
V d"** 

V ^u(}v dv* à*1 dvàaj y 

Í)*F F d' F 
|b b í ^ — ) d x + 

à U® (IY(IU (JNRFV àv*J 

d** à*dy 
donde resulta 

àJJ_ 
dxi" 

d ä F d ! F d* F\ 
Láu* T)U£) V 
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^ ^ — — — d v = 
(JVÍJU dv1 

Analogamente 

V y / £ÍuS (JUíJv 

. . «PF ^ F + b — — — b 
dvdu dudv 

d* F i » F\ a 

d x + 

<)v<)u dudv d ' 

<)y<)* òy* 
donde resulta 

Ü i 
dy s " 

A» F <}S F Ò- F D1 F 1- •—-—- -j 1 
d dvda dudv JvJ 

Agora, vem imediatamente com os valores achados: 
d- F d2 F — = y IV I 

dy* • * d** VJudv 

4155 — Calcular o volume do eilindroide cuja base 
em X O Y é o segmento determinado na parábola 
y**=8x pela recta x = 2 , o cuja tampa è o plano 
y + z - 3. 

R: O volume do eilindroide é dado por 

z d x d y 

onde A é a base e z f (x , y) íf a equação da tampa ; 
mas no caso que se está a considerar, a equação da 
tampa, z — 3 — y , muda de sinal nos pontos de A e deve 
decompor-se o segmento de parábola em duas partes por 
meio da recta y = 3 traço da tampa no plano da base. 

Fixando então y entre —4 e 3, as rectas para-
lelas a O X cortam a fronteira da base em pontos de 

yS 
íiêcíflsa e 2. Logo, o integral duplo relativo à 8 
parte da base onde z 0 , será 

V t - J j f zdxdy = A « * -

-Â 
3 1 

27 81 43 44 
1 8 - 9 - - - + — + 24 + 1 6 - — 

8 32 8 32 

V , = : 
1029 

32 

O integral duplo relativo à parle íi? da base onde 
z ^ 0 j será 

- J j - z d x d y - - P d y J ^ (8 -y)dx . 
T 

r * / 3 1 \ 5 
( 6 - 2 y - ¥ y » + ¥ y « ) d y _ -

ÉníSo, V - V ! + V2 
1034 

: Ü T 

fuçando x eraíre 0 e 2 , devido ú naíuresa <ía fron-- * 
teira da parte A,, as rectas par areias a 0 V cortam 
a fronteira de At em pontos de ordenadas — ySi 

_ _ 9 
e + \/8 x j sempre que x estiver entre 0 e —- ; as 

o 
rectas paralelas a 0 V cortam a frontiirá de Aj em 
pontos de ordenadas - ^ 8 1 e 3 , quando x se con-

9 
servar entre — e 2. Portanto, 

8 

V i — f f z d x d y = I " d i / V ^ ( 3 - y ) d y + 
J Jbt Jü J-VBi 

/** 1029 

s 

Para a parte àz da base onde z < 0 , vem 

I. S. C. E, F. — AKÍLISI MATEMÁTICA — 2,* prova prá -
tica - 4-5-1955. 

( — I quando se faz a mudança de variáveis 
VI 

4156 — Em que se transforma a soma 

. i 

x =1 u • cos i — v sen 0 111 - sen 6 + v cos 5 ? 
' dx -= du cos fl — dv sen 
.dy Ídx «= du ( 
dy = du sen í + d v cos H 

e resolvendo { du = d x cos 0 + dy sen d 

d v = — dx sen A -+- dy cos 9 . 

Como afunção z = f ( x , y ) se transforma em F ( u , v ) , 
temos 

d F ^ P d F dz— -—-du H dv — - — (dx • cos 0 + dy sen 0) + 
d u dv du 

dF /dF \ 
H (— dx sen e+dy cos = ( — cos 0 sen 6) dx + 

^v \()u dv J 
{d? A A , èf , , àf . 

+ I sen — cosS dy = —- dx + -— dy 
\Í)U DV l DX <íy 

1 
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donde te conclui 
òt àf òV , if ÍP n JP . cos a sen 8 — = sen 0+ -7—cos 9. 
tis rfa àv rfy da dV 

Portanto 

sen 0 cos fl-f 

1 , J F J F sen2 fl + 2 — sen 6 cosS-í-du dv 

( M M ^ ) ' " " - ^ 

•(£)•—©'O-
4157 — Máximos e mínimos da superfície de eqaa-

V1 /x3 x * \ / 2 \ 
ç 5 o 2 _ £ + ( _ + _ y - . . + + 1 . 

R : O sistema das duas derivadas parciais x (x + 
jí xi 

+ l)(y — 2) = 0,yí + — + — 4 — O tem as solu-o 2 

Ses A < 0 , 2 ) B ( 0 - 2 ) c ( - l 
/ 3 \ 
( — — , 2 ) . Os » csuiíatíos enconím/it-se « o seguinte 

çoes 

E 

5»aíír<?.* 

í) z 
p —- = x ! y + x y — 2 x ' — 2 x 

d x 
d z x» x* 
dy + ~8 ~2 

íJ3z „ . „ • — = 2 x y + y - 4 x - 2 

t -

dxáy 
e)2z 

= x !+x 

2 y 

s 

t 

s * - r t 

A ( 0 , 2 ) B ( 0 , - 2 ) 
4 

= 0 4 - 2 -

- 0 - 0 = 0 

- 4 = _ 4 /I 
— 0 16 < 0 

& 

t 

s 1— rt 

4>-vD 
v/f • 2 + 

O 

, /23 -Vã 
> 0 

_3 
~ T 

- 4 

> 0 

e um tltonimo z 

Nos pontos D e E não há extremos. No ponto C 
<)!z à'z „ 

ha extremo e como -— e — ; suo positivos o extremo 
òy* 

No ponto B há 

um máximo de valor z •= f (0, — 2) , A forma quadrá-
tica correspondente à segunda derivada no ponto A , 
reduz-se a ç (Ai, ),j) 4 X̂  e, vem sempre positiva para 
todos os pares (Ai, X2 0) e só se anula para X; — 0. 

x 
A superfície tem secções com mínimos nos planos — — 

*í 
y - 2 

(Aj 0). O estudo prossegue apenas com o plano 

y - . 2 ( > j ~ 0 ) . Tem-se: ~ X? = 0 e e to-

das as outras formas são identicamente nulas em Xj, 
com Xj — 0 . A secção que a superfície tem no plano 
y = 2 reduz-se a uma recta. Portanto, a superfície tem 
no ponto A (0 , 2) um mínimo no sentido lato ou largo, 
com o valor z f ( 0 , 2 ) . Os mínimas da superfície 
dispõem-se ao longo da recta: y = 2 , z = f ( 0 , 2 ) . 

4158 — Calcular o volume determinado pelo plano 
as — O na superfície de revolução gerada pela revo-
lução da curva yz -i- 2 p (x — a) — 0 , a — O em torno 
de Õ X . 

R: A superjicie é um paraboioíde de revolução e o 
volume do sólido é 

V - J ' d x J J ^dydz " dx [it 2 p (x —a)J2] 

onde S (x) representa o círculo determinado no parar-
boloide pelo plano x — K com K entre U e a , Tem-se 

f f dy dz - « ( v / - 2 p ( x - a ) ) 2 

J iM*> 
visto que esses círculos têm raio tf — 2 p (x—2) ; este 
raio é real visto que 0 < ; x < ; a. Resulta 

C , I* V —n I — 2 p { x —a) dx——2p it a x ^a^pít. 
Jo 1_ 2 Jo 

I. S. C. E. F. — Análise MATEMÁTICA — 2." Exame de 
frequência — 1-6-1955. 

4159 —Dado um sistema de m equações a m-f-rt incó 
guitas 
Fí(xí ,x1>-~,x„,yi,y1,---,yJ-0 (t = l , 2 • ,m) 
enuncie as condições em que ele se pode resolver nas 
incógnitas x j , xz , xm, expressas cada uma nos 
Vi 

Considere-se o caso particular 

Ei = y, - A (xj , X 2 f - , x„ ) - 0 (í — 1 , 2 ,--,m) 
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e demonstre, à luz da proposição anterior, a relação 
que há entre os iacobianos 

d (yi <j(»t «a•••*..) 
d (a* «»•"«») ' d (Sfrjft 

Em que condições o sistema 

— a1 y — z3 = 0 , , 
(a é um parâmetro real) 

+ }3 H- ® s = ® 
define uma curva em torno da or igem? Considere a 
família de cilindros que projectam aquelas curvas 
sobre o plano YOZ e determine o cilindro envolvente, 

R : As condições enunciam-se assim : 
Dado o sistema de m equações a m + n incógnitas 

*Í I " ' » * » I TíVyi»- *; 1 y j = 0 ( i — 1 , 2 ,-•*) 
1,°) se o sistema è verificado no ponto Po(x?,x°,- , 

yí.yS>"-.y!) & R»+n 
2.*) se as funções F, são continuas ÍIO rectângulo 

centrado em Po 
| y , - y ; [ < b , | x r - x ? | < a q=l ,3 , . . . . , i> r = . l , 2 - . . , m 
e neste rectângulo, admitem derivadas parciais contínuas 

èVi 

donde resulta imediatamente, na vizinhança do ponto 
Qo(yi)y2,"*ym), a relação 

d*r 
3.°) se o determinante funcional 

é diferente de zero no ponto P j (x?, x j • • , y ! • • yí!) 
Nestas condições existem m funções 

*r = ír(yi>ytr-s>y.) m) 
definidas, finitas e continuas, em certo rectângulo de R„ 
centrado em Qo { y í , y » , — yí) e definido pelas desigual-
dades 

| y , - y ° | < a ' (q - 1 , 2 , n) 

A solução indicada é única, e toma em Q„ os valores x£. 
Para aplicar esta proposição ao sistema particular 

Fi - y, — f i í * ! , ! ! , - , ! » ) «=0 {i 1 , 2 , — , m ) 
supomos que em certo ponto Po (yí , yS , — , yâ , x j , 
x§ ,-•*, x£) se tem 

aiFhFj.-J1'.) = d (yi,yt,—ya) ^ Q 

d (*1, ,x„) <> (Xj , x2 , — x j 
e ainda as outras condições indicadas; então, existem 
funções 

Xr — tpr(yi ) y 2 , - " , y m ) (r = 1 , 2 . — m) 
Ora, entre os iacobianos há a relação seguinte 

d (Fia F ; , - - - , Fm) ^ F „ - , F „ ) ^ 
d (y±,yi, ' " , y » ) (**•••>**) 

O sistema 

à ( y i y ; r " >y°>) ,xm) 

fx* — a1 y — zí = O 
ixi + y3 -I- a z =3 0 

— a ' — Sz1 

3yi a ^ 0 

e satisfeito pelas coordenadas da origem, e a matriz 
funcional 

2x — a ' — 3z* 
2x 3y3 a 

tem característica dois, visto que : 

na origem, se a 0 
Então existem duas funções 

fy - y M 
lz — z (x) 

que são equações paramétricas da curva, intersecção das 
duas superfícies nas vizinhanças da origem. 

Üs cilindros projectantes são os que têm a equação 
obtida eliminando x , isto e': a í y + z i - ( - y 3 + a z = G 

Derivando esta equação em ordem ao parâmetro a; 
2 ay + z =» 0 e a eliminação do parâmetro conduz ao 
cilindro envolvente 

z* z* 
+ «* + jÈ ̂  _ 0 

4 y 2 y 
ou z* (y — 1) + y 4 — O 

4160 — Diga o que se entende por cilindroide de 
base quadrável a determinado por z = f(x , y ) . 

Quando é que este cilindroide é cubável, e qual é o 
seu volume expresso como limite dos volumes de 
poliedros ? 

Demonstre que a condição necessária e suficiente 
para o referido cilindroide ser cubável, é que f (x ,y) 
seja integral em 

Se a fronteira r do domínio 4 tS a curva formada 
pelo arco Ali da parábola y* — » , e o segmento de 
recta Afí onde .4 [4 , 2 ] e D [ á , — 2 ] ; se a função é 
z — aí yi + y l ; justifique o facto de se poder exprimir 
o volume do cilindroide com o integral curvilíneo 

Calcule o volume do cilindroide. 
R : O cilindroide C e cubável, se e só se, existe uma 

sucessão de poliedros contendo C e de volumes P n , e 
uma sucessão de poliedros comidos em C e de volumes 
p„, de tal modo que a todo í ! > 0 arbitrário, se pode 
fazer corresponder N tal que 

Pu — pn <1 6 para n > N 
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O volume de cilindroide é então V =• lim P„ — lim p„ 
O cot ume pode exprimir-se com aquele integral cur-

vilineo devido à formula de RIEHANN : / I — dx dv — 
J J \ 

Q ( s . y) à j . •L r 
Tem- se; 

fr ( iT y í + x y 4 ) dy " 17 i <x 3'J + y4) dx dy -

x 3 y " 2 f . á - ( - 7 + t ) r 
2» 2 dí - 2 - — • -- • -

3 - 5 7 
210-3 

1 . 2 - 3 - 4 - 5 - G . 7 
3-2» 

7 ! 

4161 — Defina ponto ordinário e ponto singular 
dama curva plana; diga como se estuda a curva na 
vizinhança dum seu ponto singular e classifique as 
singularidades. 

Iniique a natureza dos pontoe singulares da curva 

•x(x* + y') ~ a(y* + 

R Í Se f ( i , y ) - O e a equação da curva, as condi-

Soes O e ( | í ) -

permitem afirmar a existência dum arco de curva con-
tinua passando por P (x0 , _y0) e admitindo uma tangente 
ordinária nesse ponto que será um ponto ordinário da 
curva. 

d t Se f (x , y ) = 0 , = 0 , 0 simult&neamente 
d* òy 

num mesmo ponto, o ponto é singular. 
A fórmula de TAYLOS, na vizinhança dum ponto 

singular 

ü 
dy 

L 1 . , it ^ x (èf ! Òf . v°> 

+ 
•permite estudar a vizinhança da ponto e determinar aí 

tangentes. 
A curva tem um ponto isolado na origem. 

4162 — Defina curvatnra duma curva, tanto no caso 
da curva plana eomo da curva torsa. Diga o que é a 
circunferência de curvatura e deduza as expressões 
mais correntes do raio de curvatura. 

Como determina a evoluta duma curva plana e que 
relação tem ela com os conceitos anteriores? 

f ( x + h J y + k) L (ÈL 
1! U * 

h + ~ + 

I. S. C. E. F . — ANÁLISB MATEMÁTICA — EXAME final 
escrito — 15-10-1955. 

4163 — Prove que o integral indefinido de RIEMANJ; 
(5 função contínua e estude as condições de existência 
da derivada. 

Calcule a derivada da função 

vi. 

F (A) = j f (Ü) dx 
0(1) 

Qual é o valor da constante a que torna racional a 
primitiva de 

R : No caso de f(x) ser continua para x = a e x b , 
tem-se 

F' (z) = f [b (a)] - b1 (z) — f [a (z)] • a' fz) 
(x — 2) (x - a) A B 

Pondo — 1 h (x3 - 1)! (x + l)i x + 1 
C D 

+ -. + (x — 1)3 x - 1 
iient 
x í - ( a + 2 ) x - t - 2 a - ( B 4 - D ) x 3 + ( A - B + C + D)xS + 

( _ 2A — B + 2C - D)x + (A + B + C - D ) 

eliminando A e C entre o segundo e quarto coeficientes 

B — D - a 
2 

B +. D - 0 
vem 

B D — — — 
2 4 

1 
Vê-se pois que a primitiva, é racional para a =• — . 

4164 — Diga quando existem os integrais 

f(x)dx I f (x) dx 
í J b 

sendo tp (oe) infinitamente grande na vizinhança 
esquerda de x = b (a -< b). 

Enuncie e demonstre condições suficientes de exis-
tência daqueles integrais: utilize essas condições para 
definir as funções p (a , b) e r (a.) . 

4165 — Defina envolvente duma família de curvas 
planas : diga como se determina a equação discutindo 
o sistema a que se chega. 

A determinação da envolvente de f ( x , y, a) = 0 não 
se pode fazer quando esta equação está resolvida 
relativamente ao parâmetro a : porque? 
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Detormine a envolvente da família das rectas cada 
uma das quais, com duas rectas dadas, forma um 
triângulo de área dada 2 K . 

R : A determinação da envolvente de f (x , y , a) — 0 
conduz ao sistema 

rf {x , y , a) = 0 

Para deste sistema passarmos a outro, equivalente, 
onde 

fa - <t (x,y) 
t f ' , (x , y , a) = 0 

a primeira equação deste último sistema deverá ser a 
função de x , y implicitamente definida pela primeira 
equação do outro sistema, f (x , y , a) 0 , e é precisa-
menté o que sucederá quando a resolvermos em ordem ao 
parâmetro a . 

Aías, a existência dessa função implícita só ficará 
assegurada nos pontos (x , y) onde for f', (x , y , a) =jfc 0 
(teorema da função implícita) 

Daqui resulta geralmente a não equivalência dos dois 
sistemas. 

Tomemos a« duas rectas dadas para sistema de eixos 
e seja w o ângulo dessas duas rectas. 

x y A equação da recta variável será h — *=• 1 
a b 

e a área do triângulo formado pelas três rectas 

2 A « . - ab sen TT 
2 

onde a é o parâmetro variável 
Eliminando o parâmetro entre as duas equações 

Ia* * y - sen w ~ a - 4 K + 4 I í x = 0 

x v son w 
1_ 1 i 

a3 4 K 
4 K x 

resulta, por ser a» = Í a = 

V-— 
V y sen w 

y sen w 

-f 2x = 0 

4 K x 
y sen w 

K 
y 

4 K * . « _ _ _ ou = ou sy 
y sen w sen \v 

A enuotvenfe ê uma hipérbole que tem por assintotas 
as duas rectas dadas. 

4166 — O que é uma equação diferencial l inear« 
homogénea ? 

Enuncie algumas propriedades devidas à linearie-
dade e homogeneidade da equação. 

Demonstre que, se 

Vi(x) ,yt (x) ,---,y„(x) 

são integrais da equação 
Po(s)y<"> 4- P) (x)y<"-l> + ••• -j-p""1 (x)yr+ p„ (x) y = 0 
linearmente independentes na vizinbaça de x = , 
onde po (a,)) aqueles mesmos integrais serão linear-
mente independentes cm todo e qualquer intervalo, 
onde pa (as) =£0 . 

Resolva a equação y" ' — 4 y" + 9 y' - 10 y = 0 
sabendo que e!* è um integral. 

R : A demonstração pedida obtem-se a partir da fór-
mula de Liouville, que se pede para estabelecer. 

A equação característica pJ — 4 p1 + 9 p — 10 = O 
deverá admitir a raiz p = 2 e com efeito : p5 — 4 p1 + 
+ 9 p - 10 = (p - 2) {pi - 2 p + 5) 

As outras raízes da equação característica são: 1+^2 i 
O integral geral é: v = Cj e*1 + Cj e" cos 2x -f c3 e* sen 2 x 

M E C Â N I C A R A C I O N A L 

F. C. P. — MECÂNICA RACIONAL—I,' Exame de frequên-
cia — 2.* chamada - 3-1956 

4167 — 1) Um movimento rígido plano resulta, 
por composição, das rotações 
W i ( 0 , 0 , ( l ~ 4 í ) ; 0 , 0 , 0 ) w3 ( 0 , 0 , 4 t ; 1 8 ^ , 0 , 0 ) 
e da translação r — 2 4 í - J . (Unidades:metro e se-
gundo). 

l o ) Exprima em f ( t ) a rotação intantânea w do 
movimento, as coordenadas do centro instantâneo de 
rotação I , tjj) , as componentes da velocidade de 
permutação V deste centro instantâneo e as compo-
nentes da aceleração do ponto que momentaneamente 
coincide com ele. 

lfi) Exprima em as componentes da 
aceleraçãode um ponto qualquer da figura 
móvel e, por integração, tire das expressões obtidas 
as leis do movimento desse ponto sob forma paramé-
trica. Mostre acessoriamente que existe um ponto na 
figura móvel que descreve no plano fixo o eixo Q i ] . 
Eixos de referência do movimento: ííÇw . 

lc) Deduza as equações das curvas polares: a da 
base em coordenadas cartesianas, a da rolante em 
coordenadas polares. 

4168 —2) Um sistema é constituído como afigura 
mostra. Disco circular e trapézio são homogéneos e pe-
sam respectivamente pj o pi. Conhecidos estes pesos, as 
dimensões do sistema e as posições do» centros de 
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massa t f j e Gz, calcular a força F que deve sor 
-aplicada horizontalmente ao trapézio à altura de G j , 

para equilibrar o sistema na configuração represen-
tada. 0 cálculo deverá ser feito 

2a) pelo teorema do trabalho virtual 
24) pelo método das reacções, analítica ou geome-

tricamente. 

2c) Exprima em função dos pesos p x ^ i , das 
dimensões do sistema e dos parâmetros de que a sua 
•configuração depende, todas as reacções que intervém 
oo estudo do seu equilibrío, indicando para cada uma 
delas grandeza, direcção e sentido. 

Não há atrito. 

4169—3) Examine se a mediana do trapézio consi-
derado no problema de estática pode ser eixo principal 
de inércia nalgum dos seus pontos. (Assinala-se que é 

nulo o integral j X i j / í d S estendido á área do tra-
pézio, em que x t e são coordenadas obliquas re-
feridas á mediana e a uma paralela às bases). 

4170 — 4) Mostre que há pontos Al de uni sólido em 
movimento cujas velocidades contemporâneas tem 
suportes concorrentes. Prove que estes suportes per-
tencem a um cone de segunda ordem e que o lugar 
dos pontos AI considerados ê geralmente uma cúbica 
de dupla curvatura. (Lembra-se que os eixos coorde-
nados para tratar o problema posto podem ser es-
colhidos em posição particular que simplifica os cál-
culos e põe mais era evidência as conclusões a estabe-

NOTA: O aluno dovo "procurar responder As preguntas 1a). 
Iíh), Üa), 2 &) o Sc). Aã pregunlAa 5) o 4) sAo facultativas. 

lecer ; e acrescenta-se que uma cúbica de dupla 
curvatura resulta da intersecção de duas quádricas 
com uma geratriz rectilinea comum). 

F. C. P . — MECÂNICA RACIOMAL — l . a Exame de Fre-
quência (1.* chamada) — 2-1956. 

4171 — A) Dado o estado cinético definido pela 
expressão 

T „ = [ ( - 4 + Y + 3 Z) I + ( - 14 - X - 2 Z) J + 
4 (6 — 3 X -f 2 F ) K ] . / ( í ) (unidades m , « ) , 

em que X,Y,Z representam as coordenadas de um 
ponto M num referencial OXYZ fixo no espaço 
e / ( í ) uma função do í a determinar; 

1) mostre que corresponde a um movimento rígido; 

2) calcule as componentes da rotação instantânea 
do movimento; 

3) escreva as equações do eixo helicoidal tan-
gente, calcule as sua* coordenadas vectoriais, deter-
mine o passo do movimento e mostre que o estado 
cinético considerado corresponde a um movimento 
permanentemente helicoidal; 

4) examine se o movimento é dextrorsum ou 
sinistro rs um ; 

5) calcule, em módulo, a velocidade, a aceleração 
tangencial e a aeelaração normal dos pontos distan-
tes 3 m do eixo helicoidal; 

6) fixe a função / ( í ) de modo que o movimento 
seja uniformemente retardado a partir do instante 
£ = O e cesse de sê-lo no instante t — 5# f 

7) suponha que o referencial OXYZ do movimento 
coosiderado nas alíneas anteriores —agora movimenta 
relativo — está animado de um movimento de trans-
porte, em relação a Oi X i Y\ Z{, composto de uma 
rotação Q — fi (í) K em volta do eixo OJZJ, com o 
qual OZ a todo o momento coincide, e de uma trans-
lação T — T (Í) K (paralela a este eixo), e deduza uma 
expressão vectorial da aeelaração complementar de 
um ponto H situado sobre o eixo do movimento re-
lativo; 

8) supondo FL(Í) dada, poderá determinar T(Í) do 
modo que o movimento absoluto implícito na alínea 
anterior seja constantemente tangente a uma rotação? 
No caso afirmativo que valor deve atribuir a ' ( ( ) ? 

4172—B) Um sistema plano é constituído como a 
figura indica. Um embolo transmite o efeito pS da 
pressão p , que se exerce sobre asuaface 1, ao botãoda 
manivela O AI solidaria com o volante V móvel em 
volta do seu eixo. Num ponto Q de V está fixo um 
cabo que se apoia contra a sua periferia e pende ver-
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tiealmente sob a acção de um peso P . Peão do vo-
lante p) peso da placa rígida ZJ:pi; despreze os 
pesos próprios do cabo, das barras M O, M C, D E \ 

volante e placa B são homógeneos; não há atrito 
entre a placa e as guias m e n , nem em nenhuma 
das articulações, nem no eixo de V. As articulações 
são pontuais. 

9) Para a configuração desenhada, determine o 
valor da pressão sobre o êmbolo que equilibra um 
peso dado P, pelo método das reacções; 

10) Determine completamento as reacções que se 
desenvolvem em O o em M o entre a placa B e as 
guias m (ou n ) ; 

11) Partindo de P como um dado determine 
graficamente as reacções exteriores e interiores e o 
valor da força pS, correspondentes à configuração 
de equilíbrio considerada em 9) ; 

12) Determine pS pela aplicação do teorema do 
trabalho virtual. 

4173 — C) O centro das acelerações de um movi-
mento rígido paralelo a um plano fixo poderá coincidir 
momentaneamente com o centro instantâneo de rota-
ção? Se a resposta for afirmativa caracterize um 
caso em que aquela coincidência se verifique. 

4174 — D) Deduza as condições analíticas a que 
devem satisfazer as coordenadas vectoriais (u , u.) de 
quatro rectas para ser possível localizar sobre elas: 

D1 ) um sistema de forças em equilíbrio. 
D2 ) dois sistemas de forças, linearmente indepen-

dentes, separadamente também em equilíbrio. 

NOTA — O «lano deve procurar responder às presuntas 
Ï, a, S, 4, í, 8, 7, 9, 10, 12. 

Au pregant&i 8. Il, C e D sAo facultativas. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
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108 — Premier colloque sur les équations aux déri-
vées partielles; Second colloquesur les équations 
aux dérivées partielles — Centre Helge de Recher-
ches Mathématiques — Georges Thone, Liège et 
Masson & Cie., Paris —1954. 

O Centro Belga de Investigação Matemática con-
sagrou à teoria das equações às derivadas parciais 
dois colóquios que se realizaram em Lovaina e ISru-
xelas, em Dezembro de 1953 e Maio de 1954, respecti-
vamente. Participaram nestas reuniões além de ma-
temáticos belgas vários especialistas estrangeiros 
convidados pelo Centro. As comunicações foram 
publicadas em dois fascículos, de que a seguir publi-
camos a relação. 

Primeiro colóquio: A. LICHNEHOWICZ, Equations de 
LAFLACE et espaces harmoniques — Y. FOUKÈS, Résolu-
tion du problème de CAOCBY pour les équations hyper-
boliques du second ordre non linéaires—J. DELSAKTE, 
Sur certains systèmes d'équations aux dérivées par-
tielles à une seule fonction inconnue, et sur une géné-
ralisation de la théorie des fonctions de BESSEL et des 
fonctions hyper géométriques —G, DOETSCH, L'appli-
cation de la transformation bidimensionnelle de 

LAPI.ACK dans la théorie des équations aux dérivées 
partielles —Tu. LEFAOE, Equations du second ordre et 
transformations SYmplectiques — P. GILLIS, Sur cer-
taines classes d'équations aux dérivées partielles du 
second ordre, non linéaires — R. SAIJER, Remarques 
géométriques sur les équations aux dérivées partielles 
du second ordre quasilinéaires et homogènes. 

Segundo colóquio: MADEO PICONE, Sur un problème 
nouveau pour l'équation linéaire aux dérivées parti-
elles de ta théorie mathématique classique de l'élas-
ticité — LAUBENT SCBWABTZ, Problèmes aux limites 
dans les équations aux dérivées partielles elliptiques 
— J. L. LIONS, Problèmes aux limites de type mixte, 
JEAN LEHAY, Intégrales abéliennes et solutions élémen-
taires des équations hyperboliques—M. BKELOT et G, 
CHOOTET, Polynômes harmoniques et polyharmoniques 
— G. ns RHAH, Sur certaines équations de la théorie 
des formes différentielles harmoniques—il. G, GABNIK 
— «Fonctions» de GBEEN pour les problèmes aux li-
mites de l'équation des ondes — L. FANTAPPIÊ, Les 
nouvelles méthodes d'intégration, en termes finis, des 
équations aux dérivées partielles. 

M. Z. 


