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Os espaços méfr/cos e a aná/ise clássica: 
o méfoc/o de ponto fixo 

Com a publicação do artigo intitulado, 0» 
espaços métricos e a análise clássica : o método 
de ponto lixo, pretende a « Gazeta de Matemá-
tica» criar uma secção onde, de maneira tanto 
quanto possível acessível e completa, sejam 
expostos certos temas de Matemática que 
entram no quadro das disciplinas professadas 
nas nossas Faculdades de CiSncias embora, 
pela extensão dos programas dessas discipli-
nas, nem sempre nelas possam tomar o desen-
volvimento adequado. 

A idéia não é estranha aos objectivos que 
sempre nortearam a sGazeta de Matemática», 
pois o leitor pode facilmente encontrar em 
números anteriores da revista trabalhos de 
M. Zaluar Nunes, A. Sá da Costa e vários 
outros colaboradores, escritos com essa ori-
entação. Só é novo o projecto de assiduidade 
com que se pretendem publicar agora essas 
exposições, — e isso justifica, supomos, que 
se crie uma secção própria onde hão-de apa-
recer todos os trabalhos desta índole. 

É claro que uma secção com estas caracte-
rísticas há-de ser dirigida sobretudo (ou exclu-
sivamente) aos estudantes de Matemática das 
nossas Escolas Superiores. E para que ela, 
na verdade, lhes interesse, deligenciaremos 
fazer ama sistematização clara da matéria de 
cada artigo ; oferecer meios de trabalho atra-

vés duma bibliografia completa e escolhida; 
e, finalmente, chamar a atenção para proble-
mas que com o assunto da exposição se pren-
dem, dando também, quando for caso disso, 
algumas das suas aplicações. Este plano não 
ímpOe, entretanto, que se reproduzam demons-
trações demasiadamente longas, tiradas de 
obras ou revistas de fácil consulta; em tais 
casos, será preferível remeter o leitor para 
esses escritos. 

NEo há dúvida que uma secção desta natu-
reza vale na medida em que corresponde à 
curiosidade ou às necessidades dos seus lei-
tores. Por isso, e independe temente dos arti-
gos que estão previstos para serem publicados 
nos próximos números, e cujos títulos se 
indicarão mais abaixo, a «Gazeta de Matemá. 
tica» prestará toda a atenção e procurará 
atender as sugestões que nesse sentido lhe 
comuniquem os seus leitores, considerando-as 
mesmo indispensáveis para garantir a vida da 
nova secção. 

A seguir ao artigo acima citado, que foi 
propositadamente escrito por J. Dionísio, 
esperamos poder publicar os seguintes traba-
lhos : Equações diferenciais totais e equações 
de derivadas parciais, por J. Farinha e 
L . Albuquerque ; A. álgebra abstracta e a teo-
ria das matrizes, por J. Dionísioj Principais 
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propriedades da transformação de Laplace, 
por J, Farinha; Teoremas fundamentais da 
teoria da aproximação, por L . Albuquerque, 
Mas o enunciado do título destes artigos não 
significa, porém, que não possa ser dada a 

preferência a qualquer outro assunto que, de 
acordo com o que antes dissemos, nos seja 
sugerido pelos leitores da «Gazela de Mate-
mática». 

L- Albuquerque, J. DtoDlsJo e J, Fartaba 

§ 1. Espaços métricos. 

Seja E um conjunto de elementos x,y,z,--
em que se encontra definida uma relação de 
igualdade por virtude da qual dois elementos 
x e y ou são iguais, x—y, ou são diferentes, 

gozando o caso de igualdade das pro-
priedades reflexiva (#=a ; ) , simétrica ( x = y 
implica y — x) e transitiva (x — y e y = z 
implicam x = z). 

Consideremos por exemplo o conjunto dos 
pontos de um plano. Seja O um 
ponto determinado deste plano e digamos que 
é x=y se e só se x e y são pontos de uma 
mesma circunferência de centro em O. Esta 
relação é reflexiva, simétrica e transitiva e 
é por isso uma relação de igualdade. 

A cada par ordenado ( x , y ) de elementos 
do conjunto E façamos corresponder um nú-
mero real 3 {x,y) nas seguintes condições: 

®i) 8 ( x , y ) <= 0 se e só se x = y; 
í > y) < * ja) + s (y > «) • 

Dizemos então que ò(x,y) é a distancia 
dos elementos ou pontos x e y e que E é 
um espaço métrico, òj e são propriedades 
conhecidas da distância de dois pontos em 
geometria (a segunda é a desigualdade trian-
gular). São os axiomas de distância e destes 
decorrem ainda duas propriedades igualmente 
conhecidas: 

h) í <*,*>> o , 
í (se , y) — 8 (y , x) . 

Se em 32 fizermos y = x vem d ( x , x ) ^ . 
^ 5(x, z) 4- o (x, z) = 2 5 (x , z) ou, por 3i , 
O ̂  2 3 (x , z) donde 3 (x, z) O , que é 3» 
com z em lugar de y , 

Para deduzir S^ ponha-se z—x em 3a; 
usando novamente 5i vem 3 (x , {y , x), 
Trocando x e y nesta desigualdade (o que ó 
possível por serem x e y arbitrários) resulta 
3(y (x ,y). Tem-se portanto ò{x,y)^l 

,x) ,y) o que exige ò(x,y) = 

No conjunto do exemplo de liá pouco defi-
na-se diferença (em valor abso-
luto) dos raios das circunferências de centro 
em O em que estão situados os pontos x e 
y. O leitor verificará que a função ò{x,y) 
assim definida é uma distâucia, isto é, que 
ela satisfaz os axiomas 3i e 3a. 

Consideremos uma sucessão {:c,,j de pontos 
a?t, « s , • • •, xn , • • - de um espaço métrico E. 
Dado um número e > O e arbitrário, pode 
acontecer que se tenha 3 ( x m , xn) < s para 
além de uma certa ordem iV(e), quer dizer, 
sempre que m > e « > i í ( e ) . 

Dizemos então que a sucessão do es-
paço métrico E verifica a condição de CAOCHY. 

Um caso particular importante de sucessOes 
que verificam a condição de CÀUCIIY é o da-
quelas que admitem um limite. A sucessão 

tem um limite x, í imxn = x ou xn—x, 
IHB 

quando, dado e > 0 e arbitrário, existe uma 
ordem (dependente, como ó natural, 
de s) a partir da qual, « > A ^ ( s ) , se tem 
3 (x , aen) < e . 

Suponíiamos que jav| admite outro limite 
x1. E então 3 a?K) < s a partir de outra 
ordem N' (e). Tomando ÀT,r igual ao maior 
dos inteiros N e N ' , vem, usando , 
ò{x , x') ^ 5 (x , #„) -f- 3 {a;', av) < 2 e ; mas 


