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e a trajectéria 6 uma catenaria

= E cosh erEy'

ek Poc

Se for v<<e¢, um desenvolvimento em
série da

oot ¥ (Eo = m ¢*, po = mwo)
2me?
equagio duma parabola.

No referencial admissivel ¥ em que o
quadri-vector potencial se reduz a

Q(4:,4,,4:,0)

o electrio estd, na sub-variedade espaco vul-
gar correspondente, sob a acgio do campo
magnético

H=rotA.

Se for mesmo A,=—H, A4,=0 A.=0,
H tem a direcciio de oz e as equacdes espa-
ciais de II) séo

dp

o FIE T
at i

Y

3) ainda permite escrever

L‘H:;‘EVAH
c? dt ¢

pois a energia E ¢é constante num campo
magnético. Conclue-se entio que

dv, dv,
= WUy —_—=— 0
dt dt
dv, ecH
—_— ) ==
dt ( E )

donde
d . 4 .
d_t(”:'i- tvy) = — i (v: + Tvy)

Uz + tvy, =vp et (@2 9 — const

e

z=wxo+rsen(wt+a) y=yo+rcos(wt+a)
z2 =120+ Vo: t
com

A trajectéria é pois uma hélice cilindrica
de raio r e passo v - K = 2O P (2)
2 el
A velocidade da particula é constante;
constante a sua projecgio sobre 2oy e cons-
tante ao longo de oz. Se vy.=0, a tra-

jectéria 6 uma circunferéncia.

(i) (pxw proj' de r sobre a«¢ y).
(3) (p. proj.do p sobre 0Oz).

Os vectores préprios comuns a operadores
lineares quase-permutéveis

por J. Joaquim Dionisio

Apresentamos nesta nota uma demonstragio
que nos parece nova de uma proposi¢io que
se relaciona com o teorema de FROBENIUS
sobre os valores préprios de uma compo-
sicio racional de matrizes permutaveis duas
a duas.

TrorEMA. Sejam A,, As, -+, Ay m opera-
dores lineares quase-permutdveis mno espago

linear R, a n dimensdes. Designem 1y, Ty, ---,
I'm 08 respectivos niumeros de valores préprios
distintos e tome-se
T = max } Ty Toy eee, l'mz.
Os m operadores admitem vectores préprios
comuns linearmente independentes em nimero
pelo menos igual a r.

Basearemos a demonstrac¢iio em dois lemas.
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Lema 1. Se dois operadores A e B sdo
permutdveis, cada um deles é reduzido pelas
variedades préprias do outro.

Dem. Designe V' uma variedade propria
de A e seja 2 o correspondente valor préprio.
Tem-se Ax==)x para todo o vector xeV e
portanto ABxz= BAx = 1Bz, do que se infere
BzeV, BV CV. Esta inclusio significa que
a variedade propria ¥V de 4 ¢ invariante
para B.

Lema 2. [*] Se os operadores Ay, A, ---,
A, sdo quase-permutdveis, os permutadores

Bij-:AiAj—AjAl (l,,]=1, 2,---,1]1).

sdlo milpotentes.

Dem. Sabe-se que tr(AB— BA)=tr AB—
—trBA=0; o trago de cada operador B;;

é por conseguinte nulo. E o mesmo acontece
a qualquer das suas poténcias, em virtude da
quase-permutabilidade dos A4;:

AiBJ"=BJEAi (iyja l=112:"')m)'

Temos com efeito, tomando p inteiro e
snperior 4 unidade,

Bs = Bz_l (A,, Aj — Af Ai)=Ai (Bi}-l 'AJ) &
—(B;'4) 4
donde

tr BY;=0 (p=1,2,--").

Ora os coeficientes do polinémio caracte-
ristico de qualquer operador 4 exprimem se
por intermédio das férmulas de Bocuer como
combinagdes lineares dos tragos tr A, tr A42,...,
tr A*. Anulando-se todos estes tracgos, A
admite portanto apenas valores proéprios
nalos : é nilpotente. E o caso dos By .

Demonstragdo do Teorema no caso de os Ay
serem permutdveis. Assentamo-la no Lema 1

[*] Drazix, Doveey e GruesBEra, Some theorems on
commutative matrices, J. of the London Math. Soc.,

26 (1951).

e na seguinte evidente proposigio : qualquer
operador é reduzido pela intersec¢io de um
certo nimero de variedades caso o seja por
cada uma destas.

Representemos por Viq, Vig, e+, Vi, as ry
variedades préprias de 4; (¢1=1,2,-..,m)
e suponhamos que é r=r;. Fixemos ¢ num
dos inteiros 1,2, ..., r. A variedade V7 ; reduz
4;, logo é nio vazia uma pelo menos das
intersecgdes Vi; N Ve (j=1,2,-..,rs). Fixe-
mos j num dos inteiros que ddo intersecgio
ndo vazia. Porque Vi; N V3, reduz 4s, é nio
vazia uma pelo menos das intersecgdes
Vuﬂﬂjﬂng (£=1,2,'--Jl"3)- Prosse-
guindo do mesmo modo, obteremos um certo
nimero de subespagos nio vazios

(1) Tl,-ﬂVg_,-[']Vs;ﬂ--- n.Vmg

para o valor inicial fixado a ¢ e para certos
sistemas de valores dos indices j,7/,---,¢.

Ora, vectores situados em diferentes sub-
espacos (1) sfio linearmente independentes,
por isso que pertencem a distintas variedades
préprias de um pelo menos dos operadores.
Esta conclusio estabelece o teorema, no caso
particular em que os A4; permutam, ao fazer
variar ¢ de 1 a r=ry._

Demonstragdo do Teorema no caso. geral.
Da permutabilidade dos 4; com os B;; decorre
a permutabilidade dos By dois a dois e por
esta razio é nido vazia a interseccido V dos
espagos nulos dos operadores B;; (mostra o
Lema 2 que niio existem outras variedades
préprias dos B;)).

E da permutabilidade de 4; com os Bj,
resulta ainda ndo ser vazia a intersecg¢iio Vi;
de V com qualquer variedade prépria Vi;
de 4; (i=1,2,...,m).

Os subespagos V;; reduzem os m operado-
res 4;.

Na verdade, para xe V;; 6 B;;2=0 e
A;x=1);jx (A; valor préprio de A; para a
variedade prépria V;;), donde

A;‘ A;:c — A;A(ﬂ?:lg'{A;x’
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donde se tira 4,xeV;;. E também 4, xeV,
por ser
By, djw= A, Byyc =0,
Logo, x € V; implica 4,xeV;;, quer dizer,
AVi;cVy;

Conjuntos
por José Ribeiro

E de toda a conveniéncia que as palavras finito e
infinito sejam empregadas com propriedade.

S3o conceitos de uso corrente em Matemdtica, sobre-
tudo em Andlise.

As pessoas que por forga de circunstincias sio
obrigadas a fazer frequente uso destes termos, por
exemplo os estudantes, ndo encontram facilmente quem
lhes fornega os significados claros e precisos, limpos
de tudo o que de imprdprio e confuso se disse e ficon
ligado a esses termos.

Nos cursos, em geral, comega-se a exposi¢io mais
adiante e supde-se que os alunos jd conhecem com
suficiente nitidez essas nogdes.

Os outros conceitos que se apresentam entdo, ficam
sériamente prejudicados sem um esclarecimento prévio.

Procura-se neste trabalho por ao aleance do leitor,
o suficiente para que possa, sem perturbagio, prosse-
guir os estudos correntes de Matemdtica, e também
o meio de levar mais longe, se o quiser fazer, o tra-
balho imprescindivel de clarificagiio

Comegaremos, para isso, por estudar o conceito de
correspondéncia.

1. Correspondéncia biunivoca

O conceito de correspondéneia nfio é um conceito
primitivo e pode reduzir-se ao conceito ptimitivo de
conjunto. A possibilidade de uma tal redug¢fo confere
ao conceito de correspondéncia o cardcter de conceito
derivado da teoria geral dos conjuntos.

Indica-se a seguir uma maneira de fazer essa re-
dugdo. -

Dzrixigio 1. Dados dois conjuntos 4 e B, sub-
-conjuntos dum mesmo conjunto fundamental 1, um

(*) Este artigo difere na composi¢io dos restantes, por ter
sido inieialmente destinade ao n.* 59 da Gazela de Malemdbtica.

(l=1,2, ceeympi=1, 23 Simey m;j=1’21 Sueg Tt)

Posto isto, torna-se aplicavel ao caso pre-
sente a demonstracio do caso particular antes
considerado — desde que se considerem as
variedades V}; em lugar das variedades V;;.

finitos (%)

Albuquerque

conjunto P tal que:

1°). ZeP e e s6 se Z=(AxZ) + (BxZ),

2°). Be XjedxZ e Xye A< Z entio Xj=X,,

3°). Se YjeBxZ e Y,e B><Z entio Y;=1,,

4°). Se ZijeP e Z,6 P entio A Z;<Z,=0,

5°). Se ZjeP e Ze P entio B<XZy<Z;=0,

6.°). Se Xed (ou XeB) existe um Ze P tal
que X6 Z.

E um conjunto P que estabelece uma correspondén-
cia biunivoca entre os elementos de A e B.

Observagdes: Os conjuntos Ze P s3o sub-conjuntos
do conjunto fundamental 1; as somas e produtos sdo
relativos ao conjunto fundamental. O conjunto P é
portanto um conjunto de sub-conjuntos de 1, isto &,
Pc2

Ag condigbes 1.°), 2.°) e 3.°) definem um par; um
conjunto P que verifique apenas as condigdes 1.°),
2.°) e 3.°), estabelece uma correspondéncia entre os
elementos de 4 e B.

Um conjunto que verifique as condigdes 1.°), 2.°),
3.°) e 4.°) (ou 1.°), 2:*), 3.%) e 5.°)) estabelece uma
correspondéncia univoca entre os elementos de 4 e B
(ou de B e 4). Uma correspond@ncia biunivoca é
univoca nos dois sentidos.

Com a condigfio 6.°) a correspondéncia biunivoca é
completa.

Com o termo derivado correspondéncia
define-se um outro termo derivado: trata-se duma

3

- relagfio bindria, € equivalente a, estabelecida entre os

sub-conjuntos do conjunto fundamental.

Derixigio 2. Dados dois conjuntos 4 e B sub-con-
juntos dum mesmo conjunto fundamental 1, diremos
que A € equivalente a B e escreveremos simbdélica-
mente A~ B se, e s0 se, existe um conjunto P que
estabelega uma correspondéncia biunivoca entre os
elementos de 4 e B.



