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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F. C . C. — M A T E M Á T I C A S O K C A I S — 2." Exame de Fre-
quênc i a , í 952-53. 

3 8 2 6 — Calcular í- do modo que o s is tema 
2x, - y 4- 3= = 0 
x + 4 y — = 0 
3j! +• ky + 2z - 0 

tenha soluções não nulas, c determinar ess3s soluções. 

R : k = 3 / 1 3 . Soluções: x = - 7 C / 9 , y - 13C/9 
e z =• C, com C qualquer. 

3 8 2 7 — Es tuda r e representar graf icamente a função 

y - ] — » — 2 ) , 

f t : Ponto» de descontinuidade x = — 1 e x — 2, em 
que v se torna infinita com mudança tle sinal (_v :> 0 
para x C — 1, e x > 3 ; e y < 0 para — 1 < x < 2 ) . 
A função tem um máximo M— - 4 / 9 para it —1/2. 
Não há pontos de inflexão, e além tias fluas já i ml ira-
rias há ainda a assintota y ™ í) . 

3 8 2 8 — Calcular a área l imi tada pela curva 
y * m l / ^ - y V , pelos eixos coordenados e pelas rectas 
x =• a e x h . 

r— 1 
r t : . 

a 

3 8 2 9 — Demonstrar o teorema de L A O H A K O * . 

3 8 3 0 — Demonstrar a regra pa ra a derivação de 
um determinante de terceira ordem, quando os seus 
elementos são funções do uma variável x . 

S o l n i j S o s ( tos 11.» 33'iti a 38*28 d o [ . . M. d o A l b u q u o r q u o 

I . S . C . E . F . — M A T E M Á T I C A S C U R A I S — i.» Exame de 
F requênc i a — 8 de Abril de 1954 

3 8 3 1 — Dadas as circunferências C () (.r — i ) a -+-
+ = 5 e Cj) (x + I) s-l-(y + 2 ) 1 - I P resolva os 
segnintes p rob lemas : 

a) Determine i e í í por forma que a recta 1'— 

se ja tangente comum a C\ e Cz. Determine também 
as coordenadas dos pontos de tangencia . 

/>) Sendo H - l / 5 , determine et por forma que 
o ('2 sejam tangentes exteriormente. Esc reva a equação 
da tangente comum no ponto tle contacto de C\ e C%. 

R : distâncias dos centros à recta, iguais aos rcsjiecti-
f—4 + L \ I 0 3 / i - t \ - „ 

vos raios: I Î 3 - ( ) — , Í Í = + — ; ( ) = 5 , 

4 — * = ± 5 . 
Como os raios são igua.it e ti« circunferências tan-

gentes exteriormente, a distância entre os centros íigual 
à soma dos raios (* + l ) » - ) - 1 0 - ( 2 -BO, ( « - f - l ) * - á 
« + 1 - + 2 , 

/l recta que une os centros tem a equação 
Y-2 

4 
X - n X + 2 + 1 „ , 4 

— e ose ti coeficiente annulare 4- — — '-2. 
a + 1 + 2 J ~2 ~ 

Sendo os raios igaaie as circunferências têm contacto 
« + 1 

110 ponto médio do segmento que une os centros: —— 

- 2 - 1 + 1 
. + 1 , « - a » 

A equação da tangente: Y — 3 - • +- — (X + 1). 

3 8 3 2 — Defina conjunto feebado. Pode ser fechado 
o conjunto (ün) dos valores dos termos duma suces-
são ? Porquö? 

Prove quu todo o ponto tle acumulação de («„) è 
limite de subsucessõcs da sucessão if„. Se na sucessão 
n„ não há termo indef inidamente repetido e o con-
jun to (rtJ() tem uin ponto de acumulação c , menor 
rio que to los os outros, que õ c cm relação à sucessão 
«„, e também em relação ao conjunto dos pontos de 
acumulação de (a,,)? Poderá haver um número inf i -
nito tle termos «„ inferiores a Um u„ ? e inferiores a 
a K < Um u„ ? jus t i f ique as suas respostas. 

1 + 4 -
e " — e ", 

Sendo ir — e u , = l — l/loír n ca lcular K) ̂  
lim «„, li tu t'„; escolher 2 por forma que o conjunto 

[»j,, v„ , 0 , 1 ] seja fechado. 

R : Todo o ponto de acumulação de (n„) e sub-limite 
de u r i; portanto c semlo o menor dos pontos de aPumu-
iação é 11 m suh-l.imite, e co menor dos sttb-limitcs, por-
que 7iiio pode hacer nutro sub-litnite menor, por não 
harer termo indefinidamente repelido. 

Em relação ao conjunto dos pontos de acumulação de 
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(u„) , C é n m in imo (limite inferior de W E I E H S T H A S S que 
pertence ao conjunto). 

(.i-â 'b—i) 

K)-i i + — - i 
n 

lim u„-=e - ' 
limÇ„ 

limn„ 

í „ : (» _ 

1 
(1 " ~ 

log ( n f l ) 
l o g u 

l o g n + logn + log ( i + ^ j 

En 

log [1 

com lim — 1 . 

log o 
1 + 

n lof; [1 n̂ oo 
U-j. | " 

Ora, se tem limite (u„>-0) também yua tem 

limite que é igual; resulta pois lim v„ — 0 . 

e 
Para que o conjunto [ u„, v : ] , 0 , 1 ] contenha — 

% 
deverá ser a<=c , 

3 8 3 3 — Sendo 2 a„ urna série dc termos positivos, 

onde «„-»O, prove que a divergência de X a í implica a 

divergência de a convergência de ^ implica a 

convergência de V a„ y / ~ . 

Prove que associando termos consecutivos numa 
série convergente, se olitém unia sério a inda 
convergente e com a mesma soma. Verif ique a 
proposição associando dois a dois os termos de 
* 1 
ü ( —1)" . Considerando a mesma série, altere-se 
o » + 1 

a ordem dos termos do seguinte modo 1 — - — - •+-

1 1 1 1 
í ~ 

1 

1 1 
+ 3 tí " 8 + 5 " 4 ' ü n - f - l 2 (2 ra + 1) 

t + • * • ; some-se, em seguida, cada termo 
2 n q -

positivo com o termo negativo seguinte, obtendo-se 
1 1 1 1 

| — 4- ••*. Mostre que se manteve a con-
2 4 0 8 
vergência mas que se alterou a soma. Jus t i f ique este 
resultado, enunciando os princípios teóricos que jul-
gue necessários. 

K : Como aít — a partir dc certa ordem teremos 

a 3 / 

n V n 
M 1 I I 

Na série V ( — 1 ) "—— temos: S.,„ = 1 — j -
o nq-1 3 2 3 

1 1 1 1 1 
— + - j — 4- ••» + - — . e ita série 

4 5 6 2 a - 1 2 n 
S. ( 1 1 \ 

, que se obtém da anterior assoei-
7 \ 3 n - l 2 ny 

ando-lhe os termos dois a. dois, temos o„ |'l——^J 

+ ( T - t ) + ( 1 " ¥ ) + í^n-é)-
Vc-se que é S . , , " a , , e portanto se existe 1 im S 

" - a 
também existe lim , e este limite é igual ao primeiro^ 

'-r< 
" 1 

.4 serie donde se partiu éconvergente: >, { — 1}" ; 
d n + 1 

(í série n que se chegou depois de efectuar as transjor-
1 1 1 1 

mações indicadas, e : — - J- j- ... ™ 
2 4 6 8 

1 / 1 1 l \ 1 - 1 
= . — ( 1 H + ••• - — ' 2 í - l ) n i 

2 V 2 3 4 / 2 o o + l 
logo, conservou-se visivelmente a convergência, mas al-
terou-se a soma. 

3 8 3 4 — Seja f ( x ) = {x. — n) ® (ü) ,f{à) -=• 0 , uma 
função continua no intervalo ( « , b) , Se tp (ít + 0) =• 
= + 0 0 , 0 ( 1 ) admit i r der ivada tinita pa ra todos os 
pontos de ( 1 , 6 ) e o = ^ ( í i ) " U , prove que / ( x ) 
tem der ivada de ít a b e que essa der ivada passa 
por todos os valores positivos. 

Sendo P' (x) es (se — c) 0 (x) , com 8 (.c) cont inua 
em ü=>c, qual deve ser o valor ( (r?) pa ra que | F ( j ; ) j 
tenha der ivada em a; = e? No caso em que não existo 
der ivada, indique os valores das derivadas la tera is 
de | F (JC) | ein x = c . 

Defina ein x = 0 a função g(x) dc 
e' -f x + I 

forma quo ela fique cont ínua nesse ponto. A função é 
cont inua no conjunto fechado (0 , + 00) ? Porquê ? 

Calculo <jj (()) e g ' (0). H á der ivada no ponto a — 0 ? 
R : f (x) é continua em ( a , b) e por ser f ' ( x ) — 
= (P (x) + (x — a) Ç' (X) vê-se que f 1 (X) existe fi nila 
em ( a , b) ; f (x) é nwia fundão regular em ( a , b ) . 

. f (x ) - f (a) 
K = <f (x) e quando x tende para a 

x — a 
por valores maiores, vem; f j ( a ) = + ® • Podemos es-
crever f ; (x)— f (x )+ (x — a) (x) o que dà: Ç ( b ) = 0 . 

A derivada duma função regular não passa dum va-
lor o outro sem passar por totlos os valores intermédios. 

| F ( * ) [ - | F « 0 I IX - e I • I a (x> I lemos — —— visto 
x — e x - - c. 

que, por ser b (x) continua no /tonto x — e , ivm 
F (c) = 0 . 

Calculando os limites laterais deita fracção obtemos 
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+ | íl (c) [ e temos assim os valores das derivadas laterais. 
IJara haver derivada «o ponto c deverá ser f| (c) = 0 . 

Dividindo ambos os membros de g (x) por e 1 , vem: 
lim g(x) = l , faça-se pois g (0) = 1 para d função 
<=o 

ficar contínua. 
A função è continua no intervalo fechado (0, -)- cc) 

porque, jã se definiu com continudiade para a; <= 0 , e 
continua, em todas os poníos interiores, e é continua 
para x —> +• ao , porque existe finito o lim g (x) = ü . 

„ . . 1 g M - g(Q) Visto que g (O) —» 1 , vem: 
x 

1 

e" + x + 1 
eentõoé: g^ (Ü) = -1 , gi (0) - 0. 

I. S. C. E. F. — M A T E M Á T I C A S G E H A I S — Exame final — 
15 de Outubro de 1953. 

3 8 3 5 — Determine a constante k por forma que a 
função y -= Ia. e~* + k tenha 2 por valor mínimo e 
determine as assintotas da sua imagem. 

Desenvolva depois a função em série inteira na 
vizinhança do ponto x = 1. 

R : A derivada é y' = — x (x — 2) e~". 

X 0 2 

y \ 
— 2 

m y * 
M \ 

y' - 0 + 0 -

k — 2 porque para x — 0 deverá ser y = 2 . O mí-
nimo é absoluto visto que lim x* e"1 + 2 = 2. 

i -

Para desenvolver em série faça-te 
y =2 -fe"1 [o-1*-» + 2(x- 1) e-fr-u-f- (x—1)* o"'-11]. 

Ora de c*-=1+x + — + — + ••• + —+ ••• 
2 1 o l D ! 

x ' X" 
vem — 1 — x +- — + ( _ ! ) « _ + . . . 

J ' ó l n I 
( x — 1 ) 2 (X - 1 ) » 

donde - 1 —& — 1) + - • — • — + 
21 3 ! 

2 (x - 1 ) e-'1"1 ' - 9 (x - 1) - 2 (x - \ y - + 2 ^ ^ ^ 

31 (n —1)1 

(x — 1)! e - , I - , ) = (x - 1)2 — ( x - l ) í 4-

(* - 1 ) > 

(x - 1)4 
2 ! 

3 ! 
Portan to 

( « - 2 ) 1 

" / I 2 1 \ 1 
+ I ( — 1>" (x — 1)" [ + - ) . 

W ( ú - l ) I ( 1 - 2 ) 7 J 

3 8 3 6 — Determine a parábola cübica que para 
x •= 0 , 1 , 2 , 3 assume os valores y 1 , 6 , 2 1 , f>2 res-
pectivamente. Empregue a condensação de matrizes. 
R : A parábola procurada c y — A + B i + C x * + D x3 

e ns condições dão 

1 = A 
6 = A + B + C-I -D 

2 1 - A | 2 B 4- 4C-f- 8 D 
5 2 - A + 3 B + 0 C + 2 7 D 

A 1 
B -f C + D - 5 

2 B + 4 C + 8 D - 2 0 
3 B + 0 C + 27D = ril 

Condensando a matriz do sistema cem sucessivamente 

1 1 1 5 1 1 1 S 1 1 1 5 I l 1 1. 5 
2 4 8 20 0 2 G 10 D 1 H 5 0 1 3 5 
S 9 27 SI 0 <> 24 3G 0 1 4 G [o 0 1 1 

Temos pois o sistema equivalente 

A - 1 

B + C + D - 5 
C + 3 D = 5 

D — 1 

A - L 
B = ^ e a parábola vem 
C = 2 
D = 1 y = l + 2 x + 2 x I + x í 

3 8 3 7 — Deduza as equações da recta r que passa 
pelo ponto z=.í do eixo O Z e vai apoiar-se sobre as 
duas rectas 

{ x = s — 4 

» - I . + 1 p ' { 

X + 1 y + 3 

Ache o lugar geométrico dos pontos médios do 
segmento que nessa recta determinam o eixo e a 
recta r,. 

Escreva a equação earteziana da projecção orto-
gonal sobre o plano XOY daquele lugar geométrico. 

R: O ponto ( 0 . 0 , t) e a recta r, definem um plano 
que contém a recta r . O ponto (0,0, t) e n recta 

r4 definem um 2>tano rr4 que também contém r . As 
equações de r serão pois as equações de r?, e ff; consi-
deradas simultâneamente. 
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Para achar a equação do plano , considere-se a 
equação do feixe dos planou qne contêm r, 

(x - 7. + 4) + X, (y - 2 z - 1) - O 

e determine-te aquele que contém o ponta (O, O, t ) , isto 4; 

4 - t 
- t h t 4 - > , < - 2 t - 1 ) ~ 0 

2 t + 1 
4 - t rr, ^ * - z + 4 + ^ - j - (y - 2 Ü - 1} = O. 

Precisamente do mesmo modo obtinhamos o equação 
1 — 3 t 

do plano x — 3 z + 1 - | -{y— 4 7. + 3) — O. 
4 t — 3 

Procuramos o ponto dc encontro tias rectas 

r l y -

z - 4 
y - 2 z +1 

4 — t 
x — z+ 4 f (v — 2 7. - 1) - ít 

2 1 + 1 v' ' 

1 — 3 t 
x — 3 z H- l + - T ( V — 4 Z + 3 ) = 0 

4 t — o 

Resolccndo o sistema de três tlesfas quatro equações, 
temos tlepois de eliminar x entre <i 1.', 3." e 1.". 

f y - 2 /, - 1 - O 
t ( I - 3 t ) y + ( 2 + 4 t ) E - t - J 3 - Ô 1 1 — O 

donde 

x — 7, — 4 

1 — 2 

y = 
21 t - 1 2 2 + 4 t 

y = 
1 — 2 
1 —3t 2 + 4 t 

23 t — 11 
2 - t 

21 t - 18 
2 < 2 - t ) 

As coordenadas do ponto tle encontro de r com r, silo: 

i e t - 2 9 23 t — 11 24 t —13 
2 {2 - t) * 2 - t 

e at coordenadas do ponto médio 

1(31 — 2!) . . 23 t — l l 

2 (2 - t) 

X 
4 (2 —t) 

Y . 
: ( 2 - t ) 

- 2 t1 + 28 t —13 
J = " " 4 ( 2 _ t ) 

Estas são também as equações paramétricas do lugar 
geométrico. A projecção ortogonal sobre X O Y desta 
curva, tem por equações para métricas 

X 
IGt — 29 
4 (3 —t) 

Y = 
2 3 t - 11 
2^2 - t) 

Eliminando o patàmetro t ohtem-se a equação car-
8 X + 2 9 r . 

teziana: da primeira rein t = — que substituída 
1 4 ( X + 1) ' 

na segunda conduz íi 140 X — 6 V + 491 —!). A pro~ 
jccção e urna recta. 

SoluçQ« do o.® 3931 a 3S37 Ir J. li. A' 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 
F. C L. — (W-.ONKTITIA DSSCHITJIVA — 2." Exame de Fre-

quênc ia — 13 de Maio do 1951. 

Ponto n ° 1 
3 8 3 8 — Dada uma superfície cónica [ f ] , definida 

pelo vértice V e pela directriz circular existente em 
vn , e dado um ponto P , conduzir por P duas tan-
gentes à superfície, sendo uma de nível e fazendo 
outra um Angulo de 60o com a primeira. Indicar os 
pontos de contacto. 

3 8 3 9 — Seja AH um segmento de 4 cm, paralelo a 
LT, de cota e afastamento iguais a 5 c m ; o CU um 
segmento vertical de õcm, complano com Ali e tal 
que os dois segmentos se cortam ao meio. 

a) (Jno nome tem a superfície gerada pela olipse dc 
eixos Ali e CD quando roda em torno de CD1 

b) Qual a envolvente da família de planos tangen-
tes à superfície que fazem um ângulo do 60° com 

e tocam .1 superfície cm pontos acima do 
equ ailor? 

<•) Determine o plano da família anterior que passa 
por um ponto dado. 

3 8 4 0 — Definido um hiperbolóide de revolução dc 
uma follia pelo eixo vertical e uma geratriz, e dada 
uma recta r, determinar um plano 77— r que corte 
o hiperbolóide segundo uma parábola. Indicar a di-
recção do eixo da secção. Apresenta alguma par t i -
cularidade o plano tangente ao hiperbolóide paralelo 
a ir? 

3841 — Dados 3 pontos A'i, n't, C'it determinar 
o centro da circunferência que por êles passa, c o 
ponto de encontro, com a circunferência, da recta do 
seu plano que passa por A e faz com vn um ângulo 
de 4õ". [tesolução no sistema de projecções cotadas. 

F. C. L , — ( Í E O M B T K I A DESCRITIVA — 2,° Examo de Fre-
quência — 22 de Maio de 1951. 

Ponlo n.° 2 

3 8 4 2 — Dada uma superfície cónica [ f l , definida 
pelo vértice V c pela directriz circular existente em 

e dado um ponto P conduzir por P uma t an-
gente a [ f j tine disto d cm da projeetante ver-
tical do vêrticof tndíear o ponto de contacto. 
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3 8 4 3 — Definida urna superfície cónica [ f ] pelo 
vértice V e pela directriz circular existente em !pg, 
e dada uma recta r\ 

a) escolher um plano a —•— r que produza em 
[7] uma secção hiperbólica; 

b) determinar o centro da hipérbole. 
c) determinar um ponto da secção em que a tan-

gente seja horizontal, 

3 8 4 4 — Definido um hiperboldide de revolução de 
uma folha pelo eixo vertical e uma geratriz, condu-
zir-lhe planos tangentes passando por uma recta dada. 

3 8 4 5 — Dado um plano <x = j i j . . P 6 , determinar 
uma recta do plano a que faça um ângulo dado com 
Vo e diste 2 cm do ponto P . Resolução no sistema de 
projecções cotadas. 

F , C . L . — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A — 1 . " E X A M E d o F r e -

quênc ia — 29 de Janei ro de 1952. 

Ponto n." 1 

3 8 4 6 — Dada a projecção vertical de um triângulo, 
a projecção horizontal de um dos vértices e a inter-
secção do plano do tr iângulo com o segundo bissector, 
de terminar : 

u) a projecção horizontal do t r iângulo ; 
b) os traços do seu plano ; 
fc) o lugar geométrico dos pontos deste plano de 

cota igual ao afastamento. 

3847 — Dadas duas rectas concorrentes r— 
e s—»— pj j , determinar as bissectrizes dos ângulos 
qne elas formam, o os pontos de cota c que estão a 
igual distância das rectas dadas, 

3 8 4 8 — Conduza por Af ( 0 , 0 , 0 ) uma reeta de f 0 

que forme um ângulo de 45° com LT e considere o 
plano a definido pelo ponto P ( 3 , 2 , 1 ) e pela recta 
anterior. Seja R um segundo ponto do plano de ab-
eissa 6 e cota 3 . Determinar as projecções do qua-
drado do plano a de diagonal PR e o vértice da 
pirâmide regular de aresta lateral igual a 3 e cuja 
base é o referido quadrado. 

3 8 4 9 — É dado um triângulo [ABC] sobre <?„. 
Determine uma direcção d tal que o triângulo [ABC] 
projectado sobre v„, segundo d , dê origem a um 
tr iângulo equilátero. 

F, C, L. — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A - 1." Exame de Fre-
quência — S de Fevereiro de 1952. 

Ponto 2 

3 8 5 0 — Dado um plano a definido por 3 pontos 
. 4 ( 0 , 2 , 0 ) , # ( 1 , 0 , 2 ) e C (3/2 , 1 , 3/2) e defi-

nido por uma recta do maior inclinação, determinar : 
o) os traços do plano f t . 
6) a intersecção dos dois planos . 
c) o ponto da intersecção de cota igual ao afasta-

mento e o ponto da mesma reeta de eota e afas ta-
mento simétricos. 

3851 — Dados os pontos A — fï, 3, B ~ p s , e 
C qualquer, determinar : 

w) o ângulo AÔB . 
b) a projecção vertical de um ponto M , de que se 

conhece M*-, sabendo que o ponto está a igual 
distância de A e l i . 

3 8 5 2 - D a d o s os pontos A ( 0 , 4 , 2 ) , 5 ( 3 , 6 , 3 ) 
e C ( 5 , 5 , 1 ) , determinar o centro da esfera que por 
eles passe e cujo raio <5 igual a 4 . 

3 8 5 3 — Dado um trapésio [AB CO], determinar o 
centro, o eixo e as rectas limites de uma homologia 
que transforme o trapézio num quadrado de lado dado. 

F. G. L. — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A — 2.° Exame de Fre-
quênc ia — 20 de Maio de 1952. 

Ponto n . M 

3 8 5 4 — Para resolver no sistema de projecções 
cotadas ; 

Dadas duas rectas p e q e um ponto P, déter-
r a . - p 

minar e o ângulo de r com vu. Unidade 
t i í 

para as cotas: 2cm. 

3 8 5 5 — Definida uma superfície cónica pelo vér-
tice e pela directriz existente em ipu, conduzir por 
um ponto dado P uma tangente à superficie de pro-
jecção paralelas e indicar a distância de P ao ponto 
de contacto da tangente com a superfície. 

3 8 5 6 — Seja AB um segmento paralelo a L T , 
de comprimento 5 cm e CD um segmento de 4 cm, 
perpendicular a , e tal que os dois segmentos 
se cortam ao meio. Tomando CD para eixo trans-
verso e AB, para eixo imaginário de uma hipérbole 
[A], qual a superfície [>] gerada por [A] quando 
roda em tomo do eixo vertical? Existe alguma recta 
que gere a mesma superfície? Definir pelo vértice e 
por uma directriz o cone assintótico da superfície 
(se existir). Qual o plano polar de O = AB • CD em 
relação à superfície? Determinar um dos planos tan-
gentes a [1] que fazem um ângulo de 43° cora vo e 
passam por um ponto dado. 

3 8 5 7 — Seja [c] uma circunferência de tpç e [ t ] 
um hiperbolóide de revolução de uma folha definido 
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•pelo eixo vertical e por uma geratriz. Considerando 
um plano assinto tico a do hiparbolóide cujo traço 
horizontal forme com I*T um ângulo de 45°, deter-
minar o vértice de uma superfície cónica de directriz 
^c] que seja cortada por a segundo uma hipérbole. 
Indicar as assintotas da secção e um ponto de tan-
gente horizontal e determinar os vértices e focos da 
projecção vertical da hipérbole. 

F. C. L. — G E O M E T R I A D E A C B I T I Y A — Exame Fina l — 
24 de Junho de 1952. 

Ponto n,° 1 

3 8 5 8 —Seja [a] uma superfície cónica de vértice 
V ( 0 , 1 , 1 ) e cuja directriz é uma circunferência exis-
tente em v0, de centro C ( — 1 , 2 , 0 ) e raio 1 . To-
mando uma élipse de v0, de centro £ { 3 , 3 , 0 ) e 
semi-eixos 1 e 2 , para directriz de uma segunda su-
perfície cónica [ji], escolha um vértice para esta su-
perf ície por forma que na interseção de [a] com [fi] 
haja dois ramos hiperbólicos e um parabólico, e in-
dique a assintota de um dos ramos hiperbólicos. 

3 8 5 9 — Definido um hiperbolóide por rfiivo, roliça 
e d f , determine uma 4," geratriz dt do mesmo sis-
tema, e defina, pelos traços, o plano tangente à super-
fície que passa por um ponto dado o contém a gera-
triz f / j . Indique o ponto de contacto. 

3 8 6 0 — Definido um parabolóide hiperbólico, por 
duas directrizos e ip0 como plano director, determine 
as assintotas da secção feita por um plano l v 0 . 

3861 — Dado uma recta r | j fJj| e ama superfície 
cónica definida pelo vértice e pela directriz circular 
em v0, conduza um plano tangente à superfície pa-
ralelo a r . Determine o ângulo que faz com ço o 
plano obtido e os pontos do plano equidistantes de 
VQ e <p„ , 

F. C. L. — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A — Exame Final — 
30 de Junho de 1952. 

Ponto n.° 1 

3 8 6 2 — Seja [a] uma superfície cónica de vértice 
V ( 0 , 1 ,2 ) e que tem por directriz uma circunferên-
cia existente em v0, de centro C(2,3/z,0) e raio 1, 
Tomando g || fiy para direcção das geratrizes de uma 
superfície cilíndrica [fi], escolha em tp0 uma direc-
triz para esta superfície por forma que se verifique 
um duplo beijamento na intersecção de [a] com [Ji], 
Indique os pontos duplos da intersecção e determine 
as tangentes num deles. 

3 8 6 3 — Dofinido um hiperbolóide por 3 directrizes 

('lll<Po o rf3) determine o centro da superfí-
cie e o parâmetro da geratriz g ± v j . 

3 8 6 4 — Mostre, a part i r da fórmula de C H I R L E S , 

como varia o plano tangente ao longo de uma gera-
triz de uma superficie empenada. Exemplifique para 
o caso do parabolóide hiperbólico isósccles definido 
por 2 directriz e tpn como plano director, conside-
rando os planos tangentes em pontos de uma geratr iz 
de frente. 

3 8 6 5 — Dada uma esfera de centro C e raio r , 
conduza-Ibe um plano tangente por um ponto exte-
rior de modo que o ponto de contacto tenha uma cota 
dada. Conduza por P uma recta do plano obtido que 
faça um ângulo dado com as frontais do plano. 

F . C. L. — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A — ! . • Exame de Fre-
quênc ia — 29 de Janei ro do 1953. 

Ponto n.° 4 

3 8 6 6 — Dados os planos a. = P • r (r' = r") e f i , 
definido por umarec tade maior inclinação, determinar: 

a) a intersecção dos dois planos. 
ò) os pontos de a a igual distância de vg e 
c) os pontas de jí ta is que co ta+afas tamento — K 

(constante). 

3 8 6 7 — Para resolver em geometria co tada : Dada 

uma recta r | o um ponto , obter sobre 
r dois pontos M e N » uma distância dada de P 
e determinar o lugar geométrico dos vértices de todos 
os triângulos do plano P-r que têm por base MN 
e área dupla da do triângulo [P-l/iV]. Unidade para 
as cotas: 1 cm, 

3 8 6 8 — Seja a um plano definido pelos pontos 
- « ( 0 , 0 , 0 ) , . 4 ( 1 , 2 , - 2 ) e P ( 3 , 1 , 1 ) , Determi-
nar as projecções do triângulo equilátero de vértice 
em P e com um dos lados sobre .1/.4 e o centro da 
esfera que passa pelos vértices do triângulo e pelo 
ponto JÎ (6 , 1 ,1 ) . 

3 8 6 9 - C o n s i d e r e os pontos S ( 0 , 0 , 5 ) , . 4 ( 0 , 4 . 0 ) , 
B ( - l , 5 , 0 ) , 0 ( 1 / 2 , 7 , 0 ) , D ( 2 , 4 , 0 ) e P ( 3 , 6 , 3 ) . 

Colocando em S um foco luminoso e supondo t rans-
parentes os planos de projecção, conduzir por P uin 
plano onde o quadrilátero opaco [ A B C D ] produza 
uma sombra com a forma de um paralelogramo. De-
fina a sombra pelas suas projecções. Como determi-
nava um segundo plano onde a sombra fosse um pa-
ralelogramo de área dada? 

3 8 7 0 — Para resolver em geometria cotada: —Dada 
uma superfície cilíndrica de directriz circular exís-
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tente em % e d e geratriz com declive igual a 100•>/,, 
conduzir por um ponto dado duas tangentes à super-
fície sendo uma de nível e fazendo a outra um ângulo 
de K a com a primeira. Indicar os pontos de contacto. 
Unidade para as cotas: 2cm. 

3871 — Dado um elipsóide de revolução de eixo 
vertical [ej e uma recta de nível n , seja ff a famí-
lia de planos tangentes a [s] paralelos a n . Que 
nome se dá ao lugar geométrico dos pontos de con-
tacto dos planos de ff? E ao plano que contém esse 
lugar geométrico? Determine um plano da família ff 
que passe por um ponto dado. 

3 8 7 2 — Demonstrar que a intersecção de duas quá-
dricas de revolução, com um plano equatorial comum 
se projecta ortogonalmente sobre este plano (ou qual-
quer plano paralelo) segundo uma circunferência. 
Aplicar o resultado à determinação dos pontos de 

encontro de uma recta com um elipsóide alongado de 
revolução. 

F, C , L. — G E O M E T R I A D E S C R I T I V A — 2 . ° Exame de Fre-
quência — 20 do Maio de 1953. 

Ponlo n." 4 

3 8 7 3 — De uma superfície cónica de 2,* ordem 
conhecem-se 5 geratrizes, uma das quais de nível e 
outra de frente. 

a) Determinar o género da directriz da superfície 
em ifc. 

ò) Conduzir por P (dado) um plano que seccione 
a superfície segundo uma hipérbole de que sejam 
direcções assintóticas as geratrizes de nível e 
de frente dadas, 

c) Determinar as assíntotas da secção e indicar 
como se podem obter os eixos, vértices e focos 
da sua projecção vertical. 

F. C. C. — C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L _ 2 ° Exame de Fre-
quênc ia — 1902-53. 

3 8 7 4 — Determinar as trajectórias ortogonais da 
família de curvas ij1 + y k x. 

K : 4 x* + 2 (y* + y) — log (1 + 2 y) = C . 

3 8 7 5 — Determinar a curva integral da equação 

(z + 1) y y" + (x + 1) y11 = y y< 

que contem os pontos A ( 0 , 0 ) e B 

R : Trata-se de uma equação de L I O U V I L L K que tem 
por integral geral y 1 - C (x5 + 2 x) + 2 C ' . A curva 
integral que contem os pontos dados corresponde aoi 
valores C « 0 e C = — 1 das constantes. 

3 8 7 6 — Determine a área da região limitada pelas 
curvas y = log x, a = - 0 , y*=- 0 e jf = J . 

R : e — 1 , 

3 8 7 7 —Mostre como se podo integrar a equação 

3 8 7 8 — Demonstre o teorema de Dn Bois Rtivaoun. 

I. S . C . E. F. — A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L — 1,° exame de 
f requência extraordinário prát ico — 19-3-954. 

A N A L I S E I N F I N I T E S I M A L 
* x i - 2 x 4 - 1 

3 8 7 9 - Calcular / 
I 

s c ! - 2 T + 1 
- dx. 

(xl - 1) (X 4- 1)! 

- f s 
r x - 1 

d x = / ^ . ( I 
X J ( * 4 _ 1 ) ( x - f l ) * 

7 1 4 , 1 
12 log-x — - — 

2 x* x s (x + 1)2 2 ( x + l ) 
3 . . . . I 

+ 

+ 14 log (x + l ) + — log ( x * + l ) + — arctg x + K . 
u w 1U 

I I 

3 8 8 0 — Determinar uma fórmula de recorrência 
f* (c* + (B)* 

para o cá l cu lode / „ „ = I — dx 
' J (o' + a;3)" 

e inteiros. 

Calcular em par t icu lar : 

r r dx C a + * 
o) / (a + a;)"1 dx 6) I - — c) / dx. 

, / > + * )—i(a + x)J 
(a3 + 

/
(a + x)ra-s (aí + x») + 2 

( a 3 +x 3 )» 

d x -

2 a x (a + x)™-3 

d x -

"(a + i ) " " ! x 
" I M - I . N - I + 3 / , , T — - D X — , N - 1 J (a3 + x3)" 

a ( a + x ) - - 3 a (m —2) 
"I Z— ' M - 3 , N—1 + " n — l (n — l ) ( a i + x!)"-' 

a) J (a+x) ( a + x ) ™ 4 " ' 
" d x = i - + C 

m + 1 
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/ • d i 1 r x 1 — 
b) . f dx = 

J (a* + a J J (a1 + x*)* 
1 c d x i r 2 x * d * 

™ "ã2 J a2 + x2 ~2a*J (a 2 a * J (a2 + 
1 x x 

„ arctjr — h • 
2 ai a 2a 2 ( a 2 + x2} 

O) f J L t i - d x - a f -
f f a í+x i )» . ? ( (a*+x*)» 

1 r a l + xz-x* 
" a J (a' + **)» 

t /*2x*dx 
/ ( 

d * — 

(a*+x*)» 
1 

i ^ T s * ) * 
1 

i r a * 
2 . / (aP+x*)> 

1 r dx 
a . ' fa ! + i 

dx-

2 a I (a2 + x2)' 4 (a» + x2)2 

x 1 

1 X 
- arctg - + 

a 2 a 

(a: 

2 ai (a2 + x') 4 (a2 4 x2)2 

1 

1 / (> ' + 
2 a \ -

a 
x 2 ) " 2 

x + 

arctg f —— 

1 1 x 
— -— arctg 

4 ( a i + 4 a (a^ + x2)2 8 a* a 

8 a3 (a2 + x*) 

I I I 

3881 — Determinar a condição de existência de 
/'"x" - 1 , „ . , , 

/ — I dx com m,n> 0 inteiros c calcular 
Jo x" - 1 

esto integral para m — 2 ,n*=4 e para m — 1 ,n — 4 . 

R : A condição de existência é i i i < n + l . 

Para m = 2 , n •= 4 cem: 

, " « 1 ! - 1 C d x I 1 « TT 
1 - J o 5 T Í - d r - J a ^ T - L a r C t g X J 0 " ã -
Para m — l , n — 4 vem: 

t — 1 /-"" x — 1 
I - - d x - / -

Jo X4 — 1 Jo ( 

Io iw-

d x 

X + 1 ) ( * * + 1 ) 

2(x* + 1 ) / 
d x . 

sendo O a origem dos eixos, (coordenadas cartesia-
nas ortogonais). 

b) Discussão —Em que domínio existem funções 
reais « (JC) satisfazendo à condição dada? 
R : a) A equação dada equivale a 

div grad - — ^ I/[(i—a) 1+ 6 a2 + b2 + c2 dx r í K ' 

+ (y —b) J-t-(z —c) K] ou ainda 
6 

a ' +• b2 + c2 

du = 
6 dx 

d u / v 

(a2 + b ' + c2) (x - a) 
6 r dx fi log (x — a) r dx 

- C 2 J X - I 
c. 

+ 1 ) 2 ( x 2 + l ) 
r i x + 1 1 1 ™ * 

- ~ ]°g . + 5 ar tg X -
L 2 Y I Z + I 2 J Ú 4 

L S. C. E. F. — A N A L I S E I N F J S L T E S I K A I . — 1.* Exame de 
frequência extraordinário (teórico) — 20-3-954. 

I 

3 8 8 2 — a) Sendo P(x,yfz) um ponto variável e 
P j (a , li, c) um ponto fixo, determine uma função 
escalar u , só da variável x, que satisfaça à equação 

div grad [ p ^ f w - g r a d **/(P - PO 

a2 + b2 + e2 J x — a a2 + b ' + c ' 
b) O domínio terá de ser evidentemente ( a , + co ). 

II 

3 8 8 3 - Verifique: 
1.°) Que o teorema de Peano não ê aplicável ao 

sistema: 

yz — x* + xí 
. yj — 4 x* + 3 a;3 no intervalo ( — a , o ) . 

2.°) Que as funções são linearmente dependentes, 
qualquer que Seja x . 

Que conclusão deve tirar-se destes dois factos? 
R : 1.°) O Wronskiano do sistema 
é W - 3*2-t2x3 X! + X3 4 x3 + 3 x3 

Gx + 6 x1 2 x -1-3 x 1 8x-(-9xi 
6 + 12 x 2 + Gx 8 f l 8 x e como os 

complementos algébricos da última linha são todos nulos 
em x = 0 , ponto interior a ( — a , a) , não se pode 
aplicar o teorema de Peano. 

2,°) Existe um teorema que diz: mSe um sistema de 
funções for linearmente dependente o Wronskiano das 
funções i identicamente nulon. 

Ora ê evidente que W =• 0 para qualquer valor x 
(a terceira coluna é a »0111a das duas primeiras) e então 
está verificado que as funções são linearmente depen-
dentes. 

Destes dois factos conclue-se que embora o teorema de 
P s A NO não seja aplicável às funções dadas elas são 
tinearmente dependentes. O teorema de PEANO e o teorema 
enunciado em 2.°) não são proposições reciprocas. 

III 

3 8 8 4 — Como se sabe, demonstra-se a existência 
r do integral de S T I E L T J E S I f ( x ) dF ( J ) quando / ( x ) 
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for cont inua e F (x) de variações l imi tada em ( a , 6 ) . 
Veja se sabe definir um in tegra l de S T I B L T J E S 

J* f(x)dF(x) que será finito Bem que a função 

«eja de var iação l imitada. 

I V 

3 8 8 5 — Verifique qne div g r a d / ( r ) = / ' ( r ) +-
r 

Jx 1 (r) sendo f ( r ) uma função escalar da dis tância r 
d o ponto variável P (LCJ , x2 , • • • x„) do espaço n-di-
mensionat à origem 0 ( 0 , 0 , • • • 0 ) . Supõe-se, bem 
•entendido, que existem as der ivadas / ' (r) e / " (r) 
^coordenadas car tes ianas ortogonais) . 
R : r — i/xf -+• • • - -(- x* e como: 

x„ 
dxk (Ir rfXi r 

f " (r) 
( r i » ) 

• f " (r) • » f ' ( r ) 
- i r ; - — í *! + 2 

vem: div g rad f(r) = 
f (r) 

- f " ( r ) + 

r 3 a 
2 

n f 1 (r) f ' ( r ) n — t 
f ' ( r ) + f " ( r ) . 

I . S . C. E. F. — A N Í U B E I N F I N I T E S I M A L — 2.° Exame de 
f r e q u ê n c i a teór ico (ordinár io) 14-6-54 

I 

3 8 8 6 — a) Verifique que a equação yzdx— 
— xz dy — y* dz — 0 é completamente integrável , 

x 
b) Sabido que F— Ioga C é integra] da 

V 
•equação, verifique que X — é Jactor integrante. 

y-z 

I I 

3 8 8 7 — Verifique que a equação yqi + xp — s é 
in t eg ráve l por dual idade e in tegre-a . 

III 

3 8 8 8 — Sendo P { x i , k j , ••• a„) um ponto do es-
p a ç o «-dimensional , d iga como se ex tende o conceito 

•de j^/(P)dV q u a n d o ; 

IV 

3 8 8 9 — Se) a U (x , y) — Const. a equação geral 
duma famíl ia de curvas planas r num sistema de 
eixos rectangulares . Qual é a condição necessária e 
suficiente a que deve sa t i s fazer U (x , y) para que as 
curvas que cortam as curvas r sob ura ângulo cons-
tan te « sejam representadas, qualquer que seja « , 
por uma equação da forma U , y) + V (x, y) t g « = 

onde V (a;, y) è independente de a e C desi-
gna uma constante a rb i t rá r ia . 

Expl ica r o resultado por meio da teoria das funções 
anal í t icas duma variável complexa. 

3 8 9 0 — Analise os casos de indeterminação, nos 
problemas do cálculo das variações, re la t ivos: 

J/ M , 
I / ( * , J , y ' ) dx-, 

2.1) ao in tegra l duplo j J f (x,y ,z,p tq) dx dy, 

1. S . C. E. F. — A K Í L I S K I N F I N I T E S I M A L — 2 .* exame de 
f r e q u ê n c i a teór ico (ex t raord inár io ) — 3 - 6 - 954. 

I 

3 8 9 1 — Se / ( u ) é uma função que admite as 
der ivadas f (u) e / " (u) sendo u uma função homo-
génea de grau n das var iáveis x e y most rar quer 

.cCv 

a) f{P) se torna infinita em V um número finito 
R e v e z e s ; b) f'(P) se torna infinita em V um nd-
mero infinito de vezes; c) o domínio V é i l imitado. 

Mostrar que J j son (xz : dx. d y é divergente 

q u a n d o A é o primeiro quadrante . 

_ 1- 2 xy + í/4 — 
y dxdy y dy* 

— n ( n - 1 ) u f< ( t i ) + « » u 1 f » (u) 

II 

3 8 9 2 — As fórmulas de R I E K A N N e O S T K O O J U H B X I 

no cálculo de áreas planas o de volumes. 

III 

3 8 9 3 — Considere a função de variável complexa 
w = a r e t g a (z — x -f i y ) . 

1.*) Pôr esta função na forma P(xry) t ( (?a ; ,y ) 
onde P e Q representam funções reais das variáveis 
reais x e y. 

2.°) Definir as curvas representadas em coordena-
das rec tangulares pelas equações P = constante, 
Q — constante. 
• 3.°} Achar o ângulo segundo o qual uma corva da 

pr imeira famíl ia corta a ou t ra da segunda faraitia. 
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IV 

3 8 9 4 — Encontrar as expressões gerais das duas 
funções PÇát j j f , » ) , Q (x,y,z) tais que as duas 
equações: dz P (as ,y ,z) dx + Q (x ,y ,») dy 

dz<=2[P(x, y ,«) dx + Q (x ,y ,«) d jr] 
sejam uma e outra completamente in tegráveis . En-
contrar a expressão gerai das funções \ ( x , y , t ) t a i s 
que a equação: 

dz ~ *(x,y,z)[P(x,y,z)dx + Q(x,z,z)dy] 

seja também completamente integrável . 

3 8 9 5 — No problema de cálculo das variações 

respei tante ao in tegra l / A'(a;, ^ , y' d x a fun-
' ir. 

df 
ção y ( J ) é dada pela equação diferencial 1) — — 

d x \ d y ' J dx*\dy"J 

dy 

Provar que : a) a equação 1) é de segunda or-
dem se F(x,y,y<,y") = y"f(x,y,y') + g(x,y,y'). 
ò) a equação 1) reduz-se a uma ident idade quando 
_ , , d<? , Ó<t à<f j , 
F ( as, V , V , V 1 — V -—: + V F- ~ onde o e v > J dy' dy ÒX 
função de x,y,y'. 

I. S. C. E. F. — ANÁLISE INFINITESIMAL — Exame f i n a l -
Época de J u l h o - 16-7-954. 

í 

3 8 9 6 — Se F l í x l , x 1 , x 3 , x t , x i , x ^ ) ^ < f { X , Y , Z ) , 
onde X — x2 xq — x% x$, x j — x i x* , Z — 
— xz Xi , mostrar que : 

a) F'Xi + x2 Fx, + x3 F'x, — 0 
- b) xt F'Xi + ijj F'x, + F>m. - 0 . 

Demonstrar ainda que, sendo F homogénea de 
grau n em X\ , , x3 , « é também homogénea de 
g rau n em X , Y , Z e F homogénea de grau n 
em x ( , , x 6 . 

l i : a) x, E ' 3 l + x3 F ' i , + X, F'*, = x t x3 -
- a ' z X3) + X, ( — T ' r X j 4- Xj) 4-

+ x j x j - í ' y X,) - ( J . 

b) x4 F ' i , + x5 F'*, 4- x s - x, ( - x„ + 
+ x5 ( o* x6 — if'% xj) 4- x6 ( - ç V Js + ifr 

Sendo F homogénea de grau n em x | . x3. x3 . tem-se, 
tegundo o teorema de E U L E R : (1) x( F ' i , + l i , 4-

4- x3 F1^, s a n F { x ^ x ^ x j t x ^ x j , x6) = n f (X , Y , Z ) . 

Ora x j F'x, 4- Xj F 'x , 4- xa F'x, - x, ( - x6 4 -

*f !p'i Xj) 4- Xj (f'x Xo — <pr>= t j ) + *a ( - Xs 4-
+ Í . V X*) - — * s ) 4- ( X j x4 - X, X 6 ) tp'y + 

4- (xi x5 — Xi Xj) = X ( ' i 4- Y + Z e a i f l^aí-
dade (1) dá imediatamente: 

4- Y <p\ + Z *» n Íp (X , Y , Z) , " c . q . d . 
Para demonstrar que F é homogénea de grau n em. 

x4 , x s , x6 , basta notar que : 
X* F ' * . + XS F ' x . 4" X6 F 1 * , - (ç'x X3 - s ' ; , ! ; ) + 
+ x 6 ( - <f'x X j H- o ' z X , ) 4- X6 { ? ' x X j - X[) — 

— (XI X6 — X3 XS) o ' x 4- (x3 X4 - Xj X„) o ' y + 

4- (X, x5 - X! X j ) y z - X » ' , + YifV 4- Zif ' z -
= n !p (X , Y , Z) — n F (x i , x s , x3 , Xj, x ( , x&) 

o çwí- JHõsícu í/ne F é homogénea de grau 11 em x 4 , x 5 , x t . 

II 

3 8 9 7 — Sendo T uma curva plana, considerera-s» 
as circunferências de raio r cujos centrçs estão em* 
r . Determinar a envolvente desta famíl ia de c i r cun-
ferências e provar que ela é const i tuída por d a a s 
curvas paralelas a r à d is tância r. 

R : Sentfo y = f (x) a curoa T a família de circun-
ferências de raio r cujos centros estão em I" é. i* (x . y . c) * 
= (x — c)2 4- [y — f (e)P — r f — 0 e para achar a e n -
volvente tem de se eliminar c entre as equações : 

Ott seja J 

r f ( s , y , c ) ^ 0 

t ^ í x ^ j O ) - 0 

{x-c)*+ [y - f{c)]i-rí = 0 
2 ( i - c) ^ 3 E y - f ( õ ) } P ( c ) - 0 

|{X — c ) 3 + [y - f ( c ) ] ü - r5 = 0 

L x — o — [y — f (e)] f (c) 

A envolvente é, pois, em equaçves paramétricas -

y - f ( o ) + 
/ Í W + i 

- r f ' ( e ) x = e 4-

dy 
• [ P ( « > 1 > + 1 

d y d c 
Como —— = - — = f' (c) , como facilmente se pode 

d x d x 
He 

verificar, fica provado que a envolvente é constituída 
por duas curvas paralelas a r . 

IH 

3 8 9 8 — Dada a e q u a ç ã o l i nea r : 

<Py <lV 
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tome-se uma nova variável independente t l igada a 
x pela re lação t — a(x) e a equação (1) è subs t i -
t u í d a pela nova equação l inear : 

d'y dv 
( 2 ) ^ j + P , W — + ? i 

Encont rar a condição a quo devem sat isfazer os 
•coeficientes p e q da equação (1) p a r a que seja 
possível escolher a função ç de modo que a equação 
{2) tenha os seus coeficientes constantes. 

2 
Supondo p — — , encontrar a expressão geral de 

x 
•ç (x) e o in tegra l geral da equação (I) correspondente. 

d* y d y d y d ' y 
R : Tem-se e ~ J - J - • J s i d x d t d t 1 

-| o" e substituindo estes valores em (1) obtém-se 
d t 

d*y d y 
•a equação o" —— -f (p ç' -+• ç ') —— q y = 0 e para que 

d t5 d t 
«la se reduza à forma (2) terá de ser: 

{p tf' + y — a 
q = b<?" 

Derivando em ordem a x a setptnda equação, obtém-se 

o sistema de 3 equações 
' p + <f" - a * " 

q — b <pla e elimi-
q' 2 b çF ipIJ 

I l q1 \ nando ®r e tp1' vem — { p H I — C que i a relação 
q \ 

procurada, 
2 

Sendo p — — e, substituindo na relação já deduzida, 

J L 
2 q 

obtém-se: — + = + vA q (i. const.) equação di-

ferencial que se pode tinearizar fazendo + — —. 

A equação linear é 2 o - s u ' - U que. inte-
k * ' 

grada dá u = \ x + u. x5 e portanto q 
x* (x + i ) " 

k f 1 
( i , k constante). 

2 
A equação (1) é então y" -) y' + — v •=• 0 

x x1 (x + a)1 

e, fazendo a mudança de variáveis t — log ———, 
X + a 

d' y d y 
obtém-se + — + k y — 0 que se integra petos 

métodos já conhecidos. 
Holuqfleí dos 3870 d 3SB8 de Fernanda d• J«as 

A L G E B R A S U P E R I O R 
T . C. L . — ÁLQEHIIA SUPERIOR — P o n t o s de f r e q u ê n c i a 

do ano de 1953 54. 

3 8 9 9 — Mostrar que todo o grupo abeliano finito é re-
solúvel (admite uma série normal de factores abelianos), 

3 9 0 0 — Se um anel S tem um número finito de 
geradores, prove que <3- também tem um número 
finito de geradores. Qua i s? Generalize o resul tado, 

3901 — Mostre que um anel simples que é anel 
zero, isto é, tal que Ô 1 = {0} , é um grupo finito. 

3 9 0 2 — Seja SJl um módulo — O. Determine a ex-
pressão geral do grupo gerado por « , Note que tal 
•grupo com cada elemento contém os resultados das 
aplicações dos operadores de n , por ser sub-módulo 
_ad missível. 

3 9 0 3 — Sejam 8 Ç 5 1 , dois anéis de caracter ís t icas 
7çf5 e 7m- Prove que 7m±7m' 

Mostre qne todo o anel 33 se pode mergulhar no 
anel 91, com unidade, e tal que y — y . 

' ' 8 ' 8 1 

3 9 0 4 — Seja (5 um anel simples que não é anel 
zero MoEtre que o centro j ^ (0) é um 

•Corpo. 

3 9 0 5 —Seja 21 um anel totalmente redutível . Mos-
t re que 

a) Se o é um ideal bi lateral de 31 então 
a como anel, é totalmente redutível, 

ii) Se 91, 91*, SR**, forem os radicais de a, então 
o pode-se escrever 

a — 9 1 4 - 6 
a - 91* + b* 
a - 9 1 " + 6 " 

em que 6,6*,6**, são anéis cujos radicais 9t ,9l*,9l** 
São nulos. 

3 9 0 6 — Seja 31 um anel comutat ivo. Prove que o 
radical 91 é a intersecção dos ideais b i la tera is b ta is 
que Sl/6 tem radical 91 — 0 , 

3 9 0 7 — Considere o de terminante 

4 - d e t | 2 0 ^ 6 ^ 1 

como função dos vectores 

Q, - )ait , « Í M I 

• n 

admit indo que os são constantes. Tendo em conta 
que A verifica 2 propriedades caracter ís t icas dos 
determinantes há uma proposição que permite deduzir 

, 2 , 
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a regra do produto do determinantes . Diga quais são 
as propriedades verificadas e deduza que efectiva-
mente se tem 

3 9 0 8 — Seja 9JI um módulo — D onde fl é um corpo 
sat isfazendo à condição de cadeia ascendente. Sa-

bendo-se que o elemento unidade do corpo a c t u a 
como o automorfismo ident idade (x 1 — x) demonstre 

a) que _ee 2TI for simples è 5BÍ=-uíl em que u^bO è 
a rb i t rá r io e v e 2Tt 

6} que se não é simples, è soma d i rec ta dum. 
número finito de módulos simples. 

P R O B L E M A S 
Problemas propostos ao concurso 

S E C Ç Ã O ELKMENTAH 

3909 — Provar que 

(1 + i /3)" = 6 ( 1 4 - V/ã)""' + 4 ( 1 + v/5)""3 

3910 —Considere um tr iângulo equilátero (ylj,Bj ,Cj] 
de área £1. Inscrito no t r iângulo anterior um novo 
t r iângulo equilátero [At, D2, C't] tal que os sens lados 
sejam respectivamente perpendiculares aos do ante-
rior. Do mesmo modo e indefinidamente t r iângulos 
equiláteros, inscritos nos sucessivos t r iângulos que se 
"vão obtendo por aquele processo. 

Calcule o limite da soma das áreas dos t r iângulos 
quando o número destes tende p a r a oo. 

S*cç.ío M É D I A 

3911 — Demonstrar que 

ri"{arctg3c) { « - 1 ) 1 
— ( - 1 ) " - ' - — sen (n • are cota;). 

r/x" V ' {l + x')1"1 

3912 — Demonstrar que a c o r r e s p o n d ê n c i a 
a 4. b 1—» « + t> V 5 (o e 6 racionais) não é um 
isomorfismo, e provar que não pode existir nenhum 
isomorfismo entre os corpos R (VÜ) e R . 

Resoluções dos problemas do concurso, propostos 
no n.° 5 6 

Apresentou soluções correctas dos n . " 3730, 3731 
e 3732, que se publicam, o Snr. Fernando de Jesus. 

3 7 3 0 
2 t g x 

R ; Como t g 2 x - virá t g 2 x tg x s 
1 + T G ! X 

2 tg"x , 2 tg*x 
-- •——— •>{) e lambem é evidente que < 2 

14- tg^s I + tg 1 x 
donde se conclui que 0 < ^ t g 2 x t g x < 2 o que mostra 
que é impossível a dupla desigualdade proposta. 

3 7 3 1 
E : Como p = O P cos a e p = 2 cos A vem 

3 cos A 2 cos A 2 cos A 

Conclui-se também que QK — 

q - 4 

q _ 4 q — 4 
sen « / l - c o s " « 

q - 4 

\/1 , / T Z 
V 1 + 4 cos1 A V 1 +4 eos1 j 

•. Então 

r — QR cos a 

L COS' A V I + 4 eos1 A 
q — 4 2 cos A 

V ^ l + 4 cos ' A 

l / l + 4 cos' A 

= 2 cos A (q — 1) e como q = 1 -}- p* — 1 + 4 cos1 A 
vem r — 2 cos A (4 cos' A — 3) — 2 eos 3 A c. q. d_ 

O P \ f L + p* 1^1+4 cos5 A 

3 7 3 2 
R : Sendo x = n (inteiro) e substituindo este valor 
na função da-Jn, vem y=r ns 4- (2 n-j- l ) (n — n) na 511« 
(f o mesmo valor une te obtém fatendo x —n em y = x ' . 

Considerando os inteiros consecutivos n e n 4- 1 e 
sendo X —n+(l (0 - < í -< 1) vem para valor correspon-
dente da função : Y — n*4- (2 n +-1) 5 . 

Ora a equação da recta que passa pelos pontos (n , n1) 
[(n 1 ) , (n 4- l ) 1 ] pertencentes a y — x s e' Y — n ' = 
«=• (2 n + 1) {X — n) e fazendo X = n + 6 vem Y — +-
+ ( 2 n + l ) 3 , 

F i c a assim demonstrado que a representação gráfica 
da equação é uma poligonal inscrita na parábola y = x* 
eujos vertices correspondem aos valores inteiros det 
variável independente. 

3 7 3 3 — foram apresentadas soluções. 
eus i 


