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Foi em fins rio século passado que, na teoria dos 
conjuntos, surgiram alarmantes contradições. A pri-
meira destas antinomias foi descoberta por IIIIRALT-
-FOHTI em 1897: por um lado eonsegue-se demonstrar 
que existe um número ordinal maior do que todos os 
outros, por outro lado demonstra-se que, para cada 
número ordinal, existo um outro número ordinal maior 
do que esse. O próprio fundador da teoria dos conjun-
tos, G. CANTOU, descobriu em 1899 que a noção de 
conjunto C de todos os conjuntos é era si contradi-
tória: o número cardinal de C deveria ser maior 
que qualquer outro número cardinal; por outro lado, 
o conjunto de todos os subconjuntos de C deveria 
ter um número cardinal maior que o de C, segundo 
um teorema geral da teoria dos conjuntos. 

Reconheceu-se em breve que tais contradições estão 
intimamente ligadas a certas antinomias de carácter 
puramente lógico. Uma destas antinomias era conhe-
cida pelos filósofos gregos como o paradoxo do mentia 
TOSO: «O que eu digo neste momento È falsoo. 

Ainda de carácter puramente lógico a o paradoxo 
relativo a noções impredicáveis, descoberto pelo filó-
sofo e matemático inglês BKKTRAND RUSSEI.L. Um pre-
dicado (ou uma noção) diz-se predicável, quando pode 
Sfir afirmado a respeito de si próprio; caso contrário, 
diz-se impredicável. Por exemplo, a noção de anoção» 
ó ela mesma uma noção —logo «noção» é um predicado 
predicável. Mas já a noção de «casa» é impredicável, 
pois não faz sentido dizer que a noção de «casa» é 
uma casa. 

Consideremos agora a noção de «impredicável». 
Será esta uma noção impredicável ? Não, porque nesse 
caso seria predicável. É então predicável? Também 
não, porque nesse caso seria impredicável. Como se 
vê, ambas as hipóteses conduzem a uma contradição. 

Uma outra antinomia lógica é o chamado paradoxo 
de RICHARD. Existem certamente números naturais 
que podem ser definidos com menos de trinta sílabas. 
Mas, sendo assim, a definição 

o O mais pequeno número natural que não pode ser 
definido cont menos de trinta silabasn 

conduz a uma contradição, pois é feita na realidade 
com menos de trinta sílabas. 

H . POINCARK p o r u m l a d o e l i . RUSSELL p o r o u t r o 
adoptaram o seguinte ponto de vista para explicar 
as antinomias. As noções predicáveis correspondem a 
entidades do tipo do eonjunto C de todos os conjun-
tos, que tem por elemento esse mesmo conjunto: tais 
noções apresentara o carácter de um círculo vicioso, 
devendo por isso ser eliminadas. Esta qualidade de 
circulo vicioso patenteia-se claramente no paradoxo 
de RICHARD O, nos outros casos, é sempre um tal círculo 
vicioso que aparece como origem da antinomia. 

Parecia então muito simples sair da dificuldade: 
tratava-se unicamente de evitar as definições com essa 
índole problemática. Mas infelizmente há muitas defi-
nições de tal natureza em matemática, sobretudo na 
análise clássica. Basta dar como exemplo a noção de 
máximo duma função contínua /(a:) num intervalo 
[a ,6 ] , expressa usualmente pela notação 

m a x f ( x ) . 
a T <fr 

Na verdade, o máximo d ele mesmo ura dos valores 
numéricos, pelo conjunto dos quais o máximo é definido. 

Mas como é possível que, em matemática, se tenham 
adoptado definições com tal natureza problemática P 
Como é possível que somente os paradoxos da .teoria 
dos conjuntos nos tenham conduzido a reconhecer este 
facto deveras inquietante ? 
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A verdade <S que só nesse momento se tomou piena 
consciência de que os matemáticos trabalhavam com 
urna hipótese filosófica, a que se deu o nome de ponto 
de vista platónico. Consiste esta hipótese em admitir 
que os números, oa conjuntos de números, etc. têm de 
certo modo uma existência independente de nós, de 
forma que já está previamente decidido, de maneira 
independente dos nossos conhecimentos, qual é a 
solução dum dado problema matemático, qualquer 
que ele seja. Ao matemático competiria unicamente 
«achar» a solução dos problemas, «descobrir» a ver-
dade ou falsidade das proposições. Encarada deste 
ponto de vista, a definição de máximo é certamente 
justificada: os valores numéricos de / ( . c ) , embora 
em número infinito, existem no sentido platónico — 
fora de nós, independentemente dos nossos conheci-
mentos — e a definição limita-se a escolher um desses 
números, o maior deles. 

Foi principalmente CANTOU quem sustentou o ponto 
de vista platónico: para ele os conjuutos infinitos 
eram entidades efectivamente existentes, e não apenas 
fícçSes lógicas. L>e resto, toda a teoria dos conjuntos, 
como hoje d ensinada nos cursos universitários, é fun-
dada sobre este ponto de vista: os números cardinais, 
bem eomo os números ordinais, só com essa atitude 
mental podem ser concebidos. 

Mas houve sempre filósofos que se opuseram e ne-
garam categoricamente a possibilidade da existência 
actual (lura conjunto infinito. No tempo de CAUTOS era 
sobretudo KUOKECKER quem atacava a teoria dos con-
juntos por este lado. 

Além disso, o fenómeno dos paradoxos veio demons-
trar que o ponto de vista platónico é contraditório! 
pelo menos para conjuntos quaisquer (cujos elementos 
podem 6er, já por si, conjuntos, conjuntos de conjun-
tos, etc,). 

Levanta-se pois a seguinte questão inquietante: 
se o ponto de vista platónico é inadmissível para os 
conjuntos infinitos, qual é a garantia de que se possa 
mantü-la para os números reais ou mesmo para 
os números naturais? Foi o matemático holandez 
L. E. J. BRODWER quem, de maneira mais genuína, 
formulou e desenvolveu o ponto de vista que se 
exprime abreviadamente nos seguintes termos: a afir-
mação de que existe um número, verificando tal ou 
tal propriedade, só tem sentido, quando é dado um 
processo para calcular esse número, mediante um 
número finito de operações elementares; qualquer 
outra interpretação é desprovida de sentido. E, na 
verdade, parece-me bastante difícil compreender o 
que se pretende significar cora uma frase como esta: 
«Os números naturais existem», desde que se queira 
interpretá-la no sentido platónico. 

Em conformidade com tal critica, BBODWKB deu-se 

ao euidado de reconstruir a matemática sobre novos 
alicerces. Porém esta nova matemática — apelidada 
de iutuTcionista — é muito mais difícil do que a mate-
mática clássica; muitos teoremas simples da análise 
deixam de ser válidos na matemática intuTcionista, 
sendo substituídos por teoremas deveras complicados. 
A escola holandeza tem mantido até hoje o ponto de 
vista brouweriano e continua a trabalhar 120 desen-
volvimento da matemática intufeionista. 

Pode bem dizer-se que, na actualidade, a critica 
radical d(; BKOUWKÍI é reconhecida como inteiramente 
justificada: o ponto de vista construtivo é o único mé-
todo aceitável para uma reedificarão da matemática. 
Mas, por outro lado, sentiu-se a necessidade de pro-
curar uma solução menos drástica, porquanto a mate-
mática intufeionista se afasta exageradamente da 
matemática clássica. A verdade é que os paradoxos, 
origem de todo este movimento, se manifestaram uum 
domínio bem distante da análise clássica, na qual 
nenhum paradoxo se tinha apreseutado. Foi D. H11.-
BHRT quem procurou uma solução que, por um lado, 
satisfizesse à crítica de BROUWER e, por outro lado, 
salvaguardasse a análise clássica. O seu programa 
ora demonstrar que a análise clássica não conduz 
nunca a uma contradição. Sendo assim, mesmo que o 
ponto de vista platónico fosse na realidade despro-
vido de sentido, seria possível adoptar como até aqui 
este ponto de vista e continuar a fazer investigações 
matemáticas na linha tradicional, sem o perigo de 
chegar a resultados contraditórios. Mas esta demons-
tração da não contradição da matemática clássica 
deveria ser feita por um método construtivo no sen-
tido de BROUWEK. 

Eu vou tentar esboçar nalgumas palavras o que se 
entende segundo ÍIILÍIERT por métodos construtivos ou 
finitistas. Kstes métodos devem, primeiro que tudo, 
ter um carácter de evidência, que os dispense de 
qualquer outro fundamento. 

Os objectos das deduções finitistas são sempre 
agrupamentos finitos de sinais elementares, tais 
como etc. Não se diz nuuea que um tal 
objecto existe sem dar um método de o construir. 
Um exemplo típico é a representação dos números 
naturais: começa-se por { , [ [ ; cada sinal que possa 
ser obtido pela adjunção dum novo traço | a um sinal 
já construído representa um número natural. Não se 
concebe nunca a classe de todos estes objectos como 
um conjunto acabado. Quando se diz que uma dada 
proposição é verdadeira para todo o número natural 
n, pretende-se dizer que é conhecido uni processo 
demonstrativo que habilita a verificar essa proposição 
para cada valor particular atribuído a JI . 

Portanto, o afirmar que uma proposição é verda-
deira para todo o número n , implica que se está na 
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posse duma tal demonstração construtiva; dizer que 
a proposição é falsa para algum valor de n significa 
que se possui um contra-exemplo, o qual por sua vez, 
terá de ser controlável por um método construtivo. 
Neste sentido, o principio lógico do terceiro excluído 
deixa de ser válido, pois não se tem a certeza de que 
toda a questão possa vir a ser decidida pela afirma-
tiva ou pela negativa, podendo assim liaver porven-
tura proposições, a respeito das quais não faça sentido 
dizer que são verdadeiras ou falsas. 

Seguindo este método obtém-se uma teoria dos nú-
meros, de carácter construtivo, que não contém toda 
a teoria clássica elementar dos números naturais. 
Portanto, o problema mais simples que se apresenta 
DO programa hilbertiano é o de demonstrar a não 
contradição da teoria clássica dos númoros. 

A ideia de F IILUERT é a seguinte: Analisando os 
processos clássicos de demonstração há-de rcconhe-
cer-se que é impossível chegar com esses processos a 
uma contradição. Existe um só caminho para alcançar 
este fim. A teoria dos números é dedutível dos cinco 
axiomas de PKANO por meio das regras da lógica clás-
sica. Só os taoremas demonstráveis deste modo per-
tencem à teoria clássica dos números. 

Ora, para poder analisar as deduções clássicas de 
maneira precisa, é indispensável formalizar a teoria 
clássica dos números. Quere isto dizer que cada 
axioma deverá ser dado como um certo agrupamento 
de sinais elementares (fórmula) e que as deduções 
deverão consistir em certas operações combinatórias, 
que transformem uma fórmula dada numa outra que 
simboliza o resultado da dedução. Estudando tais 
operações, há então que demonstrar, por deduções 
finitistas, que é impossível chegar, por essas opera-
ções iógicas formalizadas, a um agrupamento de 
sinais que seja a formalização duma contradição. 

A descrição das leis de estrutura duma teoria for-
malizada, das leis de operações com sinais o as dedu-
ções finitistas sobre a teoria formalizada constituem 
as chamadas investigações metamatemática sobre a 
teoria ou a metateoria. 

Com esta orientação, a teoria dos números torna-se 
uma espécie de j ogo com sinais, segundo regras bem 
definidas. E talvez necessário salientar a importância 
duma tal formalização. A formalização da lógica clás-
sica tinha já sido efectuada por BOOLE e FEEOE, de 
cujos resultados IIILBKRT se serviu. Esta formalização 
dá em principio a possibilidade de obter teoremas 
na teoria dos números, de maneira puramente mecâ-
nica. As modernas máquinas electrónicas de calcular 
utilizam já, numa certa medida, estas descobertas, 
pois podem executar operações lógicas elementares; 
eis aí um campo de aplicação, deveras interessante, 
da lógica e da teoria dos números formalizada. 

Mas tornemos ao nosso problema da não-contradi-
ção da aritmética. Como vimos, é possível formalizar 
a teoria dos números de tal modo que, deixando de 
parte unicamente o axioma do terceiro excluído, se 
obtém a teoria dos números construtiva. Trata-se 
então de demonstrar que a adjunção deste axioma 
não conduz a contradição. Conseguiu-se facilmente 
demonstrar a não-contradição de certas partes da teo-
ria ilos números por métodos bastante elementares, mas 
o problema geral resistiu dur3nte muito tempo a todos 
os esforços. No ano de 1931, um trabalho célebre do 
matemático austríaco KUBT GÜDEL veio criar uma 
situação verdadeiramente dramática. Demonstrava 
ele que, com os métodos finitistas conhecidos nesse 
tempo, era impossível dar uma demonstração da não-
-contradição da aritmética. A ideia essencial da sua 
demonstração consiste em traduzir a metateoria na 
própria teoria dos números, estabelecendo uma corres-
pondência biunívoca entre agrupamentos de sinais ele-
mentares (fórmulas) e números naturais: consegue-se 
assim demonstrar que é impossível dar uma demons-
tração da não-contradição duma teoria formalizada 
por meio duma metateoria que esteja contida na pró-
pria teoria. GÜDEI. demonstrou ao mesmo tempo que 
existiam teoremas na aritmética formalizada que não 
podiam ser decididas no âmbito deste formalismo: 
a teoria formalizada era pois incompleta. 

Após o primeiro momento de perplexidade ocasio-
nada por este trabalho, teve-se a intuição de que 
existia ainda um caminho pelo qual podia haver a 
esperança de chegar ao fim em vista, que era dar uma 
demonstração da não-contradição da aritmética. Seria 
ainda necessário, evidentemente, continuar a fazer 
uso de métodos finitistas, mas existiriam porventura 
métodos mais gerais que os anteriores, que não se 
deixassem, coroo estos, traduzir na linguagem da 
aritmética formalizada, E foi o aluno de IJ. HILBEBT, 
G. GENTZEX, quem finalmente, ein 1936, conseguiu 
demonstrar a não-contradição da aritmética, empre-
gando a indução tranefinita até ao número ordinal 

Mais precisamente, o resultado de GEHTZBN consiste 
no seguinte: e possível ordenar as demonstrações da 
teoria dos números de modo tal que, utilizando os 
ordinais daquele tipo, se consegue fazer uma espécie 
de enumeração de todas as demonstrações, pela qual 
se torna eDtão possível reconhecer que nunca pode 
ser construída uma combinação de símbolos repre-
sentativa duma contradição, 

A primeira vista fiea-se talvez um pouco nadúvida, 
sobre se esta indução transfinita <: ainda um método 
construtivo; mas essa dúvida desfaz-se prontamente, 
ao aprofundar o assunto. 
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Uma outra demonstração mais simples do mesmo 
facto foi dada em 1051 por P. LOUKNTZKS [4], que 
emprega uma espécie de indução ramificada, seguindo 
a ordem natural de formação das demonstrações, o 
renunciando portanto a dispõ-las artificialmente num 
conjunto bem ordenado (*). 0 método usado por 
LORENTZEN na sua demonstração tem isto ainda de 
notável: é um método algébrico; a não-contradição 
da aritmética surge ali como consequência do se-
guinte teorema de álgebra \ 

nDado um conjunto parcialmente ordenado C , 
existe sempre uma álgebra de Boor.n completa, B , 
que contem C e tal que toda a álgebra de BOOI.E 
completa contendo C é imagem bomomorfa de B». 

Um outro método ainda mais simples, para demons-
trar a não-con tradição da aritmética, é desenvolvido 
por [JOREXTZKN um [5], A demonstração apoia-se sobre 
nma formalização da matemática intuieionista. 

O método de LORENTÜEH é ainda aplicável par3 
obter uma demonstração da n a o-c ou tradição duma 
grande parte da análise. Mas è preciso notar que não 
se trata agora exactamente da análise clássica. Par-
tindo do sistema Z0 não contraditório da lógica 
clássica e da aritmética, podem deíinir-se conjun-
tos e funções sobre Za por métodos construtivos. 
Os conjuntos e funções assim definidos fornecem os 
números reais de primeiro grau. O sistema Zí de 
números, conjuntos e funções assim obtido é não con-
traditório e pode-se de novo, a partir de Zíi definir 
conjuntos, funções, números reais do seyimdo i/rait, etc. 
A reunião do todos os Z „ , para » = 1 , 2 , " - cons-
titui o chamado primeiro renque, ll\ (2). E neste pri-
meiro renque obtém-se agora uma análise que já 
difere muito pouco da análise clássica. Até a teoria 
de LEPEBUL-R sobre a integração pode ser reprodu-
zida sem mudança essencial na análise construtiva 
(LOEEXTZF.S [7]) . 

Desde logo se reconhece que os graus e os renques 
desta nova fundamentação da análise estão relacio-
n a d o s c o m a t e o r i a dos t ipos de BEUTHANO JÍESSEI.I.. 

Os números reais e, it são já números reais do pri-
meiro grau e, para todas as aplicações da análise, não 
cbega a sair-se do primeiro renque. 

Eu creio que com estes resultados se encontrou já 
uma base bastante larga. Tem-se mesmo a impressão 
de que tais resultados são de certo modo definitivos. 

Também, sob o aspecto filosófico, é deveras inte-
ressante a possibilidade de demonstrar que tudo se 
passa como se o ponto de vista platónico fosse legitimo 

(') Os número* o Til ri* colchetes rcforem-so "• Bi.lio« r.i'U. que 
se oíieontra no fim do a r 11 v (X. de R.). 

(') A, fatta de melhor, trmdur.ImoA i por • [•>r: 'juo- n térreo 
«marche™ empregado feio autor . N. da K.}. 

para os números naturais. Mas, em compensação^ 
parece impossível legitimar o mesmo ponto de vista 
para o contínuo clássico, isto é, para o corpo dos nú-
meros reais. Com efeito, é impossível fazer uma teoria 
construtiva de lodos os números reais. É sempre possí-
vel, sitri, a partir de cada sistema formalizado de nú-
meros reais, construir um outro sistema que englobe 
o primeiro — mas nunca se poderá construir defi-
nitivamente um formalismo que domine a totali-
dade dos números reais. Neste sentido o contínuo é 
inesgotável. 

Por esta ordem de ideias, é-se conduzido a uma 
certa relativização do conceito de número real e 
mesmo da lógica. Até para a lógica se obtém toda 
uma hierarquia de diferentes lógicas, cada vez mais 
ricas: neste sentido, cada demonstração é uma de-
monstração relativa a determinada lógica. Este 
campo de investigações lógicas deu origem a uma 
ciência inteiramente mi generit, que se desenvolve 
na actualidade. 

Mas regressemos ao nosso problema inicial, à 
teoria dos conjuntos. Aqui a situação é talvez a 
mais difícil. Por exemplo, a noção de numeralidade 
tornou-se uma noção relativa. Segundo a teoria de 
LonKNtZES, um conjunto pode ser não-numerável num 
dado renque e passar a sê-lo num renque superior. 
E não se vê qual possa ser agora o sentido dos 
números cardinais superiores da teoria «naívc» de 
CANTOU. 

Um outro facto notável é este: o axioma de ZBBUBLO 
torna-se demonstrável nos domínios construtivos. E 
ÍÍODF.L [3] demonstrou mesmo que, se um sistema de 
axiomas para a teoria dos conjuntos é dado c não 
contraditório, então é possível juntar-lhe o axioma 
da escolha e mesmo a hipótese do contínuo, sem risco 
de contradição, 
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Para uma orientação sobre as questões dos fun-

damentos da matemática, bem como sobre a lógica 
matemática, podem servir os dois artigos da nova 
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edição da «Enziklopädie des .M a t Ii em a tischen \V i s-
senschaften» : ABHOLD Senator, Mathematische Grund-
lagenforschung (Band I 1. tieft 1, Teil II, 1950); II. 
HKKIIEB e 11. SCHOLZ, Mathematik die Logik (Band I 1, 
Heft 1, Teil I, 1952). 

Um livro recente muito acessível sobre estes assun-
tos ê o seguinte: 

S, C, KLKEMK, Introduction to Metamathematics, 
Amsterdam (1952). 

S o b r e a e 

O artigo presente tem primeiramente o objectivo 
de chamar a atenção e, se possível, o interesse de 
alguns estudantes de Matemática das nossas Escolas 
Superiores para um campo particularmente atraente 
da Análise moderna. De acordo com esse objectivo, 
procurou-so dar-lhe uma torma bastante acessível. 

Serve ainda para apresentar um pequeno resultado 
— relativo à possibilidade de definir normas não equi-
valentes em qualquer espaço vectorial de dimensão 
ínfinit&C) i— ao qual não me foi possível encontrar 
qualquer referência, se bem que, pela sua simplici-
dade, pareça bem pouco provável que não se encon-
tre já publicado. 

1. Espaços vectoriais relativos a o c o r p o real. 

No que se segue E representa um conjunto cujos 
elementos, de natureza qualquer, serão designados por 
letras latinas minúsculas. O conjunto dos números 
reais será representado por R e os seus elementos, 
em geral, por letras gregas minúsculas. 

1 .1 , O conjunto E diz-se uin és par o vectorial rela-
tivo ao corpo real. ou simplesmente um espaço vectorial 
real, se 

1.* — A eada par (x , y) de elementos de IC corres-
ponde ura e ura só elemento do mesmo conjunto, 
que se chamará a toma de x e y e ao representará 
por x + y , de tal forma que resultem verificadas as 
condições seguintes: 

a) (* + y) + z = i - | - (y t í ) para quaisquer ele-
mentos X , y , z a E ; 

£>) x + y = y + x para quaisquer elementos 
x , y e E ; 

(*) BoIgbíi-d do juátltüio ilt» Aita Cultura (Contro ílo Ettudos 
U«l«nállwu). 

O Vor 3.S. 

NOTA OA RXDACÇÃO — O precedente artigo é uma 
tradução de apontamentos cedidos amavelmente pelo 
Prof. G. líoTHK à Gazeta do Matemática. Ao ilustre 
professor manifestamos aqui a nossa viva gratidão 
por nos ter oferecido a possibilidade de tornar conhe-
cida de todos os leitores da Ga/.eta o conteúdo desta 
sua conferência de tão vasto interesse, documentando 
assim um momento da sua brilhante actuação no 
nosso meio. 

c) Dados dois elementos a e h dc E existe sem-
pre pelo menos um x e E tal que a + x = b . 

2.° — A cada par (£,x) constituído por elementos 
£ e R e xeE corresponde um único elemento í - x 
ou E i » E, (<J produto de \ por x) , por forma que: 

d) \ x) =• (£ r.) x quaisquer que sejam 
Ç , I ; E B E i e £ ; 

e) {= T Í) x = í x f D x quaisquer que sejam 
E|iicll e x e S ; 

/ ) \ {x + y ) = % x -r \ y para todo o ÇtR e quais-
quer x , y s £ ; 

í?) 1 . x = x para todo o xe E. 

Obs. — Na definição precedente o corpo real R pode 
ser substituído por ura corpo qualquer K\E dir-se-á 
então um espaço vectorial relativo ao corpo K . íJara 
maior simplicidade, porem, só consideraremos aqui 
espaços vectoriais relativos ao corpo real, o que deve 
ser sempre subentendido. 

1,2 . Com facilidade se prova que das condiçSea 
iinpostasnadcfinição anterior resultam várias proprie-
dades para as operações representadas pelos símbolos 
+ e - , operações que ae denominam, respectivamente, 
adição e multiplicação por escalares. Em particular, 
prova-se que existe um e um só elemento u de E 
tal que 

u + at = x para todo o x a E 

e também que, para eada z e E, existe um e um 
só z' e E que verifica a igualdade 

i + z ' = u , 

Ü elemento acima designado por u chama-se o zero 
de E ; em geral, prefere-se para o representar o 
símbolo 0 . z', o simétrico tle z , pode representar-se 
por — z . 
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