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Sobre a ndo contradicdo da Malemética

por Goltfried Kéthe
(Conferéncia realizada na Faculdade de Ciéncias de Lisbos em 27 de Abril de 1754

Foi em fins do século passado que, na teoria dos
conjuntos, surgiram alarmantes contradigoes. A pri-
meira destas antinomias foi descoberta por Burani-
-Forr:r em 1897: por um lado consegue-se demonstrar
que existe um nimero ordinal maior do que todos os
outros, por outro lado demonstra-se que, para cada
nimero ordinal, existe um outro nimero ordinal maior
do que esse. O préprio fundador da teoria dos conjun-
tos, G. Caxror, descobriu em 1899 que a nogfo de
conjunto C de todos os conjuntos é em si contradi-
téria: o mimero cardinal de C deveria ser maior
que qualquer outro mimero ecardinal; por outro lado,
o conjunto de todos os subconjuntos de C deveria
ter um nimero cardinal maior que o de C, segundo
um teorema geral da teoria dos conjuntos.

Reconheceu-se em breve que tais contradigdes estio
intimamente ligadas a certas antinomias de cardcter
puramente légico. Uma destas antinomias era conhe-
cida pelos filésofes gregos como o paradoxo do menti-
roso: «O que eu digo neste momento é falson.

Ainda de cardcter puramente légico é o paradoxo
relativo a nogdes impredicdveis, descoberto pelo filo-
sofo e matemdtico inglés Berrraxp Russenn. Um pre-
dicado (ou uma no¢io) diz-se predicdvel, quando pode
ger afirmado a respeito de si préprio; caso contrdrio,
diz-se impredicdvel. Por exemplo, a nogfio de «nogio»
é ela mesma uma noc¢io —logo «nogio» é um predicado
predicdvel. Mas ji a noglo de «casar» é impredicdvel,
pois nio faz sentido dizer que a nogio de «casa» é
uma casa.

Consideremos agora a noc¢do de «impredicdvel».
Serd esta nma nogfo impredicdvel 7 N&o, porque nesse
caso seria predicavel. E entdo predicdvel ? Também
ndo, porque nesse caso seria impredicdvel. Como se
v, ambas as hipéteses conduzem a uma contradigdo.

Uma outra antinomia légica é o chamado paradoxo
de Ricuarn. Existem certamente nuimeros naturais
que podem ser definidos com menos de trinta silabas.
Masg, sendo assim, a definigio

«0 mais pegueno ntmero natural que nido pode ser

definido com menos de trinta silabas»
conduz a uma contradigfo, pois é feita na realidade
com menos de trinta silabas.

H. Poixcare por um lado ¢ B. RusseLs por outro
adoptaram o seguinte ponto de vista para explicar
as antinomias. As nogdes predicdveis correspondem a
entidades do tipo do conjunto C de todos os conjun-
tos, que tem por elemento esse mesmo conjunto: tais
nogdes apresentam o cardcter de um circulo vicioso,
devendo por isso ser eliminadas. Esta qualidade de
circulo vicioso patenteia-se claramente no paradoxo
de Ricuarp e, nos outros casos, é sempre um tal eirculo
vicioso que aparece como origem da antinomia.

Parecia entio muito simples sair da dificuldade:
tratava-se inicamente de evitar as defini¢bes com essa
indole problemitica. Mas infelizmente hd muitas defi-
nigbes de tal natureza em matemditica, sobretudo na
andlise cldssica. Basta dar como exemplo a nogio de
miximo duma fun¢fo continua f(x) num intervalo
[a,b], expressa usualmente pela notagio

max f(x).
a<z=<p
Na verdade, o mdximo ¢ ele mesmo um dos valores
numéricos,pelo conjunto dos quais o maximo é definido.

Mas como é possivel que, em matemsitica, se tenham
adoptado definigoes com tal natureza problemdtica ?
Como ¢é possivel que somente os paradoxos da teoria
dos conjuntos nos tenham conduzido a reconhecer este
facto deveras inquietante ?



GAZETA DE MATEMATICA

A verdade ¢ que 86 nesse momento se tomon plena
consciéncia de que os matemadticos trabalhavam com
uma hipétese filosdfica, a que se deu o nome de ponto
de vista platénico. Consiste esta hipitese em admitir
que 0s nimeros, os conjuntos de nimeros, ete. tém de
certo modo uma existéneia independente de nds, de
forma que jd estd préviamente decidido, de maneira
independente dos nossos conhecimentos, qual ¢ a
solugdo dum dado problema matemdtico, qualquer
que ele seja. Ao matemdtico competiria Gnicamente
«achar» a solugio dos problemas, «descobrir» a ver-
dade ou falsidade das proposi¢des. Encarada deste
ponto de vista, a definigio de mdximo é certamente
justificada: os valores numéricos de f(x), embora
em numero infinito, existem no sentido platénico —
fora de nds, independentemente dos nossos conheci-
mentos — e a defini¢fo limita-se a escolher um desses
nimeros, o maior deles.

Foi principalmente Canror quem sustentou o ponto
de vista platénico: para ele os conjuntos infinitos
eram entidades efectivamente existentes, e nio apenas
ficgdes logicas. De resto, toda a teoria dos conjuntos,
como hoje ¢ ensinada nos cursos universitdrios, ¢ fun-
dada sobre este ponto de vista: os nimeros cardinais,
bem como o0s nimeros ordinais, sé com essa atitude
mental podem ser concebidos.

Mas houve sempre fildsofos que se opuseram e ne-
garam categoricamente a possibilidade da existéncia
actual dum conjunto infinito. No tempo de Caxtor era
sobretudo Kroxecker quem atacava a teoria dos con-
juntos por este lado.

Além disso, o fendmeno dos paradexos veio demons-
trar que o ponto de vista platonico é contraditérios
pelo menos para conjuntos quaisquer (cujos elementos
podem ser, jd por si, conjuntos, conjuntos de conjun-
tos, ete.).

Levanta-se pois a seguinte questio inguietante:
se o ponto de vista platénico é inadmissivel para os
conjuntos infinitos, qual é a garantia de que se possa
mantd-la para os numeros reais ou mesmo para
os niimeros naturais? Foi o matemitico holandez
L. E. J. Brovwer quem, de maneira mais genuina,
formulou e desenvolveu o ponto de vista que se
exprime abreviadamente nos seguintes termos: a afir-
magio de que existe um nimero, verificando tal ou
tal propriedade, s6 tem sentido, quando ¢ dado um
processo para caleular esse nimero, mediante um
nimero finito de operagdes elementares; qualquer
outra interpretacio ¢ desprovida de sentido. E, na
verdade, parece-me bastante dificil compreender o
que se pretende significar com uma frase como esta:
«Os ndmeros naturais existem», desde que se queira
interpreti-la no sentido platénico.

Em conformidade com tal critica, Brouwer deu-se

ao cuidado de reconstruir a matemdtica sobre novos
alicerces. Porém esta nova matemdtica — apelidada
de intuicionista — ¢ muito mais dificil do que a mate-
mitica cldssica; muitos teoremas simples da andlise
deixam de ser vilidos na matemdtica intuicionista,
sendo substituidos por teoremas deveras complicados.
A escola holandeza tem mantido até hoje o ponto de
vista brouweriano e continua a trabalhar no desen-
volvimento da matemdtica intuicionista.

Pode bem dizer-se que, na actualidade, a critica
radical de Brouwer ¢ reconhecida como inteiramente
justificada: o ponto de vista construtive é o tinico mé-
todo aceitivel para uma reedificagio da matemadtica.
Mas, por outro lado, sentiu-se a necessidade de pro-
curar uma solugiio menos drdstica, porquanto a mate-
matica intuicionista se afasta exageradamente da
matemdtica cldssica. A verdade é que os paradoxos,
origem de todo este movimento, se manifestaram num
dominio bem distante da andlise cldssica, na qual
nenhum paradoxo se tinha apresentado. Foi D. Hir-
BERT (uem procurou uma solu¢fo que, por um lade,
satisfizesse 4 critica de Brouwer e, por outro lado,
salvaguardasse a andlise cldssica. O seu programa
era demonstrar que a andlise cldssica nfo conduz
nunca a uma contradigio. Sendo assim, mesmo que o
ponto de vista platdinico fosse na realidade despro-
vido de sentido, seria possivel adoptar como até aqui
este ponto de vista e continnar a fazer investigacdes
matemdticas na linha tradicional, sem o perigo de
chegar a resultados contraditérios. Mas esta demons-
tragio da nfio contradigio da matemaitica cldssica
deveria ser feita por um método construtivo no sen-
tido de Brouwes.

Eu vou tentar esbogar nalgumas palavras o que se
entende segundo Hiusmrr por métodos construtivos ou
finitistas. Estes métodos devem, primeiro que tudo,
ter um cardcter de evidéncia, que os dispense de
qualquer outro fundamento.

Os objectos das dedugdes finitistas sio sempre
agrupamentos finitos de sinais elementares, tais
como |,||,w,n, ete. Nio se diz nunca que um tal
objecto existe sem dar um método de o construir.
Um exemplo tipico é a representacio dos nimeros
naturais: comega-se por |,||; cada sinal que possa
ser obtido pela adjungdo dum novo trago | a um sinal
ja construido representa um nimero natural. Nio se
concebe nunca a classe de todos estes objectos como
um conjunto acabade. Quando se diz que uma dada
proposigio ¢ verdadeira para tedo o mimero natural
n, pretende-se dizer que ¢ conhecido um processo
demonstrativo que habilita a verificar essa proposi¢io
para cada valor particular atribuido a = .

Portanto, o afirmar que uma proposigio é verda-
deira para todo o niumero n, implica que se estd na
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posse duma tal demonstragio construtiva; dizer que
a proposigio ¢ falsa para algum valor de n significa
que se possui um contra-exemplo, o qual por sua vez,
terd de ser controldvel por um método construtivo.
Neste sentido, o principio légico do terceiro excluido
deixa de ser vdlido, pois nfio se tem a certeza de que
toda a questio possa vir a ser decidida pela atirma-
tiva ou pela negativa, podendo assim haver porven-
tura proposigdes, a respeito das quais nfo faca sentido
dizer que sdo verdadeiras ou falsas.

Seguindo este método obtém-se uma teoria dos ni-
meros, de cardcter construtivo, que nfo contém toda
a teoria cldssica elementar dos mimeros naturais.
Portanto, o problema mais simples que se apresenta
no programa hilbertiano ¢ o de demonstrar a nfo
contradigdo da teoria cldssica dos mimeros.

A ideia de Hiperr é a seguinte: Analisando os
processos cldssicos de demonstragio hd-de reconhe-
cer-se que é impossivel chegar com esses processos a
uma contradigio. Existe um 86 caminho para aleancar
este fim. A teoria dos nimeros ¢ dedutivel dos cinco
axiomas de Peano por meio das regras da logica clds-
sica. S0 os teoremas demonstriveis deste modo per-
tencem a teoria cldssica dos nimeros,

Ora, para poder analisar as dedugdes cldssicas de
maneira precisa, é indispensdvel formalizar a teoria
cldssica dos numeros. Quere isto dizer gue cada
axioma deverd ser dado como um certo agrupamento
de sinais elementares (formula) e que as dedugdes
deverio consistir em certas operagdes combinatdrias,
que transformem uma férmula dada numa outra que
simboliza o resultado da deducgio. Estudando tais
operagdes, hd entio que demonstrar, por dedugdes
finitistas, que ¢ impossivel chegar, por essas opera-
goes ldgicas formalizadas, a um agrupamento de
sinais que seja a formalizagio duma contradicgio.

A descrigio das leis de estrutura duma teoria for-
malizada, das leis de operagdes com sinais e as dedu-
¢oes finitistas sobre a teoria formalizada constituem
as chamadas investigagies metamatematica sobre a
teoria ou a metateoria.

Com esta orientagdo, a teoria dos nimeros torna-se
uma espécie de jogo com sinais, segundo regras bem
definidas. E talvez necessdrio salientar a importancia
duma tal formalizagdo. A formaliza¢io da légica clds-
sica tinha ji sido efectuada por Boork e Fzeck, de
cujos resultados Hiuserr se serviu. Esta formalizagio
dd em principio a possibilidade de obter teoremas
na teoria dos nimeros, de maneira puramente meci-
nica. As modernas mdquinas electrénicas de calcular
utilizam jd4, numa certa medida, estas descobertas,
pois podem executar operacbes logicas elementares;
eis ai um campo de aplica¢8o, deveras interessante,
da ldgica e da teoria dos nimeros formalizada.

Mas tornemos ao nosso problema da nfo-contradi-
¢éo da aritmética. Como vimos, é possivel formalizar
a teoria dos nimeros de tal modo que, deixando de
parte inicamente o axioma do terceiro excluido, se¢
obtem a teoria dos mimeros construtiva. Trata-se
entdo de demonstrar que a adjun¢fo deste axioma
nio conduz a contradi¢fo. Conseguiu-se facilmente
demonstrar a ndo-contradigio de certas partes da teo-
ria dos nimeros por métodos bastante elementares, mas
o problema geral resistin durante muito tempo a todos
os esforgos. No ano de 1931, um trabalho célebre do
matemdtico austriaco Kumr Goper veio criar uma
situagio verdadeiramente dramdtica. Demonstrava
ele que, com os métodos finitistas conhecidos nesse
tempo, era impossivel dar uma demonstragio da ndo-
-contradi¢io da aritmética. A ideia essencial da sua
demonstragido consiste em traduzir a metateoria na
propria teoria dos mimeros, estabelecendo uma corres-
pondéneia biunivoca entre agrupamentos de sinais ele-
mentares (formulas) e nimeros naturais: consegue-se
assim demonstrar que é impossivel dar uma demons-
tragio da nfo-contradicio duma teoria formalizada
por meio duma metateoria que esteja contida na pré-
pria teoria. Goper demonstrou ao mesmo tempo que
existiam teoremas na aritmética formalizada que nfo
podiam ser decididas no Ambito deste formalismo:
a teoria formalizada era pois incompleta.

Apds o primeiro momento de perplexidade ocasio-
nada por este trabalho, teve-se a intui¢io de que
existia ainda um caminho pelo qual podia haver a
esperanga de chegar ao fim em vista, que era dar uma
demonstragio da ndo-contradi¢io da aritmética. Seria
ainda npecessdrio, evidentemente, continuar a fazer
uso de métodos finitistas, mas existiriam porventura
métodos mais gerais que os anteriores, que nfo se
deixassem, como estes, traduzir na linguagem da
aritmética formalizada, E foi o aluno de D. Hiuserr,
G. Gexrzes, quem finalmente, em 1936, conseguiu
demonstrar a nio-contradigio da aritmética, empre-
gando a indugio transfinita até ao nimero ordinal

e=uw"

Mais precisamente, o resultado de Genrzex consiste
no seguinte: ¢ possivel ordenar as demonstragies da
teoria dos mimeros de modo tal que, utilizando os
ordinais daquele tipo, se consegue fazer uma espécie
de enumeragiio de todas as demonstragdes, pela qual
se torna entdo possivel reconhecer que nunca pode
ser construida uma combinagiio de simbolos repre-
sentativa duma contradigio.

A primeira vista fica-se talvez um pouco na divida,
sobre se esta indugdo transfinita ¢ ainda um método
construtivo; mas essa diivida desfaz-se prontamente,
a0 aprofundar o assunto.
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Uma outra demonstragio mais simples do mesmo
facto foi dada em 1951 por P. Lorentzex [4], que
emprega uma espéeie de indueio ramificada, seguindo
a ordem natural de forma¢iio das demonstragdes, e
renunciando portanto a dispd-las artificialmente num
conjunto bem ordenado (1). O método usado por
Lorentzex na sua demonstragiio tem isto ainda de
notivel: ¢ um método algébrico; a nio-contradigio
da aritmética surge ali como consequéncia Jdo se-
guinte teorema de dalgebra:

aDado um conjunto parcialmente ordenade €,
existe sempre uma dlgebra de Boorr completa, I3,
que contem C e tal que toda a dlgebra de Boore
completa contendo C ¢ imagem homomorfa de Bw.

Um outro método ainda mais simples, para demons-
trar a nfo-contradi¢gdo da aritinética, ¢ desenvolvido
por Lorexrzex em [5]. A demonstragio apoia-se sobre
uma formalizagio da matemdtica intuicionista.

O método de Lomresrzes é ainda aplicdvel para
obter uma demonstracio da nfo-contradi¢io duma
grande parte da andlise. Mas é preciso notar que nio
se trata agora exactamente da andlise cldssica. Par-
tindo do sistema Z,; nfo contraditério da ldégica
cldssica e da aritmética, podem definir-se conjun-
tos e fungdes sobre Z; por métodos construtivos.
Os conjuntos e fungdes assim definidos fornecem os
mimeros reais de primeiro grau. O sistema Z; de
nimeros, conjuntos e fangdes assim obtido ¢ nfio con-
traditério e pode-se de novo, a partir de Z;, definir
conjuntos, fan¢des, mimeros reais do sequndo grau, ete,
A reunido do todos os Z,, para n=1,2,..- cons-
titui o chamado primeiro renque, Il (). & neste pri-
meiro renque obtém-se agora uma andlise que jd
difere muito pouco da andlise cldssica. Até a teoria
de Lerescue sobre a integracido pode ser reprodu-
zida sem mudanga essencial na andlise constrativa
(LorextzEN [7]).

Desde logo se reconhece que os graus e os renques
desta nova fundamentagiio da andlise estio relacio-
nados com a teoria dos tipos de Berrranp Russein.

Os nimeros reais e,n slo j4 mimeros reais do pri-
meiro grau e, para todas as aplicagies da andlise, nio
chega a sair-se do primeiro renque.

Eu ecreio que com estes resultados se encontrou jd
uma base bastante larga. Tem-se mesmo a impressio
de que tais resultados sdo de certo modo definitivos.

Também, sob o aspecto filosofico, é deveras inte-
ressante a possibilidade de demonstrar que tudo se
passa como se o ponto de vista platinico fosse legitimo

(') Os numeros entre colchetes referem-so a4 Bibliografla, que
se encontra no fim do artigo (N. de R.).

(* A falta de melhor, traduzimos aqui por wrenques o tormo
wxmarches empregado pelo autor (N. da R.).

para os numeros naturais. Mas, em compensagio,
parece impossivel legitimar o mesmo ponto de vista
para o continuo cldssico, isto ¢, para o corpo dos mi-
meros reais. Com efeito, ¢ impossivel fazer uma teoria
construtiva de todos os nimeros reais. I} sempre possi-
vel, sim, a partir de cada sistema formalizado de ni-
meros reais, construir um outro sistema que englobe
o primeiro — mas nunca se poderd construir defi-
nitivamente um formalismo que domine a totali-
dade dos nimeros reais. Neste sentido o continuo &
inesgotavel.

Por esta ordem de ideias, ¢-se conduzido a uma
certa relativizagio do conceito de nuimero real e
mesmo da logica. Até para a ligica se obtém toda
uma hierarquia de diferentes logicas, cada vez mais
ricas: neste sentido, cada demonstragido é uma de-
monstragio relativa a determinada logica. Este
campo de investigacbes logicas deu origem a uma
ciencia inteiramente sui generis, que se desenvolve
na actualidade.

Mas regressemos ao nosso problema inicial, a
teoria dos conjuntos. Aqui a sitnaclo ¢ talvez a
mais dificil. Por exemplo, a nog¢iio de numeralidade
tornou-se uma nog¢io relativa. Segundo a teoria de
Lonextzen, um conjunto pode ser nio-numerdvel num
dado renque e passar a sé-lo num renque superior.
E nfo se v& qual possa ser agora o sentido dos
nimeros cardinais superiores da teoria «naive» de
Caxror.

Um outro facto notdvel é este: o axioma de Zeruero
torna-se demonstrdvel nos dominios construtivos. E
GioeL [3] demonstrou mesmo que, se um sistema de
axiomas para a teoria dos conjuntos ¢ dado e nio
contraditorio, entio ¢ possivel juntar-lhe o axioma
da escolha e mesmo a hipdtese do continuo, sem risco
de contradicio.
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Para uma orientagio sobre as questdes dos fun-
damentos da matemdtica, bem como sobre a légica
matemdtica, podem servir os dois artigos da nova
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edi¢fio da «Enziklopidie des Mathematischen Wis-
senschaftenv : AnyorLp Scmsipr, Mathematische Grund-
lagenforschung (Band T 1, Heft 1, Teil I1, 1950) ; H.
Herues e H. Scrnonz, Mathematische Logik (Band 11,
Heft 1, Teil T, 1952).

Um livro recente muito acessivel sobre estes assun-
tos é o seguinte:

S. C. Kueexe, Introduction to Metamathematics,
Amsterdam (1952).

Nora pa Repicgio — O precedente artigo é uma
traduciio de apontamentos cedidos amavelmente pelo
Prof. G. Kérue 4 Gazeta de Matemaditica. Ao ilustre
professor manifestamos aqui a nossa viva gratiddo
por nos ter oferecido a possibilidade de tornar conhe-
cida de todos os leitores da Gazeta o conteido desta
sua conferéueia de tio vasto interesse, documentando
assim um momento da sua brilhante actuag¢fio no
nosso meio.

Sobre a equivaléncia de normas em espacos vecloriais

por Jaime Campos Ferreira (*)

O artigo presente tem primeiramente o objectivo
de chamar a aten¢lo e, se possivel, o interesse de
alguns estudantes de Matemdtica das nossas Escolas
Superiores para um campo particularmente atraente
da Andlise moderna. De acordo com esse objectivo,
procuroun-se dar-lhe uma forma bastante acessivel.

Serve ainda para apresentar um pequeno resultado
—relativo & possibilidade de definir normas nfo equi-
valentes em qualquer espago vectorial de dimensio
infinita (1) — ao qual nfe me foi possivel encontrar
qualquer referéncia, se bem que, pela sua simplici-
dade, pareca bem pouco provivel que nio se encon-
tre jd publicado.

1. Espagos vecloriais relativos ao corpo real.

No que se segue / representa um conjunto cujos
elementos, de natureza qualquer, serio designados por
letras latinas mindsculas. O conjunto dos mimeros
reais serd representado por R e os seus elementos,
em geral, por letras gregas mindsculas.

1.1. O conjunto E diz-se um espago vectorial rela-
tivo ao corpo real, ou simplesmente um espago veclorial
real, se

1.» — A cada par (x,y) de ¢lementos de IV corres-
ponde um e um s6 elemento do mesmo conjunto,
que se chamard a soma de X e y e se representard
por x + y, de tal forma que resultem verificadas as
condigdes seguintes:

a) (x+y)+z=x4 (y+2z) para quaisquer ele-
mentos X,y,ze l;

b) X+ y=y+x para quaisquer elementos
x,ye E;

(*) Bolseiro do Instituto de Alta Cultura (Contro de Estudos
Matemiticos).
(*) Ver 8.5

¢) Dados dois elementos a e b de E existe sem-
pre pelo menos um xe F tal que a+x=h.

2°— A cada par (£,x) constituaido por elementos
tEeR ¢ xeFE corresponde um tinico elemento £ .x
ou Exeld, (o produto de § por x), por forma que:

d) E(xx)=(Ex)Xx quaisquer que sejam
E,meR e xeE;

e) (E+n)x=EX+unx
E,meR e xe &;

f) E(x+y)=Ex+Ey paratodoo EeR e quais-
quer x,yel;

quaisquer gue sejam

g) 1.x=x para todoo xeE.

Ohbs. — Na definigiio precedente o corpo real R pode
ser substituido por um corpo qualquer A ; E dir-se-4
entio um espago vectorial relativo ao corpo K. Para
maior simplicidade, porém, so consideraremos aqui
espagos vectoriais relativos ao corpo real, o que deve
ser sempre subentendido.

1. 2. Com facilidade se prova que das condigdes
impostas na definigiio anterior resultam varias proprie-
dades para as operagoes representadas pelos simbolos
+e-, operagoes que se denominam, respectivamente,
adi¢io e multiplicagio por escalares. Km particular,
prova-se que existe um e um 86 elemento u de I
tal que

u+x=x para todo o xe¢E

e também que, para cada ze E, existe um e um
86 z'e E que verifica a igualdade

z+2z' =u.

O elemento acima designade por u chama-se o zero
de E; em geral, prefere-se para o representar o
simbolo 0. 2', o simétrico de z, pode representar-se
por — &.



