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C O N S U L T Ó R I O 
C o m os lo n u m e r o a G . M. in i c i a u m a n o v a necçlto rin qua l sor&o d a d a s r n g p u s l a s à s p e r g u n t a s q u e DOA f o r e m d i r i g i d a s pu los 
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q u e a r e s p o s t a c a n s t l t u a ucu T o r r a d e i r a o s c i a r e c l m n n t o d o n s t u u i o . 

P r o l o u d e - s o , d o s t o mo t f e f a z e r com q u e a Gaxeta s e l e r u o um e l c m e a l u ú t i l aos seus l e i t o r e s a n r v n a s s u a s n e c e s s i d a d e s 
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P f t r a o s a s s u n t e s d e m a i o r i n t e r e s s o ou que c a ' e ç a m de um a m p l o d e s e n v o l v i m e n t o , as r e s p o s t a s sçrAo d a d a s e m a r t i g o s 
espec ia i s , f o r a m e s m o d a secç&o* 

O que é uma axiomático? 

O conceito de axiomática <5 dos que mais têm evo-
luído ao longo dos séculos. Dis t inguiremos aqui duas 
formas sucessivas de tal concei to: a forma clássica e 
a forma moderna. 

0 conceito clássico de axiomática é o que se en-
contra implícito na teoria das ciências dedut ivas , se-
gundo A m s r d r K L E s : A designação ciência dedutiva 
aplica-su então a todo o s is tema S de termos e de 
proposições acerca desses termos, que se sucedem inde-
f inidamente ons aos outros de tal modo q u e : 

u) T o d a a proposição que seja ou venha a ser de-
monst rada a pa r t i r de proposições de S per tencerá 
ainda a S . 

h) Existe em S um número finito de termos (cha-
mados termos •primitivos), que não podem ser definidos 
logicamente, e a par t i r dos quais se definem todos os 
res tantes termos de ti (chamados termos derivado*). 

c) Existe em S um número finito do proposições 
I'/v postulados ou axiomas*), que não se demonstram 
logicamente e das quais se dedu/.em todas as outras 
proposições de 8 (os teoremas). 

Pressupõe-se, além disso, que o sistema S de ter-
mos e de proposições diz respeito a um, e um só, do-
mínio de seres, cu ja existência é postulada. Os termos 
primit ivos corresponderiam a dados da intuição — a 
conceitos psicologicamente elementares, de apreensão 
imediata . Analogamente, os axiomas provir iam da 
intuição e ter iam assim um carácter do evidência, 
que permit i r ia aceitá-los corno verdadeiros, sem mais 
explicações. 

Moilêlo perfei to, e mesmo único, de ciência dedut iva 
era então a Geometria de Euclides. 

A axiomática duma ciência dedut iva seria, na tura l -
mente, o conjunto dos seus axiomas. Uma primeira 
Muance, uma primeira tendência no sentido da evolu-
ção do conceito du axiomática, inanifesta-sc ao ser 

" A n t e c i p a m o s aqu i um p o u c e o p e n t e do v i s t a m o d e r n o , s e -
g u n d o o q u a l níto quo d l s t i u ç â o e n t r e «pos tu lado» e 
t a x l o m a i . 

reconhecida uma cer ta a rb i t ra r iedade na escolha dos 
termos que hão de figurar como primitivos e das pro-
posições que devem aceitar-se como postulados, Mas 
o que provoca decididamente a passagem ã nova for-
ma do conceito é o aparecimento sensacional das geo-
metrias não-euclideauas, no século passado, com 
incalculáveis repercussões em todos os sectores do 
pensamento. 

Pa ra dar uma primeira idea do que se entende hoje 
por «axiomática» começarei por tomar como exemplo 
a seguinte definição de «conjunto ordenado»: 

«Chama-se conjunto ordenado todo o conjunto U 
não vazio no qual esteja definida uma relação binária 
que designaremos pelo símbolo n - í « (1er: «precede» 
ou né anterior a»), de modo que resultem verificadas 
as seguintes condições: 

I. Dados dois elementos x , y de V, é sempre verifi-
cada uma, e uma sii, das três hipóteses : 

II. Todas as vezes que, dados três elementar x , y , z 
de U, se tiver x - í y e y 7., terá laoihtin x -e( ü ». 

(Costuma exprimir-se a condição I , dizendo que 
a relação é tricotómica e a condição 11, dizendo 
que a relação -<J é transitiva). 

Estamos cm presença duma definição axiomática; 
porém, não haja equívocos: o que se define aqui nao 
é o termo n X * (termo primitivo), mas sim a classe 
dos conjuntos ordenados ou, o que é equivalente, o 
conceito de relação de ordem. As condições I, II são 
os axiomas da definição: proposições que envolvem o 
t enno indeterminado n ^ J » (sinónimo de «precede») 
e lhe fixam, por assim dizer, os limites da var iabi l i -
dade, de maneira implíci ta . Na verdade, o símbolo 
• -s " pode ser in te rpre tado de infinitos modos d iver-
sos, a té dentro dum mesmo conjunto IJ. l ' o r exemplo 
o conjunto de todas as pa lavras duma língua é uru 
conjunta ordenado, se adoptarmos o conhecido cr i té-
rio de ordenação a l fabé t ica ; são a inda conjuntos 
Ordenados o conjunto 11 dos números reais ou o 
conjunto N dos números natura is , quando o termo 
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«precede» significa «menor que». Mas não resultará 
ordenado ü conjunto dos números complexos, se 
adoptarmos por exemplo o seguinte critério: 

a + Aí -<{c + d i , se, e só se, o < c , í < ( / ( ( t , í 1 e , i í 
números reais; í s = — 1), visto não ser então verifi-
cada a condição I; porém tal conjunto pode ser orde-
nado, definindo dum outro modo a relação , 

Os conjuntos ordenados constituem as chamadas 
realizações da axiomátb a considerada. Dados dois 
conjuntos ordenados V , U ' t e designando por - í , - ^ ' 
as respectivas relações de ordem, diz-se que tais con-
juntos ordenadi.s são isomorfos {ou, em terminologia 
mais especifica: tanetknntcs), quando, entre os ele-
mentos x , y, — de U e os elementos x' ,y' de 
W se pode estabeter uma correspondência biunívoca 
f í í ^ t V-í V' i 7 de tal modo que se tenba 

x -J y , se, e só se, x' y', 

quaisquer que sejam os elementos x ,y de U consi-
derados. 

Por exemplo, o conjunto P dos números positivos 
e o conjunto It dos números reais, com a habitual 
noção de «menor que», são conjuutos ordenados iso-
morfos, porque entre os elementos de P e os de R 
se pode estabelecer a correspondência biunivoca 

x ^ x' — lotj x, 

que respeita nos doit sentidos a relação de ordem. Mas 
o conjunto ordenado R dos números reais não é iso-
morfo ao conjunto ordenado N dos números naturais : 
para o reconhecer, basta observar que, dados dois 
elementos x,y do ü tais que x <Ly, existe sem-
pre, pelo menos um outro elemento z de 11 tal que 
a ; < « < y i ora esta propriedade não severificaem N. 

Diz-se que dois conjuntos ordenados têm o mesmo 
tipo de ordem, quando sào isomorfos. Também se dirá 
neste caso que representam a mesma solução da axio-
mática dos conjuntos ordyuados. O facto de existir 
pelo menos uma solução desta axiomática traduz-se 
dizendo que a axiomática é compatível (ou possí>e!); 
o facto de existirem várias soluções (isto é, várias 
realizações fia mesma, não isomorfas entre si), expri-
me-se dizendo que a axiomática não é categórica. 

Mas nós podemos restringir o dominio das soluções 
da axiomática, ampliando-a com axiomas independen-
tes dos primeiros, isto é, eoru novas condições que não 
Bi-jain consequências lógicas de I e II. l*or exemplo 
impoiihatnos à relação usta outra condição: 

III. Para todo 0 subconjunto X de U não vazio 
exinte um elemento y de X tal que, qualquer que seja 
o elemento x de X , se tem y - x ou y —{z (o quo se 
exprime dizendo que to lo o subconjunto X de U 
uão vazio tem um primeiro elemento). 

Dizem-se bem ordenados os conjuntos ordenados que 
verificam esta condição suplementar. As realizações 
da axiomática I, II, III são pois os conjuntos bem 
ordenados. 

O conjunto dos números naturais, com a usual re-
lação •< , é um conjunto bem ordenado. Mas já não o 
é o conjunto dos números reais: basta observar que, 
por exemplo o conjunto dos números reais maiores 
que 1 não tem primeiro elemento; o próprio conjunto 
li nao tem primeiro elemento. Estps simples exemplos 
provam que o axioma III è independente dos axiomas 
i, i i . _ 

Porém, há conjuntos bem ordenados que não são 
isomorfos à sucessão dos números naturais. Exemplo: 
o conjunto dos números 

1 2 
— , - — , . 
2 3 Ti + I 

, 1 , 2 , . 

ordenados com a habitual relação «menor quem. Mas 
introduzamos esto novo axioma: 

IV. Para todo o elemento x de U que não seja o 
primeiro*, existe um elemento i medi ameute anterior a 
x , isto é u/n elemento y de U anterior a x e tal que, 
qualquer que seja o elemento z de U menor que x , se 
tem z *=y ou z y . 

E fácil ver que, no último exemplo citado, não se 
verifica a eondição IV, porquanto o elemento 1, que 
não é ali o primeiro, não tem antecessor (isto é, ele-
mento imediatamente anterior). 

Todavia, a adjunção do axioma IV ainda não con-
duziu a uma axiomática categórica: são realizações 
da nova axiomática, não só a sucessão dos números 
naturais, como ain la todo o conjunto ordenado finito. 

A categoricidade pode ser atingida com a adjunção 
dum ultimo axioma, que exclue os conjuntos ordena-
dos finitos: 

V. l'ara todo o elemento x de U existe um elemento 
y de U tal que x-tjy (o que se exprime dizendo que 
não existu em V um iUtimo elemento). 

Com efeito, a axiomática 1, II, III, IV, V admite 
uma única solução, constituída por infinitas realiza-
ções isomorfas ã sucessão dos números naturais. Pode-
mos pois dizer que se trata duma axiomática dos nú-
meros naturais, com a seguinte reserca: a sucessão dos 
números naturais fica apenas definida a menos dum 
isomorfismo. Na verdade há infinitos conjuntos orde-
nados, isomorfos a este; a sucessão dos números pares, 
a sucessão dos números primos, etc. etc. Ü que fica na 
realidade definido é o tipo de ordem de tais conjuntos 
orden ados. 

* O t e r m o « p r J m o t r o * d e f l t i o - s e f a c i l m e n t e a p a i i i r d o t e r m o 
pp r e c è d e s , c o n f o r m e e&lft í ü d l c a d a u k c o n d i d o 111. 

I! 
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Note-se que a mais conhecida axiomática dos ntime-
ros naturais não ú esta, mas sim a de P E A H O , em que 
se toma para primitivo o termo «sucessor de», a partir 
do qual se define depois o termo «menor que« 
(enquanto nesta se define «sucessor dcD a partir de 
nmenor que») , 

Mas ató agora apenas apresentei exemplos de axio-
máticas. Sobre a maneira de chegar a uma concepção 
geral das asiomaticas no sentido moderno, limitar-
-me-ei a muito breves e esquemáticas indicações. 

Chamarei estrutura matemática a todo o conjunto U 
(domínio de indivíduos ou universo lógico), sobre o 
qual sejam designadas como primitiva» certas entida-
des u., g, ••• . Estas entidades podem ser : individuou 
(elementos de U), classes (subconjuntos de U, famí-
lias de subconjuntos de U, etc.) ou relações (defini-
das em U ou em conjuntos construídos a partir 
de V) *. 

No exemplo dos conjuntos ordenados liá uma só 
entidade primitiva que é uma relação binária. Mas a 
Matemática apresenta-nos ainda, a cada passo, rela-
ções ternárias, relações quaternárias, etc, (um dos 
grandes progressos da lógica moderna a respeito 
da lógica clássica è precisameute o de fazer um 
estudo sistemático das relações, em pó de igual-
dade com as classes). Por exemplo, sejam X,y,Z 
pontos de variáveis do espaço ordinário e considere-
mos a expressão 

«X, Y e Z estão em linha recta» 

Trata-se manifestamente, duma propriedade rela-
tiva, que se verifica para determinados ternos de pon-
tos e não se verifica para outros (não terá sentido 
quando aplicada a pares de pontos, e menos ainda 
quando aplicada a pontos, individualmente). Diremos 
então, que a expressão considerada define uma relação 
ternária entre pontos; designando tal relação pelo 
símbolo Rt, convenciona-se escrever a mesma expres-
são, abreviadamente, tal como segue : 

m (A-, r , z ) . 

Analogamente, se escrevermos Tr ( X , 1 ' , Z) como 
abreviatura da expressão a.Y está situado entre Y 
6 Z», será Tr o símbolo duma relação ternária dis-
tinta de Rt {há ternos ordenados que verificam IIt 
sem verificar Tr); se escrevermos Eq ( X , Y , 17, V) 
como abreviatura da expressão «a distancia de -X" a 

" Taml>Úm so p o d e m nprBHüutj ir e s t r u t u r a s i n m p m i i L k - J i i c u i n 
*. I T.j U M d o m t u i o d o I n d i v i d u o ? , JIJUÜ A r e d u ç ü o a o c a t o dn 
U01 MI d o EU tu lo Ò S'MJ'. j TO poSbW »I • q u a A l i s DÜÜ lö j& r.ODSÍ(l&tfl(l4 
a reaulAo dos prtmalroa. 

r é igual distância de U a V* será Eq o símbolo 
duma relação quaternária; etc. As relações Rt, Tr 
e Eq são as entidades tomadas para primitivas 
em algumas axiomáticas da Geometria euclideana 
(note-se porem que 6 possível definir Rt e Tr por 
meio de Eq) . 

Postas estas considerações preliminares, poderemos 
dizer que uma axiomática 6 um conjunto de condições 

P\ <«,P,—) 

impostas a certos símbolos indeterminados a , ß , • * - , 
representativos de entidades definidas sobre um con-
junto fundamental U, igualmente indeterminado. 
Os símbolos de » , ß, serão os termos primitivos e 
as condições impostas a * , ß, - os axiomas da axio-
mática em questão, 

Realização da axiomática será toda a estrutura 
matemática [ U r , ar , 

=!', •*•] a verifique, isto è, 
tal que, substituindo U por U', a. por a ' , ß por 
3', todos os axiomas se convertam cm proposições 
verdadeiras. A axiomática dir-se-á compatível se 
admitir pelo menos uma realização. 

O conceito de «realizações isomorfas« pode ainda 
ser definido no easo geral, tal como segue : Dadas 
duas estruturas [Ut , , ^ , •••] e [Uj , , fäj , -••], 
diremos que estas estruturas são isomorfas, relativa-
mente à ordem por que sào nomeados os entes primi-
tivos, quando fôr possível aplicar biuulvocamente U\ 
sobre U d e inodo que aj se converta em » i ß t e m 

fe, etc.* 
Daqui decorrem imediatamente os conceitos de 

«solução« e de «categorieiilade» duma axiomática. 
O conceito de «axiomática categórica« é o legitimo 

descendente do conceito clássico de axiomática, tal 
como o delineamos no inicio destas considerações. Mas 
que imensa distancia os separa í Que profunda diver-
gência de pontos de vista ! 

Agora os termos primitivos já não designam seres 
bem determinados, dos quais atemos um conheci-
mento intuitivo imediato»; agora os termos primiti-
vos são simplesmente indeterminadas, semelhantes às 
incógnitas ou variáveis dum sistema de equações. 

* O s o n t l d o da. p a l a v r a « c c i V c r U i r . a q u i e m p r e g a d a '••'"> 
c a r e c e d o e x p l i c a ç ã o » q u a n d o SEI t r a t a d o I n d i v í d u o s ( e l o i n e n l o s 
d o (.', Ct) . S e et, f o r u r n a CIASE>Q, d i r e m o s q u e so c o u v o r t a 
oin q u a i i d o a , ' ü r a c l a s s e d o s eluaiOEjtos d o t f t c o r r e p -
poudeLEto.i tios e l e t u e n t o s d o Ai • so X, ror uma rvlaçAo '•> i L A -
r i a , d j i o m o s q u o n , s o c o n v e r t o e m , q u a n d o a , T o r a 
a rela^Ilu M a & r l a v o r l f i c a d a p o i o s tares o r d e n a d o s LIO e i e i u e n t e * 
{Iee f*, c o r r o s p o u d o u t o i a o s p a r o * o r d o u n d o s d e e l e m e n t o » d o 17, 
q u e v e r i f i c a m - . ; o assitxt por diante. 
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E os axiomas estão bem longe de ser aquelas «verda-
des de tai modo intui t ivas , de tal modo elementares, 
que se nos tornam evidentes» : agora são apenas con-
dições, ver if icadas por certas es t ru turas , não verif ica-
das por outras . Por sua vez, os teoremas relat ivos à 
axiomática serão to las aquelas condições implicadas 
pelos axiomas (isto Í!, que resultam automat icamente 
verif icadas desde que o sejam todos os axiomas). 

O que interessa fundamentalmente d que a axiomática 
seja compatível, isto é, que exista pelo menos uma sua 
realização. Mas aqui levanta-se um problema em que 
só muito superf icialmente posso t o c a r : Como aceri-
guar se uma. dada axiomática è ou não compatível ? 

Quando se t rata , por exemplo, duma axiomát ica de 
Geometr ia euelideana, formulada com os termos pri-
mitivos TU, Tr e Eq, pode obter-se uma realização 
da axiomatiea, do seguinte modo: Chamemos pontos 
aos termos ordenados de números reais, ta is como 

, 0 , — 1 ) , etc. e façamos a inda 
as seguintes convenções: dados três pontos 
X = fo, , x3) , Y - (;/] , t/2, ?/31 e 2T — ( í j , í j , zj) , 
diremos que « X , Y , Z estão em linha recta» quando 
as diferenças 

— s i i — f t i x3 — zi 

forem ordenadamente proporcionais* às diferenças 

Vi — t 3/2 - , Vi — Bj ; 

diremos que «Z está s i tuado entre X e F», quando 
ver i f icada a liipótese anterior, a constante de propor-
cionalidade é um determinado número negat ivo j 
f inalmente, dado um quar to ponto , « j , «3) 
diremos que «a dis tância de X a Y 6 igual à dís-
tâe ia de Z a U» quando se t iver 

(«1 - j/O3 + — vt}1 + fa—yj)! — (=i - ui)â + 

+ te - w*)3 + te - "3)1 

Pois bem, é fácil reconhecer que o conjuto H 3 de 
todos os ternos ordenados de números reais, com as 
relações TU, Tr e Eq ass im definidas, constitui 
uma es t ru tura matemát ica [TP , llt, Tr , Eq\ que 
satisfaz à referida axiomática da Geometria eueli-
deana**. E s t a axiomática será pois compatível, desde 
que se admita a existência da totalidade dos números 

* A q u i o t o r r o o h p r o p o r c i o n a l * » ó t ò m f t d o n o s n n t H o t o m q n e 
c o s t u m a Bar a f l l c n t f o e m g e o m o l r i a a n a l í t i c a , ao e n u n c i a r a c o n -
(1 • r : 1:> d a co l lnoa» Jr iado i'i ' r f t s p o n t o s d a d a s . 

• * P r o v n - s o f n c l l m o n t e (jII ) Tl:u.1 -n 1 a x l o m & t l c a à c a t e g ó r i c a . 
Q u a n t o a o p r e h l e m a d o Jistoor so o morftM» e u c l l d e a n o s e a j u s t a 
hoTüi nu uno a d e s c r e v e r a r e a l i d a d e >'i í rica, I s s o oito e o r u p o t o 
p r ó p r l a r a o u t o a o c u a t o r a á t í c o , r u a s a n u s a o f í s i c o i n o f i l ó s o f o . 

reais. Suponhamos por sua vez provada a existência 
do conjunto R , desde que se admita a existência do 
conjunto N dos números natura is . Mas existe o con-
junto A'? Por out ras p a l a v r a s : 

E compatível a axiomática dos números naturais ? 
H I L B B B T e os lógicos da sua escola ten taram provar 

a compat ibi l idade de certas axiomáticas dos números 
na tura is (ampliadas com axiomas da lógica formal), 
demonstrando que tais axiomáticas não são contradi-
tórias. («Existência» e «não-contradição» são termos 
inicialmente assumidos como equivalentes, de acordo 
com a f rase célebre de P O I N C A H É : «Em Matemática, 
existir s ignif ica ser isento de contradição»). 

O objectivo ideal do programa hi lbert iano pode 
considerar-se inat ingível , sobretudo após os resu l ta -
dos sensacionais de GOOF.L, cuja descrição está fora do 
âmbi to deste apontamento. Mas o impulso que tal 
p rograma deu às invest igações lógicas foi uma recom-
pensa generosa do esforço dispendido. Graças a esse 
impulso, o mecanismo lógico do pensamento matemá-
tico foi dissecado com profundidade e agudeza extre-
mas, fazendo uso do ins t rumento mais adequado a 
esse f im: a lógica simbólica. Deu-se início a uma 
teoria da definição e a uma teoria da demonstração, 
que tomam o lugar da lógica formal de A M S T Ó T E I - E B 

o se encontram hoje em pleno desenvolvimento, com 
repercussões filosóficas e um a largamento de pers-
pectivas que chegam a causar vert igens. 

E mais não ouso dizer sobre questSes de tal enver-
gadura *. 

Quais os vantagens dos métodos axiomáticos? 

A resposta depende, naturalmente , do conceito do 
axiomát ica em questão. Se nos repor tarmos ao con-
ceito clássico de axiomática, a pe rgun t a parece equi-
valente a esta ou t ra : «Quais são, em geral , as van ta -
gens das ciências dedut ivas , como por exemplo a 
Geometr ia de LÍUCS.IDES, a Mecânica de N B W T O N OU a 
Termodinâmica de C L A O B I O B ? «Na verdade, bas ta ter 
presente a definição de aeíêneia dedutiva», pa ra se 
reconhecer que ciência dedut iva não há onde não hou-
ver axiomática. Nacionalizar uma ciência, isto Ó, 
torná-la dedut iva (o que, a ser possível, se costuma 
in terpre tar como invest idura no grau de perfeição 
máxima) o mesmo é que axiomatísar essa ciên-
cia. Verdadeiramente, a Geometria de E U C L I D E S 

só foi totalmente racional izada no sóculo passado, 
porque só então foi dada uma sua axiomática com-
pleta, como <5 a que f igura nos «Grundlagen der Ceo-
rnetrie», de H Í L U K K T . Porém, os arquitectos do edifício 

* A m a l h o r m a n e i r a d o e s t a r a o c o r r e n t o s u t j r o o q u o A e p & s p a 
n o s t e r . a m f o ó c o n s u l t a r *Tti<> J o u r n a l of S y m t i n l l c L o g i c » . 
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euclideano foram sem dúvida os ant igos, que deixa-
ram t r a j a d a s as linhas mestras da edificação, mesmo 
no que Be refere aos fundamentos. 

Axiomatizar é necessidade imperiosa, desde que se 
faça qualquer t en ta t iva séria de construção racional 
Porque se eu quero demonstrar uma proposição a d m i . 
t indo como verdadeiras out ras proposições, que, por 
sua vez, foram demonst radas a pa r t i r de outras ainda, 
e assim por d iante (ou antes, para t^ás...), tem de 
de haver por força um termo deste processo; de con-
trár io, estou condenado a uma regressão ao tnfinito, 
por naturesa ineoncludente — ou, pior ainda, a um 
circulo vicioso. E o mesmo se diga a respeito das def i -
nições. Não me hoi-dc esquecer de uns apontamentos 
de F í s i ca que me vieram em tempos às mãos, no qual 
f iguravam, uma após a outra, estas duas definições: 

Corpo — ó toda a porção l imi tada de matér ia . 
Matéria — é aquilo de que os corpos são formadas. 
O autor, se não era um ironis ta , não se pode dizer 

que fosse um hábil p res t id ig i tador de ideias, como 
tantos que por aí andam, a dei tar poeira em olhos de 
incautos . 

Se passarmos porém ao conceito moderno do axio-
mática, as vantagens são de outra ordem, principal-
mente no que se refere às axiomática* não categóricas-
Jíasta lembrar que são deste t ipo as axiomát icas 
dos conceitos de grupo, de anel, de corpo, de espaço 
vectorial, de espaço topolégieo, de espaço métrico, 
da espaço vectorial topológico, de espaço normado, 
de anel topológico, de grupo ordenado, de conjunto 
parcia lmente ordenado, de reticulado, de álgebra de 
B O O L E , etc. etc.. Neste sentido, o método axiomático 
(ou, como também se diz, formal ou abstracto) é a 
principal caracter ís t ica das matemát icas modernas. 
Cada teoria firmai engloba, com a indeterminação 
dos seus termos primitivos inúmeras possibilidade» de 
concretização: — inúmeras teorias especificas que se po-
dem desenrolar nos mais variados ramos do saber. As 
teorias formais consti tuem deste modo, sistemas de 
raciocínios, mecanismos mentais, construídos urna vez 
por tod3s e prontos a serem util izados em bloco, na 
pr imeira ocasião. 

Uma das van tagens deste método é, como se vê 
desde logo, uma considerável economia de pensamento, 
evi tando a repetição de raciocínios análogos em cam-
pos diversos, com terminologia e notações diversas. 

Mas há também aquela aproximação de ramos dis-
t intos da Matemática sob uma teoria comum, que tem 
sido sempre uma fonte de estimulou fecundos. 

Com esta nova orientação, a Matemática ganha 
muito, certamente, em rigor lógico e etn valor esté-
tico ; e, embora ha ja quem d iga que se a fas ta assim 
da intuição criadora, a verdade é que se t o m a mais 
a p t a a penetrar no âmago das questões, por um maior 

poder de esquematização e de separação entre o que 
é acidental e o que é essencial. 

É preciso acrescentar que a Matemát ica moderna 
ut i l iza ainda, frutuosamente, cer tas axiomáticas cate-
góricas, que nSo encontram directa interpretação 
in tu i t iva no mundo empírico Tal é, por exemplo, a 
axiomát ica do espaço hi lbert iano — espaço com infi-
ni tas dimensões, dotado duma geometria muita seme-
lhante à do espaço euclideano ordinário. T ra t a - s e 
d uni a axiomática, que admi te inf in i tas realizações, 
todas isomorfas ent re s i : as mais usadas são aquelas 
em que os pontos se apresentam, ou corno sucessões 
inf ini tas de números ( ta is que a série dos respectivos 
quailrados seja convergente) , ou corno classes do fun-
ções de quadrado somável. Estes dois t ipos de reali-
zação correspondem às duas orientações diversas que 
se podem seguir na es t ru turação matemát ica da Me-
cânica quân t ica — a da nMecânir-a matr icial» de 
I ÍEISBNDERO- IÍOHX-. IOHDAN E a da «Mecânica ondula tó-
ria» de ScuiiõnixoER — cu ja equivalência formal indu-
ziu voa NEUMANN a estabelecer a respect iva axiomá-
tica uni f icadora*. 

Todas as ciências dedutivas devem ser axioma-
tizadas ? 

Creio que j á respondi em par te a esta questão. 
A resposta pode forinular-se nos seguintes termos: 

Atendendo fi própria definição de ciência dedutiva 
no sentido aristotélico, uma ciência que não estiver 
axiomatizada não é dedutiva **. 

Naturalmente , há nesta resposta urn certo extremis-
mo que convém mit igar . Por exemplo, seria contrário 
a todo o bom-senso pretender ensinar nos liceus uma 
Geometria cem-por-venlo dedutiva O ensino 'la Geo-
metria elementar como se admite hoje correntemente 
em pedagogia , deve começar por ter um carácter 
in tu i t ivo —experimental, com a preocupação de con-
duzir o aluna, a pouco e pouco, ao pensamento racio-
nal. O enijtaeto com as primeiras formas de demons-
tração - com aquela possibilidade rte provar r igorosa-
mente leis geométricas «<ío evidentes, sem fazer 

* VON NTSUUAHTT CIIA:DS aespuçu do IIILBEUTB â p r i m e i r a «IAN 
r e a l i z a ç õ e s c o n s i d e r a d a s g t e s p e ç o d e I í l : . : i n T a l w t m c t e * no 
t i po d a s QstruiuraA I s o m o r f a * à p r i m e i r a , I s to è. àqu i lo quo, 
segundo a n a s s a terminologia. A a tolução ( l i u l u ) dn axiomática 
do e s p a ç o h l ' t ï o r t l i t no . 

• ' Q u a n d o >e t r a t a , por o x e m p l o , da r e o ' l n do e s p a ç o hlMrur-
t l a u e , oo liem se c o n s i d e r a tal t e o r i a comu um c a p i t u l o da t e o . 
r i a d o t n ú m e r o s r e a i s , ou s e c o o s í d e r a c o m o t e o r i a autòp,o-
7no, u omf to p r e c i s a r á d e so r e x i u m a i U a d a . P o r sua t m , a t v o r l i 
d o s n ú m e r o s r e a i s , s e uilo f o r cu j i s i ' i e rndo c o m e f a ^ e n d u p a r t e 
da a r l t m á t l c a d e s In te i ros (ou d a t e o r i a d a s l í r a i -de / a s c o n t i n u a * ) , 
p r e c i s a r á do s e r nx io ioa t iKnda . Eia • ' . * . ' : . a i i à l i i c , u m a a x i o m á -
t ica d e v e r á s e m p r e e x i s t i r . 
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verificações experimentais, mas apenas admit indo 
verdades elementares eoiden'es e desenvolvendo racio-
cínios—<S um momento grandioso, de súb i ta e lumi-
nosa revelação, comparável ao momento histórico em 
que o espíri to grego descobre o racionalismo—em que 
a razão toma conhecimento tle si mesma. A p a r t i r de 
então, o ensino deve encaminhar-se rap idamente do 
intui t ivo para o racional, embora, no curso dos licous 
não seja possível a racionalização completa Deveria 
contudo aludir-se então « possibilidade de lá chegar, 
mediante uma axiomática cooreniente. 

Não pretendo com isto ins inuar rjue, no ensino supe-
rior, o racional deve subs t i tu i r por completo o int i tuivo 
(o que mesmo, de restn, seria rnetafisicamente impos-
sível). .Muito pelo contrário, tanto na teoria como na 
prát ica do ensino, o ideal que me nor te ia é: conciliar 
o máximo de racionalidade com o máximo de intui Umi-
dade. 

No ensino superior, pode e deve fazer-se um largo 

emprego dos métodos axiomát icos; mas perderá sen-
tido e v i t a l idade o ensino que não se apoiar em só-
lidas intuições, Criadas pelos prohlymas reais que ao 
ser humano se levantam, nesta árdua luta pela exis-
tência à superfície da Ter ra . 

N O T A —Tenho o dever de lembrar que a in t rodução 
dos modernos métodos axiomáticos em Portugal se 
deve ao Professor António Aniceto Monteiro, cu ja 
acção no domínio das matemát icas , entre nós, foi 
notoriamente profunda c renovadora, apesar de se ter 
desenvolvido num período infelizmente tão breve. E 
sobretudo na perspect iva do tempo (apenas são pas-
sados uns dez anos), que o alcance da sua obra pode 
ser devidamente apreciado. O que há de essencial nas 
ideas acima explanadas, dele o recebi, t ransmit ido 
com o cunho da sua personalidade, com aquele fervor 
comunicativo que o s i tua, fundamentalmente , no 
campo da act iv idade científica pura e desinteressada. 

José ãt i i iuàUao e S l i r a 

M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 
CONTRIBUIÇÃO LATINO-AMERICANA A O PROGRESSO CIENTIFICO 

O Centro de Cooperação Cientifica da Unesco pa ra 
a America La t ina publicou recentemente um fascículo 
da serie f.atin American Contribution to Scientific 
proqress dedicado à Matemática. Es t e fascículo, 
único no género, consti tue um gu ia às contribuições 
mais importantes , anteriores a 1951, a esse ramo da 
ciência. 

A sua preparação foi confiada ao matemático espa-
nhol D K . L U I Z A. S A N T A L Í , que se encontra radicado 
na Argent ina há vários anos, contando também com 
a colaboração dos D R S . GODOFHEOO G A H O I A (do Perú), 
R Í F A R L [JADUAIMIA (do Uruguai ) , e MÁmo O . G O N Z ^ L K Z 

(de Cuba). Das 32 páginas do texto, 4 são dedicados a 
aspectos comuns aos países lat ino-americanos, 15 à 
Argent ina , 3 ao Brasil , 2 a Cuba, 2 ao México, 3 ao 
Peru , 3 ao Urugua i e 3 conjuntamente ao Chile* 
Venezuela, Porto Rico e Paraguai . As pessoas e ins-
t i tuições que desejem obter um exemplar desse fas-
cículo devem se dir igir ao referido Centro, Bulevar 
Ar t igas 1320, Montevideu. O Centro de Cooperação 
da Unesco pretende suplementar o presente fascículo 
com outros, publicados de dois em dois anos e re la t i -
vos aos períodos em questão, 

L . NACBHLD 

A Redacção da G M. aprovei ta a oportunidade 
p a r a apresentar a ti a lução do capí tulo referente ao 
Brasil , que nos dá ideia da na tureza desta publicação 

da Unesco, ao mesmo tempo que fornece elementos 
acerca do t raba lho dos matemáticos brasi leiros e 
da acção do professor D K . A N T Ó N I O MONTEIRO durante 
a sua es tadia no Brasil. 

Há no Brasi l duas escolas de ma temát i cas : uma 
em S. Paulo outra no Rio de Janeiro. A primeira 
recebeu o seu inicial impulso dos matemáticos i t a -
lianos contra tados e, mais tarde, do francês A N P H È 

W E I L O do norteamerieano O. Z A K I S K I , ent re ou t ros ; 
ela publica o Tioletim da Sociedade Matemática de 
São Paulo. No Hio de Janei ro , a Fundação G. Vargas 
iniciou, em 1912, a publ icação da excelente Summa 
Brasiliensis Mathcmatieae e em 1918. publicou sob a 
direcção de A . M O N T E I R O numa série do monografias 
in t i tu lada Notas de Matemáticas, impor tante colecção 
sobre diversos tópicos das matemát icas modernas de 
carácter não meramente exposieioual, mas onde cada 
capi tulo contém, também, contribuições or iginais ao 
assunto desenvolvido. Outro jornal brasileiro, duma 
natureza mais geral , mas onde se encontram muitos 
t rabalhos de matemática , são os Annaes da Academia 
Brasileira de Ciências. 

Nos últ imos anos, o t raba lho do por tuguês A. MOK-
TEIHO exerceu uma inf luência fundamental na escola 


