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GAZETA DE MATEMATICA

CONSULTORIO

Com esto namero a G. M. ipicia uma nova secgfio na qual serflo dadas respostas ds perguntas que pos forem dirigidas pelos
nossos leltores. Procuraromos sempre que os assuntos sejam tratados por especinlistas, com o desenvolvimento necessario, de modo a

que a resposta constitua um verdadeiro esclarecimento do assunto.

Protende-se, doste modo fazer com que a Gaszela 5o torno um elemento Gtil @os seus leitoreas e sirva as suas oecessidades
e preocupagies. Esta seegfio visa, pois, um malor contacto com os leitores cujas porguntas nos indicarlo as suas dificuldades, os

pontos que mais necessitam ser esclarecidos.

Para os assuntos de maior luteresse ou que carecam de nm amplo desenvolvimento, as respostas serflo dadas em artigos

espocials, fora mesmo da secqllo.

O que & uma axiomalica?

O conceito de axiomitica é dos que mais tdm evo-
luido ao longo dos séeules. Distinguiremos aqui duas
formas sucessivas de tal conceito: a forma cldssica e
a forma moderna.

0O coneeito cldssico de axiomdtica é o que se en-
contra implicito na teoria das citncias dedutivas, se-
gundo Amisrérenes: A designagio ciéncia dedutiva
aplica-se entlo a todo o sistema S de termos e de
proposigies dcerca desses termos, que se sucedem inde-
finidamente uns aos outros de tal modo que:

a) Toda a proposigiio que seja ou venha a ser de-
monstrada a partir de proposi¢des de S pertencerd
ainda a §.

6) Existe em 8§ um mimero finito de termos (cha-
mados fermos primitivos), que niio podem ser definidos
légicamente, e a partir dos quais se definem todos os
restantes termos de § (chamados termos derirvados).

c) Existe em & um nimero finito de proposi¢des
(0s postulados ou axiomas*), que nio se demonstram
logicamente e das quais se deduzem todas as outras
proposi¢des de S (os teoremas).

Pressupde-se, além disso, que o sistema S de ter-
mos e de proposi¢oes diz respeito a um, e um sd, do-
minio de seres, cuja existéncia é postulada. Os termos
primitivos corresponderiam a dadoes da intuig¢do — a
conceitos psicologicamente elementares, de apreensio
imediata. Anialogamente, os axiomas proviriam da
intuicio e teriam assim um cardcter de evidéncia,
que permitiria aceitd-los como verdadeiros, gem mais
explicagdes.

Modélo perfeito, e mesmo inico, de cidéncia dedutiva
era entiio a Geometria de Euclides.

A axiomsdtica duma ciéncia dedutiva seria, natural-
mente, o conjunto dos seus axiomas. Uma primeira
nuance, uma primeira tendéncia no sentido da evolu-
gio do conceito de axiomdtica, manifesta-s¢ ao ser

* Antecipamos agunl um pouco o ponto de vista moderno, se—
gundo o qual ofio hid que fazer distinglio entre spostulados e
saxiomas.

reconhecida uma certa arbitrariedade na escolha dos
termos que hiio de figurar como primitivos e das pro-
posi¢des que devem aceitar-se como postulados. Mas
o que provoca decididamente a passagem a nova for-
ma do conceito ¢ o aparecimento sensacional das geo-
metrias nfo-euclideanas, no séeculo passado, com
incaleuldveis repercussdes em todos os sectores do
pensamento.

Para dar uma primeira idea do que se entende hoje
por «axiomAticaw comegarei por tomar como exemplo
a seguinte defini¢io de «econjunto ordenadon:

«Chama-se conjunto ordenado todo o conjunto U
nio vazio no qual esteja definida uma relagio bindria
que designaremos pelo sfinbolo « <{» (ler: aprecedev
ou «é anterior ar), de modo que resultem verificadas
as seguintes condigfes:

1. Dados dois elementos x,y de U, € sempre verifi-
cada uma, e uma sd, das trés hipiteses:

X<y, y<x

II. Todas as vezes que, dados trés elementor x,y ,z
de U, seticer x<y e y<z, serd tambem x<zn».

(Costuma exprimir-se a condigiio I, dizendo que
a relagiio < é tricotémica e a condigio 1I, dizendo
que a relagio < € transitiva).

Estamos em presenga duma defini¢io axiomdtica ;
porém, nfio haja equivocos: o que se define aqui nido
é o termo «.<{» (termo primitivo), mas sim a classe
dos conjuntos ordenados ou, o que ¢ equivalente, o
conceito de relacio de ordem. As condigoes I, 1l sio
os axiomas da definigiio: proposigées que envolvem o
termo indeterminado « < » (sindnimo de gpreceden)
e lhe fixam, por assim dizer, os limites da variabili-
dade, de maneira implicita. Na verldadle, o simbolo
a« < » pode ser interpretado de infinitos modos diver-
sos, até dentro dum mesmo conjunto UJ. Por exemplo
o conjunto de todas as palavras duma lingna ¢ um
conjunto ordenado, se adoptarmos o conhecido erité-
rio de ordenagio allabética; sio ainda conjuntos
ordenados o conjunto £ dos ndmeros reais ou o
conjunto N dos numeros naturais, quando o termno

Xe=Y,




GAZETA DE MATEMATICA

19

apreceden significa «menor ques. Mas nio resultard
ordenado o conjunto dos nimeros complexos, se
adoptarmos por exemplo o seguinte eritério:

a+bide+di, se esose, a<<e,b<<d(a,b,e,d
nimeros reais; i2= — 1), visto nfio ser entdo verifi-
cada a condig¢do I; porém tal conjunto pode ser orde-
nado, definindo dum outro modo a relagio <.

Os conjuntos ordenados constituem as chamadas
realizagbies Jda axiomdtica econsiderada. Dados dois
conjuntos ordenados U, U', e designando por <, <!
as respectivas relagdes de ovdem, diz-se que tais con-
juntos ordenadus sio isomorfos (ou, em terminologia
mais especifica: semelhantes), quando, entre os ele-
mentos @, y, -+ de U e os elementos ',y --.- de
U' se pode estabeler uma correspondéncia biunivoca
e2a' ,yZy',-+, de tal modo que se tenha
22y,
quaisquer que sejam os elementos =,y de U consi-
derados.

Por exemplo, o conjunto P dos mimeros positives
e o conjunto f2 dos ndmneros reais, com a habitual
nogiio de amenor quev, sio conjuntos ordenados iso-
morfos, porque entre os elementos de P e os de R
se pode estabelecer a correspondincia biunivoca

xz<y, se esdse,

zrx'=logx,

que respeita nos dois sentidos a relagio de ordem. Mas
o conjunto ordenado R dos mimeros reais nio é iso-
morfo ao conjunto ordenado N dos mimeros naturais:
para o rezonhecer, basta observar que, dados dois
elementos x,y de g tais que z <y, existe sem-
pre, pelo menos um outro elemento z de 2 tal que
@ <<z <<y; ora esta propriedade nio se vevificaem N.
Diz-se que dois conjuntos ordenados tém o mesmo
tipo de ordem, quando sdo isomorfos. Também se dird
neste caso que representam a mesma solugdo Ja axio-
mdtica dos conjuntos ordenados. O facto de existir
pela menos una solugdo desta axiomdtica traduz-se
dizendo que a axiomdtica é compativel (ou possivel);
o facto de existirem virias solugdes (isto é, vdrias
realizagGes da mesma, ndo isomorfus enlre si), expri-
me-se dizendo que a axiomitica ndo € categdrica.
Mas nés podemos restringir o dominio das solugbes
da axiomdtica, ampliando-a com axiomas independen-
tes dos primeiros, isto é, com novas condigdes que nio
sejam consequéncias logicas de I e Il Por exemplo
imponhamos A relagdo < esta outra condigdo:

1II. Para todo o subconjunto X de U ndo vazio
existe um elemento y de X tal que, qualquer que seja
o elemento x de X, setem y—x ou y<x (o que se
exprime dizendo que todo o subconjunto X de U
nio vazio tem um primeiro elemento).

Dizem-se bem ordenados os conjuntos ordenadoes que
verificam esta condigio suplementar. As realiza¢oes
da axiomdtica I, II, 1l sdo pois os conjuntos bem
ordenados.

O conjunto dos nimeros naturais, com a usual re-
lagdo <<, é um conjunto bem ordenado. Mas jd nio o
¢ o conjunto dos nimeros reais: basta observar que,
por exemplo o conjunto dos mimeros reais maiores
que 1 nio tem primeiro elemento; o préprio conjunto
£ nio tem primeiro elemento. Estes simples exemplos
provam que o axioma III ¢ independente dos axiomas
I, 3L,

Porém, hd conjuntos bem ordenados que nio sio
isomorfos & sucessdo dos mimeros naturais. Exemplo:
o conjunto dos nimeros

1 2 n

— =g asey 1
2 3 n 4+ 1

vy 1,2, my

ordenados com a habitual relagio amenor ques. Mas
introduzamos este novo axioma:

IV. Para todo o elemento x de U que nio seja o
primeiro®, existe um elemento imediamente anterior a
x, isto € wn elemento y de U anterior a x e lal que,
qualquer que seja o elemento z de U menor que x, se
tem z=y ov z-y.

E fdcil ver que, no ultimo exemplo citado, nio se
verifica a condi¢io 1V, porquanto o elemento 1, que
ndo ¢ ali o primeiro, niio tem antecessor (isto ¢, ele-
mento imediatamente anterior).

Todavia, a adjun¢iio do axioma IV ainda nfo con-
duziu a uma axiomitica categdrica: sio realiza¢des
da nova axiomdtica, nfio sd a sucessio dos mimeros
naturais, como ainda todo o conjunto ordenado finito.

A categoricidade pode ser atingida com a adjungiio
dum iltimo axioma, que exclue os conjuntos ordena-
dos finitos:

V. Para todo o elemento x de U existe um elemento
y de U tal que x<y (o que se exprime dizendo que
ndo existe em U um #/timo elemento).

Com efeito, a axiomdtica I, 1I, 111, IV, V admite
uma unica solugdo, constituida por infinitas realiza-
¢des isomorfas i sucessio dos mimeros naturais. Pode-
mos pois dizer que se trata duma axiomdtica dos ni-
meros naturais, com a sequinte reserva: a sucessio dos
numeros maturais fica apenas definida a menos dum
isomorfismo. Na verdade bhd infinitos conjuntos orde-
nados, isomorfos a este: a sucessio dos niimeros pares,
a sucessfio dos nimeros primos, ete. ete. O que fica na
realidade definido € o tipo de ordem de tais conjuntos
ordenados.

* O termo sprimoiros define-se ficilmente a partir do termo
eprecedes, conforme estd indicada oa condigho IIIL.
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Note-se que a mais conhecida axiomdtica dos niime-
ros naturais nfio ¢ esta, mas sim a de Peaxo, em que
se toma para primitivo o termo «sucessor dew», a partir
do qual se define depois o termo «menor que»
(enquanto nesta se define asucessor de» a partir de
«menor quen) .

Mas até agora apenas apresentei exemplos de axio-
mdticas. Sobre a maneira de chegar a uma concepgio
geral das axiomaticas no sentido moderno, limitar-
-me-el a muito breves e esquemdticas indicagdes.

Chamarei estrutura matemdtica a todo o conjunto U
(dominio de individuos ou universo légico), sobre o
qual sejam designadas como primitivas certas entida-
des o.,B,+-. Estas entidades podem ser: individuos
(elementos de U), classes (subconjuntos de U, fami-
lias de subconjuntos de U, ete.) oun relagies (defini-
dag em U ouem conjuntos construidos a partir
de U)™.

No exemplo dos conjuntos ordenados hd uma gd
entidade primitiva que ¢ uma relagdo bindria. Mas a
Matemadtica apresenta-nos ainda, a cada passo, rela-
gdes terndrias, relagies quaternarias, ete. (um dos
grandes progressos da logica moderna a respeito
da ldgica cldssica é precisamente o de fazer um
estudo sistemdtico das relagbes, em pé de igual-
dade com as classes). Por exemplo, sejam X,Y , Z
pontos de varidveir do espago ordindrio e considere-
mos a expressio

«X, ¥ e Z estio em linha rectan

Trata-se manifestamente, duma propriedade rela-
tiva, que se veritica para determinados fernos de pon-
tos e ndo se verifica para outros (ndo terd sentido
quando aplicada a pares de pontos, e menos ainda
quando aplicada a pontos, individualmente). Diremos
entio, que a expressiio considerada define uma relagdo
terndria entre pontos; designando tal relagido pelo
simbolo R¢, convenciona-ge escrever a mesma expres-
sio, abreviadamente, tal como segue :

Rt(X,Y,7).

Analogamente, se escrevermos Tr (X, 1, Z) como
abreviatura da expressio «X estd situado entre Y
e Z»,serd Tr o simbolo duma relagiio terndria dis-
tinta de Rt (hd ternos ordenados que verificam Rt
sem verificar 77); se escrevermos Eq (X, Y, U, V)
como abreviatura da expressio «a distincia de X a

* Também so pod apr tar estruturas matemiticas com
m+!  ls win dominio de Individuos, mas a redugiio ao caso de
uni 50 dominlp & sempre possivel, gue mais nflo soja considerada
a reunilo dous primeliros.

Y éigual i distinciade U a V» serd Fq o simbolo
duma relagdo quaterndriaj ete. As relagbes Re, Tr
e Eg sfio as entidades tomadas para primitivas
em algumas axiomdticas da Geometria euclideana
(note-se porém que é possivel definir Rt e Tr por
meio de Eg) .

Postas estas considera¢des preliminares, poderemos
dizer que uma axiomdtica ¢ um conjunto de condigdes

Py {ﬂrﬂf"')
Pp(2,8,-)
P:i{“‘:ﬂr"')

impostas a certos simbolos indelerminados a,f -+,
representativos de entidades definidas sobre um con-
junto fundamental U, igualmente indelerminado.
Os simbolos de =, B, .-+ serdo os termos primitivos e
as condigdes impostas a «,B, -+ os axiomas da axio-
mitica em questio,

Realizagio da axiomdtica serd toda a estrutura
matemdtica [U',a',3',.--] que a verifique, isto ¢,
tal que, substituindo U por U', a por o', B por
B', -+, todos os axiomas se convertam em proposigdes
verdadeiras. A axiomdtica dir-se-d4 compativel se
admitir pelo menos uma realizagio.

O conceito de arealizagdes isomorfas» pode ainda
ser definido no caso geral, tal como segue: Dadas
duas estruturas [Uy,2,B;,---] e [Uz, 22,82, -],
diremos que estas estruturas sfo isomorfas, relativa-
mente 4 ordem por que sio nomeados os entes primi-
tivos, quando fér possivel aplicar biunivocamente Uj
sobre U, de modo que ay se converta em as, f; em
B2, ete.®

Daqui decorrem imediatamente os conceitos de
wsolugion e de acategoricidade» duma axiomdtica.

O conceito de aaxiomdtica categorican é o legitimo
descendente do conceito cldssico de axiomdtica, tal
como o delineamos no inicio destas consideragdes. Mas
que imensa distincia os separa ! Que profunda diver-
géncia de pontos de vista !

Agora os termos priwitivos j4 nio designam seres
bem determinados, dos quais atemos um conlieci-
mento intuitivo imediato» ; agora os termos primiti-
vos sfio simplesmente indeferminadas, semelhantes as
incégnitas ou varidveis dum sistema de equagdes.

* O sentido da palavra wconverters aqui empregada nlo
ecareca de explleagles quando se trata de individuos (elementos
de Uy U:); Se o, for uma classe, diremos que 2, S0 converte
em %y, quande 2, fOr a classe dos elemountos de U corres-
pondautes aos elementos de o,; se %, for uma relagio bind-
ria, diremos que 2, se converte em #,, quando 2, fora
a relagho Lindria verificada pelos pares ordenados de elementos
de [7; correspondentes aos pares ordesados de elementos de Iy
que verificam @,; e assim por diante.
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E os axiomas estiio bem longe de ser aquelas averda-
des de tal modo intunitivas, de tal modo elementares,
que. se nos tornam evidentes» : agora sfo apenas con-
digies, verificadas por certas estruturas, nfio verifica-
das por outras. Por sua vez, os feoremas relativos a
axiomdtica scrio tolas aquelas condigdes implicadas
pelos axiomas (isto é, que resultam automaticamente
verificadas desde que o sejam todos os axiomas).

O que interessa fundamentalmente € que a axiomditica
seja compatirvel, isto é, que exista pelo menos wma sua
realizagio. Mas aqui levanta-se um problema em que
s0 muito superficialmente posso tocar: Como averi-
guar se uma dada ariomdltica € ou nio compativel ?

Quando se trata, por exemplo, duma axiomitica de
Geometria euclideana, formulala com os termos pri-
mitivos R¢, Tr e Eq, pode obter-se uma realizagio
da axiomatica, do seguinte modo: Chamemos pontos
aos termos ordenados de nimeros reais, tais.como
(0,—1,/2),0/2,0,—1), ete. e fagamos ainda
as seguintes convencdes: dados trés pontos
X= (w1 22,23), Y=(y1,y2,¥3) ¢ Z=(31,2,2),
diremos que «X, Y, 7 estio em linha recta» quando
as diferencas

=Ry K28y Ry — R
forem ordenadamente proporcionais* as diferengas
Y= 2, Y2— 32, Y3— 233

diremos que «Z estd situado entre X e ¥», quando
verificarda a hipdtese anterior, a constante de propor-
cionalidade é um determinade nimero negativo;
finalmente, dado um quarto ponte U= (wy,us,us)
diremos que «a distincia de X a ¥ ¢ igual a dis-
ticia de Z a U» quando se tiver

(1 — )2 + (22 — ¥2)* + (23— y3)? = (21 — uy)? +
+ (22 — up)® + (23 — u3)?

Pois bém, é facil reconhecer que o conjuto R? de
todos os ternos ordenados de numéros reais, com as
relagbes Rt, Tr e FEq assim definidas, constitui
uma estrutura matemdtica [R3, B¢, Tr,Eq] que
satisfaz a referida axiomdtica da Geometria eucli-
deana**. Esta axiomitica serd pois compativel, desde
que se admita a existéncia da totalidade dos nivmeros

*® Aqui o termo sproporcionalss & tomado no sentiio com gqune
costuma ser aplicado em geomeltria analitica, ao euunciar a con-
digiio de colinearidade de trls pontos dados.

*% Prova-se ficilmente que uma tal axiomdtica & categdrica.
Quante ao prohlema de saber se o modélo eunclideano se ajusta
bem ou nfio a descrever a realidade empirica, isso nfio compete
propriamente ao matemdtico, mas antes ao fisico e ao filésofo.

reais. Suponhamos por sua vez provada a existineia
do conjunto R, desde que se admita a existéucin do
conjunto N dos mimeros naturais. Mas existe o con-
junto N'? Por outras palavras:

E compativel a axiomatica dos nivmeros naturais ?

Hiuperr e os logicos do sua escola tentaram provar
a compatibilidade de certas axiomdticas dos nimeros
naturais (ampliadas com axiomas da légica formal),
demonstrando que tais axiomdticas nédo sdo contradi-
térias. («Existéneia» e «nfo-contradi¢io» sio termos
inicialmente assumidos como equivalentes, de acordo
com a frase célebre de Porxcart: «Em Matemditica,
existir significa ser dsento de contradigdon).

O objective ideal do programa hilbertiano pode
considerar-se inatingivel, sobretudo apds os resulta-
dos sensacionais de Giper, cuja deserigiio estd fora do
Ambito deste apontamento. Mas o impulso que tal
programa deu as investigacdes l6gicas foi uma recom-
pensa generosa do esforgo dispendido. Gracgas a esse
impulso, o0 meeanismo légico do pensamento matemd-
tico foi dissecado com profundidade e agudeza extre-
mas, fazendo uso do instrumento mais adequado a
esse fim: a légica simbdlica. Deu-se inicio a uma
teoria da definicio e a uma teoria da demonsiragiio,
que tomam o lugar da légica formal de ArisrérELEs
e se encontram hoje em pleno desenvolvimento, com
repercussdes filosdficas e um alargamento de pers-
pectivas que chegam a causar vertigens.

E mais nfio ouso dizer sobre questdes de tal enver-
gadura *.

Quais as vantagens dos métodos axiomaticos?

A resposta depende, naturalmente, do conceito de
axiomdtica em questdo. Se nos reportarmos ao con-
ceito cldssico de axiomdtiea, a pergunta parece equi-
valente a esta outra: «Quais sio, em geral, as vanta-
gens das ciéncias deduativas, como por exemplo a
Geometria de Evcripes, a Mecinica de Newrox ou a
Termodindmica de Cravsivs? aNa verdade, basta ter
presente a definigdo de «ciéncia dedutiva», para se
reconhecer que ciéncia dedutiva nfio hd ende ndo hou-
ver axiomdtica, Racionalizar uma ciéncia, isto é,
tornd-la dedutiva (o que, a ser possivel, se costuma
interpretar como investidura no grau de perfeicio
mdxima) o mesmo & que axfomatizar essa cién-
cia. Verdadeiramente, a Geometria de Evcripes
s¢ foi totalmente racionalizada no século passado,
porque s6 entdo foi dada uma sua axiomdtica com-
pleta, como ¢ a que figura nos «Grundlagen der Geo-
metrie», de Hruserr. Porém, os arquitectos do edificio

® A melhor maneira de estar ac corrente sohre o que se passa
neste campo & consultar «The Journal of Bymbolic Logies.
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euclideano foram sem divida os antigos, que deixa-
ram tragadas as linhas mestras da edificagdo, mesmo
no que se refere aos fundamentos.

Axiomatizar ¢ necessidade imperiosa, desde que se
faga qualquer tentativa séria de construgio racional
Porque se en quero demonstrar uma proposigio admi.
tindo como verdadeiras outras proposigdes, que, por
sua vez, foram demonstradas a partir de outras ainda,
e assim por diante (ou antes, para ¢rds...), tem de
de haver por forga um termo deste processo; de con-
trdario, estou condenado a uma regressdo ao infinito,
por naturesa inconcludente — ou, pior ainda, a um
circulo vieioso. K o mesmo se diga a respeito das defi-
nigoes. Ndo me hei-de esquecer de uns apontamentos
de Fisica que me vieram em tempos s mfos, no qual
figuravam, uma apos a outra, estas duas definigdes :

Corpo — é toda a porgdo limitada de matéria.

Matéria — é aquilo de que os corpos sfio formaidos.

O autor, se nio era um ironista, ndo se pode dizer
que fosse um hdbil prestidigitador de ideias, como
tantos qne por ai andam, a deitar poeira em olhos de
incautos.

Se passarmos porém ao conceito moderno de axio-
maitica, as vantagens sdo de outra ordem, prineipal-
mente no que se refere is ariomdticas ndo categiricas-
Basta lembrar que sio deste tipo as axiomdticas
dos conceitos de grupo, de anel, de corpo, de espago
vectorial, de espago topolégico, de espago métrico,
de espago vectorial topoldégico, de espago normado,
de anel topologico, de grupo ordenado, de conjunto
parcialmente ordenado, de reticulado, de dlgebra de
Boone, ete. ete.. Neste sentido, o método axiomdtico
(ou, como também se diz, formal ou abstracto) é a
prineipal caracteristica das matemditicas modernas.
Cada teoria furmal/ engloba, com a indeterminacio
dos seus termos primitivos imimeras possibilidades de
concretizagdo: — inlimeras teorias especificas que se po-
dem desenrolar nos mais variados ramos do saber. As
teorias formais constituem deste modo, sistemas de
raciocinios, mecanismos mentais, construidos uma vez
por todas e prontos a serem utilizados em bloco, na
primeira ocasido.

Uma das vantagens deste método &, como se vé
desde logo, uma considerdvel economia de pensamento,
evitando a repetigio de raciocinios andlogos em cam-
pos diversos, com terminologia e notagdes diversas.

Mas hd também aquela aproximagfo de ramos dis-
tintos da Matemdtica sob uma teoria comum, que tem
sido sempre uma fonte de estimulos fecundos,

Com esta nova orientagdo, a Matemdtica ganha
muito, certamente, em rigor légico e em valor esté-
tico; e, embora haja quem diga que se afasta assim
da intuigiio eriadora, a verdade é que se torna mais
apta a penetrar no Amago das questdes, por um maior

poder de esquematiza¢io e de separagfio entre o que
é acidental e o que ¢ essencial.

preciso acrescentar que a Matemdtica moderna
utiliza ainda, frutuosamente, certas axiomadticas cate-
goricas, que ndo encontram direeta interpretagio
intuitiva no mundo empirico Tal é, por exemplo. a
axiomdtica do espago hilbertiano — espag¢o com infi-
nitas dimensdes, dotado duma geometria muito seme-
lhante 4 do espago euclideano ordindrio. Trata-se
duma axiomitica, que admite infinitas realiza¢des,
todas isomorfas entre si: as mais usalas sio aquelas
em que 08 pontos se apresentam, ou como sucessdcs
infinitas de nimeros (tais que a série dos respectivos
quadrados seja convergente), ou como classes de fun-
gdes de quadrado somdvel. Estes dois tipos de reali-
zagido correspondem as (uas orientagdes diversas que
se podem seguir na estruturagio matemdtica da Me-
cinica quintica — a da «Meednica matricial» de
Hesespera-Bory-Jorpan e a da «Mecdnica ondulato-
rian de Scuripixeer — caja equivaléncia formal indu-
ziu von Neusmasy a estabelecer a respectiva axiomd-
tica unificadora ®.

Todas as ciéncias dedutivas devem ser axioma-
tizadas 2

Creio que jd respondi em parte a esta questio.
A resposta pode formular-se nos seguintes termos:

Atendendo & prépria definigio de ciéncia dedutiva
no sentido aristolélico, uma ciénecia que ndio estiver
axiomatizada ndo € dedutiva **,

Nataralmente, hd nesta resposta um certo extremis-
mo que convém mitigar. Por exemplo, seria contrdrio
a tolo o bom-senso pretender ensinar nos liceus uma
Geometria cem-por-cento dedutiva. O ensino da Geo-
metria elementar como se aillmite hoje correntemente
em pedagogia, deve comegar por ter um carvdeter
intnitivo—experimental, com a preocupagio de con-
duzir o aluno, a pouco e pouco, ao pensamento racio-
nal. O contacto com as primeiras formas de demons-
tragdo — com arquela possihilidade de provar rigorosa-
mente leis geométricas ndo evidentes, sem fazer

® Vox NEUMANN chama sespago de IliLserTs i primeira das
roalizagbes cousideradas e wespngo de IHILBERT albstractos ao
tipo das ostruturas isomorfas & primeira, Isto &, aquilo que,
sagundo a nossa terminologia, & a solugdo (Nsica) da axiomatica
do espago hi'bertiano.

**¥ Quaudo se trata, por exemplo, da teoria do espago hilber—
tiano, ou hem seo considera tal teorin como um capitnlo da teo-
ria dos nimeros reais, ou hem se considera como teoria autdio-
ma, @ entdio precisard de ser axiomatizada. Por sua vez, & teorin
dos nameros reals, se pdo for couslderuda como farxendo rarte
da aritmética dos Inteiros (on da teoria das grandezas continuas),
procisard de sor sxiomatizada. Ewm dllima andlive, uma axiowni.
Hea deverd sempre existir.
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verificasdes experimentais, mas apenas admitindo
verlaldes elementares enidentes e desenvolvendo racio-
cinios —¢ um momento grandioso, de sibita e lumi-
nosa revelaydo, compardvel ao momento histérico em
que o espirito grego descobre o racionalismo—em que
a razdio toma conhecimento de si mesma. A partir de
entdo, o ensino deve encaminhar-se rapidamente do
intnitivo para o racional, embora, no curso dos liceus
ndo seja possivel a racionalizagio completa. Deveria
contudo aludir-se entdo & possibilidade de ld chegar,
mediante uma aciomdatica conreniente.

Nio pretendo com isto insinuar que, no ensino supe-
rior, o racional deve substituir por completo o intituivo
(o que mesmo, de resto, seria metafisicamente impos-
sivel). Muaito pelo contrdrio, tanto na teoria como na
pritica do ensino, o ideal que me norteia é: conciliar
o maximo de racionalidade com o maximo de intuitivi-
dade.

No ensino superior, pode e deve fazer-se um largo

emprego dos métodos axiomdticos; mas perderd sen-
tido e vitalidade o ensino que nfo se apoiar em sd-
lidas intuigdes, criadas pelos problemas reais que ao
ser humano se levantam, nesta drdua luta pela exis-
téneia 4 superficie da Terra.

Nora —Tenho o dever de lembrar que a introdugio
dos modernos métodos axiomdticos em Portugal se
deve ao Professor Anténio Aniceto Monteiro, cuja
acgdo no dominio das matendticas, entre nds, foi
notoriamente profunda e renovadora, apesar de se ter
desenvolvide num periodo infelizmente tdo breve. I
sobretudo na perspectiva do tempo (apenas sdo pas-
sados uns dez anos), que o alcance da sua obra pode
ser devidamente apreciado. O que hd de essencial nas
ideas acima explanadas, dele o reeebi, transmitido
com o cunho da sua personalidade, com aquele fervor
comunicativo que o situa, fundamentalmente, no
campo da actividade cientifica pura e desinteressada.

José Sebastiio e Bilva

MOVIMENTO CIENTIFICO

CONTRIBUICAO LATINO-AMERICANA AO PROGRESSO CIENTIFICO

O Centro de Cooperaciio Cientifica da Unesco para
a America Latina publicou recentemente um faseiculo
da série Latin American Contribution to Secientific
Praogress dedicado & Matematica. Este fasciculo,
tnico no género, constitue um guia as contribuigdes
mais importantes, anteriores a 1951, a esse ramo da
eciéneia.

A sua preparacio foi confiada ao matemdtico espa-
nhol Dg. Luiz A. Saxrard, que se encontra ralicado
na Argentina hd vdries anes, contanilo também com
a colabora¢io dos Drs. Goborreno Garera (do Peri),
R.Farn Liacuaroia (do Uruguai), e Mirio O. Goxzdrez
(de Cuba). Das 32 pdginas do texto, 4 sfo dedicados a
aspectos comuns aos paises latino-americanos, 15 a
Argentina, 3 ao Brasil, 2 a Cuba, 2 ao Méxicoe, 3 ao
Pern, 3 ao Uruguai e 3 conjuntamente ao Chile,
Venezuela, Porto Rico e Paraguai. As pessoas e ins-
titnigdes que desejem obter um exemplar desse fas-
ciculo devem se dirigir ao referido Centro, Bulevar
Artigas 1320, Montevideu. O Centro de Cooperagio
da Unesco pretende suplementar o presente lasciculo
com outros, publicados de dois em dois anos e relati-

vos aos periodos em questdo.
L. Nachbin

A Redacgio da ' M. aproveita a oportunidade
para apresentar a tealugfio do capitulo referente ao
Brasil, que nos dd ideia da natureza desta publicagio

da Unesco, a0 mesmo tempo que fornece elementos
acerca do trabalho dos matemdticos brasileiros e
da ac¢do do professor Dr. Axrdxio Monreiro durante
a sua estadia no Brasil.

* »

H4 no Brasil duas escolas de matemdticas: uma
em S. Paulo outra no Rio de Janeiro. A primeira
recebeu o seu inicial impulso dos matemdticos ita-
lianos contratados e, mais tarde, do francés Axor&
WeiL e do norteamericano O. Zamiski, entre outros;
ela publica o Boletim da Sociedade Matemdtica de
Sdo Paulo. No Rio de Janeiro, a Fundagio G. Vargas
iniciou, em 1942, a publicacdo da excelente Summa
Brasiliensis Mathematicae e em 1948, publicou sob a
direcgdo de A. Moxteiro numa série de monografias
intitulada Notas de Matemdticas, importante coleccio
sobre diversos topicos das matemditicas modernas de
cardcter nio meramente exposicional, mas onde cada
capitulo contém, também, contribui¢es originais ao
assunto desenvolvido. Outro jornal brasileiro, duma
natureza mais geral, mas onde se encontram muitos
trabalhos de matemdtica, sfo os Annaes da Academia
Brasileira de Ciéncias.

Nos dltimos anos, o trahalho do portugués A. Mon-
Teiro exerceu umna influéneia fundamental na escola



