
4 GAZETA DE M A T E M A T I C A 

São conhecidos no nosso país {e também fora dele) 
os largos esforços de actualização que em certos do -
mínios fundamentais de matemática pura toram feitos, 
alguns anos atrás, nos Centros de Estudos Matemá-
ticos de Listioa e Porto, e que hoje são prosseguidos, 
ainda que através dificuldades múltiplas, pela Junta 
de Investigação Matemática. Teria sido feito um 
estorço paralelo tio domínio da matemática aplicada? 
Em todo o caso nenhum eco dum tal movimento de 
actualização se repercutiu no Boletim da S. P. M., 
ou nas páginas da G. M. que é uma revista «dos es-
tudantes de Matemática das Escolas Superiores» 
portuguesas. 

Ora em quase todas estas Escolas Superiores o 
ensino da matemática tem em vista a sua aplicação 
ás diferentes técnicas, sendo portanto natural que os 
cursos de matemática pura estejam subordinados aos 
da matemática aplicada. Nas Faculdades de Ciências, 
nos cursos que constituem a licenciatura em Mate-
mática, uma tal subordinação poderia à primeira 
vista supor-se inexistente. No entanto, quando se 
compara o volume de matérias que constituem essa 
licenciatura, no campo da matemática aplicada e no 
da matemática pura, verificamos ainda aqui a posi-
ção privilegiada que ocupa a matemática aplicada 
((Jeometria Descritiva, Mecânica líacional, Cálculo 
das Probabilidades. Astronomia, <íeodesia, Mecânica 
Celeste, Tísica .Matemática). De resto, a própria es-
trutura desta licenciatura o confirma, pois aí vemos, 
nos dois últimos anos, os estudos de Matemática pura 
cederem o passo quase por completo às aplicações dos 
cursos de introdução feitos nos dois anos anteriores. 

Nestas condições, não será sem dúvida desprovido 
de interesse indagar, entre outras, as razoes por que 
a G. M., aparte os pontos de exame e uma colabo-
ração esporádica vinda geralmente do estrangeiro, 
oferece o aspecto duma revista destinada a leitores 
alheados das aplicações da matemática. 

Poderia talvez ser-sa tentado a dar como explica-
ção imediata o facto de os fundadores e colabora-
dores iniciais desta rovista se interessarem sobretudo 
pela matemática pura. Mas como explicar então que 
do forte predomínio das matemáticas aplicadas no 

Forjar Matemática 
por Th eo tf ore 

Muitas vezes se tem dito que um dos primeiros 
objectivos da Matemática é de fornecer aos 1'ísieos e 
engenheiros os instrumentos para a solução dos seus 
problemas. Ua história das Ciências Matemáticas 
ressalta como evidente que muitas descobertas mate-

quadro de estudos matemáticos das Universidades 
portuguesas não tenha resultado um nélan« que le-
vasse ao aparecimento de novos colaboradores vindos 
dos diferentes sectores da matemática aplicada? Por 
quê, também, na correspondência dos leitores, nunca 
se reclamou contra esta situação, que bem poderia 
ser julgada cotno uma carência pelos alunos das 
nossas Universidades. Ter-se-iain eles requer aperce-
bido disso ? 

E certo que os jovens solicitados pelas aplicações 
da matemática se não propõem, em geral, uma licen-
ciatura em matemática, mas um diploma de enge-
nheiro. Mas isso não subtrai nada à força das inter-
rogações anteriores, a menos que se admita que os 
candidatos a engenheiros frequentando as nossas 
Universidades consideram os conhecimentos matemá-
ticos especializados como uma bagagem inútil,.entre 
outras, para a sua preparação profissional. Muito me 
custaria ter de aceitar esta suposição como exacta. 

Seja como for, parece inegável existir em 1'ortugal 
um profundo divórcio entre os estudiosos da matemá-
tica pura e os da matemática aplicada, que muito 
dificulta o encontro dum terreno comum du colabora-
ção. IH no entanto essa colaboração é duma impor-
tância capital Será ela imediatamente realizável? 

Para responder com propriedade a tal pergunta 
seria necessário saber se se dispõe duma gama sufi-
cientemente graduada de matemáticos, cada um es-
pecializado no seu domínio, que possa assegurar uma 
espécie de ligação em cadeia, desde os ramos mais 
abstractos da matemática moderna às técnicas mate. 
máticas que hoje servem os engenheiros. 

Há aí, creio, matéria para reflectir. No sentido de 
acentuar o interesse desta questão e de estimular 
iniciativas que venham au encontro dela, damos aos 
leitores da G. M. a tradução dum artigo de Ttiuo-
DOBK vos KÁRM.ÍN', que abre o N, ° 1 do Quaterly of 
Ap/itieil MíiikrmfxticR [Abril , l'J43]: l-\)yja>' matemá-
ticas {tara engenheiros. Nele assistimos a uma dis-
cussão entre um matemático u um engenheiro, con-
duzida a um nível elevado, com um certo h u m o r . . . 
e competência. 

Agosto 1952 

para Engenheiros 
von Kármán 

máticas fundamentais foram iniciadas pelo impulso 
para compreender as leis da natureza e muitos 
métodos matemáticos foram inventados por homens 

* Quatorly of Applied Mathomatlcs, n.° 1 (AprIJ 1313}, p . 2 - 6 . 
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interessados pelas aplicações práticas. Não obstante 
todo o verdadeiro matemático sentirá que a res-
trição da pesquisa matemática aos problemas que 
tOm aplicações imediatas seria uma injustiça para a 
• Rainha das Ciências». Na verdade, os devotos 
«minnesingers» da Rainha têm-se revoltado muitas 
vezos contra a degradação da sua «senhora» a uma 
posição de najudante» das suas irmãs de feição mais 
prática, e ocasionalmente mais prósperas. 

Não è difícil compreender as razões para uma troca 
de pontos de vista de matemáticos e engenheiros-
Elas foram indicadas mais de uma vez por represen-
tantes de ambas as profissões. 

O matemático diz ao etápenheiro: Eu levantei uma 
construção sobre sólidas fundações: um sistema de 
teoremas baseados sobre postulados bum definidos. 
Aprofundei a análise dos processos do pensamento 
lógico para descobrir se existem ou não proposições 
que possam ser consideradas verdadeiras ou pelo 
menos potencialmente verdadeiras. Interesso-me por 
relações funcionais entre entidades que são criações 
bem definidas do meu próprio espirito e por métodos 
que me habilitam a explorar vários aspectos de tais 
relações funcionais. Se vós achais títeis para o vosso 
trabalho diário alguns dos conceitos, processos lógicos 
ou métodos que eu desenvolvi, certamente me regozi -
jarei. Todos os meus resultados estão à vossa dispo-
sição, mas deixai-me prosseguir os meus próprios 
objectivos pelas vias que me são próprias. 

Diz o engenheiro: Os vossos grandes antepassados, 
que loram matemáticos bem antes de vós, lalavam 
uma outra linguagem. LKOXAUEX) ECLEII não distribuiu 
o seu tempo entre descobertas em matemáticas puras 
e na teoria de invenções du engenharia? Os funda-
mentos da teoria das turbinas, a teoria da flexão de 
colunas, a teoria da cravação de estacas no solo 
foram contribuições de EOLEB. O desenvolvimento da 
análise matemática não pode ser separado do desen-
volvimento da física, especialmente do da mecânica. 
E duvidoso se um espírito humano poderia jamais ter 
concebido a ideia das equações diferenciais sem o 
aeieate de encontrar um iustrumento matemático para 
a determinação da trajectória dos corpos móveis. Se 
se supõe que o movimento é determinado por certas 
relações fundamentais mecânicas ou geométricas, que 
são válidas a cada instante do movimento, ó-se natu-
ralmente conduzido à ideia da equação diferencial. 
Também o cálculo das variações foi inventado prin-
cipalmente para a solução de problemas f í s i cos ; 
alguns dos quais eram de natureza teleológica, outros 
de natureza prática. O século dezoito e as primeiras 
décadas do século dezanove foram talvez o período 
de mais glorioso progresso na ciência matemática; 
nesses tempos não havia distinção entre matemáticos 

puros e matemáticos aplicados. Posteriormente, os 
matemáticos de espirito abstracto consideraram que o 
grosso do trabalho estava feito ; eles trataram de 
preencher certas lacunas lógicas, de sistematizar e 
codificar a abundância de métodos que os gigantes 
do período anterior tinham criado por uma combina-
ção do pensamento lógico e da intuição criadora. 

O matemático: Parece que vós subestimais a impor-
tância do que chamais sistematização e codificação. 
Não pensais que, a fim de assegurar uma aplicação 
correcta do cálculo e das equações diferenciais, era 
de absoluta necessidade definir exactamente o que sig-
nifica o processo dos l imites? Ou não era necessário 
dar um sentido preciso a termos tais como infinita-
mente pequeno ou infinitamente grande? Podeis ré-
cordar-vos que G A L I L E U — que dificilmente podereis 
chamar matemático puro ou abstracto — poz em re -
levo as contradições que são inevitáveis se se tenta 
aplicar as noções de igualdade e desigualdade a 
quantidades infinitas. Ele notou que ou se pode dizer 
que o número do inteiros é maior do que o número de 
quadradros, pois cada quadrado é um inteiro, mas 
nem todos os inteiros são quadrados; ou se pode 
dizer, com a mesma justificação, que há tantos qua-
drados como inteiros, pois cada número tem um 
quadrado. As noções de comensurabilidade, numera-
bilidade e análise lógica do contínuo, a teoria dos 
conjuntos e, em tempos mais recentes, a topologia, 
foram etapas fundamentais no desenvolvimento do 
espírito humano. Muitos destes desenvolvimentos 
foram concebidos independentemente de qualquer 
aplicação fisíca consciente. Mas mesmo para as apli-
cações era necessário melhorar as fundaçSes da nossa 
própria casa, quer dizer, melhorar a estrutura lógica 
das matemáticas. Sem uma análise exacta das condi-
ções de convergência das séries (as condições que 
permitem levar por diante os processos de diferencia-
ção o integração) ninguém pode sentir-se seguro a 
manejar séries. Não é exaeto que a tendência para 
procurar uma fundamentação sólida para as novas des-
cobertas tenha começado depois de os homens dotados 
de imaginação e intuição terem feito o trabalho de 
fundo. Já D'ALEBBIÍRT pedia que o Cálculo assentasse 
no método dos limites. C U U C H Y , LEÜENDEK e GJII-SS 

figuram certamente entre os génios matemáticos cria-
dores, no vosso sentido; eles contribuíram efectiva-
mente para a transição da intuição ao rigor. No 
segunda metade do século dezanove este desenvolvi-
mento continuou em direcção ao grande objectivo que 
os matemáticos daquela época — talvez com optimis-
mo — consideravam ser a lógica perfeita e o absoluto 
rigor. Contudo, a juntar à clarificação dos fundamen-
tos, aquele período também abriu novos caminhos 
para as matemáticas aplicadas. Vós mencionastes, 
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por exemplo, as equações diferencias. Não credes que, 
a teoria das funções de variável complexa, a classifi-
cação das equações diferenciais segundo as suas sin-
gularidades, e a pesquisa destas singularidades, tudo 
isto desenvolvido no período que vós chamais o período 
de codificação, foram contribuições da maior impor-
tância para a construção de muitos ramos de mate-
mática dos quais vós, engenheiros, tirais tanto bene-
f i c io? Estas teorias mudaram o primitivo caminho de 
determinar soluções das equações diferenciais por 
tentativas num método sistemático dominando todo o 
campo. 

O engenheiro: Concordo, especialmente com o que 
vós dissestes sobre variável complexa. Na verdade a 
tranformação conforme é um dos métodos mais pode-
rosos e mais elegantes para a solução de problemas 
físicos e de engenharia. Também concordo convosco 
sobre a importância fundamental das singularidades. 
I.)e facto, os nossos métodos gráficos e numéricos 
falham necessariamente ou tornam-se desastrados na 
proximidade dos pontos irregulares e nós temos de 
recorrer aos métodos analíticos. Contudo, vós, mate-
máticos, estais infelizmente de certo modo na situação 
dum médico que se interessa menos pelas leis normais 
do funcionamento do corpo humano do que pelas suas 
enfermidades, ou na situação dum psicólogo que cm 
vez de investigar as leis do processo mental normal 
concentra a sua atenção sobre as aberrações patoló-
gicas do espirito humano. Nós temos de lidar em 
muitos casos com «funções sondaso (nsouud 1'unctions») 
e gostaríamos de ter métodos eficientes para determi-
nar, com boa precisão, o seu comportamento em certos 
casos definidos. 

Besponde o matemático: Não podereis aplicar os 
métodos gerais que nós desenvolvemos para a solu-
ção das equações diferenciais e integrais? Se as so-
luções são dadas por funções sondas, como vos agrada 
chamar-lhes, não vejo qualquer graude dificuldade 
nem vejo o que esperais de nós. 

O engenheiro'. Os vossos teoremas gerais tratam 
todos da existência das soluções e da convergência 
dos vosBos métodos de solução. Podeis recordar-yos 
do dito de H E A V I S I D E : «Segundo os matemáticos 
esta série é divergente; por conseguinte devemos 
poder fazer qualquer coisa de útil com ela». Vós 
gastais muito tempo e muito engenho para mos-
trar a existência de soluções que muitas vezes é 
evidente para nós, por razões óbvias de natureza 
física. Raramente vos dais a pena de encontrar e 
discutir as verdadeiras soluções. Se fazeis isso, 
então restringis-vos de ordinário a casos simples, 
como por exemplo, problemas envolvendo corpos de 
formas geométricas simples. Refiro-me às chamadas 
funções especiais. Concedo que uma grande parte de 

tais funções foram investigadas por matemáticos. 
Os seus valores foram tabulados e OH seus desenvol-
vimentos em série o as suas representações por inte-
grais definidos foram estabelecidos com grande por-
menor. Infelizmente, tais funções têm apenas um 
campo restrito de aplicação em engenharia. O físico, 
na sua pesquisa das leis fundamentais, poda esco-
lher especimenes de formas geométricas simples para 
a sua experimentação. O engenheiro tem do tratar 
directamente com estruturas de formas complicadas; 
ele não pode dar a uma estrutura uma forma geo-
métrica simples, apenas pelo facto do a distribuição 
importante em tais estruturas pode ser calculada por 
funções especiais. Além disso, a maior parte das fun-
ções especiais são aplicáveis somente aos problemas 
lineares. No passado, físicos e engenheiros muitas 
vezes linearizavam os seus problemas para maior 
simplicidade. Os matemáticos gostavam desta sim-
plificação porque ela fornecia um belo terreno de 
caça para aplicação de belos métodos matemáticos. 
Infelizmente, com o progresso da ciência de enge-
nharia, a necessidade duma mais exacta informação e 
a necessidade dc tocar a realidade física cada vez 
de mais perto, forçou-nos a debater-nos com muitos 
problemas não lineares. 

O matemático: Hem, muitos matemáticos modernos 
estão extremamente interessados em problemas não 
lineares. Parece qoc a vossa primeira necessidade 
é o desenvolvimento de métodos apropriados de apro-
ximação. Contudo, não tendes razão na vossa crítica 
das nossas demonstrações de existência. Muitas de-
monstrações de existência em matemática moderna 
vão para além dos limites da intuição. Então, também, 
compreendo que vós, engenheiros, tendes muito Gxito 
eoin vários métodos de iteração. Se uós queremos 
demonstrar, por exemplo, a existência duma solução 
dum problema de valores fronteiras, muitas vezes 
utilizamos o método de iteração. Por outras palavras, 
nós construímos realmente uma sucessão de soluções 
aproximadas exactamente como vós fazeis. A grande 
diferença é que nós provamos, e vós somente presumis, 
que o processo de iteração conduz a uma única solu-
ção. Também o vosso chamado «método de energia» 
(aenergy methodu), utilizado para a solução dos 
vossos problemas cm elasticidade e em estruturas, 
parece-me estreitamente relacionado com os métodos 
directos de cálculo das variações, isto é, com métodos 
que tentam construir directamente a função minimi-
zante para valores fronteiras dados, sem referência ã 
equação diferencial de E U I . K B - L A O H A S O B . Parece-me 
que, finalmente, existem muitos elementos comuns 
em análise pura e matemática aplicada. 

O engenheiro: Não o negarei; na verdade sempre 
senti que a análise é a espinha dorsal da matemática 
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aplicada, Contudo, se vós realmente ides aplicar a 
análise aos casos reais, vereis que há uma grande 
distância desde a ideia geral do método de aproxi-
mação até a aplicação com êxito do mesmo método. 
Existe, por exemplo, a questão do tempo disponível 
e do poder humano. Para certos tipos de trabalho 
temos engenhosas invenções mecânicas ou eléctricas, 
tais como o analisador diferencial ou calculadores 
eléctricos. Contudo na maior parte dos casos temos 
de fazer o cálculo sem esse auxilio. Então não è sufi-
ciente saber que o processo de aproximação converge. 
Nós temos que encontrar qual o método que requere 
o menor tempo para um dado grau de aproximação. 
Nós temos que ter uma boa estimativa do melhora-
mento na precisão através das sucessivas étapas. 
Todas estas questões práticas requerem difíceis con-
siderações matemáticas. Penso que necessitamos de-
finitivamente de matemáticos que nos auxiliem a 
apurar e, se assim desejais dizê-!o, a criticar e siste-
matizar os nossos métodos intuitivos. De facto, apli-
cações frutuosas da matemática à engenharia requerem 
a cooperação de matemáticos e engenheiros. Não é 
dc modo algum uma tarefa rotineira reconhecer as 

relações matemáticas basilares comuns em campos 
aparentemente muito diferentes. O matemático que 
intenta fazer pesquisas em matemática aplicada tem 
de ter um muito bom sentido dos processos físicos 
envolvidos. Por outro lado o engenheiro tem de en-
trar nos fundamentos da análise até uma profundi-
dade considerável de modo a poder utilizar com pro-
priedade os instrumentos matemáticos. Uma reunião 
arbitrária de máquinas não constitui um eficiente 
estabelecimento de máquinas. Sabemos que há no 
vosso arsenal matemático poderosos instrumentos. 
A tarefa que se nos depara é saber como adaptá-los 
o aplicá-los. 

O matemático: Penso que vós haveis apreendido 
ai alguma coisa. Para levar mais longe a vossa ana-
logia, a fira de transformar a solução dos problemas 
de engenharia em produção, vós necessitais uma 
certa espécie do inventores de instrumentos. Estes 
são os verdadeiros matemáticos aplicados. Os seus 
domínios originais podem diferir; eles podem partir 
da matemática pura, da física, ou da engenharia, mas 
o seu alvo comum é «forjar» matemática para a en-
g e n h a r i a . TrttduçSo lie A . Pere ira G o m a s 

D u a s d e s i g u a l d a c í e s 
por Ruy tu/* Gomes 

No livro VI, Integração, da colecção BOLKIÍAKI, a 
páginas 220-221, vem enunciado ( ' ) —exercício 10)a) 
— o seguinte resultado: 

Jfum espaço rie BÍNACH (-) F , sejam a e b dois vec-
tores tais que | a [ | b [ <=• 1 . Mostrar que para todo 
número t tal que , e para todo p tal que 

(1) | a - í è ! ' < 2 « | a - i » à | 

(2) [ a - í ' 6 ] < 2 p [ a - t b \ . 

E como indicação para a sua resolução acrescenta-se 
— exprimir a — tp b como combinação linear de a — t b 
í ) - b í observar que ]>ara , vem [a — 
> l - p t j a - b | < 2 ] a - p b | . 

Ora, tratando-se de duas desigualdades fundamen-
tais para o estudo das relações entre diferentes es-

( I Com a marca que distingue os exercícios mal* difictils. 
:'J E&J,AÇO vector ia l sobra o corpo dos números reais eu c o m -

p lexos fui que cada Toc lor i tem ama norma [a | , f inita, nfto-
-nogat lva , tal q u e : l ) ] a \ = 0 equivale a u = 0 -, 2) f }híi ] => | X 1 1 a \, 
qualquer que seja o número ^ , roa] eu c o m p l e x e : 3) j o - t - í f j S 
£ | a \ + I 4 \ . N&O interessa neste exerc íc io o racle de 1" sor 
a luda UTU espaço completo. 

paços U , pareceu-nos útil enviar para a Gazeta de 
Matemática uma demonstração de (1) e (2) . 

Desigualdade ( I ) . 

Se i > 1 o resultado é imediato, pois as 
hipóteses feitas permitem-nos escrever 

| a - ( 6 ] < [ o i + | ( t | - t + ( < 2 

e portanto 

| « - Í 6 I ' < 2 " < 2 " f « - P f i | . 

Se | a — tr b \ •< 1 , temos 

| a - i i | = |ít— íBA + í*6 — ( 6 | < j o - í ' i | + 
+ t — í » < |a — í " 6 ) . + 1 - C < a I » — . C 4 | , 

visto ser f3) 

1 - í» = 11 a 1 — | P 6-| j < | a — P b \ . 

Por outro lado, como | a — í* 6 j <r 1 , vem 

1 p - fb | " < : | a — C 6 I 

(") A desigualdade triangular aplicada a —'; p •> 
- ít-f-(ò— «) di-oos [a] f |£[ + |a — frj , |i|£ ] a l-f-la— i | , 
d o u d o I |B| — [6| [ S | < i — b \ . 


