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desenvolvimento 3 partir de —. 6) Comprove 
l + s c o s í j ! 

o resultado, e) Deduzir por processos convenientes 
os valores dos seguintes integrais : 

f * dx /V/s dx 
/ T T — — - — , b) / - — e 

J o (1 + eosJ JC}1 J o sec* x 

J " * COS1" X í i x 

• ( t + C O S Í x ) » + ' ' 

3 6 0 4 - S e n d o A ( 1 , 1 , 1 ) , D ( 1 , 3 , 1 ) , 0 ( 3 , 1 , 1 ) , 
Ü ( 3 , 3 , 1 ) , £ ( 2 , 2 , 0 ) e F ( 2 , 2 , 2 ) determine vec -

torialmente: a) O volume do poliedro regular de 
vértices A, B, C, D, E e F. b) O momento re-
sultante do sistema UA , OB , OC e OD em rela-
ção ao baricentro dos vértices do poliedro, nos quais 
se aplicam massas iguais, c) Demonstre que 

S m, ÕMf = (£ mj ÕG1 4- Z mt GM? 

sendo ü/ j os pontos em que se aplicam massas m i t 

G o centro de gravidade e O um ponto qualquer, 
fazendo a correspondente aplicação ao poliedro 
ABCDEF. 

P R O B L E M A S 
P r o b l e m a s p r o p o s t o s a o c o n c u r s o 

SECÇÃO ELUIIENTAU 

3 6 0 5 — Um número que, no sistema de base 10, se 
escreve com três algarismos, escreve-se, num outro 
sistema de base menor que dez, com os mesmos alga-
rismos dispostos em ordem inversa. Determinar o 
número. 

3 6 0 6 — Considere uma esfera de raio I I . Quantas 
esferas de raio R são tangentes à primeira e s imul-
taneamente tangentes a mais c inco destas ú l t imas? 

SECÇÁO MKDIA : 

3 6 0 7 — Considero a equação 
cos 2 x +- Ç sen x = u 

em que Ç e n são as coordenadas dum ponto P do 
plano % o ri. Determinar o ndinero de soluções da 
equação proposta segundo a posição de P no res-
pectivo plano. 

3 6 0 8 - Determinar os polinómios f ( x ) do 3." grau 
tais que 

= ! / ( * ) - / ( - * } 
SECÇÃO Supfcaion: 

3 6 0 9 — Provar que, se o polinómio trigonométrico 
p ( í ) = a o + a j cos t + ••• + a„ cos nt 

-(- bt sen t + • • • + i„ sen nt 
é nulo qualquer que seja o valor dado a í , todos os 
seus coeficientes são nulos. 

3 6 1 0 — Provar que v = | r I" r é um vector írrota-
cional qualquer que seja o inteiro a ; só é porém 
solenoidal se a = — 3 . 

Resolução dos p r o b l e m a s d o c o n c u r s o p r o p o s t o s 
no n.° 51 

3 4 3 6 — Enviaram soluções exactas os Srs. J. 
Vinhas Novais e José Machado Gil . Publicamos a 
solução do primeiro : 

Representando por a , b , e e d respectivamente 
os três lados e a altura do triângulo referente ao 
lado a , e atendendo a que d < b , c, temos 4 hipó-
teses a considerar: 

1 * H a — « b—n4-2 e = m - 3 e rf = n + l 
2 . ' H a = n + l i = n4 -2 c = n + 3 e d—n 
3.* H o =-«- ) -2 b — n - f l e = n + 3 e rf™» 
4.« H o = n + 3 6 = c = « + 2 e d=n . 

A altura d de um triângulo, em relação ao lado 
a , está relacionada com os três lados pela expressão 

2 
d = — x \/p (p - a) (p - 6) (p - e) 

a 
1 

com p — — (a + b + c) , 

Considerando as 4 hipóteses possíveis acima indi-
cadas somos conduzidos a 4 equações em n , cujas 
raízes são também raízes das equações 

1 . ' H «* + G n i - 18 n* + 20 n + 25 = 0 
2.« II n ' - 16 n ' - 56 n — 48 = 0 
3.» H íi* — 16 n* - 52 n - 48 = 0 
4." H n3 — 2 4 « - 48 = 0 

obtidas quadrando as equações referidas. 
Existem tantos triângulos nas condições do enun-

ciado quantas as raízes inteiras destas equações, qua 
sejam ainda raizes das equações donde foram obtidas 
por quadratura. 

Sabendo-se que as raízes inteiras de P (n) dividem 
o termo independente e que se m & raiz então P (« )=• 

m) - Q (n) , chegamos â conelusâo de que só 
na 3.* hipótese existe uma raiz inteira, e uma s ó : 
» - 1 2 . 

Fica assim demonstrada a existência do triângulo 
nas condições do enunciado, que é único, e fica tam-
bém determinado a = 14 , ò> — 15 , o — 13 e ÍÍ ™ 12 , 
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3 4 3 7 — Apresentaram soluções exactas os Srs. 
J. Vinhas Novais e J. Machado G i l ; as demonstra-
ções eram ambas baseadas no método de redução ao 
absurdo. Damos uma demonstração directa por ser 
este tipo de demonstração preferível ao indirecto ( 

Seja b a base ; então 
a b t + a b + a ^ a 3 

ou 
6* + b + 1 — 

donde 
— 1 + y/4 a* — 3 

= 2 
Para ser devo ser (2a4- iV) ( 2 a - . Z Í ) = 3 
e, como N e a devem ser inteiros, terá que ser 
2 a + .íí = 3 e 2 o — .V = 1 , sistema cuja solução 
dá a = l e e portanto ò>=0 ou b •= — 1 . 

Quere dizer, não existe base de sistema de nume-
ração cm que aquele facto se dê . 

3 4 3 8 — A p r e s e n t o u solução correcta, que damos 
a seguir, o sr. J. Machado Gi l . 

De sen 7 a 7 sen a — 56 sen3 a + 112 sen& a — 
ff 

- 64 sen1 a vem para a = —• 

4 ir a 5 ff a 5 ff Í I 6 I T a 

6ir a 
x -j- — — , quando n varia, Estes areos dão os 

ir 2Í7 
senos distintos, para a = ff, + sen — ; + sen e 

4TT 
+ sen que sao as raízes de (1) . 

I'"stas raízes têm por produto 
. i t 2 * 4ir , J / 7 V 1 

— s e n ' — s e n - s e n ! — (—>3)9 | — l —• 
7 7 7 \ M / 64 

ir 2ir 4 ir 
e, por ser — -f 4 = ir , vem 

7 7 7 
Sir 4 ir Sir 

sen H sen — - + sen = 
7 7 7 

* 2ir 4ir . 1 / 7 1/7 
4 sen — sen -— sen • 4 y I a . 

7 7 8 
3 4 3 9 — Não foram recebidas soluções completas 

deste problema. Enviaram, porém, soluções satisfa-
tórias os Srs, J. Machado Gil, Fernando de Jesus e 
J. Vinhas Novais , A mais completa de todas é a 
deste último. 

sen - = O — 7 sen 56 sen3 — + 
7 7 

+ 112 sens 64 sen* — 
7 7 

e, por ser sen — ^ O 

64 sen0 112 sen* — 4- 56 sen* 7 = 0 . 
7 7 7 

Ora, fazendo sen — — x . vem 
7 

(1) 64 a« - 112 .c* + 56 ^ - 7 --= O 

equação cujas raízes são os valores que pode ter 

sen — , quando a ê determinado pelo valor dado 

de sen a e a •=• ir . 

Dado sen a , os arcos com este seno pertencem a 

« x 4- (— 1)" a (n inteiro) 

cuja sétima parte ê 
nu t a 
T + < - v r T — 

Ora, * é côngruo para o módulo 2i7 com um dos 
a a 7T a IV a 2 ir a 

a r cos : — ; ir — — • — — — . ; * + — 4- — * 4 - .—• 

7 1 7 ' 7 7 f 1 4- 7 * 7 7 
2 ff O SK a 3 TU a 4 ir a 

* + — — ; — — — : n 4 + — ! » + • -

í 7 ' 7 7 7 7 ' 7 + 7 

Tomemos para eixos coordenados a recta fixa (eixo 
dos 1 1 ) e a perpendicular a esta passando pelo 
ponto f ixo P ( ( ) , a ) . Seja 6 o menor ângulo pos i -
t ivo constante def inido pelo e ixo dos x x e pela tan-
gente ã circunferência no ponto ;Vf ( 0 , 6 ) em que 
esta corta o mesmo e ixo . 

U centro da circunferência é o ponto de intersecção 
a b l b\ 

das rectas, r , y — I — media-

triz do segmento PM —, e r'! y (x — b) 
771 

= —perpendicu lar à tangente em Mi as 
suas cordenadas verificam pois a equação 

xi — jti! y* - 2 a y 4- a ' = O 
do lugar geométr ico procurado. Trata-se pois duma 
hipérbole (7n=jfcO) ou parábola (777 — 0) , 

Se porém é m = oo o lugar é uma cónica dege -
nerada no eixo dos 1 1 , 

J. S. Paulo 

3 4 4 0 — N ã o foram recebidas soluções deste pro -
blema. 

A série proposta, 1 + r cos s 4- r- cos 2 a 4- . . . 4-
+ r* cos tis 4 - -•• reduz-se à série de L A U B K S T 

4 - [ 1 + r l 4- J-2Ç2 4- . . . 4- 4 . + 

+ [ % + »• fr* + * * & - * + — + »"Ç-* +• — J 
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mediante a transformação í = e ' : , s é portanto con-
vergente sempre que I r \ <T 1 e = 0 . 

Nestas condições, fixado um r , a série de LAC-
BENT converge sempre que 

tt<|Ç|<i 
(dependendo a o b do valor atribuído a r) . Como 
\ \ = e~~" , a série proposta é convergente desde que 

' o g a < - y < log b 

isto <5, numa faixa do plano dos a , eontiiia entre 
duas rectas paralelas ao eixo real. 

, J. G. Teixeira 

3441 — Apresentou solução correcta que damos a 
seguir, o Sr. J. Vinhas Novais. 

Uma homografia que conserve a recta do infinito 
no plano xOy é uma afinidade. 

As equações da transformação afim são 

x — x' + a2 y' + a3 com ai «2 _ j ^ q 

y => i j x1 -(- bi y' + Aj />! i 
e a l , a z , a 3 , 6 1 , b l , b 3 constantes. 

Representando por í e nq as coordenadas do cen-

tro de gravidade da área »9 e por £' e as do 
centro da gravidade da área S1, temos 

f s xdx dy y', x' dx' dy' 

fsdxdy fvdx' rf.v' 

e expressões análogas para -q e y . 
Pretendemos demonstrar que 

í = «Í í1 + az tf + «3 
T) - M ' + A , y + i , 

Vamos demonstrar para a coordenada 

f s x dx dy f 9 {ai ie1 + az y< 4- a3) J dx' dy' 
Ç = 

f^dxdy J\,Jdx<dy' 

f p ( a i x' + a2 y' + a3) dx' dy' 

L dx' <¥ 
° i / s - d x ' d y ' + « Í / s - y'dx' dy' + « Í / V rff' 

f s , dx' dx' 

= v + 03 y + «í -

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nosta secção, ftlüm do . Era do críticas aparecidas w.-i rovtstas ostrnugulras, SûrSo j '.il.li.-.idas criticas de livros 

o outras pnhlicaçdes do Matatnâtica do quo ov Autorys eu Editores enviarem dois ojeemplftres ò Eic(].n'.. 

9 5 — CURRY, H A S K E L L B. — Leçons de Logique 
A lgéb r i que , Gauthier-Villars, Paris, 1952. 

A Universidade de Lovaina convidou, em 1951, 
O Professor H A S K E L L C Í I B B Y a fazer um curso sobre 
Lógica da Matemática. 

As lições do Professor C U B B V foram editadas em 
volume pela Livraria Gauthier Villars em 1952, com 
o titulo Leçons de logique algébrique. 

Também há anos, em 1912, a convite da Universi-
dade de S. Paulo, o Professor W . Q U I N E fez um curso 
de Lógica da Matemática e as suas lições foram 
reunidas em volume, editado pela Livraria Martins 
(S Pauto), com o título O Sentido da noua lógica. 

É assim que procedem os países que desejam eli-
minar rapidamente o seu desfasamento num dado 
ramo da ciência. 

Quando será que uma universidade portuguesa, 
ou o Instituto para a Alta Cultura, se resolverá a 
convidar um destes dois eminentes professores, ou 
outro de igual categoria, a fazer, em Portugal, um 
curso de lógica da Matemática no intuito de eliminar 
o nosso desfasamento (digo desfasamento por euie-
mismo) neste importantíssimo ramo da ciência? 

Se se reconhece que cm Portugal os estudos sobro 
Lógica da Matemática são incipientes c que se torna 
necessário iniciá-los com rapidez e vigor, julgo que 
o único processo será convidar um professor da cate-
goria dos eminentes professores que citei para reger 
um curso frequentado pelas pessoas que se devem 
1nteressar pelo assunto, como sejam os assistentes 
de matemática e filosofia das escolas superiores e 
os professores do matemática e filosofia dos liceus. 
É uma sugestão que infelizmente eu sei que não será 
aproveitada. 

Algumas conferencias realizadas no nosso país 
sobre Lógica da Matemática não eliminam as nossas 
deficiências. Numa conferência, a assistência está 
separada do conferente pela sua passividade de ou-
vinte, ao passo que num curso os alunos estão em 
contacto com o professor por meio do trabalho que 
lhes é distribuído, pelas dúvidas que surgem e troca 
de impressões que daí resulta. 

Enquanto que as conferências seriam de resultado 
muito precário ou nulo, o curso seria uma sementeira 
de ideias e de métodos de trabalho o que produziria 
necessariamente os seus frutos. 

As belezas naturais do nosso país e a benignidade 


