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M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E S DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

ÁLGEBRA SUPER IOR — MATEMÁTICAS GERAIS 

F . C. C. — ÁLGEBRA SUPERIOR — 1.® e x a m e d e f r e q u ê n -

cia -1931-52. 

3459 — Provar que a função y — x3 para x < ; 2 e 
y— + x para x > 2 tem extremo no ponto 

3460 — Calcular a primitiva da função 

y = (5x + 2 ) / l /3x I ~a ; - l . 
5 , 17 1 x - 1 / 6 

R : - y ^ - x - l + — log 1 

3 6 ^ /Tipe 

' x - i/e y 

\ / ( 1 3 / 3 6 ) 

3461 - Calcular o lim + y j log - J 

quando « - » o o . R : —3/2. 

F. C. C. — ÁLOEBRA SurEEioB — 2 ° exame de fre-
quência, 1951-52. 

3462 — Dada a cónica de equação j$+4xy — 3 y1 — 
— 2x = 0 determinar a direcção com que è conjugado 
o diâmetro 5a; —11 y -f- 1 = 0 . R : È a direcção 
m = — 3. 

3463 — Determinar os planos tangentes à esfera 
+ y1 + a®— S » + 4* — 1 — 0 que são perpendicula-

res à recta definida pelos pontos P ( 1 , - 2 , 3 ) e 
( 3 ( 2 , 1 , 4 ) . R: * + 3 y + z + l ± V ^ 6 6 - 0 , 

3464 — Discutir e resolver o sistema: 
2 « — y + 3s — 4 
x + 5jf — 2z — 1 

5x + 14y— 3s — a. 

R : O sistema é incompatível para <t=f= 7 . Para 
7 é compatível e indeterminado com as soluções 

13 21 7 2 
— — p 4v— , v 

I I * 11' * e Z = P . 

F. C. C. — ÁLGEBRA SUFEHIOR— E x a m e f i n a l —1951-52 . 

3465 — Achar a primitiva da função 
3x — 1 / (x) . 

J v ' ( ^ + 4) (to8+ 9) 

R : 
3 x* + 4 1 x 1 x 
i õ l 0 f r " i õ a r c t s Y + í 5 a r c t g ¥ ' 

3466 — Escrever as equações dos planos que con-
têm o eixo Oy e são tangentes à esfera de equação 
xí + y* A- a '~8z + 15 = 0 . R : z -+v/Í5x . 

3467 — Calcular os máximos e mínimos da função 
/ (x) = a2 sen! x + è^cos® x (com a > 6 ) . R : Mínimo 
m bJ nos pontos x = kit ; Máximo M — a2 para 

te 
X — kit -( . 

2 
Soluça«: dou n . " 3460 a 3467 da L . M. do Albnqnorqus 

I . S. C. E. F. — ALGEBRA SUPERIOR — 1.® e x a m e de 

frequência — 15 da Março de 1952. 

3468 — Determine a equação geral das circunfe-
rências que são tangentes à circunferência de equa-
ção -f- = 1 e cujos centros se encontram na 
recta y-=2x. Fixe uma das circunferências e es-
creva a equação da tangente comum. R: Seja C(a,2a) 
o centro da circunferência. A equação proctirada é: 
(x - «)* + (y - 2 a)2 = [l/aJ + 4 « ! ± 1 / l / z j + 
±21/5/2 a + 1/2. 

Esta equação para z = 0 conduz à circunferência 
dada. Qualquer dos dois trínómíos do segundo membro 
tem descriminar!te nulo, portanto há dois valores de n 
que conduzem a circunferências de raio nulo. 

Fora desses três valores de a., aquela equação res-
ponde ao problema. As tangentes comuns são as rectas 
perpendiculares à recta dada e passando pelos pontos 
de encontro dela com a circunferência dada. 

3469 — Inverta a função x —• sen y por forma a 
conseguir uma inversa univoca. Estude a continui-
dade dessa função inversa, inclusivamente nos pontos 
em que a derivada é infinita. Exprima por logaritmos 
a inversa da função j/ = s A x . R : Encontram-se 
inversas unívocas da função x sen y nos intervalos 
(—7T'2,ir/2) ou (0, ir/2) ott (tt /2 , 3 tr/2) por exemplo, 
ou em qualquer intervalo (yt,yz) onde não se encon-
trem dois yy que exprimam, em radianos, arcos com 
os mesmos senos. 

Se x -= f { y ) é continua no ponto b — <y (a) , íewi-

• 

i 
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-se ! f (y) — f (b) | < S guando for | y — b | < e e 
portanto para \ y — b | <; c . 

Então, dado S'<lt tem-se |y — bj = (x) —ç(a) | <5 ' 
se for | f (y) — f (b) | — | x — a | < S ; a inversa de uma 
função contínua é contínua. 

Por outro lado a inversa de x = sen y e y ^ are sen x, 
em qualquer dos intervalos considerados, por exemplo, 
(— ir/2, k/2) . Em qualquer ponto interior a função 
x =» Ben y tem derivada não nula, logo a função y — 
— are sen x tem derivada finita e é pois continua. 
Para y = + it/2 a derivada de x = sen y é nula, 
logo em tais pontos a função y —are sen x tem deri-
vada infinita-, estudemos então nestes pontos a conti-
nuidade da função. Pela continuidade de sen y , 
teremos [sen y Ip I j < S quando for | y + n/S | < e ; 
portanto, dado S'C c sertí. | are sen x / 2 ) - < S' 
quando |x + 11 < S , 

3470 — Esereva a fórmula de TAÍLO» da função 
f (x) na vizinhança do ponto a. Defina série de 
TAYLOR da mesma função, relativa ao ponto a. 
Indique uma condição para que a soma desta série 
soja / (a) . Prove a necessidade e a Bufíciêneia. 
Enuncie uma condição apenas suficiente e prove a 
suficiência. Desenvolva 3* nas vizinhanças de = —1. 
Em que pontos pode calcular a função aproveitando 
este desenvolvimento? R : Aproveitando o desenvol-

vimento de e' = l + y-f-
ti 

válido qualquer que 

seja y ; teremos, atendendo a que 3" = e*lua 3 , o desen-

volvimento desejado: 31 = 1 -f-x log 3 H — 1 . 

Esta serie permite calcular 3" em todo o camjio real. 

3471 — Demonstre o teorema de LAOBANGE, para 
a função f(x) regularem (o , 6) e prove que f(x) 
ó propriamente crescente no intervalo, se /' (x) > 0 . 
E se for /1 (x) 0'? R : Tem-se, depois de demons-

trado o teorema de LAGHAHOE, f ' (x3 ) 
Xj - x2 

quaisquer que sejam xj •< xj tomados no intervalo 
(a , b) e sendo x j < xj < xj . Supondo f (x) 0 
(nunca nula) no intervalo (a ,b) vem a fracção 0 
(nunca nula) e os seus lermos do mesmo sinal (o nume-
rador nunca nulo). Logo, para Xi < x2 será f (xj) 
< f ( * i ) (ou sempre f (Stj) <f . (s|) ) . 

particular, ache as equações daquelas circunferên-
cias, da família, de raio igual a 2. R : A equação 
da tangente no ponto (2,1) é y — * + 1 = 0 . Sendo 

C(o,c) o centro da circunferência, a distância de C a r 
c + 1 -

A equaçao procurada e: x* + vem a ser 
V/2 

+ (y —c) '= (e+ l ) !/2. Para o raio 2 virá (c + l)2/S^4, 

donde c = — 1 4 . As equações das circunferências 

pedidas são pois: + (y + 1 "+ y'8)2 — 4 . 

3473 — Se | a™ | tem limite finito, mostre que o 
conjunto dos números o„ é limitado. 

Determine o intervalo de convergência absoluta 
da série de termo geral Enuneie uma condi-
ção necessária e suficiente de convergência desta 
série num ponto. Indique um intervalo de conver-
gência uniforme da mesma série e prove a afirmação. 

Em que pontos a soma da série é uma função 
continua? Enuncie o teorema em que fundamenta a 
resposta. 

Dada a série 
n / a \ " 

ZJ (—1}" 1 — 1 determine, 

justificando, o intervalo (0, a) de maior amplitude, 
de convergência uniforme. R : Sçja A o limite finito 
de | a„ | ; filado t > 0 , só um número finito de 
números an ficarão fora do intervalo (— A — t , A f e ) , 
Se os números a„ fora daquele intervalo são em 
númeio finito, há um menor que todos, seja a, e um 
maior que todos, seja A. Dos dois números a e A 
um pelo menos tem maior valor absoluto ; seja fi esse 
valor absoluto. Então, lodos os números a„ caiem no 
intervalo fechado [— A—i —p , A + e + fl] . Como 

n-+l |x|*+' n |x]" _ 
(n + l ) * + T " 2*+i ' n-+ 1 ' 2" 

l i m 

1*1 . . (n-t- l ) (n*+l ) 1 x | 11 m ———— -— = — -
2 n = « n [(n-j-1)? f 1] 2 

1*1 o intervalo de convergência absoluta è dado por -<1 

« -
e portanto, — 2 < x - < 2 . Mas a série y , ( — 1)" • 

ní + 1 

è allernatla decrescente, convergente, e pelo teorema de 
ADEL, a série proposta é unifoi-memente convergente no 
intervalo (máximo) (0,2) . 

1. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GEK.MS — exame 

de frequência — 14 de Março de 1952. 

3472 — Determine a equação da tangente - r - à 
curva y =s X — sen irx/4 no ponto de abeissa a; — 2 . 
Deduza a equação da família das circunferências de 
centro no eixo OY e tangente à recta - r - . Em 

3474 — Defina função contínua num ponto -c-
interior ao dominio. 

Se a função f (x) é limitada no intervalo (a , S) 
e num ponto interior desse intervalo tem urna des-
continuidade, estude aí a oscilação. Justifique. 

Prove que se f (x) é contínua no conjunto limi-
tado e fechado - X- ela é limitada em X, 
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Determine OB extremantes da função f (x) = 
(x — 2)3 • ic3 . R : Com x no intervalo {a , b) é 

1 «J f (x) L . Seja e interior a (a , b) e ponto de 
descontinuidade. Dada uma I (c , e) sejam L (c , e) 
e 1 (c , e) os limites próprios o « impróprios de f (x) 
com x em I(e,e), Tendendo e para zero, existem, 

próprios ou impróprios, os limites f (o) = 1 i m L (c , e) 
í - 0 

e f (e) = lim 1 ( c , » ) . — 

Como c e interior a (a , b) , porá e suficiente-

mente pequeno 1 (c, s) está inteiramente contida em 

(a , b) e portanto: 1 ^ f (e) < f (c) ^ L , 
Então, u (c) — f (c) — f (c) é finita . 

D í f ( * ) = ( i - 2 )3x3 vem : tf ( x ) - 2 ( x - 2 ) x® + 

+3 (x—2)S (X-2)(5X-6)-5XÍ X̂ - —^ (x—2), 

6 
São extremantes os valores xi — — e Xj = 2 . 

São extremos os valores 

f (x,) Máximo e , f (x2 ) — mínimo . 

Trata-se de extremos locais. 

3475 — Supondo que a recta y—mx+p ó assin-
tota da curva y , prove que f(x) —mx+p+ 
+ onde limtp(x) —Ü. Nas condições anteriores 

qual o l i m t j ' ( x ) ? PorqtiS ? Como determina a 
te 

posiçãoi daquela curva em relação à asBintota itas 
vizinhanças do infinito ? R : A primeira parte 
resulta imediatamente da definição de assíntota. Sendo 
assim, temos ç (x) = f'(x) — m x — p donde <?' (x) — 

— f (x) — m . Mas como Um - r l i n ) f ( i ) = m 
T-SÜ x » — " 

então será 1 im ç' (x) = O . 

I. S. C. E. T. — MATEMÁTICAS GBHAIS — 2." Exame freq, 
- 30 do Junho de 1952. 

3476 — Defina zero inteiro de f ( x ) . Dada a função 
/(x) — (x — a)2ty ( i ) que condições deve impor à função 
$(x) para que a seja zero duplo? 

Prove que nessas condições a i zero duplo. 
Se a é zero triplo de f (x) indique, justificando, o 

niimero de variações perdidas por F' (a;) (sucessão de 
Fourier de /' (x) ) quando a passa por a. 

Utilize a sucessão de Rotle na separação das raízes 
de x4—6IBí + 8 X + 4 = 0 , R : f (x) tem a por zero simples 
se e só se: f ( a ) = 0 e f ( a ) f { x ) tem a por zero 
duplo se e sá se: f ( a ) - f ' ( a ) = 0 e f'< (a) 0, oo , e 
assim sucessivamente, de modo que: a é zero inteiro de 
f (x) se e só se f (a) = 0 e alguma derivada da função é 
diferente de zero e infinito para x = a . 

Para que a seja zero duplo de f (x)— (x—a) ! $ (x) é 
suficiente que: 

t.°) •} (x) diferente de zero e infinito para x = a, por-
que então f (a) —0, 

S.°) (x —a)|(x ) seja contínua para x —a, porque 

então, de 
f ( x ) 

- (x - a) <Kx) residia {' (a) = 0. 

3.°) ( x—ã)$ (x ) tenha derivada finita para x = a , 
porque de f (x) — (x —a) [(x —a) ^(x) ] derivando vem 
f (x) —AX _ $ (x) + [(x—a) $ (*)]' o que dá f " (a)^to, oo. 

Tem-se fr (x) = 4 12 x + 8 - 4 (x + 2) ( x -1 ) * ; à 
sucessão — oo , — 2 ,1 , t « > corresponde a sucessão de 
Rolle f ( —oo), f { — 2) , f (1) , f ( + ™) com os seguintes 
sinais: +, — , + , + ; como í(—3) > 0 conclui-se com os 
teors. de Rolle e Cauchy que há uma raie real em 
(-3,-2) e outra em ( — 2,1); as outras duas são 
complexas (conjugadas). 

3477 — Demonstro que f(x , y) d contínua nos 
pontos onde seja diferenciável. Se f(x,y) é diferen-
ciável em P (a,b) e se nesse ponto f(x,y) — C é nula, 
mas / l ( » > y ) > 0 , prove que f(x,y)-=C define urna 
e só uma função y (x) nas vizinhanças de x = a. 

Dada / ( x , y ) = ® í + 3xy+2!/' —0 que figuras repre-
senta no plano e no espaço esta equação? Determine 
o grau de homogeneidade de f ( x , y) e decomponha-a 
em soma de quadrados. Rs Faça-se F ( x , y) ~ 
-t(x,y)-Ceserá F^ - f , , P J - Í J . As funções f (x ,y) 
e F ( x , y ) são diferenciáveis em P , logo com derivadas 
finitas cm P, sendo ainda F (a ,b ) * *0 e FJ ( a ,b )>0 -
Então, as funções parciais tiradas de F são continuas, 
por terem derivadas, e uma é monótona, por ser positiva 
a respectiva derivada. 

São as condições do teorema de existência; a unici-
dade resulta do facto da função parcial em y ser prò-
priamente crescente, pois que a sua dertvada é não nula 
em eerta vizinhança de P, e se deve, para isso, supor 
contínua em P. 

A equação f (x , y ) = x ! + 3xy+2yi -=0 representa, no 
plano, uma curva de segunda ordem, porque é do se-
gundo grau; representa no espaço uma superfície de 
segunda ordem. 

O grau de homogeneidade de f (x ,y ) í 2 : 
f ( x t , y t ) - t » f ( x , y ) . 

xí -t- 3xy + 2 y » - x! + 2x + -

/ 3 9 
~ ^ + - - j - y ^ + s y ' -

+ ( t ' ) ' * 
3 1 

Fazendo a mudança de eixos X — x + — y , Y — y, 
2 2 
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resulta para equação das figuras X* — Y* = ( X + Y ) 
(X — Y ) <= O. 

No plano: duas rectas concorrentes na origem. No 
espaço dois planos passando por OZ. 

4 3 7 8 — Demonstre que se um polinómio P (a) de 
grau efectivo tem uma raiz, tem precisamente n 
raízes e deduza as fórmulas de Girard. 

Utilize a teoria da eliminação para determinar a 
condição necessária e suficiente de existência de raíz 
dupla na equação + R : Eliminando x 
entre x̂  + px + q e a derivada 3 x* -|-p vem o determi-
nante 

3 
0 3 

que deverá ser igualado a zero. 
Para abaixamento de ordem temos : 

Portanto: 

2 
3 P 

Xj p 
q 

(0) 
p 

2 
0 T P 

= — p® — q® — 0 
27 " H 

3479 — Enuncie o teorema de Rouché e deduza a 
regra de Cramer para a resolução de sistemas. 

Qual a condição para que o sistema 

r = « ( £ - 1 , 2 , - . , n ) 
\ < * - ! , . . . , « ) 

tenha, pelo menos, uma solução não nula. 
Sirva-se dessa condição para resolver o seguinte 

problema: 
Determine a equação do plano que passa pelo ponto 

(a*, , zQ) e ó paralelo às rectas de equações 
J 3 _ a r y - y 

b 
y_ 

b< 

R: A equação do plano que passa pelo ponto, e as con-
dições de paralelismo, dão o sistema 

A (x - x„) + B ( y - y » ) + C <z - z0) - 0 
Aa + B b + Ce - 0 
A a1 + B b' + C c' - 0 

de equações lineares e homogéneas em A , B , C. Para 
que haja solução não nula dererá ser (e basta) 

x — x0 

a 
a' 

y — yo z ~ z» 
b c 
br c 

que é a equação do plano. 

I. S. C. L . F. — MATKWÍÍTICAS GEHAIS — Exame f i n a l — 
21 de Julho de 1952. 

3480 - Exprima a função P (as) — 4 x3-15a; ! + 
+ 16x-t-8 sob a forma sx (x — 1) (x — 2) + $x (x — l)-f-
+ fir + S onde a , p ,-y , S são coeficientes constan-
tes. li : Da relação P (x) = a x (x - 1) (x - 2) + 
-4- fi x (x — 1) -f- t x + S se vê que S , f e fl são res-
pecticamante: o resto da divisão de P (x) por x; o 
resto da divisão por s — 1, do cociente da divisão an-
terior; o resto da divisão por x — 2, do cociente da 
divisão anterior. Então, a regra de RDFFIKI, dá 

5 = 8 , f = 5 e 

P (x) = 4x (x—1) (x —2) - 3x (x —1) + 5 x + 8. 

3481 — Duma função interpoladora /(®) , são 
conhecidas as seguintes diferenças finitas 

a o / ( 0 ) » - 2 A< I/ (1 ) -2 
i i / ( 0 ) - 0 A»/(1) 6 

4!/{t>) - —6 1) _ - 1 8 
43/(0) - - 1 2 = a»/(1) - - 1 2 . 

Deduza a respectiva tabela de diferenças, os ca-
lores f ( 4 ) e / ( — 1) e determine por illtimo a inter-
poladora, R : A tabela de diferenças pode reconsti-

X a°f aif f A8 f 

0 2 
0 

1 2 6 
- 6 - 1 2 

2 - 4 _ 18 
-24 

3 - 2 8 

tuir-se fàcilmente. Prolongando a tabela vem 

f (4) - - 82 f ( - 1 ) - 8 . 

A interpoladora de GBEQOKY - NEWTON ê 

q 

ou 

q 

j 
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x x - 1 ) „ i ( x - l ) ( x - 2 ) 
f (x) - 2 - 6 —^ - 12 - i - — - -

w 21 31 
- 2 - 3 x ( x - l ) - 2 x ( x - l ) ( x - 2 ) •• 

2 x3 + 3x ' - x + 2. 

3482 — Mostre qua a equação x3 — y1 — 2scy + 
+ 2 = 0 define uma só função y = <p (x) no inter-
valo 0 x < + <x>. Determine a equação da super-
fície gerada pela revolução, em torno de 0 2 , da 
tangente á curva y = ç (sc) no ponto (1,1) . 

R : A equação y3 + 2 xy—2 — xs = 0 é de 3.' grau 
em y e, com z nulo ou positivo, pela regra de DES-
CARTES, apresenta sempre uma sâ variação e não tem 
mais que uma raiz real y (x) (x 0) . As derivadas 
parciais do polinómioj f , ( x , y) = — 3 s ! t 2 y , 
f t t i') =3ys + 2x , são finitas e não nulas para 
x > 0 , e também em x = 0 porque então 4 y^bO. 
Isto basta para afirmar que tal equação define uma 
função y (x) no intervalo 0 < [ x - < + oo, e uma 
Unicamente. 

A equação da tangente à curva y — ç (x) roo ponto 
1 4 

(1,1, * + 

A equação da superfície de revolução: y* + z* — 

SoluçAaa doa n.°' a 3*62 da J. Ribeiro da Albuqnarqa* 

I. S. T . — MATEMÁTICAS GKBAIB — 2." e x a m e de f r e -

quência ordinário — 7 de Julho de 1952. 

I 

3483 — Estudar e representar graficamente a fun-
3 

ção definida por y • (3x—1) -(- (Sx—1) — 8 . R : 
x1 

A função pode escrever-se 

8 3 8 x ' - 9 x + 3 
7 = 3 x — 1 x í = xJ • (3 x — 1) " 

A curva representativa de y (x) não corta o eixo 
dos xx a distância finita e 

y ( + « , ) ^ + 0 ; y ( - o o ) 0 . 

Assintotas paralelas aos eixos : 

x ^ 0; x - 1/3; y .= 0 . 

Descontinuidades : 

y ( + 0 ) - y ( - 0 ) - p o o 

y (1/3 + 0) - 4- « i y (1/3 — 0) — — » . 

Máximos e mínimos : 

— 21 6 — 24x 3 +54x » -36x + 6 

y ^ O - i - i x S - g x í + G x - l - O - í X i - X í - l e i j - 1/4 . 

Mas temos 

j> (1 + 0) < 0 ; y' (1 — 0) < 0 
y ' ( l/4 + 0 ) < 0 ; y' (1/4 — 0) > 0 Máximo . 

No ponto 1 não há ettacionaridade. 

Pontos de inflexão: 

II U 4 1 8 IA » * 4 - 3 7 * » + 3 7 X Í - 9 X + 1 

y ~ (3x—l)1 ** ™ x4 • (3x —l ) 3 

y i ' - 0 - * x j - l efica 8x' — 19 x1 + 8x — 1, — 0. 

A última equação tem a raiz real i j = 1,89 e as 
outras duas são imaginárias. Além disso, 

y" (1 + 0) < 0 ; y " (1 - 0) > 0 Inflexão 
y" (xí + 0) > 0 ! y [ l (xt — 0) < 0 Inflexão 

3484 — Mostrar que a série 

± + 2 a + + 3 q - ( a + l ) - ( » + 2) 

b ' 6 . ( 6 + 1 ) ' 6 - ( 6+1 ) • (6 + 2) 

onde a, b > 0, é convergente para 6 > a + 2 . R : 
O termo de ordem n escreve-te 

a • ( a+1 ) • (a+n—1) 
u„ — n • . 

b • (b + 1) (b + n ~1) 

Aplicando o critério de DDHAMH, : 

l im 
V u . + i / 

( 3 x - l ) ' x ' x3 • (3x —1)* 

A série é pois convergente para b—-a — 1 > 1 ou 
seja b > a + 2 . 

3485 — Escrever a equação da parábola que 
admite como tangente no ponto (0, — 1) a recta 
3x + 5y + 5—0 e que tem couio diâmetro conjugado 
com o eixo dos xx a recta 2a:+ 4y+ 1=«0. Estabe-
lecer a equação normal da parábola. R : A parábola 
tem por equação 

2x* + 8xy + 8y* + 2x + 6y - 2 = 0. 

A equação normal ou canónica da parábola é 

I I 

3486 — O critério de KUKMER afirma o seguinte * 
a Seja a„ uma função positiva de n . A série de ter-
mos positivos, E « . , ó convergente se o limite 

Ü ? ( ' ~ — / ~ L 

for positivo j a série é divergente se aquele limite 
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for negativo e, além disso, for divergente a série que 
tem l/a„ como termo gerale. 

Nestas eondiçSes, verifique que para a„ = 1 se 
obtém o critério de d'AusnBKiíT e para a o de 
DUUAMEL. 

3487 — Enuncie algumas propriedades dos deter-
minantes adjuntos. Considere o determinante: 

Se forem A , D e F os complementos algébricos 
de a , d e / mostre que aqueles têm o inesmo sinal 
quando A =• 0, 

3488- — Diga em que consiste o problema da 
eliminação algébrica e mostre, baseando-se nele, 
como pode realizar-se o cálculo das raízes imaginá-
rias duma equação algébrica inteira de coeficientes 
inteiros. 

3489 —Defina focos duma cónica e indique como 
pode fazer-se a sua determinação. Como exemplo, 
ache os focos da parábola y1 — 2 pjc. 

Sabendo que as directrizes duma cónica são as 
polares dos focos em relação à cónica, determine as 
directrizes da parábola acima. 

I . S. T . — MATEHATICAS GERAIS—2, ° e x a m e de f r e -

quência extraordinário — 10 de Julho de 1952. 

I 

3490 — Estudar o representar graficamente a fun-
ção y (x) definida por 

y* - (a* —a;*) • (x? - b*)1 (o > 6 > 0) . 

R : A função pode escrever-se 

. y - ± — b J ) • l /a ; - x- ' . 

O domínio da função é: — 

Pontos de encontro com os eixos : 

0 , 

, 0 , 

y - ± a • b* 
x — + a e x ± b . 

A curva representativa é simétrica em relação aos 
dois eixos coordenados e à origem. 

Máximos e mínimos : 

x. (2a2 + b*)— 3x3 

U 
(a 

(b < ( / ( í » l + b i ) / 8 < » ) . 

Valores da função nos pontos de estacionaridade : 

2 
±ãb* e y — ± s.ys ( a i — b*)3 '2. 

Nos pontos x + b temos duas tangentes distintas : 

y< ~ ± 2 b . ( a i - b * ) " t . 

No/o : Há três máximos: M j , Mj e M3 . Há três 
mínimos: mj, nij e mj . Há S pontos de inflexão 
para cada ramo: Ij e I;. 

3491 — Achar os valores reais de X para os quais 
o sistema 

\.y + á - 0 

12 . x - f » = 0 

tem soluções não nulas. R : A condição para a exis-
tência de soluções não nulas é 

1 0 X — 1 
0 1 - 1 

l i 0 1 

1 + X» — X* - o . 

y i - 0 - t - x = - 0 e X - + + b 

Uma das soluções e X = 0 e obtém-se X3 — X' — 1 — 0. 
Esta equação tem apenas uma raiz real positiva 

X = l,47. Para W 0 , o sistema tem soluções não 
nulas do tipo x = z = 0 e y qualquer. 

3492 — 0 ponto P , afixo do complexo z — ac + i >y , 
descreve, no plano de CAUCHY, uma circunferência 
com centro no ponto C (2 , 0) e raio ü — 1. 

a) Deduzir a equação da sónica descrita no inesmo 
plano pelo afixo P j do complexo zi — (2 + i ) - z , indi-
car o seu género o determinar o centro. Escrever 
a equação reduzida da cónica, tomando o centro para 
origem das coordenadas. A) Fazem-se passar pela 
origem rectas perpendiculares aos segmentos PP% . 
Qual deve ser o complexo z para que a perpendi-
cular correspondente passe pelo vértice da parábola 
a - x1 — 2a - x — y + a —1 = 0 ? R : As coordenadas 
de P j tão: x1 — 2x — y ; y! — x + 2y . 
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Eliminando x e y enlre as três equações 

( i - 2 ) ! + y ! = l 
(1) 2 x - y - x , 

x + 2y => y t 

obtêm-se a equação da cónica descrita por P ( t 
+ y j - S i ! — 4 y i + 15 - O . 

Trata-se duma circunferência com centro em Cj (4 , 2) 
e raio Rj — \/5. A equação reduzida da cónica è pois 

X' + Y* = 5. 
O coeficiente angular das rectas definidas por P e 

Pi i 
7i-y x+y m — — , 
Xj— x x — y 

As perpendiculares a PPi passando 'peta origem 

têm por equação: 

x+2y+l 

(2) Y -
x + y 

Como se trata duma parábola do ei.ro vertical, o vér-

tice corresponde ao ponto de estacionar idade da fun-

ção y = a x ! — 2 a i f a - 1 ou seja, V (1 , — 1) 
Das condições do enunciado e das equações (1) e (2) 
resultam as soluções : z' — 1 e z " -* 3 . 

I I 

3493 — Indique alguns processos indirectos de 
desenvolvimento duma função em série inteira. Como 
exemplo, estabeleça o desenvolvimento de 

r 1 + * 
1—x 

e diga como poderia utilizar este desenvolvimento 
para o cálculo do log 10 com um erro inferior a um 
valor dado. 

3494 — Definição e propriedades do produto ma-
tricial. Caso particular do produto duma matriz pela 
sua inversa. Aplicação aos sistemas de equações 
lineares. 

3495 — Defina transformada duma equação algé-
brica e indique os tipos mais - importantes de 
transformações. Aponte as principais aplicações das 
transformadas na resolução numérica das equações 
algébricas inteiras. 

3 4 9 6 — Defina directrizes duma cónica e diga 
como se podem determinar. Como aplicação, ache as 
directrizes das cónicas com centro, definidas pelas 
suas equações normais. 

I . S. T. — MATEMÁTICAS GBRAIB — Exame final — 29 de 
Julho de 1952. 

I 

3497 — A função y é definida implicitamente 
pela equação 

2x+y + 

/ 2x+y+\ 
F | are tg — — — , are tg 

dy 
Calcular , mostrando que é independente da 

djc 
função F. R ; 

dy 

dx 

onde 

j F 
à* 

àF 

ày 

ÉL 
ô u 

j a f )F 
OÍX (í V 

Jv 
d x 

ÉL 
. àl 

d u dV 

dy à v 
dy 

ày 

Logo, 

t)u 

u = are tg 

v — are tg 

ày 

à* 

2 x + y-f 1 
x+2y+1 
x + 2 y + l 
2 x + y + 1 

3y + l 
(x + 2y + l ) * + ( 2 x + y + l ) i 

Atendendo às expressões de u e v reconhece-se imediata-
mente que 

( )v _ da _ 3x + l 

ày dy 
Tem-se, portanto, 

(x + 2y + l)> + (2x + y + l ) * 

ay 8 y + l 
dx ™ 3 x + 1 ' 

3498 — Deduzir a equação do plano que passa 
pela recta: x ~ s , y ~ 3 , e corta, segundo uma circun-
ferência de raio 3, a esfera 

x1 + y1 + í1 - 4.* + 2 i ~ 11 - O. 
R: A equação do plano è da forma : x—z + X • (Y —3) —0. 
A condição imposta ao plano deste feixe obriga a ser 

9 ± i/91 í. -

II 

3499 — Enuncie as principais propriedades das 
equações binômias, escritas sob a forma normal, e 
deduza daquelas o caminho a seguir para a resolução 
das equações. 

3500 — Defina função limitada num intervalo e 
indique as suas propriedades fundamentais. 

3501 — D i g a o que é uma série absolutamente 
convergente e aponte algumas das suas propriedades 
características, incluindo as que se referem a opera-
ções sobre elas praticadas. 

3502 — Dependência linear; propriedades relativas 
a determinantes e matrizes. 

3503 — Equações duma recta no espaço: diferentes 
aspectos que podem tomar, sua relação e discussão. 

Enunciado» o IQIUÇS»« doi 3183 I 3603 da J. H. ARANDA •• 
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C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F. C. C. — Cjti.CULO INFINITESIMAL — 1." exame de fre-
quência, 1951-52. 

log (x + oJ 
3504 - Primitivar a função j (m) ^ + 

OX + OO 
-t- seu x s h x ! 

R : ~ [log (x-j-a)] ' + i - (sen x ch x — cos x sh x) . 

3505 — Determinar os quatro primeiros termos 

não nulos do desenvolvimento da função / ( x ) — 2 + e 1 

em série de potências de x . 

1 1 1 . 1 
R : — x x * - — x3 + — x* + . . . . 

3 9 54 162 

3506 — Determinar a envolvente o o lugar dos 
pontos singulares da família de curvas de equação 
(y —1)! = e** — ax . R : A envolvente ê constituída 

pelas rectas y — 0 e y — 2 . 

3507—Em que direcções emergentes da origem 
é nula a derivada direccional da função f(x,y) — 

— xt -V- y* — x + t/3 y . R : As direcções pedidas 

definem com o eixo Ox os ângulos nir + it/S (n inteiro). 

3508 — Demonstre que nos pontos da superfície 
regular e fechada F ( x , y , b) 0 em que é máxima 
ou mínima a soma das coordenadas, o plano tangente 
faz ângulos iguais com os eixos coordenados. R ; 

A função a extremar é f ( x , y , z ) = x + y + z , 
com a, condição F (x , y , z) 0 , Sendo \ um pa-

râmetro, é d" (x , y , z) = (x -f y + z ) — i F (x , y , z ) , 
cujas derivadas são nulas nos pontos extremantes: 

L - I F ' , - 0 , 1 — * F', — 0 , 1 - X F'E = 0 . Qual-

quer que seja X, verifica-se que são iguais os coefi-

1 

cientes F' , — F', F', — — do plano tangente na-

queles pontos, como queríamos. 

F. C. C, — GÍLCÜI^I INFINITESIMAL — 2." Exame de f re -
quência — 1951-52, 

3509 - Calcular C *> 
J 0 l / x * - s s + 1 

3510 — Determinar a área da região limitada pela 
semi recta x > l , y = 0 , pela curva 2/ — l/ (x 1 +x ) e 
pela recta x—1. R : log 2, 

3511 —Sabendo que o integral geral de xy" — y ' = 0 
é y = x ' + c.,, determinar o integral d e x y " — y' = 

~x' l ogx . 

R. y = ^ x log x - i x + k^ xí + 

f x* ae3 \ 

•SoluçBos doa 3504 a 3311 de L . M, de Albuquerque 

I. S. C. E. F. — AK.ÍI.IBK IUFIMXTESIHAI. — 1," Exame 
de frequência — Fevereiro de 1951. 

3512 - Demonstre que ^A/\B/C — (a A p/f)4 sa-
bendo que 

A — (« A ß) A (p A f ) 

B- (pA<r )A ( T A«> 

T ' - ( T A « ) A { * A P ) . 

R : Efectuando o cálculo dos produtos quàdt uplos vem: 

A A B / C - I ( « A Í / T ) p - («Ap/p)T]A 
A K^A i M r - 0 A^/T> «1 / [CrÁ « / » « - f r A«/*)p] -

- [ ( « A P M P ] A [ ( « A | / Í ) T ] / K » A P / T ) « ] -

- < « A P / T ) 4 -

3513 — Dada a função calcule: 
a) grad a , b) div grad z , c) rot grad * e d) Lap z . 

z 
R : a) grad z = (1 + x sen y ) — I + (1 + x cos y ) z J . 

b) div grad z = e ' + " " D ' sen y (2 + x sen y — x ' ) + 
-J-x e r + I " " T (1 + x c o s y ) ' , c) rotgrada é sempre 

igual a zero, d) Lap z = div grad z . 

-JC 
dx 

3514 = Calcular I< , 

R : Faça-se x — cos 2 t e t — it/4 + z . Vem : 

- í V —It 

cos1 z — sen4 z 

cos z (cos( z + 3senäz) 
dz efazendo sen z—y 

X+ V i / l 1 

Vi/ i 

- 2 X 

2 ) í i+3y2 ) 
1—2y* 

( l - y i ) ( l + 2y ! ) 

d y _ 

d y -

F l 1 — v 2t/2 
+ — ^ a r e t g ^ y j ^ -

— _ l o g ( 3 - 2v/5) + . 
3 3 
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3515 — Calcule por aproximação o integral da 

função — entre e + 1 , pela regra de 

SIMPSON, dividindo o intervalo em 6 partes. R : 

X í 2 + 3x'/4 18 L 1 1 11 \26 + 25/ 
/ 3 1 3 \ T 15.546 

3516 — Demonstre que 

I dx C* fix) dx C 
• - 2 / / {aços* 

R : f b _ 

JT71' f (a cos« S + b sen*e) x 2 (b —a) sen fl cos 5 da 

o \/(b — a) sen* 6 (b — a) cos* 8 
f-rn 

2 I f (a cos^fl + b sen2s) dfl. 
*M> 

3517 — Utilize o resultado anterior no cálculo dos 
integrais : 

a) 

b ) I< 

" X v / S 

J f v ^ 

x dx e 

• a: rfje. 

R : Para a) é f (x) - x (b - x) e 

/ » r ^ y u J bv —3a* f 2ab 
i = i\ f {a cos3 G + b sen' e) d 6 — • •• ir. 

Jo 8 
Para b) faça-se x3 — y . Vem 

v - 1 r 4 / E L 1 b ? - y _dy-

- X 
[b3 — (a? cos3fl + b3sen3"()] do 

b'—a* 

I. S. C. E. F. — AKÁUSE MATEHÁTICA — Exame final 
- Outubro de 1951. 

3518 - Achar os máximos e mínimos da função 

l i : 

f (x) 

• x 

. y . 
arctg — rfjí , 

x1 

— 

J 1*\!h.— 2yx -itx / « . 4 \ 

P (x) = 0 x = 0 e f " ( 0 ) = 

Ía-íe ^ifiíí de um mínimo. 

3519 — Seja A o ponto de encontro com OX da 
ordenada de um ponto P da curva C. A distância 
do ponto A à tangente em P é AA1 = a , Supondo 
a constante, achar a equação da curva. R : A egua-

, a - 1 
ção é —= . resolúvel em y ou em y' •= p . 

y y 1 + y " 

dy / í * C dy 
p - / 1 - x - + a . 

dx - y a3 - J l/y5 - a ! 

í + 6 sení s) d e . donde 

+ a arcosh — -f C 
a 

y — a cosh -

3520 — Dada a curva definida por 
r y i + = 4 
l sen x — y/2 

escrever as suas equações paramétricas em função 
do arco s e determinar as coordenadas do centro 
de curvatura no ponto P ( 0 , 0 , 2 ) . R : 

s s s 
Lo/jo x — y = 2 sen — z2 •=- 4 cos3 — , 

t/5 
.4» coordenadas do centro de curvatura são: 

d ! x d ' y x - p , ;iaT-°' w - ^ - o 
d*z / 5 \ 

Z - 2 + f 2 - + — . 
K ds* 2 / 

So1uç6bs dos a . " 3513 a 3320 de M. A . R. M«dureif» 

I. S. C. E, F.— A k í l i s i Infinitesiual - 1." Exame de 
frequência —1952. 

r° & dx 

J o (1+*1)1 ' 
3521 - Calcular 

3522 - Calcular : 

a) g r a d i A grad —-, 6) Lapr3 , e) rotrat, com 
T r^ 

r — t/x1 + y1 + z1 e a — xl + xy.J xyzK. 

3523 — Calcular a derivada de : 

3^/3 3 

e deduzir o valor do integral 

f* dx 

r dx 

a - s e n x 

Ln1 

j 0 \2- sen x ) 1 ' 

- . 
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I. S. C. E. F. - AKÁLISE INFINITESIMAL — 2.° Exame de 
frequência - 30-6-52. 

3524 — Dada a curva 

y*-y* + ( f e - a J í - 0 
determinar: a) os máximos e. mínimos ; È) os pontos 
múltiplos; c) o raio de curvatura referente ao ponto 
x = a y — 1; d) a envolvente da família do curvas de 
parâmetro o ; e) a área compreendida entre o ramo 
de ordenadas positivas mais elevadas, o eixo dos XX 

e as rectas ~x=- —1/2 e ® = l/2 quando o parâmetro 
o=-0; / ) outros elementos complementares, e repre-
sentar a curva na hipótese de ser n = Q. 

3525 — Calcular o integral triplo 

; dx dy dz J J j 
sendo V o volume do sólido limitado pelo cilindro 
( a ! — 1 , pela esfera + — 4 (ramo supe-
rior) e pelo plano x + 

3526 - Determinar as curvas para as quais o raio 
de curvatura 6 igual ao comprimento da normal. 

I. S, C. E. F. — AXÁLJ9E INFINITESIMAL — Exame final 
— Novembro de 1951. 

3527 — Determinar a envolvente da família de 
rectas >x + ay + 3 a1 -f a3 = 0 (d é um parâmetro 
arbitrário). (Convém usar equações paramétricas^ 

3528 -Calcular os máximos e mínimos da função 
z = sen x + sen y + sen (x + y) 

3529 — Integrar a equação 

x? y' =t — xiyi axy — a 1 

sabendo que y — — é um integral particular. 
x 

I. S. T. — CÁLCULO — 1.° exame de frequência — 
Fevereiro do 1952. 

3530 — a) Diga que propriedades caracterizam o 
vector de ( P ) e o escalar u ( P ) , quando for 
1) rot a = grad u P (x,y , z) 

b ) — Mostre que A * é um gradiente, c)' Mostre 
que (grad u) ! é uma (íivergência. d) Mostre que 
A é harmónico se for um rotor. 

3531 — Veja se se verifica a condição necessária 
e suficiente para que o polinómio de matrizes 

+ + E = ( o j ) 

3532 — Veja que é aplicável ao integral 

F(a)= j " aP fr+a^d* ( a , > " í ) 

T 

a regra da derivação paramétrica e verifique, sobre 
a derivada, se /•'(«) é máxima ou mínima para ri = l . 

3533 — Classifique os seguintes conjuntos como 
espaços algébricos, justificando a classificação: 

1 * O conjunto de todas as matrizes quadradas 
de ordem n , de elementos numéricos. 

2." O conjunto de todas as matrizes unitárias de 
ordem n, de elementos numéricos. 

3." O conjunto de todas as matrizes hermíticas de 
ordem n , de elementos numéricos. 

4.» O conjunto dos polinómios reais de variável 
real. 

5.° O conjunto das funções reais de variável real. 

I. S. T. — CÁLCULO — 2.° exame de frequência — 
23-6-1953. 

3534 — Determinar as superfícies tais que todas 
as suas normais encontram a recta X = O, Y — Z . 

3535 - Verifique que y* = axi é um integral da 
equação — 2py + ax = 0; e diga se é parti-
cular ou singular. De quantas maneiras pode fazê-lo ? 

3536 — É dado o sistema 

i ) 

A (xiixti-

h - o 

/ n - o 

que tem uma solução no ponto (ai, a$ ,••* a», ,*••(>,,). 
Supõe-se que, numa vizinhança desse ponto, as deri-
vadas parciais -^-4- e — ~ í , 2 n) exis-

ti«* dyk 

tem e são contínuas, sendo diferente de zero o Ja-

cobiano . 
Como se sabe, o sistema 1) define nesse caso, 

V i , c o m o funções implícitas de 3>í,x2, • x„, 
contínuas e admitindo derivadas. 

Diga quando é possível afirmar que essas funções 
Vi«>»» "" y» independentes, sem as tornar explí-
citas. 

3537 — Averiguar que a função 

xy 2 
= 1 °g , 

tenha a raiz A < 
> - i ) H f - 2 ) 

não tem máximos nem mínimos. 

V 
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M E C A N 1 C A R A C I O N A L 

I. S. T . — MECÂSICÍ RÁCIOSAL — 1 e x a m e de f r e -
quência, 7-11-52. 

3538 — Achar as geodésicas da superfície : x = u , 
y = 2 v , a = i t 5 - f l . 

3539 — Resolver a equação integral 

f (s) — JA I í (1 + e) ® (í) dt — s . 

Jo 
3540 — Examine as eondições para que seja inde-

terminada a função z—z (x , y) que torna estacio-
nário o integral duplo ^J*/(x , y , s , p , q) dx dy , e 
cujos valores são conhecidos sobre o contorno da 
área A . Diga qual é o significado geométrico dessa 
indeterminação. Verifique que essa indeterminação 
não pode dar-se quando a função s (a , y) for har-
mónica em A . 

3541—Mostre que o teorema da inversão do cál-
/ ()' / 

culo diferencial ( — quando forem con-
\d-zdy dy O* 

ti nuas j nem sempre subsiste para as segundas de-

rivadas covariantes dum vector (X.), em cálculo 

absoluto . 

3542 — Numa variedade a três dimensões, escreva 

a expressão do produto mixto de três vectores, em 

coordenadas gerais. Será um trivector? 

I . S. T . — MECÂNICA RACIONAI. — 2 . ° e xame de f r e -
quência — 9 de Julho de 1952. 

3543 — Um ponto pesado move-se, sem atrito, 
1 

sobre o paraboloide z — — (a•+• by~) , sendo o 

semí-eixo OZ positivo dirigido segundo a vertical 
ascendente. 

Mostre que, na origem dos eixos, que é uma posi-
ção de equilíbrio, esse equilíbrio é estável quando 
a e b forem ambos positivos. R : As eqt/ações do mo-
vimento são 

• — xax, m 
d*y 

. - X by, m -
* d=z 

dt* " * "" dt1 " dt» 
e as condições de estacionaridade da função de forças 

— X ax-=-0, X by = 0 , X = mg; então a função de forças é 

máxima no ponto ( 0 , 0 , 0 ) se a , b > 0 e mínima no 

caso contrário. 

3544 —Mostre que, se o movimento dum fluido 
perfeito é rotacional e n vector turbilhão íl é har-
mónico, o movimento fluido cuja velocidade é F j — 
= rot Cl é um movimento irrotacional. Sendo F-= 
= xil + vJ+u>K, com u = yi + z2, u x2 + e 
lo — + y í , a velocidade do primeiro movimento, 
verifique que Í1 é harmónico e determine o potencial 
das velocidades do segundo movimento, R : Se 

1 
n • — rot V e i í l = 0 e' V ^ r o t t l -s grad div V 

e r o tY j = 0. Aplicação: Se íl — i r o t V = (y — z) 1 + 

+ (ü — x) J + (x —y ) K , Aíl — 0, V i — rot íl =• — 2 
(I + J + K ) - - g i a d U e U = 2 (x + y + z) . 

3545 — Sendo P(x,y,z) um ponto qualquer do 
espaço tridimensional, são dados dois campos F (J*) 

e n(P), dos quais 0 primeiro é o momento do se-
gundo em relação á origem dos eixos coordenados. 
a) Mostre que o campo F (P) não é conservativo 
quando a. (/') é constante, b) Fazendo a.(P) 
+ YJ + Z& e sendo X independente de x , Y inde-
pendente de y e Z independente de z, procuro 
determinar a (P) de modo que F (P) seja conser-
vativo. R : Se « (P ) = A I + li J + CK, F (P ) - (yC -

I + ( z A - x C ) J + ( x B - y A ) K e ro tF = 
^ 2 ( - AI + EJ - CK) ^ 0 . 

b) Se a ( P ) X I + YJ -}- ZK devemos ter 

I J K 
_d_ J_ _d_ 

dx dy òi 

(yZ - zY ) (zX - xZ) (xY - y X ) 

0 

0- - relação satisfeita por 
dX <JX 

ow 2 X + y — — + 
dy rfz 

X — — + — . Então y2 z í 

3546 — a) Verifique no caso duma translacção 
paralela a Qyi, que a transformação de LOHEHTZ 
deixa invariante a forma 
1) dyl — dy} —dy\ —dyl. 

b) Mudando os sinais de alguns termos, quais são as 
formas resultantes de 1) que ficam invariantes para 
a mesma transformação de LOÜENTZ ? - c) Caracterize 
as matrizes de LOEENTZ e verifique que elas formam 
um grupo. 

Soluções dofc D.4' SMS' A de J. G&apar Teixeira. 
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I. S. T, - MBCÂNICA RACIOKAI. — Exame final (teó-
rico) — Outubro de 1951. 

3547 — E dado ura sistema holónomo con-
servativo e de ligações independentes do tempo» 
sendo F£ a força activa aplicada ao ponto P, (x f , 

( í = 1, 2 • • • n ) . Supõe-se que a função de 
forças U é homogénea de grau —2, em relação às 
coordenadas dos pontos P ( . 

Deduzir do teorema de CEHKUTTI para os viriais, 
iPI 
- 7 — = V + 2 2 ' . que o momento de inércia / . e m 
d P ' 
relação à origem dos eixos, é uma função quadrá-
tica do tempo : 

I ^ a P + bt + c ( 0 , 6 , 0 constantes) . 

3548 - É dada uma força F(X,Y,Z) função 
apenas das coordenadas do ponto P(x,y,z) sobre 
o qual actua. Mostrar que, para que exista uma su-
perfície fixa sobre a qual o ponto P está em equi-
líbrio em todas as posições, é necessário e suficiente 
que X dx + Ydy + Zdt = O seja completamente 
integrável. 

3549 — Seja tu o vector velocidade angular, no 
movimento dum sólido com um ponto fixo. Mostrar 
que a aceleração dum ponto qualquer do sólido é a 
soma de dois vectores : 1." A velocidade que teria o 

d « 
ponto se a velocidade angular fosse u' — ; 2.° A 

d t 

aceleração que teria o ponto se a velocidade angular 
<Ú fosse constante. 

L S. T . — MECÂNICA RACIONAL — Exame final (prá-
tico) — Outubro de 1951, 

3550 — Um ponto Ai (a;, y) é obrigado a mover-se, 
sem atrito, sobre a parábola y2^2px, e é atraído 
pelo ponto A(p,p/3) do plano da curva com uma 
força F, cuja grandeza é função só da distância 
M A — r . Mostrar que bá uma posição de equilíbrio 
que 6 independente da grandeza da força. 

3551 — a) Mostre que o cone de revolução homo-
géneo, limitado pela superfície cónica a^ + y* = 5z2 

e de altura h = 3 , tem pontos focais de inércia, 
i ) Determine esses pontos e verifique se as respec-
tivas esferas de inércia se intersectam. (Eixos rectan-
gulares) . 

3552 — Dado o campo de vectores 

I X => o + bx + cy + dz 

Y = Oi + Í í x + C! y + dy z 

Z — a2+ b2 x + Cj y + 4- dzz 
onde dj, bi, c ( , dt são constantes, será possível deter-

- V 

minar essas constantes de modo tal que o campo a 
seja um campo de momentos? Discussão. 

P R O B L E M A S 
Problemas propostos oo concurso 

SECÇÃO ELEMENTAB : 

16 
3553 — Se na fracção — cortarmos no numera-

64 
dor e no denominador o número 6, obtemos, por meio 
de uma operação incorrecta, um resultado correcto. 

Determinar um par de números do dois alga-
rismos (no sistema de base 8), gosando da mesma 
propriedade. 

3554 — Seja [ A D C D ] um trapésio rectângulo de 
base paralelos AB = a e CD = 3 a . Seja A D = a 

o lado perpendicular às bases e consideremos um 
ponto M sobre O lado BC. Sejam V j e V2 os 
volumes dos sólidos gerados pela rotação, de ampli-
tude 2tt, do quadrilátero convexo [ABMD] em 

em torno, respectivamente, de AB e de Au. De-
Vx 13 

terminar a posição de M de modo que —ç- •= — . 

SKCÇÃO MÍDIA : 

3555 — Representemos por 1 ( x ) o maior inteiro 

contido cm x e por M (ao) a mantissa de » , isto 6 
M (a:) x — J (.T) . Demonstrar que 

/ I I 1 \ 
l ini ( — + — + . . . + — ) - 1 
i-*» \ X X X ) 

se o nilmero de parcelas que figura dentro do parên-
tesis for I (x) . 

3556 — Estudar as descontinuidades da função 
definida no intervalo {— w, -f ir) peia expressão 

1 
y — tg* — . 

SECÇÃO SUPEBIOH : 

3557 — A velocidade dum ponto P tem duas com-
ponentes, de igual módulo, u; a primeira é 
constante, a segunda perpendicular, em cada instante, 
ao vector de posição de P, em relação a uma ori-
gem O . Estudar o movimento de P . 

3 558— Sejam r t , r s . . . r„ os zeros simples do poli-
" r, 

nómio f(z) de grau n ; provar que 2 "7T7T ™ ®* 
i-i J ( rJ 


