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Introdução. No que vai seguir-se, 9JI é um mó-
dulo e !l um domínio operatório do mesmo, formado 
por endomorfismos de 2JÍ. ít é o anel doe endomor-
fismos-íl, de 2T1, e n' £ n um anel contido em O. 91 será 
um sub-módulo-fi, de 3JÍ, podendo 91 afectar-se de 
um índice, sem perder esse significado. O conjunto 
dos endomorfismos pertencentes a rV, que aniquilam 91, 
constitui um ideal direito, representado por g e cha-
mado ideal aniquilador, A 9Í, corresponderá 3,-, no 
mesmo sentido. Por ideal de contracções em 91, desig-
naremos o conjunto n dos endomorfismos de nr que 
aplicam 23! dentro de 91. A corresponderá n,, no 
mesmo sentido, 

O § 2 destina-se a completar, em certos pontos, as 
investigações de que dêmos larga conta em dois tra-
balhos anteriores : [10] — «Sobre os endomorfismos dos 
mádidos», iiimí da Faculdade de Ciências do Porto, 
1948, vol. xxxiii, págs. 5 a 32; [14] - Über Kontrak-
tions-und Vernichtungsideale in der allgemeinen Mo-
dulntheorie», Revista da Facuidade de Ciências de 
Lisboa, 2.* série, A —CiSncias Matemáticas, vol. i, 
í 951, págs. 297 a 344. Em particular, demonstraremos 
um teorema A' e algumas consequências do mesmo, 
em correspondência com o teorema A e certas conse-
quências que se encontram em [14]. O teorema 42' 
encontra-se enunciado a págs. 35 do importante livro 
de N. JACORSON, «Theory of ringsv, 1943, livro jue 
adiante será indicado por (II). Depois de darmos uma 
demonstração, completamo-lo com o enunciaiJo do 
teorema 43'. Quanto aos teoremas 64' e 65', que carac-
terizam os módulos completamente redutíveis, deverão 
comparar-se com os teoremas 30 e 37 de [10, págs. 31 
e 32], os quais constituem uma outra caracterização 
dos mesmos módulos. As notações, a terminologia e 
a numeração dos teoremas farão corpo comum aqui, 
em [14] e num artigo em publicação nos Anais da 
Faculdade de Ciências do Porto, tomo xxxv, 1950-1951, 

(•) Recebido em Maio de 1951. 

Esse Capitulo formará o Cap. xv da nossa obra «Sis-
temas hiper-eomplexos», da qual os doze primeiros 
Capítulos se encontram em volume, já desde 1948, e 
os Capítulos xiii e xiv constituem o texto duma confe-
rência realizada no Congresso Luso~E spanhol, levado 
a efeito em Lisboa, em Outubro de 1950. O leitor 
encontrará nas Actas do referido Congresso, vol. i, a 
reprodução integral dessa conferência. Julgamos ser 
úteis neste momento, repetindo que os interessados 
poderão actualizar facilmente os seus conhecimentos 
no domínio da Teoria dos Ameis e Ideais não comuta-
tivos, se, depois de adquirirem as noções mais elemen-
tares da Teoria dos Grupos e da Teoria dos Anéis, 
qui/.erem ler os quatro primeiros Capítulos do citado 
livro oSistemas hiper-complexos», e, em seguida, preci-
samente os referidos Capítulos xin, xiv o xv. O con-
junto constitui uma exposição perfeitamente ordenada 
e acessível. Ele deverá ser seguido, de resto, de três 
Capítulos mais, cuja publicação fica diferida para 
mais tarde. 

No § 3 , tratando especialmente do caso em que (1 é 
um anel de divisão, limitamo-nos a dar uma demons-
tração, em parte modificada, de um teorema que se 
encontra em N. JACOBSON, «Strukture theory of simple 
rings urithout finiteness assumptions», 'Transactions of 
the American Mathematical Society, vol. 57, 1915, 
págs. 228 a 245. Esse teorema refere-se a anéis densos, 
que aquele algebrista americano define do modo se-
guinte: dado 9)1 e suposto !i um anel de divisão, diz-se 
que íi1 d denso em 9Jt, sobre O, se, considerados 
xi, , 2R, independentes-íi, e também yt, e 
e 9Jt, independentes-ll ou não, existir um endomorfismo 
A e t í tal que x, A=~y i,{)'•=! , 2 , •*•,»). As referências 
a esta memória de JACOBSON serão feitas por [4], 

No § 4, em face dum artigo de T . NAKAYAHA, Über 
einfache distributive Systeme endlicher Rängen, Pro-
ceedings of the Imperial Academy, Tokyo, vol. xx, 1944, 
págs, 61 a 6(1, veremos como um método de demons-
tração de C. CUEVALLEV leva a estabelecer um teorema 
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que também se encontra em [4], embora provado aí 
por forma completamente diferente. Esse teorema re-
fere-se a anéis irredutíveis, que podem definir-se como 
vai ver-se. Imaginemos 9)1 e o anel de divisão O. 
íV diz-se irredutível em 2.1}, sobre í i , se não existir 
sub-módulo de 33? que seja adinissivel-íV, As referSa-
cias ao trabalho citado de NAKAVAMA serão feitas por 
[3], Os números das diferentes referências jogam 
também com os que se utilizam nos Capítulos x m 
a xvi ii, de que atrás falámos. 

2 . Sobre algumas proposições gerais. Em [14,§2], 
demonstrámos um teorema A, que não teve o seu 
correspondente em [14, § 3 ] , Todavia, vale para sub-
-módulos-sl, o 

TEOREMA „4': .Se ST^&IFTÍR; < (9L| .91,} — 9)1, os res-
pectivos ideais aniquiladores, supondo Jl' = íl, 'Verificam 
a igualdade + È2, como soma directa. Sabemos 
que (â , , S2), [14, teor. 8']. Dado B e s , tomemos 
m e 9)1. Decompondo m de duas maneiras distintas, 
sob as formas m = + ns »{ + n{, (n , , « i e Sftjj 
« 5 , H j e 9 i i ) , vê-se que « , —«J = « í — n t e 91, de modo 
que se tem N, fí = n', li, JÍs D •= /i» li . Conclui-se, 
assim, que, dado m e 931, se obtêm cndomorfismos-íl, 
de 2)1, por via das seguintes correspondências: 
»Í-Í-N, A!t)m IIs / í — M A{. Supondo >« = »,=• 
— n, + 0e91 , , vê-se que n, - » n t ^í — 0 ' B — 0 , pelo 
que St,A{ — , e 6 . . E, analogamente, 
E, sendo m n{ + % , » £ ? — JÍ, B + «s B = m Ah 4 
+ mA', — m (A', 4- A±) , conclui-se B = A't 4- A't, Por 
isso, tem-se S= (ãj , âj) . Ora esta soma é directa, pelo 
facto de ser Sj fl ã 2 = (0), como resulta do [14, teor. 1']. 

Em todo este § admitiremos sempre fi' = íl e utiliza-
remos a noção de aniquilador modular, para significar 
sub-módulo-!l que é aniquilado por um dado conjunto 
de endomorfismos. Também fixaremos a regra geral 
de que um elemento dum conjunto representado por 
uma letra gótica maiúscula se indicará pela letra 
latina minúscula correspondente. 

COROLÁRIO C: Supondo (0) = 91, FL 91;, (91], 91*) - 9)1, 
tem-se í) — + é;. 

COROLÁRIO D}: ATos termos do corolário anterior, 
fazendo a decomposição 1 —E{ + E$, (E; e Sj), em idem-
potentes ortogonais, vê-se que 9l| e eij são aniquiladores 
recíprocos, de sorte que 911 é aniquilador modidar de EJ. 

Representando por 2 9Í( o aniquilador modular 
de S,, (i = I ,2), sabemos que ( 0 ) = í t i f H l j , [14, teor. 2']. 
Suponhamos x e "pi, x 4 91i e escrevamos 

Será x E\ — nlE\ + nt E'í^0=n2 E'u de sorte que 
=jtÜ e n2e íti • Assim, não será nula a intersecção 

dos , o que é absurdo. Conclui-se ÇÍÊ91I» e> 
portanto, 3̂i = 91|. Como fjj e E\ têm o mesmo ani-
quilador, modular segue-se o resto do corolário. 

O teorema A' arrasta a possibilidade de se enunciar 
0 teorema B', em correspondência com o teorema B, 
de [14, § 5 ] . Tem-se: 

TEOREMA B1: Se 91 = 3 1 1 n 9 í í , (9t i , 9 í i ) - 9 J 1 , e se se 
admite que Si è nilideal e que Sj è nilideal bilateral, õ 
1 nilideal; sc õ, e tfj são nilpotentes, é é nilpotente; e, 
sc e è} são semi-nilpotentes, d é semi-ni/potente. 

Ainda sobre o conteúdo dc [14, 5] daremos o 

COROLA mo A': Supondo (0)=9ti n 91:, (91i,9t2) 3JI, 
então, admitindo que <S| e' nilideal, tem-se — (0 ) , 
9ít = 2)l, consequentemente, é) = (0). Este corolário só 
merece enunciado pela unidade que dá aos nossas 
raciocínios. Ele resulta, é certo, do teorema 17' de 
[11, § 5 ] mas traduz também propriedades imediatas 
da soma directa. 

Passando a [14, § 6], podemos enunciar o 

TEOREMA C: Se 9lj e 91$ tiverem nilideais ani-
quiladores !}[ e g j , então, supondo 91 = 9íi fl > 
9)1 - (91), 91;) , não existe sub-módulo ^í 5 91 que possa 
ser aniquilculor modular dum idempotente. De facto, 
supondo 'pE 91, o ideal aniquilador de será 

Sabemos que não há em g elemento 
idempotente, pelo que o não haverá em tf . 

Em [{II), pgs. 35], encontra-se o enunciado que 
vai seguir-se: 

TEOREMA 42 ' : Seja 5)1 um módulo— f! e supo-
nhamos (0 )=9í i n ••• n 3 í t , com (9i,, (9f in •• • n s i i - . n 
n 9li+i j — , 9t„)) = 9)1, (í = 1 ,2 , • • • , h) . Então, pondo 
íífti = 9 i i n n 9t i_ i n í i i + i n ••• n conclui-se- . 

i') a«, n s»,—<o>; so oji,,--^,^,, 
9)1,+, , . . . ,2)1,) = 9íj; 4") (SJli, -•• , 3 J U - 3 ) í . Ra de-
monstração, que é simples, vamos dar apenas a parte 
que prova 3'). Sem dúvida que se 
Resta mostrar que cada ^ 6 91, pode sempre ser 
escrito sob a forma ™ mi H + m^, 4- mi+í 4 4-
4-mn , (ín ;e2)lj) . Dado n(,, se este elemento pertence 
a todos os 9Í;, então « ; = 0 tem a forma indicada. 
Supondo, de contrário, que, por ex., é 9U, o primeiro 
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91, que não contém nv, podemos escrever », — nk + 
(<=£*() . Vê-se que n^ e 9li fl -•• fl 3tt| - Em 

seguida, seja 31; , , o primeiro que 
nào contém . Podemos escrever 
com nt e 3 1 i f | D , e também m, — + 
+m t . O raciocínio prossegue até se chegar a um 
n t l , com t^fc|j pertencente a todos os . Nesse 
momento é —> Cf. B ft.= -f- + mt), como se 
afirmou. 

Em complemento, podemos dizer: 

TEOKEUA 43': A7AS condições do teorema 42 ' , exis-
tem idanpotentes • • •, EJ,, tais que: 5') 9Î, i o 
aniquilador modular de E1 ; e o ideal direito aniqui-
quilador de 91; e E ' ,5 ; , 6') l-^E'jH- + E'* e 
E',E' ,—O, se i ^ t j ; 7') O — B ' i n + - - . + E ^ B ; 8') 
o ideal de contracções em, 31; è n, E'ih (- ílE 'E t —f-
H-nE'i+, -f + íl E',, ; 9') o ideal, direito aniquilador 
de 3TtL V E'jiî + . - - + E'i-iTi + E' i HíT + - - - E ' , , 0 ; 
10'} o ideal de contracções em 9)1, e' m, = 'i Ë V A 
afirmação ór) resulta imediatimente do corolário D1. 
Ein seguida, escrevamos, para aieíBí, as = mi -f- m2 + 
4- - ' j / ih , com írtiEÍDlj. O corolário D' garante-nos 
também ser 3Jl( o aniquilador modular de 1 — E't. 
!Jor isso, sendo í/ij = nfj/ï'. + Hij (1 — Zï'i), tem-se mf = 
= miE'i. Nessas condições, é x miE,i — mi, 
de sorte que X (Ê'±-\ 1-E'n) — xE' tH -t- xE'h = 
= = Por outro lado, ar; E'iE'i=mi E'j = 
= 0 , se pelo que 6') fica provado, 7') traduz 
uma propriedade elementar da teoria dos anéis; 8 ) , 
9') e 10') encontram-se provados em [14, teor. 19 e 19'j. 

Nos dois teoremas, que ainda vamos estabelecer 
neste §, é introduzida a eomlição de máximo para os 
sub-módulos-íi, de 3)1. 

TMUKA 64' : Se SDL é um módulo-n com condição 
de cadeia ascendente e se " não tem radical ; então, 
admitindo que, para cada sub-módulo máximo 3̂=jfe9)l, é 
diferente de zero o ideal aniquilador o, jxtdemos afirma r 
que (0) é intersecção dum certo número de sub-módulos 
máximos e que 3JÎ i completamente redutível. Neste 
enunciado só oferece interesse o caso em que 9)1 não 
é irredutível-ii. Tomemos, em 3)t, um sub-módulo 
máximo 9li =j= 9JÎ . O ideal não pode ser nilideal, 
pois que, se o fosse, seria culpo teu te e de expoente 2, 
[14, teor. 16'], e il teria radical não nulo. Por esse 
facto, 9ti é precisamente aniquilador modular dum 
id empo tenta E\ e á , , [14, teor. 23'], tendo-se 91i 
= (0) , {0} - 91, n 3)1 Ei - 8ti n 51', se 91' - 2)1 E i . 
E vê-se que nt Ei = O, n' Ei = n ' , 9)Ï=9Î1 +9 l i , sem 
esquecermos a relação Si,™ 3)1(1 — Ej) . He 91' for 
máximo, o teorema está demonstrado, pois que ambas 
as parcelas de 2)1 serão também sub-módulos sim-

ples. Se 91' não é máximo, tomemos 9l;ZD9l' e máximo. 
É, então, 91j Ez = (0), (0) - fl ffll E2 =9tj f| 91" , 
9lí,' = 9 ) lEi , 2)1 = 91" -+- 91z, como anteriormente, 
E vê-se que O aniquilador modular de E\ Ei é =-2)1, 
pois !Dl Ei Ez = 91' E2 = 9l2 Et - (0) . É válida a 
igualdade 9l' = 91i D (9Í1, 91" ) -9 í j n Q i , com 
= (9V, 91"), como vamos provar. Sem dúvida que 91' 
está contido no 2." membro. Se, agora, nj <=* n' + n" 
for um elemento do 2.® membro, do facto de ser 

A'j = 0 = 0+n" , concluímos n2 = n' e 9Í[ como se 
deseja. E tem-se (0)-=9l| n9íif l Q i , ao mesmo tempo 
que, sendo 9)t = 9l'-l-9lj, é 34*-9t'+£Rin5»tí, 3)1 = 91"+-
sf+stinsií-Qi+ííiinsn!«) Oi - s r e í + m.E,. se 
Qi -4= 9)1 é máximo, o teorema fica demonstrado, pois 
que, então, 91", 31' e 91iD91j são simples. Se Q, não 
é máximo, o processo continua. Obtém-se (0) =>913 f| 
f|S)lJ?3 = 9l in9í ' " , 9Jl = 3tj-l-9l'", mEiE3-mEtE,~ 
= (0), pois que 9 í j 3 Q i = Ü)l E, + 9)1 E2 . São válidas 
as igualdades 9ís-91" -f 91' + 91ifl 9í zn9l3 , Wt = 91"' + 
91" + 9t' + si! n aijnsíj - S h - b ^ i n ü i i n f i i , 
aRi; i+àtt£Í2+a)lEj . Se JO}#3)1 é máximo, o teo-
rema fica demonstrado, com (0) — 9t, fl 9lj fl 31J fl Cl: 
e com a decomposição anterior para 9)1- A cadeia 
(0)C91'c:QiC:OsC;'-- é finita, de sorte que se chega 
a encontrar máximo e tal que (0) Sljfl '*' fl 
n 3i„-i n , 8Ji -a»_» + ali n • • • n , 
= 9)1EI -I |-9)l £"„_, . Nesse momento, o sub-módulo 
simples 3 l L f | *• • f l 3 l „ _ , tem a forma S R / ? , , , vindo 
3)1 = 2)1 E h h9JlE„. Os idempoteiites E; veri-
ficam as relações E ,E,=»0 , ( i < J ; 1 , , » — 1 } 
j—l, •-- , )i) . 

Inversamente, se 9)1 é um módulo completamente 
redutível, a condição de cadeia ascendente é válida, 
o radical do seu anel de endomorfismos é nulo, [10, 
pgs. 31); (II), pgs. 58 e seguintes], e, para cada sub-
-inódulo máximo, o ideal aniquilador é=£(0). Portanto: 

TBOBBMI 65': J4S condições enunciadas no teorema 
64' sfio necessárias e suficientes, para que 3)1 sçja 
completamente redutível. 

Da comparação com os teoremas 3G e 37, de [10], 
resulta ainda que as mesmas condições são neces-
sárias e suficientes para que valha em 3)1 a condição 
de cadeia descendente, ít não tenha radical e seja 
diferente de zero o ideal de contracções num suh-
-módulo mínimo. 

3, Sobre anéis densos- Trata-se de provar neste 
§ o,seguinte 

TKORJÍHA : SE U' é um artel denso de c.ndomorfis-
mos-í 1, de 3R, e se 51 e mo ideal bilateral de n1 que con-
tém transformações lineares finitas, então, dado o 
sub-múduto-íl finito 31 = 9)1 , hà uma projecção EeH, 
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de 5DI sobre 9t. Convém observar que nenhuma 
hipótese se faz quanto à dímensionalidade de 301, 
sobre íl , No caso do ser um sub-mddulo-!l 
com uma única dimensão, JACOHBON, [4], faz a demons-
tração como segue. Imaginemos 0 = £ i } e 5 l e SBÍZi — 
— [i/i, , um espaço finito eom a base formada 
pelos elementos y,, supostos independentes-íl. Admi-
tamos que 2) e SD1, zi B — yi, i4[ e O', yi Ax — Zi, 
yiA1 = 0, se t'=?bl , Vê-se que 931 73/1,= \yt,---,y„) Ai § 
§ [aiL zi B Ai = , de sorte que E^ = lí Ai e 51 ó 
idempotente e tal quo 9)1 ü i = [si] . Para se cons-
truir o idempotente E tal que © I S = [;»], supo-
nhamos A 2 eíi', z1 A t = a t , t c A t ~ s 1 . Então, veri-
fica-se que mA3EiA2~[zi] X A3El A,=X, 
de modo que A3 Ei é precisamente o idempo-
tente procurado, Passando ao caso ein que 91 — 
=»[ast, ••• ,x„], onde os x< são independentes-íl, ima-
ginemos construídos idempotentes E\, ( t—1 ,2, *• •,«), 
tais que [xi,--,x„} - WlE^ + .-.+m E<„, ©i E't— 
[a;,] , E'( e 31 - E fácil de construir um idempotente 
F e 51 nas condições seguintes: 9)1 E\ + 311 E't — 
9)1 + m F, E\ F - F = Vejamos primei-
ramente que se tem 9)1 E\ + 2J1 E't = M E\ + 
+ 9íiií ,í ( 1 — o n d e , 1 significa o endomorfismo idên-
tico. Um elemento do 2.° membro é da forma m E+ 
+ m'E'z (1 — E'l) = (m-m'E'z) E\ + m'E<2, (m,m' e9Jl), 
o que mostra pertencer ao primeiro. Inversamente, 
um elemento do 1.» membro é da forma mE'\ + 
+m!E>t^mE't + m< E't + m' E'2 E\— m< E'tE'i = 
= (m + m'E2) E^+m! E\ ( 1 -S ' i J , pelo que per-
tence ao segundo. O referido 2." membro è uma soma 
directa. Coino a sua 2.» parcela não é nula e é de 1.» 
ordem, designemos por E'\ e 31 um idempotente tal 
que = Vê-se que E\-= 0. 
Pondo, então, F=- E'\ — E\E'\ , vem imediatamente 

F-O, FF—F, E " i F-E«i , F F , 
9jí E"i=mE"i Fsm F, m^ssiFE^EmE"i} 

e, portanto, S0T E"i^fSH F. Em seguida, o idempo-
tente Ei — E'i + F é tal que [a^ , xjj — í!)! E, . O-pro-
cesso continua, pondo 9)1 E\ + 9)1 E'2 + 331 E'$ — 
= 3)1 Ei +- 3)1 E'3. Chegamos a encontrar o idempo-
tente ff nas seguintes condições: ff e 21, G E , = 
—EiQ—Oj 9)1 -)-ÜJÍ E'3 = 931 + 9)1 ff , 3)1 E\ +• 
+ 9Jl£r2 + 3)í E^SDXE^ + m F+ma . Vamos ver 
que os três idempotentes E:i, F, G são ortogonais. 

De lacto, 
E1E\ = E'Í, E\Ei = E\, GEiE'i = 0 = fi E\, 

E\ElG- 0 - E\G,' Ei F-F, FEt - F, 
GEi F = GF 0, FEiG = FG - 0. 

Teremos, deste modo, [asj, x 2 , ajj] =9)1 i?i-t-9)l G = 
-=mE2, Ez = Ei+G = E'i + i'1-)-ff , O raciocínio 
prossegue, até à demonstração do teorema. Tem lugar 
este 

ADITAMRNTO. A projecção E e SI decompõe-,se EM 
projecções ortogonais ef todas pertencentes a 51, de 
tal modo que 

(an,-*-, f-9)te„, f 6,^ = 0, se i=f=k-, 
= + + U Í » . 

4. Sobre e densidade dos anéis irredutíveis. Do 
teorema em causa neste §, que vai ser enunciado, 
a parte directa é provada como em [4]. O que tem 
principal interesse é a demonstração da parte inversa, 
à qual se é levado, rigorosamente falando, com um 
raciocínio devido a OUEVALLEY, que se encontra 
em [S], 

T U M B U d e CHBVALI.EY-JACOESON-. Seja í l ' um anel 
denso arbitrário em 9)1, sobre í l , este suposto anel de 
ditiisão. ÍÜ. é anel irredutível e 11 é o seu comutador. 
Inversamente, se ír é irredutível e o anel de divisão fl 
é o seu comutador, então íl' e' denso em 9)1, sobre Cl. 

Partamos do anel denso íl' e suponhamos (9J!/íl)=l, 
isto é, 9)1 de 1.* ordem sobre íí. Então, pois que 9)1 
é finito, o anel denso íl' é a totalidade dos endomor-
fismos-íi, pelo que é o comutador de íl . Podemos 
afirmar que íl' é anti-isomorfo de ít. Escrevendo 
9)1-aíi', (O^ace9)1), pois que íl ' , por ser denso, 
é irredutível, procuremos também o comutador de íl'. 
Como í)' é anel de divisão, o seu comutador é anei 
do divisão & , que contém íl , e é anti-isomorfo de íl1. 
Seja d' e fl . Por se ter x d' = x d, para irm certo 
dei i, vem, se d'^d, x(d'-d)=0, x (d'~d)(d' 
= a;™(), o que é absurdo. Assim, d ' = d , tír eil e 
e - n . « ' o íl 830, portanto, comutadores recíprocos, 
no caso de 9)1 ter uma só dimensão. Inversamente, 
se íl1 é irredutivel e íl o seu comutador, na hipótese 
(93t/n) —1, íV é denso em 9H sobre n, sendo íí' e íl 
comutadores rcíprocos. O teorema encontra-se com-
pletamente demonstrado, no caso de 9)1 ter uma só 
di mo o são. 

Suponhamos agora que isso não tem lugar e vol-
temos ao anel tV. Admitindo que B pertence ao 
comutador de í l ' , trata-se de provar que Ii = be í l . 
Seja O f̂ca; e 9)1 . Em primeiro lugar, ac e xB são 
dependentes-íl, visto que, de contrário, poderíamos 
encontrar Celi1, nas condições seguintes: as C — 0 , 
K Í Í C ^ O , a:£íC = a;CZí"=0, o que é absurdo. Pondo 
ac/i = .E&I, onde i^e í l , vamos provar que, para ye9)l 
e qualquer, é também y B ^ y b x . De facto, esco-
lhamos A eil' de modo quo seja xA — y. Então, 
xAfít=*xBA yB = xbx A = xAbx^ybI, como se 
quer. Demonstrado que é independente de x, 
poremos xB — xà, o que prova a afirmação, pois, se 
i = 0 - / í = 0>6 = 0 . A parte directa do teorema 
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encontra-se, assina, com JACOBBON, completamente 
demonstrada, À parte inversa será provada deste 
modo: pois que 5DÍ não é de 1,* ordem relativa-
mente a ít, começaremos por mostrar que, dados 
xi, ••• , a:„, x„+, e 9JÍ « indepeudentes-ii, é possível 
encontrar endomorfismos B,, B„ , B„+, e llr, para 
os quais x l B t ^ x t , - x j B í = 0 , ( i ^ j - , 1 , 3 , 
n + 1) , contanto que se admita existirem n endo-
morfismos A{ para os quais x, A, = x, , , x„ A„ 
= ij>ii = 0 ; se —1 , 2 , •••,»); depois, 
tendo em conta a irredutibilidade de n' o a exis-
tência dos Ai, procuram-se €',,-••, CBelV reali-
zando as igualdades x, , •••, JC. — , onde 
os i/j são quaisquer elementos de 3)t . O e,n do mor-
fismo C—2 Ai C,E £Í' será tal que j;, C*=Y, C— 
= , e a densidade de í f ficará estabelecida. 

DEMONSTRAÇÃO. Encontrados os A { ( ' = ] ,2,-•-,»!), 
designaremos por sS o ideal direito aniquilador do 
sub-espaço [x , , ,«„} . Para cada xq4 [XJ , , x„], 
vamos ver que é Se for J'o 3 = (0), 
comecemos por fixar I e consideremos li tal que 
x,B=0. Então, sendo xt At B—Xi B=»0 e .4. /jí 0, 
concluímos A, B 6 <j e xg /4, B = 0 . A correspon-

dência X;A xqA;A , (A e í l ' <5 qualquer), por ser 
XjtV —SBt, é um endomorfismo de 3J1, visto que, se 
so admitir XiA—XjC, é x, (/l — C) 0 , ej pela 
observação acabada de fazer quanto a li, ê 
x0 Ai (A — C) = 0 , o que dá Xo 4t /l—a^o At C . O refe-
rido endomorfismo é um endomorfismo-íl', quo repre-
sentaremos por Oj e íl , Ele dá xt A —» xs A «f ™ 
— xqA (A$ Xj = Xj Ai —r x ,A j a, ~ xo At A t ; e, como 
sp, (Af - Ai) - O, 6 A} — A, e é, Xq (Af -AJ ~ 0 , 
x0 Ai Ai — xo Ai . Posto isto, tomemos D — Z A,. 
Vale x, (A — DA) = x,A — XjA^Q, — DA) = 
= (xo — .í'5 D) A = 0 . E, como A é qualquer, tem-se 
xo—x0D = 0 , xo=x0 D = xo Os endomorfismos-íí', 
representados por at , a, , ••• , a„ e ( l , dão, assim, 
xo^xn^ Aí^xqZ A, 4t=lXi Aidi^ZXidi e {se, 
contra a hipótese feita sobre x 0 , Estabelecido que 
x„ $ ^ (0), tem-se x öá IV S)} , e, portanto, «g'i—SJt. 
Existe para o qual = Tambtim oxistem 
Aj e i , { (=1 ,2» , •• •, n ) , para os quais x q A ^ x q . 
Pondo, então, iç , = B^A,—j4', , 
( í - 1 , 2 , - -• , n), vê-se que a!,+i = , x, B„+l — 
=-X; Af,^0 , xf /ij— Aj— x, A'i<**x,, Xj Bi = x, Aj — 
— X j A ' i - 0 , ( j =f= i ) . A demonstração está feita. 

t 


