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Sejam ao, a, ,•-•,«„,•••, números reais for-
mando um conjunto numerável, bum ordenado de 
tipo de ordem u . Supomos que na sucessão há 
números positivos e negativos, havendo uma infini-
dade numerável de termos de cada sinal. Percorrendo 
a sucessão evidentemente que os termos consecutivos 
de um mesmo sinal são em número finito. 

Definição 1. Chamaremos série de lermos quaisquer 
a série 
( 1 ) ' 2 ) TT0 4 - + + + . 

Se na série {1) somarmos os termos consecutivos 
do mesmo sinal, obtemos a série 

(2) S) « „ - a i + « 2 - 0 3 + 4 - { _ 1 ) » B 0 + - - . 
Em geral, uma série de termos alternadamente 

positivos e negativos é chamada uma série alternada. 
A série (2) será chamada série alternada equivalente 
à série (1). 

Esta designação tem a sua razão de ser no seguinte 

TKOBEMA J, .-1 série de termos quaisquer e U série 
alternada equivalente são da mesma natureza. 

Demonstração. Formemos as somas de termos con-
secutivos das duas séries (1) e (2) 
<3> % , ' " 

( 4 ) 'C , « ] 

Toda a soma s? é uma soma Gq e portanto: se 
a série de termos quaisquer é convergente a sério 
alternada equivalente também o é, o as somas são 
iguais. 

Dada uma soma a„ , ou ela é uma soma s. . ou 
ela está compreendida entre duas somas s, e ea + ( 

consecutivas e, facilmente se vê que 
(5) sc o último termo de é positivo, 

(6) Sa^G,, se o último termo de Q é negativo. 

Depois de estabelecido isto, tomemos uma qual-

quer sub-sucessão de (3), 
(T> í ^"A, J > " ' ' "nar > " ' 
e sejam 
(8) > » > * • > ' • ' • 

os termos de (7) que terminam por uma parcela posi-
tiva ; sejam 

( 9 ) . J V , > • • > 

os termos de (7) que terminam por uma parcela ne-
gativa. Devido às relações (5) e (0), teremos pois : 
(10) V , < *« ' ,+1, »«', < < V j + i > " • 

(11) v , > < J 1 j **" ,><*», (»> V + 1 

e formemos as duas sucessões: 
( 1 2 ) V , , V , . -

(13) V ' t + i f V ' , ^» r • 

Se em (12) há apenas um número finito de termos 
distintos, necessariamente em (8) há apenas um 
número finito de termos distintos. Do mesmo modo, 
se em (13) há apenas um número finito de termos 
distintos, necessariamente em (9) há apenas uin 
número finito de termos distintos. Logo, se em (7) há 
uma infinidade dc termos distintas (ou assim consi-
derados) em (8) ou (9), ou em ambas, há uma infini-
dade de termos distintos, e o mesmo se passa em (12) 
o (13). Com os infinitos termos distintos de (12) e 
(13) forma-se uma sub-sucessão de (4) que é mino-
rante da sub-sucessão (7). Da mesma manoira se for-
mava uma majorante. 

A sub-sucessão (7) vem enquadrada por duas sub-
-sucessões de (4). Podemos pois alirmar que: s o a 
série alternada equivalente é convergente, a série de 
termos quaisquer também o é, e as somas são iguais. 

A série de termos quaisquer e a série alternada 
equivalente são simultaneamente convergentes ou di-
vergentes. 

( " ) Recebi de em 1051, Agoslp . 
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Se a série de termos quaisquer é indeterminada 
(Olivier-Ceeàro), evidentemente também a série al-
ternada equivalente o é. Neste caso, substituamos as 
sucessões (3) e (4) pelas seguintes: 
(14) «o, 1/2(o» + a,)., 1/3(au 4-<JI + ój) , 

1/4 (u0 + Tj + OJ + Oj) , ! • • 

(15) i , , 1/2(^0 + « ! ) , l / 8 ( í 0 '+*t .+ *i) > 
1/4 (s0 + + ÍJ ) , - . 

Como se sabe, se (14) e (15) tendem para limites 
finitos, as séries dizem-se simplesmente indetermi-
nadas e os limites finitos, que se supõe existir, são 
as respectivas somas simplesmente generalizadas das 
duas séries (Cesaro). 

Cada termo de (15) encontra-se em (14) e podemos 
afirmar que: se a série de termos quaisquer é sim-
plesmente indeterminada, a série alternada equiva-
lente também o é, e as somas simplesmente generali-
zadas são iguais. 

Tendo em atenção as relações (5) e (6), também 
cada termo de (14) se pode enquadrar com dois ter-
mos de (15) e, em tíltima análise, podemos afirmar 
que: se a série alternada equivalente é simplesmente 
indeterminada, a série de termos quaisquer também 
o é, e as somas simplesmente generalizadas são iguais. 

Se. as sucessões (14) e (15) são indeterminadas, o 
que sucederá sempre que não tenham limites finitos, 
podemos substitui-las pelas sucessões das médias 
aritméticas dos seus termos, e assim sucessivamente 
até obter alguma com limite finito, e então podemos 
afirmar que: se a série de termos quaisquer é n 
vezes indeterminada, a série alternada equivalente 
também o é, e inversamente, sendo iguais as somas 
n vezes generalizadas da« duas séries. 

O teorema fica assim completamente demonstrado, 
O valor absoluto do termo geral da série de ter-

mos quaisquer pode tendor para zero sem que o 
mesmo suceda na série alternada equivalente. Com 
efeito, se o número de termos consecutivos do mesmo 
sinal da série (1), for crescendo quando se avance na 
série, pode então suceder que | —»0, sem que 
a „ - + 0 . Mas como cada termo da série alternada 
equivalente é um termo da série (1), ou uma soma de 
termos consecutivos do mesmo sinal, é evidente que: 

TEOREMA 2. St o módulo do termo geral da série al-
ternada equivalente tende para zero, também o módulo 
do íermo geral da série de termos quaisquer tende para 
zero. 

Se o número de termos da série (1), que se encon-
tram reunidos em cada termo da sórie (2), não excede 
um inteiro determinado p, então já se pode afirmar 
que: se o módulo do termo geral da série (2) tende 

para zero, também o módulo do termo geral da série 
(1) tende para tero. 

De resto, esta última proposição é verdadeira com 
qualquer série posta no lugar da série (1). 

O teorema 1 é um teorema importante pois permite 
reduzir o estudo de uma série de termos quaisquer 
ao estudo da série alternada equivalente. Passaremos 
em seguida ao estudo das séries alternadas nas quais, 
para simplificar, se pode supor o primeiro termo 
sempre positivo. 

Dadas duas séries de termos positivos, 
S') ao + o, + a4 -i + Ojt 
S") ai + a3 •+• « j H b Oii+i H 
se as duas séries são divergentes podemos comparar 
as velocidades com que divergem. Se S\. e S"k são 
as somas dos k primeiros termos de cada série, a 
primeira diverge mais ou menos velozmente que 3 

S' n 
segunda quando existindo lim — , este limite é hm» S1' n 
, „ . . „ S' n 
infinito ou zero respectivamente. Se —— tende para 

um limite finito, não nulo, as duas séries são igual-
mente divergentes. 

Se a fracção 

«Sm + aím+2 + - • • + 
'm • r — I.I aJirtH I -i-̂ ÍB.-t'"! t , ,„; p;. . I 

tende para infinito ou zero quando p -* oo , a pri-
meira série diverge mais ou menos velozmente que a 
segunda. Se a fracção tende para um limite finito, 
não nulo, as duas séries são igualmente divergentes. 
Estas definições são equivalentes às anteriores por 
serem as séries da mesma natureza que os seus restos 
de ordem m previamente fixada. Tais definições são 
d e v i d a s a CKSÍHO. 

Notemos agora que: se dado e > 0 a partir de 
certa ordem m(s) se tem 

l — t< < J + E 

então 
(í - ») <Wl < «;». < (l + o «Ím-H 
( i -s )Ot» , f3<Oto,+i<( í + s) <Wn 

(í — E) at fBj+,,-1 < rtj (m+pj-s < (' + e) Os („,+,)-! 

e somando 
(l - »)(«,„ + , •+ 0,ra+a -| 1- Oj,,.^,,.,) < 

< + ° a . N + <H™+a H F «S(«.+»>-ü) < 
< (í + t) (a,„+1 + o,m+

a h a^ni-f}-,) 
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e portanto 
4- -f • - • + 

l — c < — < i + E 

ou seja 

l - K * 

qualquer que seja p independente de m. Conclui-se 

l. que: se l i m - — - = então l im — —— 
s'™+i. - 5 

Ksta proposição é válida para l nulo, finito ou 
infinito. 

Inversamente: se fixado m e dado t !>0 , a par-
tir de certa ordem p (e) se tem 

i—t < 
+ « w t + ''-Slm-l-pj-i 

V- t < 

ü̂n+t H h ai(m+l>)-l 
,lÍB. + î.N-t-S + "ilm+iiMl-l 

< í + E 

também se tem 
(l — e) (a,,„+1 + O,„+3H + as,„+w-i) < 

< («Sm + f„ : l 4 , + . . . + aj(m+P)-i) < 

< (í-t- «) (atol1-i + ah n + 3+ . . . + at,mn>~i) 

(l — c) (a}„+[ 4- a ím+3 + . . . + - as(m+í+i)_i) C 
< {®Sin + Ĵm+S + • • • + fUíní-B+n-a) •<• 
< ( * + ») {aím+, + a3„TÜ + . . . + 

e subtraindo a primeira da segunda, a segunda da 
terceira, e assim sucessivamente, vem : 

%m«+l)-t "itm+p+tj—Í 

l — E < < 1 — t 
°I(NI+JI+N-1 

a partir de certa ordem )>(E). Conclui-se que: se 
t t^jjl i JJ 5 fft 

l im l então, ó l im — l . Esta 
* - °° ^m-t-r 5ÍÍ * - K « K M 

proposição é válida para l nulo, finito ou infinito. 
Temos assim: 

T i O i n u 3. Se l im — I então, — S'm 

1 i m -—-— — l 
a^kti 

I 
e reciprocamente, qualquer que sej<* o valor de l nulo 
finito ou infinito, 

Consideremos agora a série alternada 
fi) « o — + + . ' - ! - ( — + 
e sejam 
S1) ag + at + a4 + ••• + au H 
S") at + oâ + a5 -f + H 

as séries componentes formadas com os termos de um 
mesmo sinal. Com estas convenções temos as seguin-
tes relações: 
(1(>) "Sj^, =*• — — -Sji + a-k 
e por último 
(17) - SUí - W-

Estas relações permitem estabelecer desde já alguns 
resultados sobre as séries alternadas. 

Assim, podemos enunciar imediatamente o seguinte: 

TEOREMA 4 . A série alternada é convergente (abso-
lutamente) quando as séries componentes o forem, e a 
soma de X (—1)* a„ é a diferença das somas de I a!K 

e lajufj , 

Com efeito, se as séries componentes e X a,K+, 
forem convergentes, temos: 

aít-*0 íin+j *-» 0 

e portanto a„—-0. As relações (16) dizem-nos que 
se ISÍ^I e JSst tivorein limites, terão limites iguais. 
A relação (17) garante-nos a existência desse limite 
único. 

A série alternada è então absolutamente conver-
gente, e a soma é a diferença das somas das séries 
componentes 

c. q. d. 

TEOUKUA 5. A série alternada é divergente quando 
uma só das séria componentes I a,ft ou o for. 

A relação (17) mostra imediatamente que assim é. 
Hasta supor que uma das séries componentes é 

divergente mas com o termo geral a tender para 
zero, e a outra série componente convergente, para 
havermos exemplos de séries alternadas que são diver-
gentes mas para as quais o módulo do termo gerai 
tende para zero. 

Teokema 6 . Se d nas séries componentes - aífc 

e -ftan-i são divergentes, para a série alternada 
ü( — 1)"a„ ser convergente é necessário que: a„ 0 e 
an-< -* 1 , 

Com efeito, da relação (17) vem: 
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Por consequência, para que tenda para limite 
finito <5 necessário que 

lim -—— 
SU, 

Ü m ^ ^ l 
Si' 

e, pelo teorema 3, deverá ser: lim —— = 1 . A ne-
cessidade de a„ —• 0 é sobejamente conhecida, 

c. q. d. 
Note-se que, com não pode — tender o„ 

para 1 por valores menores qM 1 . 
an—l Note-se ainda que, com « „ - + 0 e com a 

a-
tender para 1 [>or valores maiores que 1 , então, 
a„ 0 monotonamente, e em tal easo a sórie alter-
nada é convergente (série alternada decrescente). 

Mais geralmente ainda, podemos provar que 

TEOREMA 7. Se numa série alternada 2 ( — l ) "a „ , 
a partir de certa ordem, em valor absoluto, cada termo 
é igual ou maior que todos os seguintes salvo apenas os 
q primeiros que o seguem, então: a„ —• 0 é a condição 
necessária e suficiente de convergência (séries alter-
nadas quase'decrescentes). 

Basta-nos provar a suficiência. Para isso, seja p 
um inteiro impar superior ao numero inteiro q. Para 
facilidade suporemos que a propriedade do enunciado 
se verifica a partir do primeiro termo da série alter-
nada. Ê sempre possível destacar da série dada, p 
séries nas condições seguintes: 

- a , + ( - 1 ) ' + 1 ÍVM 

Estas p séries, quando p é impar, são alternadas 
decrescentes e para elas é suficiente que o„ O, 
para que sejam convergentes. Mas a soma destas p 

séries, isto é, a série cujo termo geral é a soma dos 
termos gçrais de cada uma 

«„ = ( - 1 ) " " » „ + ( - l ) " * 1 a ^ + • • + 
+ ( - 1 ) ' » + " ^ 

é uma série convergente. Porém, esta série é ohtida 
da série alternada agrupando p a p os termos, sem 
lhes alterar a ordem. Desta observação resulta a 
convergência da série alternada, 

c . q . d . 
As séries que verifiquem a propriedade do enun-

ciado do teorema anterior podem chamar-se quase-

-decresventes; no caso particular de q O o teorema 
anterior é o conhecido teorema clássico sobre as 
séries alternadas decrescentes. 

(Jms classificação das séries alternados 

Para simplificação do estudo das series alternadas 
é muito conveniente a seguinte classificação. 

Seja 
S) % — ai + a2 — aj + •+• ( —1)"«„ -f ••• 

a série alternada proposta, o formemos as duas se-
guintes séries 
( 1 8 ) S ' ) AO — F A I - A I ) — ( A I - A 4 ) — ( O S - O J ) 

— {^lArí — — " *' 
(19) £" ) (ao— o,) + (a2 - a,) + (a4 - a s ) + ••• 

+ ( " « — Ojui-t) + — 
As séries V e S" podem ser séries de termos 

dum mesmo sinal, isto é, a partir de certa ordem, os 
parêntesis, tanto numa série como na outra, têm um 
mesmo sinal em cada série. 

Definição 2 . A série alternada proposta será cha-
mada simplesmente alternada se as correspondentes 
séries (18) e (19) forem séries de termos do mesmo 
sinal. 

E fácil de ver que há apenas quatro tipos de séries 
simplesmente alternadas, 
1.° tipo: 
£') ao — (oi — Oj) (a*, 

com a ^ , — aw4_a < O 
S") (aa — a,) -f- (az — + - •- + (a-j, a, ( + () + / - -

com aík - aiM., > O 
2.° tipo: 
2 ' ) - a0 — ( - a, + az) — ( - a3 + 

— ( — ̂ M-i-f-Om.?) 
com — Oi*-h + «UM-, > 0 

£" ) (—Oo+«i) + (—«»H-«"!^ •*• + ( - a , ( + + -
com ~ % + % , < 0 

3.° tipo: 
£') «o—{ai — a i ) - ( a j — a (), (aJt4., ~a 1 1 + i ) —• 

çorn í^i+j— 
S" ) («o - «i) + (a2 - a } ) + ••• + ( « * — <%+,) + • 

com a a t — a l l i H > 0 
4.° tipo: 
S') — — (—- a, + as) — (— a3 + a4) — 

— (— «ifr-n + «an-s) com —a». 
2 " ) (—Oo + oi) + (—a! + a 3 ) + - " + ( ~ a í l + í%+1)-f-"-

com ~au + au+t < 0 . 
O primeiro e segundo tipos são simétricos; o ter-

ceiro e quarto tipos são também simétricos. As séries 
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simplesmente alternadas do terceiro e quarto tipos 
são decrescentes; inversamente) as séries alternadas 
decrescentes são simplesmente alternadas e do 3." ou 
do 4.* tipos. 

Supondo que o termo geral da série alternada pro-
posta, tende em valor absoluto para zero, a„ —* 0 , e 
supondo que ela é simplesmente alternada, então, se 
é do 3.0 ou 4.° tipo será convergente; se é do 1." ou 
2.° tipo, e se l'or quase-decresceu te, (Teor. 7), será 
convergente. 

Uma série simplesmente alternada, — l ) " a „ , 
que pertence ao 1,° tipo, se as suas séries componentes, 
ilrtj,, e i a„ . t|, são convergentes, ela será conver-
gente (absolutamente); se as suas séries compo-
nentes não são da mesma natureza, ela será diver-
gente; se a sua série componente de termos menores, 
- ®BH-i t ' o r divergente, a outra série componente, 
Das,, , também é divergente, e, para a série alter-
nada proposta ser convergente é necessário e sufi-
ciente que seja quase decrescente. 

Com efeito, este último resultado encontra-se enun-
ciado no teorema seguinte que vamos demonstrar: 

T t o i i u u 8 . Seja II(—1)"a„ uma série simples-
mente alternada cujas séries componentes, 11 a.^, e 
Ha^.^, , são divergentes mas de lermos gerais em valor 
absoluto a tender para ser o: a condição necessária e 
suficiente para que a série alternada seja convergente 
c que ela seja quase-deerescente. 

A condição é suficiente como o prova o teor. 7 . 
Vejamos pois que é também necessária. Para isso, 
suporemos que a série não é quase-decrescente, e 
portanto: dado um inteiro p por maior que ele seja, 
existe um í tal quo: « Í H - I -

Sendo assim, vem: >. 1 , .Mas, como a í l + t O , 
a i 

teremos : 
>lil.+ir 

> > I 
"it+ap+i «st-+1 

Fazendo crescer p tanto quanto se queira, virá, 

se existir: Um •= í > 1. Portanto, se existir, »•-» «atj-i,,,.! 
a„ 

será: lim — > 1 , e então pelo teorema G, a série 

alternada é divergente. 
Logo, para 2 ( —1)"«„ ser convergente é neces-

sário que a série seja quase-decreseente. 
c. q, d. 

Com este teorema e com as observações que o pre-
cederam fica completamente esclarecida a natureza 
das séries simplesmente alternadas. 

Suponhamos agora que alguma das séries (18) ou 
(lít) é uma série de termos quaisquer. O teorema 1 
permite substituí-la pela série alternada equivalente. 

Definição 3 . A série alternada proposta será cha-
mada duas-vezes alternada se a série alternada equi-
valente for simplesmente alternada; ela será chamada 
p-vezes alternada se a série alternada JJ-vezes equi-
valente for simplesmente alternada. 

Unia série alternada será chamada infinilas-cezes 
alternada se não <S equivalente a nenhuma série sim-
plesmente alternada. 

Vejamos em que condições é que o estudo de uma 
série p-vezes alternada depende do estudo de uma 
outra série simplesmente alternada. 

Seja dada uma série alternada, a série proposta 

£») «o — a, + a3 -i h ( - l ) " a „ + 

e formemos as duas séries 
2 o) % — (Ó, - - a2) — ( a j - «<) 

(ítikj.1 — "V 

4') («O - «l) +• (a2 - <ij) + ••• + 
+ («»* — n2'.+-i) H 

e suponhamos que alguma delas é uma série de ter-
mos quaisquer; suhstituamo-la pela série alternada 
equivalente: 

S') a>a - a\ + a'2 - tíh 4- -•- + ( - 1 > " < H 

à qual por sua vez correspondem as duas séries 
e 2 f , que são séries de termos do mesmo sinal 

se e só se (definição 3) a proposta S) é duas vezes 
alternada; caso contrário, passaremos a uina série 
S" ) alternada 2 vezes equivalente, à qual corres-
ponderão as séries e Itf, etc., assim sucessiva-
mente. 

Se a série proposta 5 ) é p-vezes alternada; então, 
a série S"~') é a sua série alternada (j> — 1)-vezes equi-
valente, e esta série S* - , ) é simplesmente alternada. 

Pelo teorema 2, se o valor absoluto do termo 
geral da série S1 , - 1) , , tende para zero também 
o termo geral da série donde eia deriva, tende 
em valor absoluto para zero e, por consequência 
também a* - 1 0 . Por último, segue-se que: a„ - * 0 . 

Viu-se, por conseguinte, que se o valor absoluto 
o ; - ' do termo geral da série 

s-"') a'-' -a",-' + « r ' — d;-1 H—+(-i)n<-'+••• 
tende para zero também, em valor absoluto, o termo 
geral de qualquer das séries 

- («r* - «r1) - (»r1 - «ro 
faiii M — * ** 



34 G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A . 

« - - - «r'1) + («r* - « O + + 
+ K r 2 — nÇ7+,) + ••* 

tenderá para zero e o mesmo se verificará com a série 
af - ar- + oir- - «r* H— -t 

+ ( - 1}" < - J H 

Pelo teorema 1, a serie S ' - 1 ) é da mesma natu-
reza que a série V s ) . Vamos agora demonstrar o 
seguinte 

TKOIÍKMÀ 9 . Com 0 , a condição necessária c 
suficiente de convergência da série é que uma só 
(iqualquer) das series ou seja também con-
vergente. 

Com efeito, o teorema torna-se evidente obser-
vando que : se afp- as duas séries 2;_s e 
serão da mesma natureza, e, se convergentes, eoin a 
mesma soma. c. q. d. 

Então, com alT' — 0 , vem (teor. 2) < - ' - * < ) . Em 
seguida (teor. 9), com oj"* 0 as séries e 

S"-1) são equivalentes. Mas, com 0 vem: 
o^ 1 — 0 li (teors. .9 e 1) as séries A'»-11) e S" - 1) 
são equivalentes. Finalmente podemos afirmar: 

TEOHKMA 10. Se S( —L)"a„ é uma série p-ceze.y 
alternada; se u série - { — 1)" a; >! a série alternada 
p-vezes equivalente; se o módulo \>-vezes generalizado 
do termo geral da série, a|;, tender para zero; então, 
a série projiosla é da mesma natui-eza da série simples-
mente alternada n-vezes equivalente ï( —l)"a];. 

Fica pois provado que o estudo de uma série alter-
nada se reduz ao estudo de uma série simplesmente 
alternada. 

lJara este estudo ficar completo deveríamos ainda 
resolver os seguintes dois problemas : 

jP(, Existem séries infinitas vezes alternadas? 
Caso afirmativo, construir um exemplo de tais séries. 
ICra conveniente, a construção de uma série p-vezes 
alternada. 

P2. No caso de existirem, serão divergentes as 
séries infinitas vezes alternadas ? 


