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As séries de termos quaisquer"”

por José Ribeiro de Albuquerque

Universidade Técnica de Lisboa

Sejam g, 21,29, @, -+, nimeros reais for-
mando um conjunto numerdvel, bem ordenado de
tipo de ordem . Supomos que na sucessio hi
nimeros positives e negativos, havendo uma infini-
dade numerdvel de termos de cada sinal. Percorrendo
a sucessfio evidentemente que os termos consecutivos
de um mesmo sinal sfo em mimero finito.

Definigio 1. Chamaremos serie de fermos quaisquer
a série

(S ) LI T TS SRR T, R

Se na série (1) somarmos os termos consecutivos
do mesmo sinal, obtemos a série

(2) S) aﬂ—-al—l—az—as-i—*--+(—1)"ﬂn+"'

Em geral, uma série de termos alternadamente
positivos e negativos é chamada uma série alternada.
A série (2) serd chamada serie alternada equivalente
a série (1).

Esta designagio tem a sua razio de ser no seguinte

Teorema 1. A série de termos quaisquer e a série
alternada equivalente sio da mesma natureza.

Demonstragio. Formemos as somas de termos con-
secutivos das duas séries (1) e (2)

@) Gy 9y Gy 5 Tgy -
(4) EO,S]’Sz,.."Su’...

Toda a soma sp ¢ uma soma Ty e portanto: se
a série de termos quaisquer ¢ convergente a série
_alternada equivalente também o ¢, e as somas sfo
iguais.

Dada uma soma g, , ou ela é uma soma s, , ou

g Oy gonn®

ela esti compreendida entre duas somas s, e s, ,
consecutivas e, facilmente se vé que
(®) 8,<0,,< 824 ¢ 0 Ultimo termo de O, € positivo,

(6) sa>g"1> Sy48€0 tltimo termo de On, é negativo.

Depois de estabelecido isto, tomemos uma qua.l-

quer sub-sucessio de (3),

(7) B 2 Tng,s Oy .77 g+
e sejam
(8) un.“:!‘ ] Gnnx, » Gﬂ:i’: Py an,f‘, Tt

os termos de (7) que terminam por uma parcela posi-
tiva ; sejam

(9) a":.”. ] 5:’:,_::' 3 U“u‘ ar s
os termos de (7) que terminam por uma parcela ne-
gativa. Devido as relagdes (5) e (6), teremos pois :
(10) sa.;’. < cnw|< Syrig1 5 Sar, < Tngs, < Byt trs =

(]1) B:‘.”, > 5».::1]} LT 81”,>°’n1u, > sa;’—f-l 1 s
e formemos as duas sucessoes:

(12) Sy 8arss

g e

* , O
? “Rgrr,

(13) Sarr 410 Sarr 4107

Se em (12) hd apenas um nimero finito de termos
distintos, necessariamente em (8) hd apenas um
nimero finito de termos distintos. Do mesmo modo,
se em (13) hd apenas um mimero finito de termos
distintos, necessariamente em (9) bd apenas um
nimero finito de termos distintos. Logo, se em (7) hd
uma intinidade de termos distintos (ou assim consi-
derados) em (8) ou (9), ou em ambas, hd uma infini-
dade de termos distintos, e o mesmo se passa em (12)
e (13). Com os infinitos termos distintos de (12) e
(13) forma-se uma sub-sucessiio de (4) que ¢ mino-
rante da sub-sucessio (7). Da mesma maneira se for-
mava uma majorante.

A sub-sucessfio (7) vem enquadrada por duas sub-
-sucessdes de (4). Podemos pois afirmar que: se a
série alternada equivalente ¢ convergente, a série de
termos quaisquer também o é, e as somas sfio iguais.

A série de termos quaisquer e a série alternada
equivalente sfo simultineamente convergentes ou di-
vergentes.

(*) Recebido em 1951, Agosto.
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Se a série de termos quaisquer ¢ indeterminada
(Olivier-Cesaro), evidentemente também a série al-
ternada equivalente o é. Neste caso, substituamos as
sucessdes (3) e (4) pelas seguintes:

(14) o, 1/2(sp+ 1), 1/3(sg + o1+ 32)
1/4 (g + oy + 02 + 63), *+-

1/2(s9 +s1) , 1/3(s)+ 51+ 52)

1!4{SD-+—81—1—82+S;|)’ NN

Como se sabe, se (14) e (15) tendem para limites
finitos, as séries dizem-se simplesmente indetermi-
nadas e os limites finitos, que se supde existir, sdo
as respectivas somas simplesmente generalizadas das
duas séries (Cesaro).

Cada termo de (15) encontra-se em (14) e podemos
afirmar que: se a série de termos quaisquer ¢ sim-
plesmente indeterminada, a série alternada eguiva-
lente também o é, e as somas simplesmente generali-
zadas sio iguais.

Tendo em atengio as relagies (5) e (6), também
cada termo de (14) se pode enquadrar com dois ter-
mos de (15) e, em iltima andlise, podemos afirmar
que: se a série alternada equivalente ¢ simplesmente
indeterminada, a série de termos quaisquer também
0 é, e as somas simplesmente generalizadas sfo iguais.

Se. as sucessdes (14) e (15) sAo indeterminadas, o
que sucederd sempre que ndo tenham limites finitos,
podemos substitui-las pelas sucessdes das médias
aritméticas dos seus termos, e assim sucessivamente
até obter alguma com limite finito, e entio podemos
afirmar que: se a série de termos quaisquer é n
vezes indeterminada, a série alternada equivalente
também o ¢, e inversamente, sendo iguais as somas
n vezes generalizadas das duas séries.

Q teorema fica assim completamente demonstrado.

O valor absoluto do termo geral da série de ter-
mos quaisquer pode tender para zero sem que o
mesmo suceda na série alternada equivalente. Com
efeito, se o nimero de termos consecutivos do mesmo
sinal da série (1), for crescendo quando se avance na
série, pode entdio suceder que |a«,|—0, sem que
a,—0. Mas como cada termo da série alternada
equivalente é um termo da série (1), ou uma soma de
termos consecutivos do mesmo sinal, é evidente que:

(15) &,

Trorema 2.  Se o midulo do termo geral da serie al-
ternada equivalente tende para zero, também o modulo
do termo geral da série de termos quaisquer tende para
zero.

Se o mimero de termos da série (1), que se encon-
tram reunidos em cada termo da série (2), ndo excede
um inteiro determinado p, entio ji se pode afirmar
que: se o mdédulo do termo geral da série (2) tende

para zero, também o médulo do termo geral da série
(1) tende para zero. :

De resto, esta ltima proposi¢iio é verdadeira com
qualquer série posta no lugar da série (1).

*
#: *

O teorema 1 é um teorema importante pois permite
reduzir o estudo de uma série de termos quaisquer
ao estudo da série alternada equivalente. Passaremos
em seguida ao estudo das séries alternadas nas quais,
para simplificar, se pode supor o primeiro termo
sempre positivo.

Dadas duas séries de termos positivos,

S’ g+ G+ ay e ay -
S') a1+ ay+az+ o+ ayyg e

se as duas séries sfio divergentes podemos comparar
as velocidades com que divergem. Se S, e S', sfo
as somas dos k& primeiros termos de cada série, a
primeira diverge mais ou menos velozmente que a

el . S'n o 2 B
segunda quando existinde lim TP este limite &
" o= 00 n

e ’ S'n
infinito ou zero respectivamente. Se S tende para
o'n

um limite finito, niio nulo, as duas séries sfio igual-
mente divergentes.
Se a fracglo

[ 1 [
Slutp— 8"  Gam + Gamrz T+ G uin -2

1" 1
S mip T S m [ _:‘aind-'l v s +a'2[m+|ﬂ +1

tende para infinito ou zero quando p— oo, a pri-
meira série diverge mais ou menos velozmente que a
segunda. Se a frac¢do tende para um limite finito,
nio nulo, as duas séries sio igualmente divergentes.
Estas definigoes sido equivalentes is anteriores por
serem as séries damesma natureza que os seus restos
de ordem m préviamente fixada. Tais definigdes sfio
devidas a Crsiro.

Notemos agora que: se dado = >0 a partir de
certa ordem m(z) se tem

LT

l—es< <[+ :

LT

(E—5) Bypiy < Bapy < (L + €) Qapppr
(l—¢) Qumia < Bamps < (I + ¢) Bamis

entio

(I—¢) a3 (mip—1 < A2 (mip)—2 << ({+&) Ba gyt
e somando :
(2 = &) (Bamps + Gamys + -+ + Gapmip—) <
< (Bom + Bamia + Bamia + - + Copmipy-2) <
< (U45) (Gomss + Bams” + *+* 4 Banip-1)
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e portanto
£_E<a1m+a‘;’m1|+"'+a2[m+l}-2<l+:
L P +a2m-i'3+ RS +a*2lm+7)—|
ou seja @ o
» mip O m
Z—;< m < z + 4
qualquer que seja p independente de m . Conclui-se
. @y P B Srm-l—p R Slm
que: se lim =1, entio lim ———— =/.
k= oy | pmo 8%, — 8

Esta proposi¢io ¢ vdlida para I nulo, finito ou
infinito.

Inversamente: se fixado m e dado «>0, a par-
tir de certa ordem p () se tem
= Oy + Bomig + =2 + Caimip—2
Agmi1+Aomis + oo+ Qe uip—t
Bam + Gampa + o0 + Gaomiphyt

l—e

<[+

l—e < <l+e

B p1 + Bamiatt ==+ + Baimtpin) =1

também se tem

(2 — ¢) (Bamps + Fagat s + Oypmip—1) <
<(Cam + Gapipa T - -+ + Bapmip—a) <
< (€ + ©) (Bamps +ampst - + Comyn—1)

(6 — ) (Bamss + Bamys + -+ + Gopmiprn—) <
<(Cam + Gamia + - - - + Gatmipini—n) <
< (¢ + &) (Aamps + Fomis + - -« + Tapmiptni—t)

e subtraindo a primeira da segunda, a segunda da
terceira, e assim sucessivamente, vem :

(2 — =) Gamipti—1 < Bagmitprti—a < ( + &) Bagmipia)=t
(2 — ©) Qapmenin-1 < Bapmipta—2 < (¢ + €) Gamipiai—

on

Ao imtpi1)—2

l—e << <l+ce

Aaimtp+1)-1
a partir de certa ordem p (¢). Conclui-se que: se
S —S, a
™ 7 entdo, 6 lim —
p=c Sili,—S] k=@ Gapiy
proposi¢io ¢ vilida para I nulo, finito ou infinito.
Temos assim:

=1. Esta

e
: o
Teoresa 3. Se lim — -

p=00 S, — Sl il

lim =1

k=% Bay4q
]
e reciprocamente, qualquer que sejo. o valor de | nulo
Sinito on infinito.

Consideremos agora a série alternada
S) ao—al.-i-az—a3+a4—a5+_.-+(——1)‘a,,+---
e sejam v
8N agtazt ay+ o0 + @y + o+
8') a1+ ag+ a5+ o0 Qo + oo

as séries componentes formadas com os termos de um
mesmo sinal. Com estas convengdes temos as seguin-
tes relagoes:

(16)  Sapy = Sy — ay—
e por 1ltimo
(17) S!k+1 o SJ';H = S;‘:*

S2»H—i - Su + (g

Estas relagdes permitem estabelecer desde ja alguns
resultados sobre as séries alternadas.
Assim, podemos enunciar imediatamente o seguinte:

Teorema 4. A série alternada ¢ convergente (abso-
lutamente) quando as séries componentes o forem, e a
soma de X(—1)"a, € a diferenga das somas de 22
€ Zaggyy-

Com efeito, se as séries componentes EZa,; € X dogy
forem convergentes, temos : ‘

gy, —+ 0 gy — 0

e portanto a,--0. As relagdes (16) dizem-nos que
se Sy, e Sy tiverem limites, terio limites iguais.
A relagio (17) garante-nos a existéncia desse limite
tinico.

A série alternada é entfio absolutamente conver-
gente, e a soma ¢ a diferenga das somas das séries

componentes
o g.d:

Teorema 5. A série alternada € divergente quando
uma s6 das s€ries componentes Zay ow Zay, o for.

A relagiio (17) mostra imediatamente que assim é.

Basta supor que uma das séries componentes é
divergente mas com o termo geral a tender para
zero, e a outra série componente convergente, para
havermos exemplos de séries alternadas que sfo diver-
gentes mas para as quais o mddulo do termo geral
tende para zero.

Treorema 6. Se as duas séries componentes Xag,
e Zagy sdo divergentes, para a série alternada
X (—1)"a, ser convergente ¢ necessdrio que: a, —0 e
An

aII

Com efeito, da relagiio (17) vem :

—-1.

R (1 2
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Por consequéncia, para que Sy, tenda para limite
finito é necessdrio que

et o T S
ket Sy
[
e, pelo teorema 3, devera ser: lim — L A e
aﬂ
cessidade de a,— 0 ¢ sobejamente conhecida.
¢.q. d.
[,
Note-se que, com a,— 0, nfio pode ! tender
"
para 1 por valores menores que 1.
Ay

Note-se ainda que, com a,—+0 e com

aﬂ
tender para 1 por wvalores maiores que 1, entio,
a,—0 mondtonamente, e em tal caso a série alter-
nada é convergente (série alternada decrescente).
Mais geralmente ainda, podemos provar que

Teorema 7. Se numa série alternada X (—1)"a,,
a partir de certa ordem, em valor absoluto, cada termo
€ igual ouw maior que todos os seguintes salvo apenas os
q primeiros que o sequem, entio: a,-»0 € a condigdo
necessaria e suficiente de convergéncia (séries alter-
nadas quase-decrescentes).

Basta-nos provar a suficiéneia. Para isso, seja p
um inteiro éimpar superior ao nimero inteiro ¢. Para
facilidade suporemos que a propriedade do enunciado
se veritica a partir do primeiro termo da série alter-
nada. 1 sempre possivel destacar da série dada, p
séries nas condigdes seguintes:

g+ (=1 ap+ -+ + (=1)"a, + -
—ay + (I aly, Lo L —1)" Pt a, ot o3
az + (_1]"-” Gpyg + *+* + (_1)"”-! [

ssesssmsssnssannserbran e sasscsnanas “e

Estas p séries, quando p ¢ impar, sfo alternadas
decrescentes e para elas é suficiente que a,—0,
para que’ sejam convergentes. Mas a soma destas p
séries, isto é, a série cujo termo geral é a soma dos
termos gerais de cada uma

U, = (_1)” By + (_I)np—!-l Quppr + A
-+ (_1)‘"+Up_l @ gt ip=—t

¢ uma série convergente. Porém, esta série é obtida
da série alternada agrupando p a p os termos, sem
lhes alterar a ordem. Desta observagio resulta a
convergincia da série alternada.

¢.q.'ds

As séries que verifiquem a propriedade do enun-

ciado do teorema anterior podem chamar-se quase-'

~decrescentes; no caso particular de ¢ = 0 o teorema
anterior é o conhecido teorema cldssico sobre as
séries alternadas decrescentes.

Uma classificagdo das séries alternadas

Para simplificagfio do estudo das series alternadas
¢ muite conveniente a seguinte classificagfo.

Seja
8). - Go— g+ Ga— 3+ o 4 (=1)"a, 4 -

a série alternada proposta, e formemos as duas se-

guintes séries

(18)  E)  ag—(a—ar)—(ay—ay)—(as—ag) — -
— (Qaprr — Aoqn) — <+

(a0 — a1) + (a2 — a3) + (a5 —as) + -+
+ (Gox — Gapyy) + -+-

As séries ¥ e ¥/ podem ser séries de termos
dum mesmo sinal, isto é, a partir de certa ordem, os
paréntesis, tanto numa série como na outra, tdém um
mesmo sinal em cada série. :

(19) %)

Definigdo 2. A série alternada proposta serd cha-
mada simplesmente alternada se as correspondentes
séries (18) e (19) forem séries de termos do mesmo
sinal.

I fdceil de ver que hd apenas quatro tipos de séries
simplesmente alternadas.
1.° tipo:

%) ap— (a1 — @) =+ — (Ggpey — Gypy) =2+
COM dyyyy — Gappa < 0

S (ag—a) + (a3—as) + -+ + (auy Gaeg) + 7+
com @y — Gy >0

2.° tipo:

) —ag—(—ay+a) = (—as+ag) —+:
— (= @apy( + Aupya) s
COM  — gty + Gagrpe >0

) (—agtar)+(—artag)+ o +(— Qg + agpyy) + o0
Com — gy + gy py <O

3.0 tipo:

) ag—(a;—az) — (a3 — ay) —- - —(AQuypq — Ayypg) —+-
GOIM Gy yy — Guppn >0 :

) (ag— a1) + (a2 — ag) + +- + (G — Gggy) + -+

©ocom Ay —ayy >0

4.° tipo:

) = ag—(— @y + ap) — (— a5 + ag) — -
— (—Qgpy + Tapg) — -+
Com  —dypyq + Gyya <O

) (—ag+ay) +(—az+as)+ -+ (—ag + Ggga) +-0-
com — dg, + Aoy < 0.

O primeiro e segundo tipos sdio simétricos; o ter-
ceiro e quarto tipos sio também simétricos. As séries



GAZETA DE MATEMATICA

33

simplesmente alternadas do terceiro e quarto tipos
sido decrescentes; inversamente, as séries alternadas
decrescentes sdo simplesmente alternadas e do 3.° on
do 4.° tipos.

Supondo que o termo geral da série alternada pro-
posta, tende em valor absoluto para zero, a,—0, e
supondo que ela é simplesmente alternada, entdo, se
¢ do 8.2 ou 4.° tipo scrd convergente; se ¢ do 1.° ou
2.2 tipo, e se for quase-decrescente, (Teor. 7), serd
convergente.

Uma série simplesmente alternada, X (—1)"a,,
que pertence ao 1.° tipo, se as suas séries componentes,
Ya, e Xay,, sio convergentes, ela serd conver-
gente (absolutamente); se as suas séries compo-
nentes nio sfo da mesma natureza, ela serd diver-
gente; se a sua série componente de termos menores,
Yy, for divergente, a outra série componente,
Ya,, , também é divergente, e, para a série alter-
nada proposta ser convergente ¢ necessdrio e sufi-
ciente que seja quase decrescente.

Com efeito, este iiltimo resultado encontra-se enun-
ciado no teorema seguinte que vamos demonstrar:

Teorema 8. Seja X(—1)"a, wma série simples-
mente alternada cujas séries componentes, Xag, e
Y ay4y , sdo divergentes mas de termos gerais em valor
absoluto a tender para zero: a condigio necessaria e
suficiente para que a série alternada seja convergente
& que ela seja quase-decrescente.

A coudigio é suficiente como o prova o teor, 7.
Vejamos pois que ¢ também necessdria. Para isso,
suporemos que a série ndo € quase-decrescente, e
portanto: dado um inteiro p por maior que ele seja,
cexiste um L tal que: ayyy <@y, -

y . LT
Sendo assim, vem: — * > 1. Mas, como a4 — 0,
LTS

teremos :
@420 Agpeyn,
—_— > —>1

Qapp2p 41 Aajpy

Fazendo crescer p tanto quanto se queira, vird,
o : Aapit-2 ] N
se existir: lim ——"— = />1. Portanto, se existir,
=2 Gokin i

serd: lim =1, e entdo pelo teorema 6, a série

N T
alternada ¢ divergente.

Logo, para X(—1)"a, ser convergente ¢ neces-
sdrio que a série seja quase-decrescente.
¢ 0t
Com este teorema e com as observagOes que o pre-
cederam fica completamente esclarcecida a natureza
das séries simplesmente alternadas.

Suponhamos agora que alguma das séries (18) ou
(19) é uma série de termos quaisquer. O teorema 1
permite substitui-la pela série alternada equivalente.

Defini¢io 3. A série alternada proposta serd cha-
mada duas-vezes alternada se a série alternada equi-
valente for simplesmente alternada; ela serd chamada
p-vezes alternada se a série alternada p-vezes equi-
valente for simplesmente alternada.

Uma série alternada serd chamada infinitas-vezes
alternada se ndo é equivalente a nenhuma série sim-
plesmente alternada.

Vejamos em que condigdes é que o estudo de uma
série p-vezes alternada depende do estudo de uma
outra série simplesmente alternada.

Seja dada uma série alternada, a série proposta

80) ag—ay+ az— ag+ -+ + (=1)"a, 4 -

e formemos as duas séries

Yo ao— (ai—ap) (a5 —ay) = =
— (Gapqa — Aagys) — -
=] (ap — a1) + (az — a3) + -+ +

+ (Bg — @yqr) Ao
e suponhamos que alguma delas ¢ uma série de ter-
mos quaisquer; substituamo-la pela série alternada
equivalente :

8" ag—a'y+a's—al +---+(=1)"a', + -+
i qual por sua vez correspondem as duas séries
% e Z{/, que sfo séries de termos do mesmo sinal
se e s0 se (definigdo 3) a proposta 8) ¢ duas vezes
alternada; caso contrdrio, passaremos a uma série
S'") alternada 2 vezes equivalente, 4 qual corres-
ponderiio as séries X, e 3{/, etc., assim sucessiva-
mente.

Se a série proposta §) € p-vezes alternada ; entdo,
a série S7') & a sua série alternada (p—1)-vezes equi-
valente, e esta série S”7;) é simplesmente alternada.

Pelo teorema 2, se o valor absoluto do termo
geral da série §7='), a?~', tende para zero também
o termo geral da série %,_, donde ela deriva, tende
em valor absoluto para zero e, por consequénecia
também a’* — 0. Por iltimo, segue-se que: a, — 0.

Viu-se, por conseguinte, que se o valor absoluto
ar~! do termo geral da série

S @ — A e — g e b (1)

tende para zero também, em valor absoluto, o termo
egeral de qualquer das séries

e - (@7 — a7 — (e —af) — e —
— (afch — afids) — -+



54

GAZETA DE MATEMATICA

) (@—ar?) + (e —af?) + - +
+ (agr® — agh) + -
tenderd para zero e o mesmo se verificard com a série

Sn—?) ay? — aj? + CI'=’_"' —ay 4 - +

+ (_ 1}"0’;““ e een
Pelo teorema 1, a série §7') é da mesma natu-

reza que a série X, _,). Vamos agora demonstrar o
seguinte

Trorema 9. Com a2 —0, a condi¢do necessiria e
suficiente de convergéncia da série S°7?) € que uma s
(qualquer) das séries Z_, ou X, seja também con-
vergente.

Com efeito, o teorema torna-se evidente obser-
vando que: se aZ~* —0 as duas séries 3/_y e 3,
serio da mesma natureza, e, se convergentes, com a
mesma soma. c. q. d.

Entd3o, com af'—0, vem (teor. 2) af*—0. Em
seguida (teor. 9), com a’™ —0 as séries $*%) e

S§*1) sfo equivalentes. Mas, com a7 ?—0 vem:
af® —0 e (teors. .9 e 1) as séries S9) e S
sfio equivalentes. Finalmentes podemos afirmar :

Treorema 10. Se (—1)"a, € uma série p-vezes
alternada; se a série X(—1)"al ¢ a série alternada
p-vezes equivalente; se o midulo p-vezes generalizado
do termo geral da serie, al,, tender para zero; enlio,
a série proposta € da mesma natureza da série simples-
mente alternada n-vezes equivalente X (—1)"al.

Fiea pois provado que o estudo de uma série alter-
nada se reduz ao estudo de uma série simplesmente
alternada.

Para este estudo ficar completo deveriamos ainda
resolver os seguintes dois problemas :

Py. Existem séries infinitas vezes alternadas ?
Caso afirmativo, construir um exemplo de tais séries.
Era conveniente, a constragio de uma série p-vezes
alternada.

P,. No caso de existirem, serio divergentes as
séries infinitas vezes alternadas ?



