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Introducción. Para tres elementos curvilíneos de 
segundo orden (E2) en el espacio ordinário (áfj), han 
sido obtenidos vários invariantes proyectivos por 
Buzano ('). Este ha estudiado un caso completamente 
general que nosotros nos proponemos, en el presente 
trabajo, considerar desde el punto de vista afín, a la 
vez que lo ampliaremos con dos casos particulares. 
Obtendremos, como es inmediato, entre los inva-
riantes afines los seis proyectivos bailados por 
Buzano; una interpretación métrica y afín de los 
nnevos invariantes completará en cada caso el 
estúdio de los 3 E2 . 

1. Coso general. Sean Pt, P2 y Pz los cen-
tros de 3 Ez pertenecientes a las curvas alabeadas 

, C; y C3 respectivamente; supongamos que los 
planos osculadores a dicbas curvas en esos puntos, 
se intersectan en un punto O que no pertenece al 
plano PíPzPj. 

Si elegimos el sistema de coordenadas cartesianas 
de manera que el punto O sea el origen y lâs rectas 
OP\, OP2 y OP3 los ejes x ,y ,z respectivamente, 
las expresiones de los E> con centro en los puntos 
Pi , Pz }' -P) serán : 

y «1 (a;—h) J- a2 (x — + 
2 = b1 (x—h) 4 - b2 (x — hy- + 

& = iy—k) -t c2 ( y — + 
s = d, (y—k) +di(y-k)^ + 
x= et (3-j) + ez (a —j)z + 

donde h, k y j son las distancias OPí, OP; y OP3 

respectivamente. 

(1.1) 

Cf. 

Cf. 

(*) UeclMdo en '29 de Satiombro do IÜ51. 
( ) «Ottr.Tvazíoni intorno agli inraTÍanli proitUivi di clemtHti 

cnrvUincifi AitJ delia Accadí.miji delle Scleii*« dl Tor ino . 
Vol. 81-B2, pp.,109-113. 

A fin de obtener los invariantes afines do segundo 
orden de las curvas Ci , C2 y C3 en la vecindad de 
los puntos Pi , Pz v P i , debemos considerar Ia 
transformación afín más general que deje invariante 
los ejes ; será : 

(1.2) x ^ a X , ® = i 
donde a , p . 7 son constantes arbitrarias. Por esta 
transformación, los puntos P t (h , 0 , 0 ) , Pz (0, k , 0) 
y P 3 ( 0 , 0 , , / ) pasan a los puntos de coordenadas: 
(/í/a, 0 , 0 ) , (0 ,£ /p ,U) y ( 0 , 0 , y h ) respectiva-
mente ; de ello se obtienen las siguientes relaciones: 

(1.3) 
h 

lí 
k 

t - J 
siendo II, K, y J las distancias entre los puntos 
transformados de Pj , P2 y P3 y el punto O. 

Introduciendo (1.2) en las (1.1) bailamos las 
ecuaeiones de los E£, transformados de los E%, a 
saber: 

V - Ai (X - H) + A2 (X — tí)* + 
Z = Bi (X - H) + B2 (X - H)2 + 
X = Ci (Y - K) + C2(Y— A")5 + 
Z= Di (Y—X) + D2 ( E - Ay + 
X~Et(Z- ,/) ^ E2(Z- J)i + 
Y^F1(Z-J) + F2(Zi- JJt + 

donde los coeficientes Ai, A2 , Bt, , etc. están 
dados por el siguiente sistema de ecuaciones : 

$Ai = ai 1 nE 1 = ei *r a. C2 = ct p2 

• f B j - i i « P-Fi - A t Í D Í - ^ S " 
« Ci — Ci (3 P A, = a2 a E2 — e2 -fi 

-f Bz = B Fl- flt* 
Eliminando los parâmetros a, 3,*f de estas ecuacio-
nes, se obtienen los siguientes 9 invariantes afines 
independientes : 

h — di ei h " b, ei I3 — <?i / i 
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h 

-

(/ t a , 
6 " —, H 

= ílíü 

dependcn solo par-

fij C; ^ d! 
íJ2 / l 

aÍ<% r d\}\ la =• .— 
b\ e2 cl at 

Los tres primeros invariantes 
cialmente de los E2 considerados ya que dependeu 
unicamente de los tres planos osculadores (eleceión 
dei origen O); los otros seis dependen totalmente 
de los Ez. 

Una sencilia combinación de los invariantes bailados 
conducc a la obteneión de los invariantes proyectivos 
d e t e r m i n a d o s p o r BUZANO, 

Para consideraeíones posteriores será útil intro-
dueir los seguientes invariantes, dependientes de los 
anteriores: 

ej tíj 
11 f>i ** Cj 

ci/t fih 1« — í 5 — e2 o2 

t7 « o t t̂ i ei i's =• t) ci/x 

"i ei 
A 

eifz 
c> 

«2 d2 e% 

h cz / -
Interpretación métrica y afin: Para dar una carac-

terzación afin de los invariantes obtenidos, llamemos 
ti,t2 ni , 1T2 y -n-j a las rectas tangentes y 
planos osculadores de las curvas C ( , C2 y C3 en 
los puntos í\ , P2 y P 3 respectivamente, Las con-
diciones de paralelismo entre esas rectas y de per-
tenencia entre rectas y planos se expresa brevemente 
por el siguiente cuadro : 

h t2 h "3 

ti ú - 1 
h-U 
h -=i 

Xi—1 / ( - 1 

h 
J i - 1 , 
í , - 1 í ' 3 -1 

7 , - 1 —1 

h 
It-ll T,~ l , 

« 5 - 1 t ' í - 1 

Para la interpretación afín dei invariante í8 con-
sideremos los siguientes planos que pasam por OPi : 

1) Plano O P , P 3 ( i í - O ) , 
2) Plano O Pt Pi (s - 0) , 
3) Pano osculador TT̂  (b2y~nj = — 0) y 
4) Plano determinado por OPi v la recta r inter-

seeciòn de los planos osculadores TJ y irj (e2 d^y— 

/ b2 c2 d2\ 
Su relacion doble es: b o , 0 , — , - — I 

\ «Í Zf-tJ 

a? ej d2 

Pi Ctfl 
que coincido precisamente eon el invariante /s . Es 
interessante bacer notar que esta relacion doble 
bubiese sido la misma si se bubiesen tomado los 
planos correspondientes que pasen por OP2 u OP3. 

BUZANO, eu el trabajo citado, ba demostrado que 
considerando las distancias ipV ( í , j = 1 , 2 , 3) desde 
cl punto P, al plano osculador en P , , la razón 

es un invariante proyectivo, Por tanto, 
a,,Í23 i j i 

es también afin y tomando el caso particular en 
que el triedro ( O : P j , Pj-Pj) es ortogonal se eoni-
prueba dc inmediato que este invariante coincide 
con nuestro íy . 

Para dar aliora una caracterizaeíón métrica de los 
invariantes i- e ia determinemos los puntos li, S y 
T en qne las rectas tangentes ti, t2 y ía intcrsectan 
a los planos x = 0 , ?/ = 0 , 3 — 0 respectivamente. 
Siendo ft el ângulo (JPJ . UP2 y w el ângulo que 
forma OP$ con su proyección sobre el plano OPi P2, 
el volumen dei tetraedro de vértices O, II, S, T se 
pnede expresar en la forma: 

I" = — hkj (i'7 + to) sen & sen 9 . 
6 

2. Ternas de curvas que se corlan en un punto 
ordinário. Sca O el punto de intersección de tres 
curvas alabeadas C\, C\ y C3 cuyas rectas tan-
gentes en diebo punto Ias indicaremos con t2 y h 
respectivamente. 

Si elegimos el sistema de coordenadas con centro 
en O y los ojes x,y,z coincidentes con las tan-
gentes t{,t2 y (3, las expresiones según series de 
potencias de las curvas Ci, C2 y C% en el entorno 
dei punto O son : 

Cit ' a î a ; î + " 
(2.1) 

Ci 

Ct 
•- c2y* -1-
d21/2 + 

y • 
a — fr, x* + • 

a = e2 ^ + • • • y + 

Aplicada la transformación afin (1,2) que deja 
invariante los ejes, las curvas (2.1) se transforman 
en las siguientes; 

Y - AtXt+ ••• X - Ct Y2 f ... 

X - Et Z* + — 
r - Ftz* + — t 

donde los coeficientes At,B2, ••• , etc,, están dados 
por el sistema: 

$At íij «2 , C2 = c2 pt xE, "HT 
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i B t = h < * T d 2 p PFi=- / t T2 

La eliminación de los parâmetros * , p , •[ conduce 
a los siguientes 3 invariantes afines de segundo 
ordeu : 

•li -
a ; f j Ji 

d\fz J* Ah 
bt e2 '' o| a; * f\ d2 

Introduciremos en lugar de los invariantes prece-
dentes el siguiente: 

J = ,/. .7, J , -
az d, É2 

cj fl 

Interprétation métrica y ajín dei invariante J : Ana-
logamente a lo liecho en el § 1 , consideremos los si-
guientes planos que pasan por la recta tangente a la 
curva Ci en el punto O (eje x) : 

Ï) Piano que eontiene a la tangente a C3 (eje z) : 
y-Q. 

2) Piano que eontiene a la tangente a C2 (eje y) : 
s = 0 . 

3) Plano osculador a C| en el punto O: b2y — 
- o í a = 0 . 

4) Plano que eontiene a la recta intersección de 
los planos osculadores a las curvas Cj y Cj en el 
punto O: e2d2y— 

( !>i d2 i'i \ d i 
0 0 ) 0 i — i — T I = -,— - r 

«2 c, f2j b, pt /, 
valor que coincide con el invariante J . 

De Ia relación anterior resulta evidente Ia siguiente 
conclusion: Los -planos osculadores alas curvas Cj t 
Cs y Cj en el punto O, forman un haz cuando el inva-
riante J es iguala 1 

Adernas, como va liicimos notar en el parágrafo 
anterior, la relación doble se mantiene igual si se 
toman los planos correspondientes que pasan por las 
otras dos tangentes, es decir: Dadas très curvas C, 
( i » » l , 2 , 3 ) que pasan por un punto O , si se indican 
con t, y 5tj las rectas tangentes y los planos oscula-
dores a dichas curvas en el punto O y con r^ (i^fcj) 
las intersecciones de los planos ítj y ics, la relation 
doble dei haz de planos t, tj, tt tfc, - , , t, r;k , cs siempre 
igual al invariante J . 

A fin de dar una caractorización métrica dei inva-
riante J , veamos las expresiones de las réctas rtl 
introducidas más arriba : 

r , a : 
d^X 

l>ty • 
rn' « i y 

c.z =• dt x 

ftx 1 «Í y 
1 y 

Llamemos M j , y a los puntos en que 
estas rectas intersectan a los planos z = x, y = x , 
x = X, respectivamente. Llamando ft al ângulo 

ht-i y ? al angulo formado por tj y su proyccción 
sobre el plano ti t.2 , el volumcn dei tetraedro de vér-
tices O, M i , M i t M 3 , se exprosa entonces, en fuu-
ción dei invariante .7 de la siguiente maneia: 

J — — — son 0- sen « . 0 .7 

3. Ternas de curvas con una tangente común 
en un punto ordinário. Para mayor seneilles: consi-
deremos que las très curvas pasan por un punto O 
donde tionen la misma recta tangente í , Si elegimos 
el sistema de coordenadas de manera que el origen 
sea el punto O, que el eje x coincida con la tan-
gente t y que los planos z = 0 , y =. 0 coincidan 
con los planos osculadores a las curvas Ct, C2 cn 
el punto O, entonces las expresiones en series de 
potencias de las curvas en el entorno dei punto Oi 
son las siguientes : 

Cf. 

(3.1) 
b 3 x 3 + -

C s : 
í'3 X* + • 

Cl-
et x1 + 

a 
Para determinar los invariantes afines correspon-

dientes a los elementos de segundo orden de las 
Curuas Cj, Ci y C% en el punto O, tomemos la 
transformaeión afín más general que conserve el 
origen y los planos xy y xz, ésta será la siguiente: 
(3.2) x = ax+pr+7z, y - s r , 

siendo -7 ; p, f , S , e constantes arbitrarias. 
Aplicada Ia transformaeión (3,2) a las curvas (3.1), 

estas se transforman en las siguientes : 
y = . 4 a X ' + — T— CjX3 + ... 
^ = fí3 A'3+ ••• , Z-D,X*+ v-, 

E2X* + ••• 
> í ~ F.X^A , 

donde los coeficientes Ai, Dt, E., y I'\ están dados 
por el sistema: 

S At = a.2 S Et = e* a3 

t D» = dt a' c Ff - / , as" 
La eliminación de los parâmetros a , 5 y $ de 

estas ecuaciones indica que: el único invariante 
afín determinado por los elementos de segundo orden 
de las curvas C\, C5 v Q en el punto O es el 
siguiente : 

/ _ ^iíl 
d ? e t 

Interprelación métrica y afín dei invariante / * 
Para lacaracterización métrica y afin dei invariante T, 

ir 
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se puede considerar a éste como ei producto de los dos 
invariantes que resultan al proyeetar las curvas Ci 
y C3 paralelamente al eje z sobre el plano s = O 
y las curvas C ; y paralelamente al eje y sobre 
el plano y = U. Los dos pares de curvas planas serán : 

Cí : y = o j ^ H , Cif í a - & + 1 

Q ; y = es»* + Oy + 
y sus respectivos invariantes: 

G A Z E T A DE M A T E M A T I CA 

o sea: 
T-rn, (i) 

Los invariantes Jr e / " han sido obtenidoa y 
caracterizados por h, A. SANTALÔ en «Affine inva-
riants of Certain Pairs of Curves and Surfaces», 
Duke Math. Journal ; Vol. 14 , 3 , 1947, 

(1) Hnceraos notar que los invariantes 1* o I " son tambíán 
invariantes de ias curvas dadas, pero se rofieren sólo a parcs 
de ollas. Por eso, hemos proferido tornar directamente al inva-
riante I • 


