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Alguns dos participantes na actividade desenvol-
vida no Porto pela Junta de Investigação Mate-
mática elaboraram um Curto de AníUise da variável 
real, cuja realização, cm sessões públicas, ficaria 
como liomenagein a GOMES TEIXEIHA, na passagem 
do primeiro centenário do seu nascimento. 

A orientação do curso visando a contribuir para 
u m a a c t u a l i z a ç ã o d a o b r a d e GOÍIKS TEIXEIKA de 
inais funda influência na formação matemática da 
juventude universitária portuguesa — o seu Curso 
de Analyse infinitesimal - inspirava-se nos tra-
ballios do grupo BOUBBAKI, desde as obras já hoje 
clássicas até às suas mais recentes concepções nos 
domínios da integração. Era porém indispensável 
um trabalho preparatório para abordar certas 
noções correntes nos livros e publicações dessa 
escola. As notas seguintes correspondem a essa preo-
cupação e dizem respeito às noções de «convergência 
segundo tini filtro», afiltro de CAULUV» e «espaços 
uniformes» — noções introduzidas na ciência por 
Axoíif; WKIL em 1937, e pouco correntes ainda no 
nosso ensino. Têm estas notas um propositado 
carácter de divulgação e referem-se a N. BOUBBAXI, 
Les Structures fondamentales de l'Analyse, Livre III — 
Topologie Générale, Ch. I, II, Paris, 1940. A propósito 
é dever referir GOMES TEIXEIRA, Cálculo Diferencial, 
em Curso de Analyse Infinitesimal, 4." edição: 
The or ia dos números irracionais. 

Consideiemos as duas rectas r e r* e nelas os 
seus pontos referidos a duas origens o e o' Supo-
nhamos que existe uma aplicação de r sobre r ' ; 
uma lunção / que, a cada ponto x de r faz corres-
ponder um ponto f (x) de r1 

Seja a um ponto de r , ponto de abscissa a ; e 
A um ponto de abscissa A de r'. 

Como é sabido diz-se que lim f(x) = A se, para todo 
nlinlero S >- 0 se puder determinar um número e > 0 
de modo que a imagem de todo ponto x do intervalo 

(o — t , a + >) eaia no intervalo (A — 3 , A + S) o 
que simbolicamente representaremos por 

(1) lim/(a;) = e x=a 
V x (a — + — 3 < / ( j c ) < .4 + 5)]! 

Lma primeira etapa na passagem da análise da 
variável real para a análise geral foi atingida ao 
traduzir-se em termos gerais a idea intuitiva de que 
a definição (1) é uma formulação rigorosa: pontos 
tão vizinhos de A quanto se queira hSo-dll ser ima-
gens de pontos suficientemente vizinhos de a. Esta 
primeira etapa consistiu na axiomatização da idea 

x-*f(x). 
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de vizinhança dum ponto. Para o caso particular das 
rectas r a r ' eonsiderar-se-iam (por exemplo) em 
cada ponto x a classe de todos os intervalos 
abertos de centro nesse poeto {x — E , x + s) , sendo e 
um número real qualquer positivo. Satisfaz esta 
classse de conjuntos a duas propriedades essenciais; 

<$•1 — A intersecção de dois conjuntos da classe 
contém sempre um conjunto da mesma classe. 

áfl.2 — 0 ponto x pertence a todos os conjuntos 
da classe . 

São estas propriedades que se tomam como caracte-
rísticas do que se chama uma base de vizinhança» 
n u m e s p a ç o ( F ) — d e SIEBHXSKI ( c f . P U N I U COMES, 
nCadornos de Análise (íeral», M.° 5, secção Topologia). 
Se num conjunto E se puder associar a cada um 
dos seus elementos, x , uma classe iõt de subcon-
juntos do E com ossas propriedades, diz-se que 
se organizou esse conjunto corno um espaço topo-
lógieo e à classe <0, chama-se hase das vizinhanças 
do ponto x do espaço E , Dada a base de vizinhan-
ças define-se seguidamente coino vizinhança de x, 
qualquer subconjunto de E que contenha um con-
junto da hase . Atentando agora na definição (1) 
e notando que, a cada 3 e a cada E , correspondem 
um conjunto Ba da base J?,, das vizinhanças de a, 
vê-se a equivalência de (1) a : 

(2) lim/<x) - A - V í f , JB. I / ( £ . ) C BÁ! 

afirmativa de que o l i m / ( x ) tm A se para todo con-
"=° 

junto BA da base íí^, existir um conjunto B„ da 
base íô„ cuja imagem /(£?„) , pela função / , esteja 
incluída em BA o . 

Observemos que, para definir limite duma função, 
(2) relaciona a classe , das visinlianças de A com 
a imagem / ( & . ) , da classe , base das vizinhan-
ças de a : a condição necessária e suficiente para 
que A seja l im/ (x ) é : «em qualquer conjunto da r v i 
classe (Süj, incluirem-so sempre conjuntos (um pelo 
menos) da classe / ( & „ ) ». 

Para podermos formular de modo mais geral esta 
noção de l i in/(x) estudemos a classe f(jS„), classe 
das imagens, por / , de todas as vizinhanças de a. 

Nada garante que se comporte em r' como uma 
base de vizinhanças dos pontos desta recta. Mas 
possui tal classe /(íO.) as propriedades seguintes: 

Br. 1 — As intersecções de dois conjuntos da classe 
contém um conjunto da mesma classe; e 

B,.2— O conjunto vazio 0 não pertence á classe. 
B,. 1 é idêntica a , mas J0.it é um caso par-

ticular de Bf. 2; de modo que a classe ÍBA base das 
vizinhanças de A igualmente satisfaz a estas pro-
priedades. 

São de resto elas, juntamente com a definição dada 
de vizinhança que garantem à classe 9',, (mais rica, 
isto é com mais elementos, que é&x), de todas as 
vizinhanças de A (isto c constituída por todos os 
conjuntos de r' que contêm um conjunto de $ A ) as 
propriedades : 

/•'.] F e 4' , e VA d V'A implicam que V'A e ; 
qualquer conjunto que contenha um conjunto da 
classe pertence ainda à classe; 

F.2 O espaço inteiro pertence a C!)A . 
2"<8 V'Ae<l>A implicam que l ' , ,n1",|f 'JV 

a intersecção de dois conjuntos da classe é um con-
junto da mesma classe. 

F . 4 0 if <pA : o conjunto vazio ti ao 6 elemento da 
classe. 

Como / ( J B j satisfaz igualmente a li,. 1 e Bf. 2 
ó possível, por meio dum procedimento paralelo ao 
que nos conduziu de B, a gerar a partir de 
/ (JÍO uma nova classe ff constituída por todos os 
conjuntos do pontos de r1 que contêm um conjunto 
da família / (<$„) . ST, que satisfaz igualmente às 
condições FA, F.2, F. 3 e F. 4 , vai permitir 
enunciar de modo simples a condição de convergên-
cia de f (x). E lectivamente, (2) pode escrever-se 
em termos já dos elementos VA e Va dasclasses <$?A e 
das vizinhanças de A, e ai 

(3) lim/(a:) = Kj 3 V„ [ / ( F J C VA\ 

e, coino /('2'„) , com o mesmo processo de geração 
utilizado sobre / (íí^), conduza mesma classe í", 
posso afirmar simplesmente que 

(4) lim / ( x ) - / l í ^ j c y 
r a 

isto é : a condição necessária e suficiente para que 
.1 seja lim f (jc) , é que «a clarse das vizinhanças de 
tle A esteja incluída na classe gerada jiela imagem, 
por í, da classe das vizinhanças de a» . 

Note-se que na classe das vizinhanças dum ponto 
por exemplo A — (como também na classe 

qualquer conjunto da classe intersecta noutro da 
mesma elasse (sempre com resultado diferente de 
um conjunto ainda da mesma classe. Assim com 
conjuntos de 5>j pode organizar-se um encadeamento 
sem fim de conjuntos que, em linguagem figurada, 
se diz que uns aos outros se filtram, deixando sempre 
jwstíir outros conjuntos da classe. O ponto A , por 
exemplo, passa constantemente através de todos os 
elementos deste filtro. No caso particular de a 
intersecção constado conjunto ] A j cujo único ele-
mento é o próprio ponto ,4 . Mas podem imaginar-se 
classes de conjuntos satisfazendo às condições FA , 
F.2, F.S e F.i e de intersecção vazia; por exem-
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pio a classe gerada pelos conjuntos da forma 
; (A — S. A + S) — A j (os intervalos abertos de centro 
em A , com exclusão do próprio A) . 

Estas considerações foram feitas com o objectivo 
de tornar natural a sugestiva designação de filtro 
sobre o conjunto E dada a qualquer classe de sub-
conjuntos do E que satisfaça às quatro propriedades 
acima enunciadas; e a designação de filtro das vi-
zinhanças dum ponto, dada à classe das vizinhanças 
desse ponto. Por analogia com base de vizinhanças, 
eliamar-se-á a qualquer classe de sub-conjuntos de E 
com as propriedades lif, 1 e B, . 2 bane de filtro 
sobre E: dada uma base de filtro é8f, é um filtro 9 a 
classe de todos osconjuntos F de E assim definida 

B[BO^i e li c F] 

Diz-se de dois filtros e Si que satisfaçam à re-
lação de inclusão CL í j (isto é ; os conjuntos de 
fc são igualmente elementos de $F%) que é mais 
fino que ff ou é menos fino que jT,. 

Convenções que permitem dizer: Para que lini/(a:) = 
o= A é preciso c basta que seja o filtro gerado pela 
imagem do filtro das vizinhanças de a mais 
fino que , filtro das vizinhanças de A . 

Esta condição esclarece que a definição clássica de 
Kmf(x) se apoia em dois filtros de vizinhanças 
— os de a e A — comparando o filtro ligado a A — 
o das vizinhanças deste ponto na topologia ado-
ptada no contradominio da função f (x) — com o 
filtro'gerado pelas imagens, segundo / , dum filtro 
dado no domínio de f (x) — precisamente o das vi-
zinhanças desse ponto. Mas sendo o essencial na 
operação da passagem ao limite duma função o cri-
tério de finura aplicado para comparar os dois filtros 
c, por outro lado, gerando as imagens dum filtro uin 
outro filtro — conclui-se que a definição clássica 
nos dá uma definição de limite apoiada num filtro 
particular: o filtro das vizinhanças de a. 

Assim se chega a uma primeira generalização da 
noção de limite duma função-, o limite de f (x), segundo 
ih/i filtro $: Direi que .1 — l im/(x) se o filtro 

í? 
gerado pela imagem do ff for mais fino que , 
filtro das vizinhanças de A . 

Acentue-se que este filtro Sr pode nada ter com a 
topologia definida no domínio da função, domínio 
este que pode até não ser um espaço topológico. 
Por exemplo entre o eixo Ox c o eixo Oy estabe-
leçamos uma correspondência pela função 

f (a) = x , se x ^ 1 
f ( x ) — x — 1 , se x^r l . 

Suponhamos o eixo Oy munido da topologia da 
recta real. E sobre Ox limitemo-nos a considerar o 

filtro fá , gerado pela base constituída pelos inter-
valos fechados [a , 1] , com i < 1 . Vê-se que a 
definição acima adoptada nos conduz a escrever 
!im f(x) - 1 . 

Pode entretanto verificar-se que, munindo Ox da 
topologia da recta real, não existe 

lim/(as) 

visto que o filtro obtido pela imagem f{<H>]) das vi-
zinhanças tio ponto 1 de 0:r dá, por intersecção dos 
conjuntos que o constituem, um conjunto com os dois 
pontos 0 e 1 do eixo Oy. 

Tudo isto nos prepara para as soguintes genera-
lizações : 

Ponto limite x dum filtro P sobre um espaço 
topológico E é um ponto cujo filtro das res-
pectivas vizinhanças em E é menos fino que ff, 
filtro dado. 

Filtro ÍF convergente para um ponto x dum espaço 
topológico è todo filtro mais fino que , filtro das 
vizinhanças desse ponto. 

Nesta concepção cabem perfeitamente as noções " 
de limite duma sivcexsão numérica e de sucessão numi--
rica convergente. 

De facto a definição clássica 

lim j;h - C V Í ! » > 0 - » 1 » [ V f t ( » > Í T - n i - 5 < 

< 3 „ < a + S)]| 
compara as visinlianças Vm = (o — 3 , a í) do pon-
to í i , com os subconjuntos f>N ila sucessão )x„j 
assim definidos 

*S'„ , t j ] A v - i , J'.\ • • i ' " • > ,v i r j ' " í 

caracterizando-se a convergência de |ie„| pela pro-
priedade 

v ra j3 w [V »(» > er—s„ c r.)] *. 
Ora os .S'„ constituem a base dum filtro sobre a 

recta real — o filtro constituído por todos os conjuntos 
numéricos CU/OS conjuntos complementares tem apenas 
un número finito de pontos da sucessão )x„ j , Cha-
mando a este filtro o filtro elementar associado ã 
sucessão |jS(L| podemos dizer: o lima:, é a so o tt=1x1 

filtro elementar associado a \x„( convergir para a 
(ou se o filtro elementar associado à sucessão for 
mais fino que 9>a, filtro das vizinhanças de a) . 

0 facto das imagens dos conjuntos da base dum 
filtro gerarem um filtro, habilita-nos a urna outra 
formulação desto tipo de convergência. 

No conjunto dos números naturais 
M0 => 11-,3,8, • • • , « , ••*! 
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a classe de iodos os conjuntos destes números, cujos 
complementares são finitos, é um filtro, que admite 
como base 3 classe dos conjuntos é>„ constituídos 
por todos os números naturais maiores ou iguais a JI : 

; it , n + 1 , n + 2 , • • - : 

Este filtro designa-se por filtro de FBECHBT e dá, 
por imagem, graças á aplicação n-*x,, um filtro 
na recta real, filtro que vem a ser precisamente o 
filtro elementar asssociado à sucessão consi-
derada. Assim calcular o limite duma sitcàstão numé-
rica lxnln quando n tende para infinito é uma 
expressão sinónima de calcular o limite da sucessão 
|xn| segundo o filtro de FHKCURT; C diz-se que ,*XN • 
converge para a quando para a convergir o filtro 
obtido por imagem do filtro de FBKCHBT, pela aplicação 

Como a no-;ão de sucessão convergente, também a 
de sucessão de CACCUY, com ela intimamente ligada, 
sofreu um processo crítico, que, em sucessivas abstrac-
ções, conduziu à noção de filtro de CAUCIIY. 

É sabido que numa sucessão de números 
reais se diz sucessão de CAUCIIY quando possui a se-

• guinte propriedade 
V3 3 N ; S > 0 — V n V p (n> X -* |aj11+1P - x„| < 5)! 

o que, tomando como distancia de dois números reais 
n e y , o módulo da sua diferença, pode inter-
pretar -se da seguinte maneira: qualquer que seja o 
número positivo í existe uma ordem N ta! que 

1 ! " ' ) X,t+r 1 "' 
constituem um conjunto C n onde, entre dois 
quaisquer dos seus elementos, a distância é menor 
que 3 » , por outras palavras : quaisquer que sejam 
x e y se s t í C j e ye CN, d (a:, y) < 5 — o que 
patenteia uma uniformidade de comportamento dos 
pontos lo conjunto C n . Cliamando-se diâmetro ilum 
conjunto ao supremo do conjunto numérico formado 
pelas distâncias dos seus pontos, dir-se-á ainda que, 
se uma sucessão é de CAUCIIY, podem sempre nela 
encontrar-se conjuntos Cx de diâmetro inferior a 
qualquer número arbitrário e positvo 3 , — o que se 
resume na frase: na sucessão Jjr„; podem encon-
trar-se conjuntos tão pequenos quanto se queira. Pen-
sando 

no filtro elementar associado a sucessão ! *J\.! , 
deduz-se daqui ter esse filtro associado conjuntos 
tão pequenos quanto se queira. Designando, .do um 
modo geral, por filtro de CAUCUY todo filtro que 
possui conjunto* tão pequenos quanto se queira, ve-se 
que a toda sucessão de CAUCHY eormponde um filtro 
d e CAUCITV. 

Estas noções, dadas no espaço dos números 
reais (porque familiar a todos nós) assentam fun-

damentalmente num critério de pequenez dum con-
junto, ou de proximidade, de pontos dum espaço, crité-
rio que foi formulado cm termos da distância de dois 
números. Três propriedades intervêm essencialmente 
nessa formulação 

D . 1 = 0 « e s ú í t t = j 
D . 2 d (x , y) — d ( j f , x) (simetria) 
D ,3 d (x , 3) < d (x , y) + d (y , z) (desigualdade 

triangular). 
De modo que em todos os espaços topológicos, 

onde se define, para cada par de pontos x e y desse 
espaço, uma função não negativa que possui aquelas 
três propriedades—et paços cli amados métricos — 
podem nele traduzir-se os teoremas basilares da teo-
ria dos limites dos números reais. No sentido porém 
de abordarmos uma fase do desenvolvimento das no-
ções de convergência que eni si engloba já essa ada-
ptação aos espaços métricos, detenham o-nos ainda 
na observação das propriedades 1~>. 1 , D . 2 , 1) . 3 , 
quando x, y c z representam pontos da recta real 
l i . Tomemos o conjunto de todos os pares ( x , y ) do 
números reais. Assim se constitui o que em teoria 
dos conjuntos se chama o espaço produto de li por 
si mesmo e se representa por 11 x li . Corresponde 
li X II biunlvoeamente ao conjunto dos pontos do 
plano cartesiano e neste plano figuraremos o par 
(x,y) pelo ponto de coordenadas x e y (fig. 2). Posto 

isto, dizer que (í (ss, y) < 8 OU U —;/ ] < 3 significa 
afirmar que pertence o par (x, y) à faixa P j . 
constituída por todos os pontos, do plano compreen-
didos entre as rectas = + S e y ** x — 3 . Cha-
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m a r é mos a Pft proximidade de ordem. Se um con-
junto numérico X é de diâmetro inferior a 5, npsta 
representação estará o conjunto plano produto 
incluído na proximidade P;> de ordem 5: 

X x X d Ps . 

Se a disiância de dois pontos as e y é nula isso 
quere dizer qne , y) , representa um ponto da 
recta y = x, distinguida com a letra A e a desi-
gnação de dta/joncU entre os sub-conjuntos de Jtx.lt 
e definida para um espaço produto qualquer como o 
conjunto dos pares da forma (a;, ar) . 

A simetria d , j/) — d (y , ic) — se | x — y | < 3 
também | y — x | < 5 — diz-nos que se (a:, y) 6 P5 
igualmente ( j , i ) e PS . Esta propriedade implica 
uma outra menos restrita: se conhecemos a proximi-
dade do par ( x, y) (a proximidade dos pontos x e y 
ein 11) ficamos a conhecer a proximidade a que 
pertence o par (y , x) , isto é a natureza da proximi-
dade de y a as, Sendo U um conjunto qualquer 
de HxR (ou dum espaço produto qualquer) repre-
senta-se por U-t o conjunto dos pares (x ty) tais 
que ( y , x ) e U . Para R x 11 é evidente que, por 
cada proximidade P^ , se tem em P^1 ainda uma 
proximidade (pois que P j —P»*). 

Quanto a D . 3 ela permite concluir a proximi-
dade de dois números x e z , por intermédio duma 
triangulação, apoiada nas proximidades de a: e s a 
um terceiro número y • Particularmente, ela permite 
concluir que é inferior a í a distância de x a : , 
se forem a infefiores a 5/j tanto a distância de x a 
y com a de y a z . 

No espaço produto RxR ^como em qualquer 
espaço produto) esta utilização dum ponto ;/ enIre 
dois outros faz-se através da cbamada composição 
ile conjuntos: Se L\ e U2 são dois conjuntos dc 
lt X JB > chama-se U2 conjunto conrjiosto por Uj 
e U; ao conjunto de todos os pares (a:, a) tais que 
existe y de modo a ser (x ,y) e o (y, s) e t/j . 

No plano (tomado como espaço produto R X li) , 
se considerarmos a proximidade Pg/2 Pj /2 coincide 
com Pi : dado um par (x e P^ pode determinar-
-se uma proximidade PJ/Í tal que existe y de modo 
a ser (x , y) e Pg/i e {y , s) e P3/2 ; propriedade que, 
das proximidades a que pertencem os pares (x , y) 
e y, z) , deduz a natureza da proximidade a que 
pertence o par (x. z). 

Esta correspondência entre as propriedades da 
distância e as das faixas — as proximidades de 
R —-correspondendo cada uma a um número real e 
positivo £ , leva a abstrair da noção de distância e 
a tirar o critério de pequenez ou proximidade em lt 

do prévio conhecimento duma classe de conjuntos — 
a classe dos P3 — dada no espaço produto R~XÍi. . 
Efectivamente, imaginadas traçadas no plano as fainas 
Pfj, bastaria tomar como definições: dois números 
x e y serão próximos de ordem í se o par (x , y) 
pertencer a ; um conjunto X de números ê pc-
queno de ordem 6 se X X X estiver incluído em P j 

Um filtro ff sobre II è um filtro de Ciconv se 
contiver conjuntos t8o pequeno* quanto se queira, enten-
dendo-se por tal que : qualquer que seja a proxinii-
dvde P% existen sempre em ff conjuntos F pequenos 
dc ordem 3 . 

A proximidade dos pontos dum conjunto X pe-
queno de ordem 3 tem nm caracter uniforme : quais-
quer que sejam % e ar2 de X a sua proximidade é 
de ordem 3 (o que se observa afim de se encontrar 
uma sugestão para designar por estrutura uniforme 
toda estrutura dum conjunto li para o qual se define 
no espaço produto I f X l t uma classe ff de conjun-
tos, chamados proximidades de R com as seguintes 
propriedades (agora evidentes para o caso particular 
de R ser a recta real); 

U0 ff é um filtro. 
UI A está incluída em todos os conjuntos de ff. 
U2 Se P E # também P~' e ff. 

Para todo P e ff existe P e f f tal que F * c P 
(representando por P1 o conjunto composto P /*) . 

Para estudar agora a convergência de filtros sobre 
a recta real R , munida da estrutura topológica ha-
bitual (sendo as vizinhanças dos números os inter-
valos abertos neles centrados) e da estrutura uniforme 
que nela define a classe ff das faixas P^, eome-

Fíg, 3 
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cernos por observar a ligação existente entre essas 
tinas estruturas: na realidade a vizinhança V' dum 
ponto x coincide com o conjunto dos pontos y tais 
que (x, y) e (fíg, il), Esta ligação entre as duas 
estruturas exprime-se dizendo que a topologia de li 
pode deduzir-ne da mia estrutura uniforme. 

A um espaço E , cuja topologia toi deduzida, por 
este processo, duma estrutura uniforme nele dada, 
chama-se espaço uniforme. Vê-se pois como duma es-
trutura uniforme definida cm E se deduz sempre uma 
organização topologias de E como espaço uniforme. 

Terminada esta observação procuremos relacionar 
os filtros convergentes em li e os filtros de CAUCUY de-
finidos sobre li. Como em todos os espaços unifor-
mes, acontece que todo filtro convergente é um filtro 
de CAUCHY. Na verdade: para toda proximidade 1J 

de li, existe uma outra proximidade P tal que 
P2 C P • Seja Px, a vizinhança de xq correspon-
dente à proximidade P . Sendo x0 limite de ff existe 
em ff urn conjunto X, tal que , V c e como 
Pu, É pequeno de ordem P1 c P* C P, Y possui 
conjuntos tão pequenos quanto se queira e é, por 
isso, um filtro de CAUCHV. Quanto À condição sufi-
ciente não é ela verdadeira em todos os espaços uni-
formes, 1'or exemplo, se (como se fez para a recta 
real li) definíssemos sobre a recta racional li um 
conjunto de proximidades (faixas P traçadas no 
plano l i x f í constituído pelos pares (œ, j/) de 
pontos de cooJenadas racionais), o filtro associado de 

|0,1 ; 0,10 ; 0,101 : 0,10100 ; 0,101001 ; 

o,iuiooiooooi ; ; 

É um filtro de CAOCHY, que não è convergente ein IÏ . 
Pelo contrário todo filtro de CAUCHV sobre a recta 

li, é convergente, propriedade que distingue entre os 
espaços uniformes, os espaços uniformes completos. 
A análise das razões desta essencial propriedade con-
iluzir-nos-à a generalizar a definição dos números 
reais a partir dos números racionais, pelo método de 
CASTOR 

Orienta esta definição (dada a partir do espaço 
não completo da recta racional li) precisamente o 
objectivo de identificar no domínio dos números reais 
as noções cie sucessão convergente e sucessão do 
CAUCHY, de modo a tornar válida na recta real a con-
dição necessária e suficiente de convergência enun-
c i a d a por CAUCIIY. 

Partamos do espaço uniforme li dos números ra-
cionais. sendo a classe das suas proximidades as 
faixas Pd dos pontos (x,y) do lix li tais que 
|x—y\<d\ consideraremos o conjunto li de todas 

as sucessões de CAUCHY | de números racionais 
e convencionemos dizer que a distância das sucessões 
;*„! e Jy„| e'menor que d (número racional posi-
tivo) se existir N tal que j i ^ — y K + , | < d para todo 
inteiro positivo p . Com esta convenção estudemos 
no espaço produto lix Tl o conjunto P de todos 
OS pares ( ] X „ ! , IJF,,!) de s u c e s s õ e s d e CAUCHY ; [ 
c !!/„! cuja distância é menor que d . 

Como Ja*„| é sucessão de CAUCBY, O filtro elemen-
tar ü? a ela associado possui um eonjunto A ' c / i : 

X = • I ^iïtî ) 1 •• 1 

pequeno de ordem P,,; analogamente o filtro ^"asso-
ciado a )yn] possui um conjunto YcR de ordem 

' iyiv+l P J/.V+5! I • •• 2/.\+m ) I • 

0 conjunto união A'VJK é comum aos filtros X e 
1' « a sua ordem Pld, pois 

1 Vs M - | < ! »«+ I — »JW | -I- I s.v+1 - l I < 2 d . 
Assim, cada Pt, proximidade de li coincide com 

o conjunto dos pares de sucessões de CAUCHY, eujos 
filtros elementares associados têm em comum um con-
junto de (números racionais) pequeno de ordem _PM . 
A existência desta correspondência entre a classe dos 
P o a classe dos P, sugere que, para completar 
uru espaço uniforme li qoalquer, se tome o con-
junto ít constituído por todos os filtros de CAUCHY 
sobre li e em /? se deliria uma estrutura uniforme, 
tendo como base das proximidades de h a classe y 
de todos os conjuntos P de pares (cÈ, -"}/') de filtros 
de CAUCHV sobre B que têern ern cotnuin urn con-
junto de ordem P.^Pode verificar-se que assim se 
obtém efectivamente uma base de proximidades em 1 ( . 

Ora li resulta precisamente um espaço uniforme 
completo. Para o verificarmos continuemos a atentar 
no modelo li, o conjunto das sucessões de CAUCHY 
rio números racionais. Entre estas sucessões encon-
tram-se as de termos todos iguais entre si 

que representarei nos por (as), onde x é urn número 
racional. O sub-conjunto <Ii) de Ti, eonstituido por 
todas as sucessões deste tipo, pode pôr-se em corres-
pondência biunívoca com o espaço l i dos números 
racionais, pela aplicação 

x«—• (tf) . 

Quando se dá a definição dos números reais a par-
tir dos números racionais é precisamente passagem 
essencial demonstrar que todo número real tí — EJrc,,!], 
definido pela sucessão de CAOCIIV, \XU] pode consi-
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derar-se, mediante apropriada definição de limite, 
i = lim (x„) 

onde (;c„) ó a imagem em II do número (racional) 
x„ de R . Analogamente, para completar um espaço 
uniforme R qualquer, deveremos considerar o suli-
-conjunto (li) de (R) d R, constituído pelos 
filtros de CAUCHHY {&) cuja base é o conjunto JX; 
com xeR-, e demonstrar que qualquer elemento 
de R, isto é qualquer filtro ílí sobre R pode consi-
derar-se, em R , como limite do filtro (££) imagem em 
(ii) , por meio de x-*(x), do próprio filtro a í . 
Prova que decorrre de ser o filtro das vizinhan-
ças do SI2 menos lino do que £13 . De facto, tome-se 
a vizinhança Px de cl?, constituída por todos os fil-
tros tais que ( y , a") e P . Esta relação implica 
que e y têm em comum um conjunto C pequeno 
de ordem P . Mas todo ceC dá lugar a um filtro 
(c) que satisfará a ((e) , 3$) e P , Assim a imagem 
(C), em Ti de de C satisfará a (C) C Px . 

Porém essa imagem (C) sendo dum elemento C do 
filtro iK pertencerá à imagem (ót?) deste mesmo fil-
tro: o que prova Ser menos fino o filtro das vizinhan-
ças de Slí do que (íE) . 

Esta densidade de (ií) em R vai permitir mostrar 
que em R todo filtro de CALCJIY é convergente. Uma 
vez mais guiemo-nos pelo procedimento seguido na 
passagem de R considerado como a recta racional para 
R considerado como o conjunto de todas as suces-
sões de CALCUV de números racionais. A demonstra-
ção consiste na escolha em corrrespondíneia a cada 
um dos elementos 

ll ) h > • • • > L ; • • • 

pertencentes a uma sucessão de CAt;ouv, onde 
cada elemento E„ é p o r sua vez uma sucessão de 
CAUCUY i„ = ) ! , „ ; de números racionais, xm de ele-
mentos de (R) 

, (-r2) j •••) í^..) i 
tais que IS,— (J;„)|<ò. A sucessão ; (*„); seria 
uma sucessão de CAUCIIY, porque . 

1 K ) - (=0 ] < I «.•- ( O \ + + 

mas constituída apenas por elementos de (R) . Ora 
a sucessão Já:, j que lhe corresponderia em R seria 
igualmente de CAUCUY . Assim !o-,H; seria um elemento 
de Tl, limite até de |(x„)i e por isso igualmente 
da sucessão de CAÜOHS dada, \ [ . 

Façamos agora a transposição desta demonstração 
para mostrar que é completo o espaço uniforme R 
dos filtros de CAUCUY sobre R (R um espaço uni-
forme não eomplcto qualquer). Em vez duma sucessão 

de ÜAroiiv começaremos por considerar um qualquer 
filtro de CAITCHY C sobre R. Assim como I sucessão 

substituímos outra sucessão de CAUCUY, cujos 
elementos (x„) eram imagens de números racionais 

, imagens essas vizinhas de menos de d dos corres-
pondentes elementos na sucessão ? vamos agora 
substituir, ao filtro de CAUCIIY sobre R , um filtro (t) 
de CAUCUV, sobre (R) C li, filtro porém com ele-
mentos próximos, da mesma ordem P (qualquer), 
dos elementos de C . Para isso, e fixada uma proxi-
midade P , considera-se para cada eonjunto CeS a 
união 

U Pc csC 
das vizinhanças P, (correspondentes à proximidade 
P) de todos os elementos c de C. As intersecções 
destas uniões com a imagem (R) de R 

(R)' U P . 
eçU 

constituem uma base de filtro como facilmente se 
verifica. Mas filtro que c de CAIIHY. Efectivamente 
se P' é uma proximidade qualquer de R a proprie-
dade Ui das proximidades assegura-nos que existo 
P tal que F*P- P*GP'- Escolhendo no filtro "3 
um conjunto C pequeno de ordem P . (R) U Pe 

cec 
será pequeno de ordem P3 c portanto de ordem 1" . 
Sendo (£) de CAUCIIY é-o igualmente a sua imagem C, 
em R . Portanto C é. um elemento de 11, cujo filtro 
das vizinhanças é então menos fino que (tS); mas 
este é claramente menos fino que pois todo ele-
mento de (6) é-o também de Q. Todo filtro de 
CAUCIIY em R é pois convergente: li è Tan espaço 
uniforme completo. 

Deve tei sido já observado que em R (considerado 
como conjunto de todas as sucessões de CAUCUY de nú-
meros racionais) não se tem ainda a recla real R: os 
elementos de li não são OS números reais. Efectiva-
mente falta ao espaço uniforme completo li uma 
propriedade fundamental da recta real (e da pró-
pria recta racional) — a separação de dois quaisquer 
dos seus pontos; não é possível no espaço S e, para 
dois seus pontos arbitrários, determinar duas vizi-
nhanças respectivas sem pontos comuns. Diz-se que 
R não e* espaço separado. E ser espaço separado é 
propriedade essencial num espaço dotado da noção 
de limite, pois é a separação que garante à con-
vergência (das sucessões e dos filtros) um único li-
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mite. Ora, é de facto, possível encontrar duas saces^ 

sões distintas exemplo | e — — 

distintas, mas para as quais não existe uma proxi-

midade P tal que ^ j^n j j j * j ^ í ? -

modo que é impossível determinar em R , com a to-
pologia compatível com a sua estrutura uniforme, 

uma vizinhança de |x„! e outra de j — — j 

sem pontos comuns.1 liais ' geralmente sendo \ \ c 
;y„ 1 fluas sucessões tais que, para d arbitrário, se 
pode determinar í f de modo a ser \x„ — y„\*<d 
para n >• N , o par correspondente, (; jc(>| , | ;) , per-
tence a todas as proximidades; a intersecção em 
Hxli de todas as proximidades de lt não se con-
funde pois com a diagonal a do espaço produto 
HxTi. 

Recorde-se que, para a definição de niimeros reais, 
se introduz uma relação de equivalência entre as 
sucessões de CIUCHT de números racionais, relação 
essa que é 

O . í . K < i ) > 
Ora esta relação de equivalência pode exprimir-se 

em termos das proximidades P j de H na forma se-
guinte, onde n -Pj representa a intersecção de todas 
as proximidades de li: 

isto c duas sucessões são equivalentes se o par que 
elas determinam em l i x l l pertence a todas as pro-
ximidades da estrutura uniforme definida em lt ; 
números reais são classes de sucessões de C/LCIIY de 
números racionais equivalentes entre si. 

Vê-se que este problema da definição dos números 
reais a partir dos números é, num dos seus aspectos, 
um caso particular do processo a seguirpara tornar 
separado um espaço uniforme qualquer niio separado: 

Por transposição da noção de sucessões equivalen-

tes para um espaço uniforme qualquer li, diremos 
quo dois pontos a' e y deste espaço serão equiva-
lentes se o seu par (x , y) pertencer à fl P do cor-
respondente espaço produto lixli. 

Com as classes a: de todos os pontos de li equi-
valentes a x , forma-se um novo conjunto l i { o con-
junto cociente de li pela relação de equivalência 
adoptada) que pode igualmente organizar-se como 
espaço uniforme separado completo. 

Para levar a efeito essa organização note-se que 
na recta real R de elementos [a„] (designando-se 
por tal o numero real que é o conjunto de todas 
as sucessões equivalentes à sucessão sucessão 
quo representa o respectivo número real) á proximi-
dade P,,, por exemplo, que é definida peia faixa 
limitada pelas duas paralelas à diagonal tiradas 
pelos pontos (0, ti) e ( 0 , - e í ) pertencem dois nú-
meros quaisquer [-t,„] o [ y j que satisfaçam a 

I W - W l <d-
Mas para que os números reais [ x j e [y„] sa-

tisfaçam a esta desigualdade deve existir em [x„] 
uma sucessão |sc'j,J o cm uma sucessão ;y'„| 
que pertençam simultaneamente à proximidade PÁ 

de R . 
Esta observação indica-nos a relação existente 

entre as proximidades P,, de lt e as P j do li-, e 
diz-nos que 11a passagem dum espaço uniforme não 
separado qualquer li para um outro separado li , 
se define a estrutura uniforme sobre li da forma 
seguinte: em correspondência a cada P do lix li 
formamos em lixll o conjunto do todos os pares 
(js , y) das classes aj e y- de pontos de K tais que 
existe x' eac e y'ey, x' eli v y'elí com (x' ,y')eP. 

As relações que têm lugar entre as proximidades 
dos dois espaços permitirão verificar o caracter com-
pleto deste espaço e o de ampliação relativamente ao 
espaço uniforme e não completo, donde partíramos 
no início. 


