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Integral de Riemann-Stieltjes num espaco

localmente compacto

Ruy Luis Gomes

O Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes
Teixeira, cuja primeira edigio foi publicada no Porto
em 1889, assenta, no que respeita a Integracfo, na
defidi¢io de Caucny, do integral de uma fun¢io con-
tinua num intervalo [a,d].

Ora, estando a «Gazeta de Matemdtica» a organizar
um: niimero comemorativo do 1.° centendrio do nas-
cimento do grande Mestre e Investigador, parece-nos
de verdadeiro interesse para os estudantes das nossas
Escolas Superiores, uma exposi¢io simples e actua-
lizada da nog¢do de integral, tendo precisamente como
ponto de partida a definicio de Cavcny.

Assim, este artigo trata no essencial, do prolon-
gamento por continuidade do integral de Cauvcny;
mas de modo a abranger o integral de Riemaxx e o
integral de SreLies. E ainda com a vantagem didd-
tica de utilizar um método que nos conduz direc-
tamente, ao integral de Lemmseue-Stiknies
espago localmente compacto, ou seja, as
modernas teorias da integra¢io.
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Resumo

Constroi-se a no¢do de integral de Riemaxn-Stieries
de uma fungdo limitada, de suporte compacto em K,
pelo prolongamento por coutinuidade de uma funcio-
nal linear e ndo-negativa no sub-espaco I das fun-
¢bes continuas, de suporte compacto em [ . Para
isso introduz-se uma topologia conveniente no espago
& das fungdes limitadas, de suporte compacto e re-
corre-se ao teorema fundamental do prolongamento
por continuidade (1) . Dd-se uma condig¢fo necessdria
e suficiente de integrabilidade em termos de medida
de Lereseur-Stientoes. Mostra-se que a definigfo de
fangfio integrdavel coincide com a definigdo cldssica
de Stievries quando K se reduz a um intervalo fe-
chado de R1. Estende-se a defini¢io ao caso de a

(") Boursax: — Livre 111, Chap. I, § 6, p. p. 37-38 e Ruy Luis
Gomes uilntegral Lebesgue-Stieltjesn, J. 1. M., Porto, 1952,

Porto

funcional ser linear e continua (em termos da topo-
logia da convergéncia uniforme).

Relaciona-se a defini¢cfio do texto com a generali-
zaclio de integral de StieLies, devida a Porrarp.

1. — O espaco Iopolégico ¥.

Designemos por K um espaco localmente com-
pacto e por & a classe das fun¢bes numéricas, limi-
tadas, de suporte compacto (¢) em .

Prorosigio 1. & € um espago de Riesz(3) (espago
vectorial reticulado).

Na verdade se f,f, pertencem a &, o mesmo
sucede a ¢;fy +¢2fs, 8 /iNfz e 8 /i Ufs, quais-
quer que sejam 0s numeros reais cy,ep.

As fungdes continuas, de suporte compacto formam
um sub-espa¢o (de Riesz) de &. Designd-lo-hemos
por L.

Se E ¢ compacto, & coincide com a classe das fun-
coes limitadas e L com a das fung¢des continuas.

Teorema 1. A condigdo necessiria e suficiente para
que fe&F, € que existam funcies g < v, de L, tais
que oy < f<_ s para todo x de I .

Na verdade, se f admite o infimo / e o supremo
£ e ¢ nula no complementar dum conjunto compacto
Kc E, podemos tomar ¢y —=lg, e g2=.Lg, sendo
wg, continua, de suporte compacto, igual 4 unidade
em N (4).

Inversamente, de @ < f< o, deduz-se que fe&.

(*) De suporte compacto, quere dizer, nulas no complementar
de um conjunto compacto, gque pode variar de fungiio para
fungiio.

(*) Designagiio introduzido por Dievposxe [Bull. See. Math.
France;, t. 72, 1944, p. 193-194],

(') S8e E niio & compacto tem-se | =0 e 0 =<L. Por outro
lado, dado um conjunto comjacto, KC E, é sempre possivel
determinar uma fung¢fio como %y [cf. Bournaxi, Livre 111, Chap.
1X, §4, Cor. Prep. 4]. Se E & compacto, basta fazer 9 =1!
Pr= L.



98

Derixigio 1. Entende-se por intervalo, a classe
das fungies { de & tais que D)< <9, sendo 91 <9
duas fungbes de l.. E representa-se pelo simbolo
[0, 92] - :

Derixigio 2. Entende-se por vizinhanga de uma
Sungio £ de &, qualquer intervalo que contem f.

Prorosigio 2. FEstas wizinfiancas transformam F
num espago topologico (de KuraTowsky).

Com efeito: 1) toda funcio fe & admite uma vi-
zinhanca; 2) toda vizinhanca de f contém f; 3) dadas
duas vizinhan¢as de f existe sempre uma vizinhanga
contida na intersecc¢iio daquelas. (%)

Daqui por deante interpretamos sempre & como
um espago munido desta topologia. E é evidente
que, segundo essa topologia, L é denso em &,
quere dizer, o fecho de [I. coincide com o préprio
espaco &F:

2. — Integral superior e Integral inferior
de Riemann-Stielljes.

Representemos por I (3) uma funcional linear e
nao-negativa (}) em /., isto é, uma funcional defi-
nida em L e tal que

F(e1e1+ e202) =1 I (91) + 02 F (%2)
para g, € L., e¢g,c; mimeros reais; 0 < /' () para
0o,

Derinigio 3. Ewntende-se por integral superior e
integral inferior Riemaxs-Stievties ‘de wma fungio
fe &, os niluneros representados e definidos respectiva-
mente por

F (g) =inf[supF (¢)], F (¢) = sup [infF (3)]
(V) %ev = (V) %eV
sendo (V) a classe das visinhangas de f.
Trorema 2. Os integrais — superior e a'nfer.z'm- -

sdo sempre finitos e, além disso, F (f) QF (), 0LF ()
e OLF () para 0<F.

Que sfo finitos deduz-se imediatamente da mono-
tonia (7) de: F#(g). %
Vejamos agora a relagio F (f)<C ¥ (f). Como,

(*) Na verdade, reportando-mos ds designagles utilizadas no
no teorema 1, f admite a visinhanga [551 3 f?z] ; toda vizinhanga
“.de f contém f por definigio; se ['«P'i ,?rz] @ [‘}7':lr 3 ‘Pﬂ,f siio
vizinhangas de £, o mesmo sucede a [%'1 U &'ty 91/ N 94],
que estd contida na intersecgiio daquelas.

(*) Se E se reduz a intervalo fechado JC Rr , F(%) pode
ser, por exemplo, o intregral de RiEMax¥-STienTiEs da funglio
continua, ¥, em ordem a uma qualquer funcfio nio-decrescente.

{’) Como F(%) é nfio-negativa, tem-se ¥ (?1} < F(%3) para

o< g2

por defini¢io, é sempre possivel determinar vizinhan-

gas V, V', tais que F'(f) <<inf F(g)+e,sup F(p)<
o3 = PEV! pey

< IF'(f) + e, construindo V' V' N V", resulta

F(f)<inf F(g) + bt LB R

pey
<sup F(y) + o< sup F(g) + < b (f) +2¢,
?e.[}, \ ?el'J!
donde o
3"_’(f)< F(f)-

Finalmente, se 0<{f, a funclo f admite uma
base de vizinhangas em que 86 figuram fungdes
g e LT, isto ¢, da classe das fung¢des de I que sio ndo
negativas. E este facto combinado com 0< F (g)

para ¢ € L*, mostra-nos que 0 < F(f), 0 ?(f).
Prorposigio 3. Tem-se P_T(r) =T (f)=inf F (9),
f=<o
F (f) = F(f) = sup F (9), designando por £, os 1i-
A = p=<r -
mites inferior e superior, de f.

Na verdade como ¥ ¢ da forma [95,¢,] e
inf F(9) = F(p1), sup F (¢)=F(32), vem F (f)=
pev peV
—inf F(9) = inf F(g) e F(f)=sup F(g)=

T =9 rse P=rs

= sup F(g).

P=r

Recorrendo ao integral de Lepescue-Srievraes (8),
—que designaremos pela letra F, ainda se pode
escrever,

F(f)y=F(F)=F()
pois tanto f como Jf sio somdveis (1).

Cororirio 1. _l‘_‘(tj —=I(h S (w) = F(w), sendo
w a oseilagio pontual de fe&F.

I uma consequéncia imediata da aditividade de
F na classe das func¢des somdveis, combinada com a
propriedade Ii_’{f} = F‘-(f_} e com w=w uf—f

Cororirio 2. Sejam fy,f, duas fungies quaisquer
de &. Tem-se F (fy + f2) <F (fi) +F (f) e F (fy)+
+ F(f) <F (fi + o).

Basta recorrer 4 Proposigdo 2 e a aditividade de
I (9) em L.

(*) Cf. H. CArTAX — Sur les Fondements de la Théorie du Po—
tentiel, Bull. Soc. Math. Frauce, 69, 1941, p. 73-T4 ¢ Ruy Luis
Goues — Integral de Lebesgue-Stieltjes, J. 1. M. Porto, 1952,
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* 3. — Fungdes Integraveis
Derixigio 4. Diz-se que f ¢ integrdvel Ripmaxx-
-Srievrses em ordem a F (), vel, se F(f) =T (f)

. E o wvalor ¢ s F (F)5 dois nimeros, chama-se
integral de Riemaxy-Stievries de f.

Trorema 3. As funbdes integrivels formam um es-
pago de Riesz, sub-espago de & no qual F(f) € Ui-
near e ndo-negativa.

SHo integrdveis, em particular, as funcdes de L.

O integal assim definido nfio € mais do que o pro-
longamento por continuidade da funcional linear e nao-
-negotiva, F(9), ¢e L, nos termos da topologia de
&. E sabemos que este prolongamento € anico.

Trosema 4. A condigio necessiria e suficiente para
que fe& seja inteyrdvel Remasn-Stieuries € que os
pontos da descontinuidade de f formem wm conjunio,
D, da medida nula.

E uma consequéncia imediata de

F(f)—F(f) = F(w)

e das propriedades do integral LEBESGUE-STIELIES

F(w).

4. — Integral de Riemann-Stieljes num
intervalo fechado | CR!

Vamos aplicar a teoria desenvolvida nos pari-
grafos anteriores ao caso de F se reduzir a IC R!
e estabelecer as relagdes que a ligam as definigdes
conhecidas, nomeadamente, a de StiELTJES € a gene-
ralizagio de Porrarp .

Em primeiro lugar, como F () se reduz, entio, a
uma funcional linear e n3o-negativa na classe L das
fungdes continuas num intervalo fechado [a,b] da
recta euclideana, o teorema de Riesz (%) diz-nos que

"
F () = ‘ o (x)d{ (z), sendo o segundo membro

o integral de Smieirises da fungdo continua ¢ em
ordem & fungdio ndo decrescente ¢.

Designando por P uma partigio qualquer de
[a,b] nos sub-intervalos [x;_,,x;], por d(P) a
amplitude mdxima destes sub-intervalos, por z; um
ponto compreendido entre z;,, e x; e finalmente
por ;4 o acréscimo ¢ (z,) — ¢ (x;_,), tem-se, (1)
pela definigdo de Srienries v

(*) Sur certains systémes singuliers @’ Equations Integrales —
Ann. Ec. Nor. Sup. 28, Annde 1911, p. p. 41, 42, 43. Cf demons-
traglio de H. Lesesoue in Legons sur 'Intégration, Paris, 1928,
2 4d., p. 265.

('*) NotagBes de Guaves in The Theory of Functions of Real
Variables, New=York, 1946, p. 260.

| #di=1imS(P;je,4)
d (Pl=0

S(Pio,b) =N eo(z)ai.
X

Ora, pode demonstrar-se o

. Teomema 5. Sea f uma fungio limitada no inter-
valo [a,b] .

A defini¢io de integral de StieLTIES em ordem a uma
fungio ndo-decrescente § coincide com a definigio
dada anteriormente em ordem & funcional linear ndo-

b :
-negativa F (p) = , vdy,pel . I inversamente.
wa
Na verdade, se existe lim 3 f(z)a;¢,
d (Pi=0

existem

d (Py=0
=supf e l;=inff em [x_,,2].
limites sfo ignais.” . : ¢
Por outro lado, como } nfio tem mais do que uma
infinidade numerdvel de pontos de descontinuidade,
podemos supor que os x;, x;5~a,b, nfo caem em
nenhum desses pontos.

também lim X L;a;4 e lim 3/,a ¢, em que L; =
d (P=0 .

E todos estes

Consequentemente, ¢ possivel arranjar o < v,
tais que 9 <f<ere Flo) <L L&+, Tia¢—
' )

— e < F(gy) donde F(f)=F(f)=1lim Sf(z)a .
— o ( Py
Suponhamos$ agora que F(f) = %;{f) e sejam

o1, %2 tais que o < f <o, F(g) — F(g) <e. Vem

T (5) 49 <Ef(2)89<Te ()86 . Massed(P)
]

¢ suficientemente pequeno, pode considerar-se que

¥ 92 (2;) A;9, ndio difere de F'(g;) nem E g (z) 4, de

i v

F(ar) . Logo, lim Sf(z) 8,4 = F(f).

Este resultado (1) dd-nos ainda uma justificagfio da
definicdo de integral Ripmanx-Stievroes de uma
fungiio fe& em ordem a uma funcional linear e
nAo-negativa em L.

Dada agora uma funcional linear e continua em I,
basta decompd-la na diferenga(1?) F+—F= de duas
funcionais lineares e nfo-negativas, para ficarmos
habilitados a definir o integral de Riemasxs-Stierrses
em ordem a It e em ordem a F—:

Se f ¢ integravel em ordem a F+ e a F~, F(f) =
= It (f) — F~ () define o integral Riemass-Srierroes
em ordem a wma funcional linear e continua em L.

(") Quando [ F(\'P) coincide com o integral de Cavcny,
lf:?d;c, e o prolongamento de F(g) conduz-nos ao integral
de RIEMANN.

('*) Resultado covhecido. Ver uma demonstraglic em [nfegral
de LEBEBGUE-STIELTIES, ji citado.
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Finalmente se E se reduz a IcC R, F(v) =

b
= ’ o(xz) dv(x), sende v (x) uma fungio de va-
riagdo total limitada (13), e a defini¢iio anterior coin-
cide com a defini¢do cldssica de integral em ordem
auma fungiio v (x) de w. £ [.
Em 1923 Porrarp introduziu (14) os integrais —

superior e inferior—de Riemanx-Srrerries nos termos
destas expressdes

' [ ras—smes@iry

b
[ rav=sms@ira,

nas quais :
B(Pif, =S58,
S(P;f54) = Z4a4

L sup f em [z, )], Linf f em [mx;_, x;] .
Sujeitando a partigio P 4 condigio de nenhum
— s T e o
dos pontos x;, diferentes de a e b)cair num ponto
Je descontinuidade de ¢, veem os integrais ., 47

I

T =
J fd-;._i?’f'f‘f(fj;fs‘?)

i “ray

Ora, vamos demonstrar o

sup S (P31, ¢) -

1 =

b - b
Trorema 6. J fdy=F(), f fdg =F(f).

('*) Teorema de Riesz, loc. eit,
(%) The Stieltjes Integral and its generalizalions —Quart. Jour,
Math., 49, 1920-1923, p. p. T4-188.

Basta observar que: dada uma fung¢fio ¢, tal que
f <9, é possivel arranjar (%) uma partig.ﬁo admis-

sivel que verifique S <L F(e) +¢, donde} fdi<
< F(f)-

Inversamente, dada uma particio admissivel, como
os seus pontos de divisfio sAo pontos de continuidade
de ¢, é possivel arranjar o, tal que Ff<pe Fo)<
< 5 +2, donde F(f)gj fdo.

Logo, J fdy= I (f) e do mesmo modo se mos-

traria que f fdy=F(f
: b =
Cororirro 3. Tem-se sempre f fdy -—J fdd=
@ « .,

Se ¢ é continua no

4L

interior de [a,b] os inte-
grais J . ] coincidem com os de Porrarp e vem

a formula (16)
b b b
] fd¢—ffcz.p=‘} wd V.
ol a ’ L2 @ 13

(') Note-se que ‘}' nfio admite mais do que uma infinidade
numeravel de pontos de descontinuidade.

(**) PoLLARD, loc. eit. Ver uma demonstragiio totalmente di-
ferente da do texto, em E. W. HoBsox — The theory of Functions
Vol. 1, Cambridge, 3 ed. 1927, p. 556-557.



