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O Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes 
Teixeira, cuja primeira edição foi publicada no Porto 
em 1889, assenta, no que respeita a Integração, na 
defirtição de CAUCUY, do integral de uma função con-
tínua num intervalo [a , i>] . 

Ora, estando a «Gazeta de Matemática* a organizar 
um- número comemorativo do 1.® centenário do nas-
cimento do giande Mestre e Investigador, parece-nos 
de verdadeiro interesse para os estudantes das nossas 
Escolas Superiores, uma exposição simples e actua-
lizada da noção de integral, tendo precisamente como 
ponto de partida a definição de CACCHY, 

Assim, este artigo trata no essencial, do prolon-
gamento por continuidade do integral de CAUCUY; 
mas de modo a abranger o integral de RIKMANN e o 
integral de STIELJES, E ainda com a vantagem didá-
tica de utilizar um método que nos conduz direc-
tamente, ao integral de LKIÍRSOIIU-STIXI-JES nunt 
espaço localmente compacto, ou seja, às mais 
modernas teorias da integração. 

e 
Resumo 

Constroi-sc a noção de integral de ÜIEMASN-STIEI.JES 
de uma função limitada, de suporte compacto em E , 
pelo prolongamento por continuidade de uma funcio-
nal linear e não-negativa no sub-espaço í* das fun-
ções continuas, de suporte compacto em E . Para 
isso introduz-se uma topologia conveniente no espaço 
jF das funções limitadas, de suporte compacto e re-
corre-se ao teorema fundamental do prolongamento 
por continuidade (!) . IJá-se uma condição necessária 
e suficiente de integrabilídade em termos de medida 
de EETTKSQUK-STIELTJHS. Mostra-se que a definição de 
função integrável coincide com a definição clássica 
ILE STIELTJES quando E se reduz a um intervalo fe-
chado de It*. Estende-se a definição ao easo de a 

O BOCKRÍKI — Livre I I I , Chap. I , ij 6. p. p. 37-38 o BUT Leis 
(;omks *lnU,grnl I.ebcjtguc.SlicUJet», J. 1. M., Perto, 1352. 

funcional ser linear e continua (cm termos da topo-
logia da convergência uniforme). 

Relaciona-ae a definição do texto com a generali-
z a ç ã o d e i n t e g r a l d e STIKLJKS, d e v i d a a POI.I.ATID. 

1. — O espaço topológico SF, 

Designemos por E um espaço localmente com-
pacto e por a classe das funções numéricas, limi-
tadas, de suporte compacto ( !) em E • 

PKOPOSIÇAO 1, 9 é um espaço de Hiraa(í) (espaço 
vectorial reticulado). 

Na verdade se f \ , f t pertencem a o mesmo 
sucede a e j / t + ctfz, a f\ n / 2 e a /1 U ft, quais-
quer que sejam os números reais , . 

As funções continuas, de suporte compacto formam 
uin sub-espaço (de IÍIBSZ) de ff. Designa-lo-lie mos 
por L . 

Se E é compacto, íF coincide com a classe das fun-
ções limitadas e D com a das funções continuas. 

TBOKEMA 1. A condição necessária e suficiente para 
que f £ y , é que existam funções t?i ̂  <p2 de i., tais 
que ui para todo x de E . 

Na verdade, se f admite o ínfimo l e o supremo 
X e é nula 110 complementar dum conjunto compacto 
À'(Z E , podemos tomar TPI — e TP2 = -CFFLB, sendo 
uo, contínua, de suporte compacto, iguala unidade 
em A"(4), 

Inversamente, de deduz-se que feíí. 

Lie suporte compacto, quura • Ii'.• -r, nulas no complementar 
de um ceujuato compacto, que pode variar de funçilo ^ara 
ftlQflO, 

( : . I>.) .I£i]Aç.^o Introduzido por I) 1K11K > N \ i. [/lutl. Soe. Math. 
Ftrán»; t. 72. 1341, p. 103-194}, 

(*) Bo' E alto á compacto tom*se I < o 0 < /. . ['oi outro 
lado, dado um conjunto compacto, K , é sempre possível 
determinar uma funçSo como V,, [cr. HnuRitaKi, LiTre 111, Cliap. 
IX, $ 4, Cor. prop. 4] , Se S 6 compacto, hasta fazer V1 * 
f 2 " /. • 
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DKFIXJÇÁO Is Enlende-se por intervalo, a classe 
das funções f de ff tais que * «Çfs , sendo sj 
duas funções de IJ . E representa-se pelo símbolo 
!»l i Ti] • 

DIFIKIÇÃO 2 . Entende-se por vizinhança de tona 
função t de ff, qualquer intervalo que contém f . 

FBOPOSIÇÃO 2. listas vizinhan&ía transformam ff 
num espaço topològico (de KURATOWSKY). 

Com efeito: 1} toda função feff admite uma vi-
zinhança; 2) toda vizinhança de f contém f\ 3) dadas 
duas vizinhanças do / existe sempre uma vizinhança 
contida na intersecção daquelas. (*) 

Daqui por deantc interpretamos sempre ff como 
um espaço munido desta topologia. E é evidente 
que, segundo essa topologia, L é denso em ff, 
quere dizer, o fecho de L coincide eoin o próprio 
espaço ff. 

2- — Integrei superior e Integral inferior 
de Riimann-Slielljes 

Representemos por F (tf) uma funcionai linear e 
não-negativa (6) em IJ, isto é, uma funcional defi-
nida em L e tal que 

F (C1 <?1 + — gl F (<p,) + ct F (çj) , 
para tpj, e L , e± , Oj números reais ; 0 F(o) para 
0 < » . 

DEFINIÇÃO 3 . Entende-se por integrai superior e 
integral inferior RIEKAHH-STIBLTJES de uma função 
jf e ff., os números representados e definidos respectiva-
mente por 

K (tp) = i n f [ s u p F (V)I> F ( ? ) - sup [ i n f F ( ? ) ] 
(F) <?ER = ( N (F6R 

sendo (V) a classe das visinhanças de f . 

TEOREMA 2. Os integrais —superior e inferior — 

são sempre finitos e, além disso, F (t) < F (f) , 0 < ^ F ( f ) 

e 0 < F ~ ( f ) para 0 < f . 

Que são finitos deduz-se imediatamente da mono-
tonia (i) de F($). 

Vejamos agora a relação F { / X F ( f ) . Como, 

{*) Ka verdade, raportando-rios às designações utilizadas no 
no teorema 1, f admite a vlsinbauça [tfri , 92] \ toda vizinhança 
de f contem / por dofiulçrio ; se , V z ] e , sito 
Tlllnbanças de f , o mesmo sucede a [<p'i U 1 - tpfí D \ -
quo está contida ea intersecção daquelas, 

l"i Se E se redar- a lutervalo fechado / c li" , peite 
TER, por exemplo, O íiitregral de RIEHAXN-STIKLTJBH da runçllo 
eentinua, *p, em ordem a uma qualquer funçfto n&o-decreseente. 

( ' ) Come y ( ? ) é nHe-uegatira, tem-se y ( f l ) < F ( ) para 
< 92 • 

por definição, é sempre possível determinar vizinhan-
ças V, V", tais que F(f) < i n f + e, sup / - ' ( ? ) < 

96 v' aev 
<• F(/) + e 1 construindo F e V f*l V" , resulta 

F ( f ) < i n f F ( ? ) + í < i n f í - ( ç ) + E < 
rper' v 

< sup F + e < sup F ( f ) + e F ( i f ) •+- 2 * , 
f e r y e r " 

donde 
£ (/)<&(/). 

Finalmente, se 0 < / , a função / admite uma 
base de vizinhanças em que só figuram funçSes 
'f e L + , isto 6, da classe das funções de L que são não 
negativas. E este facto combinado com F (ç.) 

para y e L + , mostra-nos que 0 < F ( / ) , 0 < F ( / ) . 

PROPOSIÇÃO 3. Tem-se F"(f) — T ? ( f ) » « i n f F ( t p ) , 
f 

F (f ) = F (f) — s up F (a) , desirjnando por f , f os li-— = " ? -

miles inferior e superior, de f . 
Na verdade como V é da forma [<u, tp?] e 

i n f í - í è - F ( n ) , sup F ^ ) , vem ? ( / ) = > 
iper tper 
- i n í F ( f ) = _ i n f e F ( f ) = s u p F ( v ) = 

f Z' < a 9 — / 

= s u p F(<p). 
? 

Recorrendo ao integral de IJEHESOUK-STIKI.T.IKS ( 8 ) , 
— que designaremos pela letra F, ainda se pode 
escrever 

F ( / ) = f ( f ) - F(/) 

p / ) » F ( J ) = F (_/) , 

pois tanto / como f são somáveis (*). 

CoROr.j£Ki<> 1. F ( f ) — K ( f ) =. F ('<«) f F(w) , sendo 

n> a oscilação pontual de f e ff . 

E uma consequência imediata da aditividade de 
F na classe das funções somáveis, combinada com a 
propriedade F ( f ) = F ( f ) e com ÜI=.ÍÜ = . / — / . 

COROLÁRIO 2. Sejam f|, f- duas funções quaisquer 

de ff. Tem-se F (f, + f ; ) < T ' (f , ) 4- F (tj) e F (fi ) + 
+ F ( f j ) < F (f, + f j ) . 

Basta recorrer à Proposição 2 e á aditividade de 
F (tp) em I j . 

(") Cf. 11. CAUTAS — Sut Fondementt de la Thiorie riu lV>-
laUUl, Buli. Soe. Math. Krauce, 6 ? 1941, p. 13-74 e Hi v L n l 
< - — Integral de L<b<tgne-Stitt{jfi*, J. J. M. Perto, ÍO.̂ L'. 
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3.—funções Integráveis 
DEFINIÇÃO 4 . Diz-se que f í integrável RIEIÍAM»-

-STIKLTJES em ordem a F (tp) , o e L , se F (f) = F (f) 

E o valor comum, F (f) f desses dois números, chama-se 
integral de RIKMANN-STIEÍ.TJES de F . * 

TI.ORKHA 3 . As fundões integráveis formam um es-
paço de HIKSZ, sub-espaço de & no qual F (f) ® 
ítear e não-negativa. 

São integráveis, em particular, as funções de D . 
O integal assim definido não é mais do que o pro-

longamento por continuidade da funcional linear e nao-
-negntiva, F (<p), ye L, nos termos da topologia de 
ff. E sabemos que este prolongamento é iinico. 

TnohKHA 4. A condição necessária e suficiente para 
que ta ff seja integrável REMA;™-STIEI,TJES é que os 
jiontos da descontinuidade de f formem um conjunto, 
D , da medida n u/a . 

E uma consequência imediata de 

e das propriedades do integra! L R B K Í Q C Í - S T I K U R S 

F M -

4. — Integral de R/emann-S/ieí/es num 
intervalo fechado I c f l 1 

Vamos aplicar a teoria desenvolvida nos pará-
grafos anteriores ao caso de E se reduzir a 1CZ 1í1 

e estabelecer as relações que a ligam às definições 
conhecidas, nomeadamente, a de STIKI.TJKS e a gene-
ralização de Pot.LAjm . 

Em primeiro lugar, como F ( p) se reduz, então, a 
uma funcional linear e não-negativa na classe L das 
funções continuas num intervalo fechado [a, 6] da 
recta euclideana, o teorema de RIESZ (9) diz-nos que 

r» 
F (ç) = I o (x) d i}- ( x ) , sendo o segundo membro 

*J a 
o integral de STIEE,TJES da função contínua tp em 
ordem à função não decrescente tji. 

Designando por P uma partição qualquer de 
[a , 6] nos sub-intervalos , x,) , por d (P ) a 
amplitude máxima destes sub-intervalos, por um 
ponto compreeudido entre e Xj e finalmente 
por 4 i i o acréscimo v (x,) — ^ (x^j) , tem-se, ( íu) 
pela definição de STIBLTJEB 

f ¥ d I = l i m S (P J cp, 
d íPJ—0 

(*) Sur certains systètne» singulars d'Equativna Integrates — 
Ann. Ec . Nor. Sup. 28 . Annóo 1911, p . p . 41, 42, 43. Cf doinons-
traç&o do H. LKHEHOXIIÍ ÍII Leçon* m r 1'Jntigra ti on, Paris, 1928, 
2 éd., p. 265. 

('•) Not f i^ea de GRAVES Ia The Theory of Functions of Heal 
Variables, New-York , 1946, p. 260. 

i 
Ora, pode demonstrar-se o 
TEOREMA 5 . Seja f uma função limitada no inter-

valo [a , bj . 
A definição de integral de S N KLTJES em ordem a iima 

função não-decrescente 41 coincide com a definição 
dada anteriormente em ordem à fun> ional linear não-

-negativa •;a F (tp) •= I tp d £ , tpe f,. E i inversamente. 

Na verdade, se existe 11 m ^L f {•-:) ây y , existem 

também l i m e 2 li \ + , em que L, = d<P)-U d <Pi=0 
— sup f e 1, — i n f / em , x j . E todos estes 
limites são iguais. , •.. 

Por outro lado, como jj não tem mais do que uma 
infinidade numerável de pontos de descontinuidade, 
podemos supor que os x,, x,^=a,b, não caem em 
nenhum desses pontos. 

Consequentemente, é possível arranjar o[ « j , 
tais que < p i < / < ç 2 e + e , E / , ^ — 

- E < d o n d e P { f ) - ¥ { f ) - l i r a U 4 , i . 
r - J ÍPjr-D 

Suponhamos agora que F ( f ) ^ F ( f ) e sejam 
t a i s q u e tp, < / < o j , F ( Ç Í ) — - F f o ) < * . V e m 

- <Pl (»/) \ í1 < ? / < « , ) < S fe (zj) 4, . Mas se d (P ) 
è suficientemente pequeno, pode considerar-se que 
£ tp2 (z,) Aytp, não difere de /T(<pj) nem - 91 (z,) y de 

* • ( „ ) . Logo, l i m !:/(=,-) a, = F ( / ) . d —O , 

Este resultado ( f l ) dá-nos ainda uma justificação da 
definição de integral lí IEMANN-STIELTJES de uma 
função feff em ordem a uma funcional linear e 
não-negativa em L . 

Dada agora uma funcional linear e continua em L. 
basta decompô-la na diferença(1!) F+—F~. de duas 
funcionais lineares e não-negativas, para ficarmos 
habilitados a definir o integral de IÍIKMAXN-STIKLTJES 
em ordem a F+ e em ordem a F~: 

Se f é integrável em ordem a F + e a F _ , F (f) = 
— F + (f) — F~ (f) define o integral RIEUANK-STIELTJF.S 
em ordem a uma funcional linear e contínua em L, 

C1) Quando V"=;r , F(<p) coincido com o integral do CAUCHV, 

f k cp dx , e o prolongamento do condur-ntis ao integral 

do RlWAMV. 
(M ) Resultado conhecido. Ver urna demonstração om Integral 

de LB«KtMiirK-S't'iKi/rJK«, j á citado. 
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Finalmente se E se reduz a 1 CZ li1, F (?) = 

= I tf (x) ri n (x ) , sende v (®) uma função de va-

riarão total limitada C1), e a definição anterior coin-
cide com a definição clássica de integral em ordem 
a uma função V (x) de v. L I . 

Em 1923 POLLAKO introduziu (14) os integrais — 
superior e inferior—de RIKMANX-STIHLTJES nos termos 
destas expressões 

J: 
ï 

fdi/ - inf S 

nas quais 
S(F-,f, i 

j 
e i. 

A sup / em [x^, , x,] , l, inf / em , . 
Sujeitando a partição P à condição de nenhum 

tios pontos xi; diferentes de a e Í>J cair num ponto 
de descontinuidade de y , veem os integrais 

j; 
i. 

/ t i - i t í $ ( p 

fd sup S (P ; f , . 
p S 

Ora, vamos demonstrar o 

TKOHEMA 6 . 
Ï f d 41 = F (f) 0, T f d ; - F ( f ) . 

(' ; Teorema • '1 ['.: ., loa. cit. 
('•) The BlieUjtí Integral and Un generalieatioiti — Quart, Jour. 

Mftth., 49, 1020-1923, p, p, JS-1SS, 

li as ta observar que: dada uma função tf , tal que 

/ < f , ê possível arranjar ( l s) uma partição admis-

sível que verifique F(tp) + e , donde / / d 

Inversamente, dada uma partição admissível, como 
os seus pontos de divisão são pontos de continuidade 
de (j, é possível arranjar rp, tal que /<Jtse F(<f ) ^ 

w s F* 
donde ? • ( / ) < / fdip. 
?* -

Logo, I / r i t]í = F(f ) e do mesmo modo se mos-

traria que J * /ritf> = F ( / ) , . 

r* r* OoitoLÁttio 3. Tem-se sempre I fd y — / } d 1(1 = 

7* — j to d rv . 

Se v é contínua no interior de [a , 6] os inte-

grais I , I coincidem com os de 1*OLI,ARI> e vem 

a fórmula ( l 6) 

I fdfy— í I mcIÒ. 
i/d %} a 1/ « 

( l s ) Note-se que V n&o admite mais do que uma infinidade 
numerável de ponto» de descontinuidade. 

('") POLLARD, loc . cit. Ver uma demonstração totalmente d i -
ferente da do texto» em E. W . HOBSÜN — The theonj of Function* 
Vol , I, Cambridge, 3 ed. 1927, p. 55*1-557. 


