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L £ V I - C / V I T A 
por A. D E MIRA F E R N A N D E S 

Morreu Levi-Civita. Perde a ciência, no domínio 
matemático, um dos seus mais ilustres cultores 
dêste século, notável pela originalidade e mérito 
da sua criação científica, pela perfeição e brilho 
da sua obra escrita e (dizem os que o ouviram) 
pelos seus elevados dotes de professor eminente. 
Êste conjunto de virtudes, nem sempre coexis
tentes nos grandes mestres, teve-o Levi-Civita em 
memorável grau. Nos seus escritos, mesmo naque
les que, sendo notas originais sôbre temas novos, 
ou sôbre doutrinas em gestação, se destinam, prin
cipalmente, a afirmar autoria, perante um meio 
limitado de especialistas, não faltam nunca a cla
reza inexcedível e a minúcia indispensável ã com
preensão dos simples iniciados. Por isso, ê les têm, 
para os que não são leigos, a sedução própria do 
seu teor e da sua forma ; e, para os que princi
piam, mesmo sem grande devoção, um poder ali
ciante a que dificilmente se resiste. 

Com estas características espirituais, não podiam 
deixar de ser modelos de perfeição os seus traba
lhos de exégèse e de crítica, se o tentasse o em
preendimento. E em boa hora o tentou. 

Desde os seus princípios, as doutrinas relativis
tas tiveram em Levi-Civita um dos mais estrénuos 
e categorisados divulgadores, um dos mais devo
tados e conscientes comentaristas. Foi em Março 
de 1919 que êle fêz, no Seminário Matemático da 
Universidade de Roma, uma notável exposição 
dos conceitos einsteinianos, "> subordinada a êste 
título (que eu traduzo livremente) : Como poderia 
um conservador atingir os umbrais da nova mecâ
nica? Na mesma ordem de idéias e com maior 
desenvolvimento, publicou, em 1928, o livro Fon-
damenti di meccanica relativista. E m ambos estes 
trabalhos, o processo apologético é o mesmo e bem 
o inculca o título da conferência de Roma, da qual 
extraio estes dois períodos incompletos:'" 

Je me propose de montrer, à travers quelques 
formules classiques simples et concises, comment 
un désir légitime de généralisation formelle d'une 
part et de synthèse de concept de l'autre, rendent 
plausibles quelques modifications de lois générales, 
quantitativement, très légères, spéculativement con
sidérables. .. Il en ressort une explication toute 
naturelle de plusieurs faits expérimentaux... de

vant lesquels les anciennes méthodes, auxquelles on 
doit pourtant l'essor merveilleux de notre science, 
restaient impuissantes malgré les plus grands 
efforts. 

E é assim, sem sobressaltos nem agressivas im
pos ições de doutrina, que ê le conduz os conser
vadores ao limiar da relatividade geral. 

Na mesma ordem de idéias, e ainda como exem
plos da sua maneira de reduzir e generalizar, more 
geométrico, podem citar-se os seus comentários 
às equações relativistas da mecânica atómica C e 
à teoria unitária do espaço físico. (i> 

Da sua obra didática, todos conhecem as Lestoni 
di Meccanica Rationale, em colaboração com 
U . Amaldi, onde figuram muitas concepções ori
ginais, entre as quais se destacam os métodos de 
investigação das soluções particulares dos siste
mas dinâmicos ; e as Lessioni di Calcolo differen-
siale assoluto. 

E aqui tomamos contacto, neste breve comen
tário à obra do insigne Professor, com um dos 
mais notáveis padrões da sua glória. Se é certo 
ter sido Christoffel, pouco tempo depois de criada 
a geometria de Riemann, quem primeiro advertiu 
que as derivadas parciais das grandezas, que hoje 
chamamos componentes dum tensor, não são, em 
geral, componentes doutro tensor (circunstância 
fundamental na estruturação do Cálculo diferencial 
absoluto), a verdade é que a criação da Anál ise 
tensorial se deve, quási integralmente a Ricci 
Curbastro. Desde 1887 até ao fim da vida, foi essa 
a sua grande tarefa, da qual é notável resumo a 
memória Méthodes de Calcul Différentiel Absolu 
et leurs applications, publicada, em francês, em 
1901, nos Mathemalische Annalen (tomo 54), a 
convite de Klein, e redigida pelo mesmo Ricci e 
por Levi-Civita, í r , ) seu discípulo. Da obra de Ricci, 
a quem ê le atribuiu sempre todos os direitos de 

(t) L'Enseignement mathématique - ano XXI, Junho de 
1920. 

'-> Bolonha—N. Zanichetli. 
<a> Diracsche und Schrõdingersche Gleichungen (Beri-

chte der Preussischen Akademle) (1933). 
W Berichte, etc. (1929). 
í5> Existe uma reprodução da livraria Blanchard, Paris, 

1923. 

SOCIEDADE PORTUGUESA 
D E MATEMÁTICA 

Contnou.me N* 50» 065 792 



2 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

autoria do novo algoritmo, dizia Levi-Civita, refe-
rindo-se à utilização que dela fêz, desde o princí
pio, a teoria da relatividade: Um exemplo ião cons
pícuo de especulações abstractas que conseguiram 
ser, num dado momento, essenciais para o progresso 
da filosofia natural, talvez só possa encontrar-se 
na teoria das cónicas de Apolonio, que tornou pos
sível a descoberta das leis de Kepler.(" 

Mas o que é de Levi-Civita e veio trazer nova 
luz, descobrir novos horizontes e permitir largas 
generalizações dos métodos do cálculo absoluto, 
é o conceito de transporte paralelo. m Formulada, 
mais tarde, por Weyl, sob forma intrínseca, utili
zada sistematicamente por Schouten e Struik, na 
classificação dos espaços 1 lineares, aproveitada nas 
suas últimas consequências pela geometria de Car-
tan, a noção de transporte é uma das mais fecundas 
da geometria diferencial. A sua criação seria bas
tante para tornar imperecível a memória do ilustre 
Professor. 

Mas há, na obra de Levi-Civita, outros monu
mentos de alta valia. O problema da regularização, 
na teoria das equações diferenciais (principal
mente, os seus comentários à obra de Painlevé e 
Sundman, respeitante ao problema dos três cor
pos); a teoria das características dos sistemas di
ferenciais, aplicada à propagação das ondas e à 

interpretação da dualidade onda-corpusculo da 
mecânica atómica ; as teorias da luz, do potencial, 
dos invariantes adiabáticos ; a aerodinâmica, a 
teoria ergódica; quãsi todos os domínios da Aná
lise, da Mecânica, da Física Matemática foram 
enriquecidos, nalgum incidente ou nalgum capí
tulo fundamental, pela originalidade dos seus con
ceitos, pela nitidez da sua exposição, ou pela agu
deza da sua crítica. Na sua obra, não se encontra 
nunca (e o deslise podia ser involuntário) o dis
farce duma obscuridade, ou a imposição insegura 
duma idéia. Não se sabe que mais deva admirar-se 
nos seus escritos : se a capacidade de criar, se o 
dom de esclarecer; nem que mais deva louvar-se 
no seu discurso: se a segurança e clareza do racio
cínio, se o poder de intuição. Familiar de quási 
todos os domínios do pensamento matemático, 
revela-se na sua obra o prazer de relacionar dou
trinas aparentemente estranhas, num salutar an
seio de unidade do conhecimento ; e o desejo de 
iluminar, com a certeza duma verdade incontro
versa, a possível dúvida duma idéia nova. 

Dèscance em paz o grande Mestre. 

(" Conferência feita em Barcelona, em Janeiro de 1921. 
'-' Nozione di parallelismo in una varietá qaalunque 
Palermo-1917. 

L E S O R I G I N E S D E S N O T I O N S M A T H É M A T I Q U E S 

Da conferência realizada no Instituto Francês de Lisboa, em Janeiro de 1043, pelo Prof. M. Frèchet 

Monsieur le Ministre, Monsieur le Directeur, 
Mesdames, Messieurs. 

Je ressens très vivement l'honneur qui m'a été 
fait en m'invitant à parler devant vous et j'en 
remercie M.le Directeur de l* Institut français. Je 
ne dois pas, toutefois oublier que cette invitation 
n'a été rendue possible que par l'initiative de 
l'Institut de Haute Culture du Portugal qui m'avait 
spontanément proposé de venir ici faire des con
férences 1 devant les trois Univers i tés portugaises 
et qui a ainsi rendu ce voyage possible. 

Votre Institut de Haute Culture est une très 
importante création qui joue ici le m ê m e rôle que 
le Conseil Supérieur des Investigations Scienti
fiques en Espagne et le Conseil Supérieur des 
Recherches Scientifiques en France ainsi que les 
Institutions analogues dans d'autres pays. 11 faut 
reconnaître que la création de ces Institutions a 
contribué dans une large mesure à améliorer 
grandement l'état d'esprit du grand public vis à vis 
de la recherche. On considérait qu'un professeur 
d'Université pouvait si cela lui faisait plaisir faire 
de la recherche en dehors de son enseignement, 

mais qu'il suffisait de l'encourager par de bonnes 
paroles. Grâce à l'action de ces Institutions nou
velles, on admet maintenant de plus en plus que 
si un professeur de Faculté doit avant tout comme 
auparavant, se consacrer à son enseignement, il 
ne remplit pas tout son devoir s'il ne contribue 
pas lu i -même au progrès de la Science. Comme 
auparavant, le professeur doit conserver à l'ensei
gnement un niveau correspondant à celui des 
é lèves , et par suite, s'abstenir de faire allusion 
aux recherches les plus récentes devant les étu
diants qui commencent leurs études, si ces récents 
résultats ne simplifient pas ou ne rectifient pas 
les résultats anciens. Mais on admet aussi que 
seul le professeur qui fait des recherches a éta
bli sa supériorité intellectuelle par rapport à la 
moyenne de ses étudiants, que seul il est capable 
de se rendre plainement compte de la valeur de 
ce qu'il enseigne. 

Parlant des pays dont je connais le mieux l'or
ganisation universitaire je puis dire qu'en France, 
en Allemagne, en Italie, par exemple il y a bien 
longtemps qu'aucune personne ne peut être 



G A Z E T A D E MATEMÁTICA 3 

nommé professeur d'Université ou maître de con
férences , sans avoir apporté une contribution ori
ginale aux progrès de la Science. Mais c'est grâce 
à la création récente de corps analogues à l'Insti
tut de Haute Culture que la notion s'est répandue 
dans ces pays que cela ne suffit pas et que le 
professeur, une fois nommé doit continuer à faire 
des recherches. 

Je sais d'ailleurs et je l'en félicite que le Gou
vernement portugais ne s'est pas contenté de créer 
l'Institut de Haute Culture mais qu'il l'honore de 
sa confiance et est disposé á lui fournir tous les 
moyens dont il a besoin. 

Mesdames, Messieurs. 

Je ne connaissais pas le Portugal et je suis très 
heureux d'avoir eu cette occasion de contempler 
vos magnifiques paysages, de jouir de l'affabilité 
de ses habitants. Mais fallait-il, pour ce plaisir 
égoïste, quitter ma famille restée á Paris à un 
moment aussi difficile, où tant d'incertitudes l'en
tourent, où tant de dangers la menacent? Je n'au
rais pu m'y décider si je n'avais eu la persuasion 
d'accomplir en m ê m e temps un devoir. E n venant 
ici, je crois ajouter un témoignage de plus, bien 
faible, bien modeste mais réel cependant de la 
vitalité de la France, de sa présence partout où 
l'on travaille, de la continuation de son activité 
partout où celle-ci n'est pas entravée par les cir
constances. 

Certes nous avons traversé des heures d é s e s 
pérées , où tout paraissait s'éffondrer, où un abîme 
semblait s'ouvrir devant nous. Mais si la France 
a eu bien souvent des heures de grandeur et de 
gloire, elle avait aussi connu plusieurs fois des 
heures d'angoisse. Sans remonter inutilement trop 
haut, sa situation en 1815, en 1870, n'était pas moins 
grave que maintenant. E t pourtant, chaque fois 
nous nous sommes re levés , nous avons retrouvé 
notre prospérité, nous avons reconquis notre place 
dans le monde. Cette fois encore, la France renaît 
à l'espoir, elle vit, elle travaille. El le est prête 
à reconnaître que d'autres nations ont apporté 
d'immenses contributions aux progrès de l'huma
nité. Mais elle croît y avoir aussi participé et elle 
veut montrer par mille moyens et en particulier 
par la mission qui m'a été confiée, qu'elle n'entend 
renoncer á aucune activité féconde. 

. . . j e vais vous exposer mes vues personnelles 
sur les origines des notions mathématiques. Peut 
être certains esprits, d'avance d'accord avec moi, 
risqueraient-ils de considérer mon exposé comme 
superflu, comme ne faisant que répéter des véri

tés évidentes . Je crois donc nécessaire de rappe
ler que des vues très différentes ou m ê m e oppo
s é e s ont été soutenues par des esprits aussi 
éminents , disons par des génies , tels que Des
cartes et Kant et au sujet desquelles je vous ren
voie aux citations figurant sur ce tableau. 

Dans ce qui suit, j'aurai à employer quelques 
termes techniques dont je n'aurai pas le temps 
de rappeler les définitions. Je supplie ceux de 
mes auditeurs qui auraient oublié ces définitions 
de ne pas croire qu'ils seront arrêtés par une 
telle lacune. Ces termes techniques qui jouent 
un rôle essentiel dans mes autres conférences, ne 
sont ici que pour illustrer ma Thèse , à titre 
d'exemples qui peuvent être négl igés sans que 
cesse d'être intélligible la ligne générale de mes 
explications. 

Je commencerai pour vous en faciliter l'orien
tation, par un bref résumé de ma conférence. 

Conférence du professeur Fréchet 

M. Fréchet a rappelé qu'un certain nombre des 
plus illustres mathématiciens et philosophes, entre 
autres Descartes et Kant —mais non tous —ont sou
tenu que les notions mathématiques fondamen
tales étaient latentes dans notre esprit indépen
damment de toute expérience. 

M. Fréchet a défendu une thèse différente, en 
montrant par de nombreux exemples qu'on peut 
classer les notions mathématiques en deux gran
des catégories : L e s unes (comme le nombre 
entier, la droite, l'aire, le volume, la symétrie , le 
moment d'une force ) nous sont imposées par 
la technique par l'observation du monde sensible; 
mais ce sont des notions abstraites et simples que 
nous substituons à des réalités trop complexes 
pour donner prise à la Logique. Cette substitution 
ne sera d'ailleurs utile que si l'objet réel possède 
d'une façon suffisamment approchée les proprié
tés de son image mathématique. 

Les notions mathématiques de la seconde caté
gorie reposent sur des artifices issus du génie de 
l'homme. Sans être indispensables, elles lui per
mettent des raisonnements directs plus simples 
(grâce, par exemple, à l'introduction des nombres 
négatifs des nombres imaginaires, etc.). Ou bien 
elles ramènent certaines démonstrations à d'au
tres, (grâce aux transformations par inversion, 
par dualité, etc.). Ou bien encore, elles évitent 
de répéter dans plusieurs applications de raison
nements identiques, et sont par exemple à la base 
de la théorie vectorielle, de celle des groupes 
abstraits, de l'Analyse générale, etc. 
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Q U A D R A T U R A D O C Í R C U L O 

(De Marcel Boll — Les étapes des Mathématiques — Paris, 1942 — p. 79-80) 

Os geómetras da antiguidade foram todos atin
gidos pela fúria da quadratura; e Aristófanes'", 
no século V a. C , já os metia a ridículo ! 

Uma história dos quadradores foi publicada em 
1754 : «homens, na maioria apenas iniciados 11a 
geometria, que tentam quadrar o círculo e teimam 
em manter paralogismos absurdos para uma solu
ção do problema». 

A situação não mudara em 1831 : «Sem cessar, 
novos quadradores assaltam as agremiações cien
tificas e sustentam os seus erros com uma teimo
sia e uma jactância invencíveis». 

Segundo uma maliciosa observação de Fran
cisco Arago'-', a quadratura do círculo é uma 
doença que grassa sobretudo na primavera m . 

Todos os anos, de pauvres esprits, que não pos
suem decerto as primeiras noções das coisas deque 
falam <4>, anunciam às academias e ao público que 
encontraram (!) a razão exacta da circunferência 
para o seu diâmetro! Bem entendido, esta rasão 
exacta difere dum inventor para outro e está 
errada geralmente a partir do segundo decimal < 5 ) . 

A Academia das Ciências tomou, de há muito, 
a decisão de não se ocupar mais das memórias 
que tratam dêste problema, como das que pros
seguem na investigação do moto contínuo. 

Haverá mal nisso ? 
Não, evidentemente. E l a bem sabe que assu

mindo esta atitude não se arrisca a perder nenhuma 
descoberta séria. 

A opinião dos seus membros resume-se mais 
ou menos no seguinte : «comparámos a probabi
lidade de que um sábio ignorado descubra um re
sultado contrário àquilo que é sabido de há muito, 
com a probabilidade de que exista mais um louco 
na Terra ; a segunda probabilidade pareceu-nos 
maior» "'. 
_ _ _ _ _ _ (tradução de A. S. C.) 

(•) Aristófanes (450-386 ? a. C.) o mais célebre poeta satí
rico grego. (N. T.) . 

'"-> Francisco Arago (1786-1853) um dos mais ilustres sá
bios franceses do século XIX, deixou uma obra notável na 
física e na astronomia. Foi o primeiro aluno da École Poly
technique que votou contra o consulado vitalício de Napo
leão Bonaparte. (N. T.) . 

01 O tradutor deveria ter posto outono em vez de prima
vera, se tomasse em consideração a mudança de coordena
das geográficas. (N. T.) . 

<*> O caso é igual ao dos que inventam sistemas de jõgo 
para vencer na roleta e no trente-et-qaarante. 

<*) Pierre Boatroux, L'idéal scientifique des mathémati
ciens, 1920. 

(6) Deve esclarecer-se que o autor do texto se refere à 
Academia das Ciências de Paris. (N. T.) . 

<"> Henri Poincaré, La science et l'hypothèse, 19G2. 

A P L I C A Ç Ã O D O C Á L C U L O D A S P R O B A B I L I D A D E S À R E S O L U Ç Ã O 
D E U M P R O B L E M A D E B I O L O G I A 

por A. QUINTANILHA (I), H. B. RIBEIRO [Centro de Estudos Matemáticos) (II), L . W. S T E V E N S (III) 

I 

Nos Basidiomicetos, fungos superiores de cuja 
genética nos vimos ocupando, desapareceram to
dos os vest ígios de órgãos sexuais. A conjugação 
é somàtogâmica, quere dizer, realiza-se por fusão 
de filamentos somáticos que misturam os seus 
protoplasmas e formam a primeira parelha de 
núcleos. Êste primeirodicárion muitiplica-se agora 
por divisões conjugadas, dando origem a um mi-
célio secundário, que vai produzir mais tarde, nas 
formas superiores, asfrutificações ou chapéus. Aqui 
os basidios, células que vão dar os esporos, pos
suem dois núcleos de sexo diferente provenien
tes, por divisões sucessivas e conjugadas daquele 
primeiro dicárion que jà vimos como se formava. 
Num dado momento estes dois núcleos conju-
gam-se e dão origem a um núcleo único diploïde, 
isto é, com um número duplo de cromosomas. 

A isto se reduz, nos Basidiomicetos, o acto sexual 
— uma plàsmogamia (fusão de plasmas) seguida 
mais tarde de uma càriogamia (fusão nuclear). 
Agora cada um dêstes núcleos diploides divi-
de-se duas vezes seguidas e produz os quatro 
núcleos haploïdes (com o número simples de 
cromosomas) dos quatro esporos que se vão 
formar. 

Estes esporos são os órgãos de multiplicação 
dos Basidiomicetos; levados pelo vento ou pelas 
águas vão germinar, como as sementes das plan
tas superiores, e produzir uma nova geração de 
indivíduos. 

Se semearmos agora os esporos isoladamente 
verificamos que em certas espéc ies estas culturas 
monospóricas produzem micélios secundários, com 
basidios binucleados e um ciclo sexual completo. 
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Chamamos a estas espéc ies homotálicas e verifi . 
camos que elas se conduzem, sob êste ponto de 
vista, como as plantas superiores com flores her
mafroditas, ou com flores masculinas e femini-
nas.no mesmo pé. E m ambos os casos um indi
víduo proveniente da germinação de um es
poro, ou de uma semente, pode produzir sòzi-
nho uma nova geração, após a realização de um 
acto s^exual. 

E m outras e spéc ie s porém estas culturas mo-
nospóricas nunca frutificam. Para se obterem 
micél ios secundários e frutificações, para que o 
acto sexual se realize, é indispensável conjugar 
dois indivíduos provenientes cada um de seu 
esporo. A estas espéc ies chamamos heterotálicas-
Elas comportam-se como as plantas superiores 
dioicas, isto é, com flores masculinas e femininas 
em pés diferentes, e necessitando por isso da coo
peração de dois indivíduos para a realização do 
acto sexual. 

Já vimos que nos Basidiomicetos não existem 
órgãos sexuais; os indivíduos que nas e spéc ie s 
heterotálicas se vão conjugar somos incapazes de 
os distinguir morfologicamente um do outro; e 
todavia não é poss ível obter frutificações pela 
conjugação de dois quaisquer indivíduos escolhi
dos ao acaso. Tudo se passa como se, apesar da 
ausência de órgãos sexuais, continuassem a exis
tir sexos diferentes, não morfologicamente, mas 
fisiológica mente, e fôsse necessário, para obter 
cruzamentos férteis, escolher dois indivíduos não 
pertencendo ao mesmo sexo. 

Assim, nas e spéc i e s heterotálicas de Basidio
micetos, não basta observar uma colecção de cul
turas monospóricas para dizer se são ou não do 
mesmo sexo; é necessário cruzar cada indivíduo 
com todos os outros. Aquê le s que derem cruza
mentos férteis, ou reacção positiva, como se diz 
vulgarmente, pertencem a sexos diferentes; os 
do mesmo sexo só dão cruzamentos estéreis, isto 
é, reacção negativa. 

Feitos todos os cruzamentos poss íve is entre 
os n indivíduos de uma colecção de culturas mo
nospóricas verifica-se que, para certas espéc ies 
heterotálicas, existem dois grupos e só dois, diga
mos a e b, de tal modo que qualquer cruzamento 
entre um indivíduo do grupo a com um outro 
do grupo b é sempre fecundo ; mas são estéreis 
todos os cruzamentos entre indivíduos do mesmo 
grupo. 

É isso que está representado no quadro I, onde 
os sinais ( + ) representam cruzamentos férteis e 
os sinais ( —) cruzamentos estéreis . 

a b 

a - + 

b — 

Quadro I 

Tudo se passa aqui como se um grupo repre
sentasse o sexo masculino e o outro o sexo femi
nino, mas ambos desprovidos dos órgãos que po
deriam permitir o reconhecimento morfológico do 
sexo. 

Nem sempre porém as coisas se passam com 
esta simplicidade. Há outras espéc ies , igualmente 
heterotálicas, onde, feitos todos os cruzamentos 
poss íve is de uma colecção de n indivíduos dois a 
dois, se verifica que, em vez de dois grupos a e b, 
como no exemplo anterior, existem quatro grupos, 
a, b, c e d, de modo que a é complementar de b, 
e c complementar de d (cf. quadro II ) . 

a b c d 

a -

b + - -

c - -
d - - '+ • — 

Quadro II 

Agora tudo se passa como se existissem quatro 
sexos diferentes e complementares dois a dois. Os 
micél ios secundários e as frutificações que se 
obtêm pelos cruzamentos de a com b, ou de c 
com d, têm exactamente o mesmo aspecto ; e na 
geração imediata voltam a aparecer os mesmos 
quatro grupos, qualquer que seja o cruzamento 
de onde se partiu. 

As espéc ies com dois grupos sexuais chamam-se 
heterotálicas bipolares; as que possuem quatro 
grupos são heterotálicas tetrapolares. Tanto numas 
como noutras há factores mendelianos responsá
veis por êste fenómeno de compatibilidade e in
compatibilidade, um par (Aa) nas espéc ies bipola
res, dois pares (Aa, Bb) nas espéc ies tetrapolares-
A disjunção faz-se, naturalmente, no momento da 
divisão de redução, quando os basídios vão pro
duzir os esporos; de modo que os dois sexos das 
formas bipolares são respectivamente A e a, e os 
quatro sexos das formas tetrapolares são repre-

http://nas.no
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sentados pelas fórmulas AB , «ó , Ab, aB . S ó são 
possíveis as combinações entre sexos complemen
tares, isto é, que não possuam qualquer factor 
comum: Axa nas formas bipolares; ABxab e 
AbxaB nas formas tetrapolares. 

Esta interpretação genética, introduzida por 
Kniep, explica perfeitamente todos os resultados 
experimentais, bem como o facto de, em cada ge
ração, os esporos de cada sexo estarem represen
tados por números rigorosamente iguais. 

Para os que se ocupam da genética, e até da 
sistemática, dos Basidiomicetos tem grande impor
tância o conhecimento da conduta sexual das dife
rentes espécies , se são homotálicas ou heterotá-
licas, bipolares ou tetrapolares. Para isso fazem-se 
culturas monospóricas e no caso destas não pas
sarem expontâneamente ao estado de micélios 
secundários, sabemos que se trata de uma espéc ie 
heterotálica. Neste caso procedemos a todos os 
cruzamentos poss íve is de cada uma das n culturas 

« 2 —« 
primárias com tôdas as outras o que nos dá 
cruzamentos. Observados agora os resultados, 
separados e agrupados por afinidades os cruza
mentos positivos e negativos, se obtivermos um 
quadro do tipo I (cf. pág. 3) estamos em presença 
de uma espéc ie bipolar; se, pelo contrário, che
garmos a um quadro do tipo II (cf. pág. 3) trata-se 
de uma espéc ie tetrapolar. 

Tudo isto parece muito simples, assim, teorica
mente explicado. Na prática, porém, as coisas são 
por vezes bastante mais complicadas. Há muitas 
espéc ies onde nunca ninguém conseguiu fazer 
germinar os esporos; e outras onde a percentagem 
de esporos germinados é tão insignificante que se 
torna dificílimo obter um número razoável de cul
turas garantidas monospóricas. Por outro lado os 
resultados observados dos cruzamentos nem sem
pre correspondem rigorosamente à expectativa 
teórica. Há casos, por exemplo, em que dois micé
lios de sexos complementares dão um cruzamento 
negativo, ou porque um dos inóculos morreu ao 
ser repicado, ou porque se desenvolvem mal nos 
meios de cultura empregados, etc., etc. Neste caso 
um quadro de bipolaridade em que certós cruza
mentos positivos falharam pode levar à conclusão 

Utilisando um esquema usual em Cálculo das 
Probabilidades, o problema proposto toma a forma 
seguinte: determinar a probabilidade P n > 1 para 
que em « lançamentos de um dado tetraédrico 

errada de que estamos em presença de uma e s p é 
cie tetrapolar. 

Mas pode ainda um cruzamento, entre micél ios 
que possuem um factor comum (ABxaB, p. ex.), 
e que devia por isso ser negativo, dar origem a 
um micélio muito difícil de distinguir dos micélios 
secundários normais. E o caso das copulações ile
gítimas, que estudamos com particular atenção e 
cujo mistério conseguimos decifrar. Neste caso 
vamos marcar com um sinal positivo uma reacção 
que devia ter sido negativa e que na realidade é 
diferente dos micélios secundários normais, mas 
por vezes muito difícil de distinguir. Se numa es
pécie tetrapolar aparecerem várias destas copula
ções ilegítimas o quadro de tetrapolaridade pode 
tomar o aspecto de um quadro bipolar. 

Finalmente pode ainda acontecer que entre as n 
culturas monospóricas que conseguimos isolar 
faltem completamente os representantes de um 
grupo sexual, ou mesmo de dois ou três, nas e s p é 
cies tetrapolares. Se esta falta dos representantes 
de um ou mais grupos vem associada com falhas 
nas reacções positivas, ou com copulações ilegíti
mas, facilmente se compreende quanto todos estes 
factores podem dificultar a interpretação dos re
sultados. 

Quanto mais pequeno fôr n maior é a probabi
lidade de que todo um grupo sexual não esteja 
representado. Mas à medida que n aumenta, cresce 
muito ràpidamente o número de cruzamentos a 

( n*—n\ . 
— - — 1 , isto é, a soma de 

trabalho para o estudo de uma espécie . 
Os únicos casos que até agora nos apareceram 

foram os de, em espéc ies tetrapolares, faltarem 
todos os representantes de um grupo, entre 
os primeiros n esporos isolados. Convinha pois 
conhecer rigorosamente qual a probabilidade 
de que tal facto se dê para cada valor de w, 
afim de reduzir ao mínimo esta probabilidade 
sem aumentar desnecessariamente o trabalho a 
efectuar. 

P oi êste o problema que pusemos ao sr. dr. Hugo 
Ribeiro e que êle quis ter a gentileza de resolver 
pelo que aqui lhe testemunhamos todo o nosso 
reconheci m ento. 

I 
/ 

regular cada uma das faces assente, pelo menos 
uma vez, no plano sôbre o qual se lança o dado. 
E êste é um problema elementar, «de provas re
petidas», de solução bem conhecida. 
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Há porém, no nosso caso, uma outra exigência 
a que tal solução não satisfaz: a expressão analí
tica da relação que liga P „ j 4 a n deverá ser tal 
que permita uma avaliação efectiva de n dado 
P,,,/,. Somos assim conduzidos a procurar uma 
tal expressão abordando directamente o problema 
da seguinte maneira: 

O problema equivale ao da determinação da 
probabilidade P„i para que tomada ao acaso uma 
entre as 4" aplicações (ou funções unívocas) dum 
conjunto de n elementos num (A,B,C,D) de 
quatro elementos A,B,CeD, nessa aplicação 
figure pelo menos uma vez cada um dos quatro 
elementos A , B, C, D (valores da função). Deter
minemos 1—P„,4, isto é a probabilidade para 
que pelo menos um dos elementos A,B,C,D 
não figure na aplicação tomada ao acaso. Um tal 
acontecimento é a soma dos seguintes quatro in
compatíveis dois a dois: 1) A não figure; 2) B 
não figure mas A figure ; 3) C não figure mas 
figurem A e B; 4) D não figure mas figurem 
A , B e C. As probabilidades em 1) e 2) são res-

3" 

pectivamente, como é fácil de ver, — e 

— — ) • A probabilidade em 3) ( 

— • 1 - 2 (1 + porque um tal 

acontecimento é o produto lógico dos dois seguin
tes : C não figure na aplicação (de probabilidade 

e A e B figurem (de probabilidade a cal

cular, com a hipótese de que C não figura, por 
1—p sendo p a soma das probabilidades dos 3 
acontecimentos incompatíveis dois a dois : B não 
figure mas sim A , A não figure mas sim B, 
nem A nem B figurem). A probabilidade em 4) é 

3" 
— • P„ ,.i onde P,,, , é a probabilidade para que, 

tomada ao acaso uma entre as 3" aplicações dum 
conjunto de n elemeutos num (A , B, C) de três 
elementos, nessa aplicação figure, pelo menos 
uma vez, cada um dos três elementos A ,B ,C. 

3» 3" / 2»\ 
Tem-se, pois, 1 - P*,,, -, = — + — 1̂ —^7 ) + 

+ 
3» 
4" 

E haverá agora que calcular P„,.s (o que se fará 
procedendo anàlogamente ao que se acaba de 

referir) obtendo-se 1 

2" 
1 - 2 

J _ 
an donde P„ 

3» \ 

2 " - l 

_ j _ 

Tem-se finalmente 1 — P,, 

ou P„ 
4"-

3"-3.2"-'+l__ 
4»-' 

— 3 " + 3 . 2 » - 1 - l 
4»-' 2"-> 4"-' 4» 
O dr. José da Silva Paulo que quis fazer o favor 

de efectuar os cálculos determinou 
P , « 0,834 , P,,.,, s 0,990 , /*„;* * • 

O professor Quintanilha considera, além do 
caso que deu origem ao problema anterior, dois 
outros para os quais convém indicar aqui os re
sultados que se obtêm, aliás de modo imediato. 
Um é o das formas bipolares, em há dois grupos 
igualmente numerosos. Aqui a probabilidade de 

1 
que faltem os elementos de um grupo é ^ • 

O outro caso é o das formas tetrapolares, em que 
há 4 grupos A , B , C, D igualmente numerosos 
onde A é complementar de B e C complementar 
de D . Aqui a probabilidade de que faltem simul
taneamente os elementos de A e B ou de C e D 

é também 
2»-' 

Já depois de redigida esta pequena nota, e 
por amável interferência do Eng. Fernando Car
valho x\raújo, soubemos que uma expresssão ana
lítica muito geral, igualmente util isável na reso
lução do problema, fôra posta em relêvo já em 
1937 pelo matemático inglês W. L . Stevens ; 
e tivemos o prazer de discutir a questão com o 
próprio autor e verificar que da sua igualdade 
resulta, de facto, em particular, a relação a que 
chegámos. 

Procurámos, então, obter também (o que desde 
início se nos afigurara tarefa simples) uma igual
dade para o caso geral, seguindo o caminho muito 
elementar e muito directo que tínhamos já tomado 
para s =4 . 

O resultado a que chegámos é o seguinte : 
1 1 

com í 1 

1 -

se 
- 1 - í 

Estamos muito agradecidos a W. L . Stevens 
pela prontidão com que acedeu a publicar, aqui> 
os seus resultados. 
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I I I 

Consideremos a série das potências de ordem s 
dos números naturais começando em zero e as 
diferenças sucessivas destas potências. 

Expressões gerais 

0' 
4(0») 

1' A? (O") 
A ( l ) 

A? (O") 
A3 (O) 

2» 
A ( l ) 

A2(l«) 
A3 (O) 

» ( * ) 

A2(l«) 

A 3 ao 3' 
» ( * ) 

A 2 (2") 
4(3' ) 

A 2 (2") 
A3 (2') 

4' 
4(3' ) 

A-'(3») 

5' 
A (4-) 

Exemplo, s = í> 

0 
1 

1 
31 

30 
150 

32 180 240 
211 390 120 

243 
781 

570 
750 

360 

1024 
2101 

1320 

3125 

As quantidades na margem superior da tabela 
podem chamar-se «diferenças iniciais das potên
cias de ordem 5 de zero» e obedecem à equação 
operacional tf = E"(0s) - (1 +á)"(0") = (0") + « A ( 0 " ) + 

n(n—l) n! 
+ tf ( ( > • ) + • • • + ; — - A"(0<) + ..-• + A»(0") 

2 (n — r)!r! 
para todos os valores de M es (A"(0') = 0 se p>s). 

Consideremos agora o seguinte problema : Da
dos s elementos diferentes e n classes, de quantas 
maneiras poderemos distribuir os s elementos 
pelas » classes, de tal modo que r das classes 
fiquem ocupadas e n—r desocupadas? 

Seja u„ o número de maneiras de distribuir os 
s elementos por um certo e determinado grupo 
de r classes. É evidente que « 0 s = 0, e ups=0 
quando p > s . 

Então o número de maneiras de distribuir os 
s elementos por quaisquer r classes é dado por 

Hl 
«,.. visto n!<(n — r)!r! ser o número de 

(«—r)!r! 
alternativas para a escolha de r classes dentro 
das « consideradas. 

Contudo o número total de maneiras de colo
carmos 5 elementos em « classes, sem restrições, 
é B* porque cada elemento se pode colocar em 
qualquer das n classes. 

Somando para todos os valores poss íve is de r 
n(n--l) »/ 

teremos u„, + nuls-i «.,,-! 1 «,., + 
2 \n — r)!r! 

H bu,„ — n" equação que é satisfeita para todos 
os valores de n e s . 

Comparando-a com a equação anterior vê-se 
que 7 / „ = A R (0"). 

Se supozermos ainda que cada elemento tem a 
mesma probabilidade, de cair em qualquer das 
« classes, então todos estes arranjos são igual
mente prováveis e a lei de distribuição de r, 
número de classes ocupadas, obtém-se dividindo 
por n' os têrmos da equação achada. 

i - .. I Hl 
O têrmo geral será — • A' (0"). 

«• (n-r)lr! v 

A s quantidades — âi'(0*j foram tabeladas por 
Stevens (1937) e a tabela foi reimpressa por 
Fisher e Yates. 

Exemplo : Um fungo é caracterizado por 4 tipos 
sexuais igualmente prováveis . Qual a grandeza 
da amostra a escolher que nos garanta uma con
fiança razoável no aparecimento dos 4 tipos 
sexuais ? 

Teremos « = 4, r = 4 
4/ a«(0") 

Probabilidade P = — • 
4' 4/ \ 

Da tabela obtém-se 

S 

AM0>) 

4/ P 

10 34105 73,48 ° o 
15 423.5595 94,67 
20 4.52321x10'' 98,73 « « 

etc. 

Referências 

W . L . Stevens (1937), The Significance of Grou
ping Annals of Eugenics 8, pp. 57-69. 

R. A. Fisher & F . Yates, Statistical Tables for 
Biological, Agricultural and Medical Research 
Oliver and Boyd, Edinburgh, Scotland. 



G A Z E T A D E MATEMÁTICA 9 

R E S O L U Ç Ã O G R Á F I C A D A E Q U A Ç Ã O A L G É B R I C A 

D O 2 . ° G R A U A U M A I N C Ó G N I T A 

por JOSÉ DA SILVA P A U L O 

Vários são os métodos, e bem conhecidos, ge
ralmente usados para a resolução gráfica da equa
ção do 2.° grau a uma incógnita. Quási todos os 
livros elementares tratam o assunto, mas os mé-

y 

 

y 

Figura 1 

todos geralmente usados sómente têm aplicação 
no caso em que as raízes da equação são reais. 

Nesta nota exporemos dois dêles e apresenta
remos outros dois aplicáveis ao caso das raízes 
da equação serem números complexos. 

Consideremos a equação algébrica do 2.° grau 
reduzida à forma 1) x!+px+q=0 e façamos 
2) y = xz e Z) y="—px—q; é evidente que os 
valores de x que satisfazem simultaneamente a 
2) e 3) são as raízes de 1); de modo que esta 
última equação se pode resolver graficamente 
determinando as abscissas dos pontos de encon
tro da parábola 2) com a recta 3) fig. 1. 

É êste um dos métodos que dá as raízes reais 
da equação 1), se esta as tiver. Assim, se a recta 
encontra a parábola em dois pontos, 1) terá duas 
raízes reais, ambas positivas, ambas negativas, 
uma positiva e uma negativa, ou uma nula e outra 
não nula, conforme os dois pontos são ambos do 
V quadrante, ambos do 2.°, um do V e outro do 2.°, 
ou em que um dos pontos é a origem; se a recta 
é tangente à parábola, 1) terá uma raiz dupla, posi
tiva, negativa ou nula ; e finalmente se as linhas 
2) e 3) não se encontram, a equação 1) terá raízes 
que são números complexos, os quais não podem 

ser determinados graficamente por êste pro
cesso. 

Vejamos agora um outro método que se baseia 
em propriedades das cordas de uma circunfe
rência. 

Recorda-se que «se duas ou mais cordas de uma 
circunferência, se encontram num ponto do inte
rior do círculo, cada uma delas é dividida pelo 
ponto de intersecção em dois segmentos cujo pro
duto é constante». 

Consideremos ainda a equação 1) e dois eixos 
coordenados rectangulares (fig. 2). Marquemos 
sôbre um dêles (o dos xx por exemplo) um 
segmento O C = — p/2 e sôbre o outro os segmentos 
OE= I q I e OD=+l, tendo em conta o sinal de p 
e tomando OD o sinal + ou —, conforme q fôr 
positivo ou negativo (no caso da figura supõe-se 
q < 0 ) . 

Determinemos uma circunferência que passe 
pelos pontos D e E (levantando a perpendicular 
ao meio de DE) e cujo centro O1 tenha a abscissa 
de C, isto é, —p/2; esta circunferência, no caso 
geral, e se as raízes de 1) forem reais, encontrará 
o eixo dos xx em dois pontos A e B cujas abs-

y 

v' 
Figura 2 

cissas são as raízes de 1) . Efectivamente é 
ÕC=(ÕÃ + ÕB):2 ou seja ÕÃ + ÕB=2ÕC=-p 
e ÕÃxÕB = ÕDxUE=\q\x{±l)=q, donde ÕÃ 
e OB , abscissas de A e B, são as raízes de 1) 
pois a sua soma é — p e o seu produto q. 
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É claro que, como no método anterior, 3 casos 
podem apresentar-se: 1.°) a circunferência de cen
tro O', corta em dois pontos o eixo dos xx (situa
dos ambos para o mesmo lado de Oy , ou um de 
um lado e outro do outro) ; 2° a circunferência é 

Figura 5 

tangente a Ox; não encontra Ox, e assim 
terá I ) duas raízes reais (ambas positivas, ambas 
negativas ou uma positiva e uma negativa), uma 
raiz dupla, ou raízes que são números complexos j 

e neste último caso ainda o método não permite 
determinar o seu valor. Note-se que o método 
ainda se emprega com uma pequena variante no 
caso de haver uma raiz nula. 

Dêste modo se quisermos resolver graficamente 
a equação 1) quando as suas raízes são imaginá
rias teremos que recorrer a outros métodos. 
O primeiro que apresentamos encontramo-lo no 
livro «Graphie Álgebra» de Schultz, e consiste no 
seguinte: A equação 1) no caso de as suas 
raízes serem números complexos da forma a + bi 
pode escrever-se, como é obvio, sob a forma 
4) xz—2ax+az + bl = 0. Consideremos agora a pa
rábola 5) y = x- e a recta 6) y = 2ax —(à' + b1). 

É claro que neste caso não se encontram as 
linhas 5) e 6) por as raízes de 1) serem imagi
nárias. 

Tracemos uma corda qualquer AB da pará
bola 5) mas paralela à recta 0), (fig. 3). Esta corda 
terá por equação 7) y=2ax+r, sendo r a or
denada na origem, e notando que AB deve ter o 
o mesmo coeficiente angular, 2a , que 6) . As abs
cissas dos pontos extremos A e B são os valo
res de .v soluções comuns a 7) e 5) ou seja 
xi=a+ y'at~+r e x2 = a— tfa? +r; e o ponto mé
dio M de AB terá a abscissa X3=(Xi + x2):2=a. 
Determinemos o ponto da recta 6) cuja abscissa 

è a , isto é o ponto D , e calculemos a sua orde. 
nada. Da figura B tira-se que EF= a . 2a — 2a2, 
visto 2a ser a tangente do ângulo FDE igual ao que 
a recta 6) forma com a parte positiva do eixo 
dos xx ; então a ordenada de D é em valor abso
luto a- + b2—2a- = b2~az, como facilmente se v ê . 

Tracemos finalmente a corda A'B' da parábola 5) 
paralela à recta 0) e cuja ordenada na origem é 
em valor absoluto b-—a'i ou seja o comprimento 
do segmento OE\ a equação desta corda é 
y = 2ax+b* —a'- e as suas extremidades terão por 
abscissas os valores a + b e a—b. Como o ponto 
M\, médio da corda A' B\ tem a abscissa OC=a, 
o segmento CG é então igual a b , determinan-
do-se assim graficamente o valor das raízes a + bi 
da equação 4), pelo conhecimento de a e b. 

O outro método, que a seguir expomos, muito 
mais simples que êste, não o vimos ainda tratado 
em qualquer livro, e isto possivelmente porque 
se baseia no problema bem conhecido da deter
minação do afixo dum complexo de que se conhece 
a norma a-+b2, e a parte real a. 

Da comparação de 1) e 4) conclue-se que 
8) a=-p\2 e 9 ) « ' + 62 = ? . 

Tomemos para variáveis a e b; nestas condi
ções a equação 8) representa, em coordenadas 
rectangulares, uma recta paralela ao eixo dos bb 

b 

1 0 l 
a' 

b' 

Figura 4 

(fig. 4) e 9) representa uma circunferência de 
raio y q e centro na origem. Os pontos, A e B, 
de encontro da recta e da circunferência tem por 
coordenadas, respectivamente, ta,b) e (a,—b), 
coordenadas que são exactamente a parte real e 
o coeficiente da parte imaginária dos números 
complexos a±_bi raízes de 4). 
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Exames de Apt idão às Escolas Superiores (1941) 

Licenciaturas em ciências fisico-quimicas e em ciências 
matemáticas, cursos preparatórios das escolas milita
res e de engenheiro geógrafo. —Outubro de 1941. 

Ponto n.° 2 

892—Determine os valores de x que satisfazem 
à inequação (2*2 - IQlx +14) : (* 2 - 3* + 2) > 1. 
R : A inequação proposta é equivalente à seguinte 
(x2—7x+12) : (x ? —3x+2)^>0; e como as raizes do 
trinómio numerador são 4 e 3 e as do denominador 
1 e 2 , as soluções da desigualdade são os valores 
x > 4 , x < l e 2 < x < 3 . 

893 — Enuncie os teoremas que permitem de
duzir o sinal do valor numérico do trinómio 
axz + bx+c para os diferentes valores de x. 

894 — Escreva o têrmo médio do desenvolvi

mento de 

médio i S C| 

2—i 
3» 

' i t2-i 
2 V 3/ , 

r) 2 - i 
3i 

= 70 

R : O têrmo 

1 4 - 4 Í + 1 
16 - 9 

35. (5 -4 i ) 

895 — Calcule, por logaritmos, a área de um 
paralelogramo cujos lados têm por comprimento 
18m,329 e 7»,623, sendo 136° 37'16" o ângulo de 
dois lados consecutivos. R : Se tomarmos o lado 
maior para base a altura do paralelogramo será 
h - 7,623 sen 136° 37' 16" , e a área A = 18,392 x 
x 7 , 6 2 3 s e n 4 3 ° 22' 44" donde log A = log 18,392 + 
+ log 7,623 + log sen 43° 22' 44" = 1,26463 +0,88213 + 
+1,83684=1,98360 donde A=96,094 m 2 . 

896 — Sendo x um dos ângulos cujo seno é y 
escreva a expressão dos ângulos que tem êsse 
mesmo seno. R: Se x é dado em radianos a ex
pressão geral dos arcos com o mesmo seno que x 
è u=nw+(—l)"x. 

897 — Verifique a identidade : tg2 a — tg2 b = 
=sen (a + b) sen (a — b): cos- a cos 2 b . R : O pri
meiro membro da igualdade è tg2 b — tg2 a = sen 2 a : 
: cos 2a—sen 2b : cos 2 b = (sen 2 a cos 2 b—sen 2bcos 2a) : 
: cos 2a cos 2 b= [(sen a cos b+sen b cos a) (sen a cos b — 
— senbcosa)] : cos2acos'-b==sen(a + b)sen (a—b) : 
: cos 2 a cos 2 b . 

898 — Figure um diâmetro AB da circunferên
cia de centro O e o raio OC perpendicular a AB. 
Una A com C. Prolongue OC marcando CD=AC. 
Una D com A e com B. Determine : 1.° o valor 

do ângulo A CO; 2.° o valor do ângulo ADB. 
R : O ângulo A C O mede 45° por ser um ângulo 
inscrito e o arco compreendido entre os seus lados 
medir 90°. O ângulo A D B é o dobro do ângulo 
A D C e este è um ângulo da base do triângulo isos
celes A C D . Como o ângulo oposto à base deste 
triângulo mede 45° a soma dos outros dois, que é 
igual à medida do ângulo A D B , è 135°. 

899 — iQue entende por números primos e por 
números primos entre si? Demonstre recorrendo 
ao método da decomposição em factores primos, 
que, sendo a primo com b, também a" é primo 
com b. R : Números primos são aqueles que só 
admitem como divisores o próprio número e a uni
dade ; primos entre si são os números cujo máximo 
divisor comum è a unidade. Se a é primo com b 
nas suas decomposições em factores primos não 
existem factores comuns. Se n é um inteiro posi
tivo a elevação de & à potência n não introduz na 
decomposição de a" factores primos diferentes dos 
de a ; logo a" é primo com b se n fôr um inteiro 
positivo. 

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto 

Ponto n.° 2 

900 — Enuncie as relações que permitem deter
minar a natureza das raízes da equação do segundo 
grau a uma incógnita, sem a resolver. Aplique-as à 
equação 2xl—Ax—1=0. R: A equação proposta tem 
o descriminante 16+4. 2.1 > 0. As raises são por 
isso reais; são de sinais contrários em vista de 
ser negativo o seu produto ; e a maior é positiva 
por a soma das raízes ser positiva. 

901 — Transforme a expressão (x : 2 — y : 3)' 
num polinómio ordenado segundo as potências 
decrescentes de x. R : (x : 2—y : 3)-*=(x : 2)*— 
- 4 (x : 2)3 (y ; 3) 2+6 (x : 2)' (y : 3 ) 2 - 4 (x : 2) (y : 3)'+ 
+(y:3)3. 

902 — Simplifique a fracção *2 + x : 2 -1: 2 
. r 2 - 3 * : 2 + l :2 

R : As raízes dos polinómios numerador e deno
minador são respectivamente — l , + l / 2 ; e 1 ,1 /2» 
Logo a fracção pode escrever-se 

( x + l ) ( x - l : 2 ) x+1 
( x - l ) ( x - l : 2 ) x - 1 -

903 — Calcule por logaritmos o valor da ex
pressão l/sen a cos | : 2 tg2 p/2 para «=101° 20'10" 
e p=121° 8'20" . R : A expressão proposta é um 

Ã 
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número complexo pois cos 3 è negativo ; os alu
nos do curso liceal não sabem calcular o logaritmo 
de um número negativo. 

904 — Calcule a superfície lateral de um cone 
recto de base circular, conhecido o raio da base 
igual a 10,23 metros e a altura igual a 51,34 metros. 

R : A geratris do cone é \ /iÃ23' 2 + 5134 a = 52,34 
e a área lateral do cone è então A = TCX52,34X 
10,23=1682,78 metros. 

905 — Sendo dada a base dum triângulo, o ân
gulo oposto e a razão dos lados deste, construir o 
triângulo. (Lembra-se a relação existente entre 
os lados do ângulo dum triângulo e os segmentos 
intersectados no terceiro pela bissectriz). R : Divi-
de-se o segmento A B da base na razão dos dois 
lados, determinando-se o ponto D por onde passa a 
bissectriz do ângulo oposto à base. Então o segmento 
A D deve ser visto do vértice C do triângulo sob o 
ângulo cuja medida ê metade da do ângulo em C ; e o 
mesmo acontece com o segmento D B . O ponto C 
è, por isso, o ponto de encontro dos dois arcos de 
circunferência, lugares geométricos dos pontos dos 
quais se vêem os segmentos A D c DB sob os ân
gulos dados. 

906 — Diga o que é uma progressão aritmética 
e uma progressão geométrica. D ê um exemplo de 
uma e outra. R: Uma progressão aritmética ê uma 
sucessão de números em que é constante a diferença 
de cada um para o anterior; e uma progressão 
geométrica, uma sucessão de números em que ê 
constante a rasão de um têrmo para o anterior. 
Exemplos ; da primeira a sucessão dos números 
inteiros; da segunda a sucessão das potências 
de 2 . 

Soluções dos n. o s 892 a 906 de J . da Silva Paulo. 

Instituto Superior de Agronomia 
Ponto n.» 1 

907 — Determine o parâmetro m de modo que 
as raízes da equação xi—2mx+2—m=0 sejam 
reais e positivas. R : Se designarmos por A , P e S 
respectivamente o discriminante da equação, o pro
duto e a soma das suas raizes, m deverá satisfazer 
simultaneamente às relações: A > 0 , P > 0 e S > 0 
ou m 2 +m —2>0, 2—m>0e m > 0 ou, finalmente, 
0 < m < 2 e m < — 2 o« m > l . O parâmetro m deverá 
então ser considerado de modo a satisfazer simul
taneamente às j relações anteriores e ê, por isso, 
qualquer número real do intervalo restrito (1, 2) 
isto é, 1 < m < 2 . 

908 — Sendo xt = 2 e yi = 7 uma solução da 
equação 2x+3y = c, determine c e calcule todas 

as soluções inteiras e positivas da referida equa
ção. R: Por definição de raiz ter-se-á 2x2- | -3x7=c 
donde c=25 . Por outro lado as soluções inteiras e 
positivas da equação, são dadas pelas expressões 
x=2 + 38 e y = 7—2s onde a designa um inteiro que 
satisfaça às relações 2 + 3 õ > 0 e 7—28>0 ou seja 
6 = 0 , 1 , 2 , 3 . As soluções inteiras e positivas são 
por isso x=2 ; 5 ; 8 ; 11 e y = 7 ; 5 ; 2 ; 1. 

909 — Escreva o têrmo médio do desenvolvi

mento de e simplifique o resul

tado obtido. R : Como o desenvolvimento contém 
Q termos, será o quinto o têrmo médio, isto é, 

= {8\(JL\* C /*"V 8*7-6-5 j _ __560 
4 + 1 W \ i / x / \ V 2 / 2.3.4 • x* * 2 x " 

910 — A base de um triângulo isosceles mede 
90059 cm e a altura correspondente mede 362,777 
metros. Calcule um dos ângulos iguais do referido 
triângulo. (Empregue logaritmos). R : Designemos 
por c a altura do triângulo, por b a semi-base do 
triângulo e por C o ângulo oposto a c . Tem-se 
c = b . t g C donde tgC = c/b e portanto logtgC = 
=log c 4- colog b = 2,55964 +3,34650=1,90614 donde 
C=38°51 '23" ,07 . 

911 —Determine todos os ângulos, compreen
didos entre 0 e 4i7 radianos, cuja tangente é igual 
à unidade. R : O ângulo a do 1.° quadrante cuja 
tangente ê igual à unidade é -/4 radianos. A ex
pressão geral de todos os ângulos que têm a mesma 
tangente que o ângulo a è (1) x = k i r + a em que k 
designa um inteiro qualquer. Como pelo enunciado 
do problema, 0 < x < 4a deverá k <satisfazer à dupla 
relação 0 < k i v + « / 4 < 360° isto é k = 0 ' , l , 2 , 3 . 
Dêste modo a fórmula (1) fornece-nos as 4 soluções 

ir 5 ir 9 ir 13 TT 
do problema X j = — > x 2 =—> x 3 = — e x.4 = —— • 

4 4 4 4 

912 — Supondo a um ângulo do 2.° quadrante 
que satisfaz à condição sen a = 0,5, calcule tga. 
R : Da fórmula fundamental da trigonometria 
deduz-se, atendendo a que se trata dum ângulo do 
2.0quadrante: cosa=— l / l — ( 0 , 5 ) 2 = — ^3/2. Dade-
finição da tangente resulta fàcilmente : 

sen B 1/2 ,_„ 
te a = — r=— = — 1/3/3. T W —•—*— 

cosa - t / 3 / 2 v ' 

913 — AC e BD são as diagonais de um qua
drilátero [ABCD] irregular, convexo, inscrito 
numa circunferência. Demonstre que os triângu
los [AMB] e [DMC], em que M designa o ponto 
de intercepção das referidas diagonais, são se
melhantes. R : Com efeito: D = A por serem ins-
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critos no arco B C e B = C por serem inscritos no 
arco A D . Os triângulos [AMB] e [DMC] tendo 
assim dois ângulos iguais, cada tim a cada um, 
são semelhantes, c. q. d. 

914 — O volume de uma pirâmide recta de base 
quadrada e cuja altura é tripla da aresta da base, 
é igual a 27 centímetros cúbicos. Calcule o perí
metro da base da referida pirâmide. R : Designe
mos por V , h , 1, respectivamente, o volume da 
pirâmide, a sua altura e a aresta da base. Tem-se 

1.. . . . ' 1. 
V ' l 2 . h e em virtude do enunciado : 27 = -1 2 .3 .1 

3 
donde 1 = 31/27 = 3 . O perímetro da base é pois 
P = 4x3=12 Cm . 

Soluções dos n." 907 a 914 de J . Calado. 

I. S. C. E. F. — 9 de Outubro de 1941 
Ponto n." 3 

915 — a) Defina semelhança de triângulos e 
d ê as suas propriedades mais importantes. 

b) Resolva o seguinte problema: dado um triân
gulo ABC, considera-se no seu interior um 
ponto P tal que unindo (por segmentos de recta) 
P com A, B e C se obtêm três triângulos de 
áreas iguais. Calcular o produto das alturas d ê s s e s 
triângulos em função dos lados e de uma das altu
ras do triângulo dado. R : b) Porque as áreas dos 
triângulos P A B , P A C e P B C são iguais, cada 
uma delas é um terço da área do triângulo A B C 
e, por consequência 3ahj = ah, 3bh 2 =ah, 3ch 2 =ah, 
onde h i , h 2 e h 3 são as alturas dos três triângulos 
obtidos relativas aos lados a , b , c respectivamente 
« h ê a altura do triângulo dado relativa ao lado a. 

Multiplicando ordenadamente aquelas três igual-
a 2 h 3 

dades.vem 9abch 1 h 2 h 3 = a 3 h 3 donde h i h 2 h 3 =-gb~c~ • 
916 — Dada a equação 3# 2—4*+5=0 e cha

mando a e (3 as suas raízes, formar, sem a resol
ver, outra equação cujas raízes sejam Sj=2a+P e 
s2=2^ + a.. R . Tem-se Zx+z 2=3 (a+13) e s t s 2 = 
= 2(a'-f-p 2)4-5aP = 2(ot + P)2-|-a3 t Z j + = 4 
z 1 z 2 =37/3 por ser a + (5=4/3 e « 0 = 5 / 3 . E a equa
ção pedida ê 3z*—12z4-37=0. 

917 —Calcular i—««», *«?. c"* onde a=0,03^, 
Z> = senl27°14' , c=tg71°47' . R : logx = 2colog0,03 + . 

+ -T log sen 127° 14' + — log tg 71° 47' = 3,0457574 + 
3 4 

+ Ï , 9670034 +0,1206662 = 3,1334270 donde 
x=1359, 64. 

918 — Defina simetria em relação a um eixo. 
Resolva o seguinte problema : dada, num plano, 

uma recta r) e dois pontos A e B, do mesmo 
lado dessa recta, determinar nela um ponto P tal 
que a soma AP+PB seja mínima. R : O ponto P 
é determinado pela intersecção da recta r) com a 
recta definida por um dos pontos dados e o simé
trico do outro relativamente à recta dada. 

Razões : a menor distância entre B e A' (simé
trica de A em relação a vj é medida sobre a recta 
BA' e Ã 7 P = Ã T . 

919 — Dum trapézio isosceles conhecem-se as 
duas bases e a altura ; determinar os restantes 
lados e os ângulos internos do trapézio. Aplicação 
numérica: 6 = 7,2 metros, S = 11,4 metros, A=5 
metros. R: Seja MNPQ o trapézio, B = MN abase 
maior e b = QP a menor, h a altura e R a pro-

1 
jecção de Q sobre M N . Tem-se: MR = — ( B - b ) , 

te M = -
2h 

MR B -
h QK 

sen M sen 
10 

M 

tgM = = 4,791 
B 2,1 

1 = MQ' 
sen 77° 10' 

. Q = 1 8 0 ° - M e 1 = MQ = 

Aplicação: MR = 2,1 metros 

—v M = 77" 10' Q = 102° 50' 

T 5 ,128 metros. 

920 — Dada uma fracção a,b, forma-se uma 
nova fracção, multiplicando cada um dos termos 
desta pela potência de expoente « do outro têrmo. 
Exprimir a nova fracção em função da primeira 
e estudar a variação do valor duma com a outra. 

ab" _ b"~1 _ / a > 
ba"~ a"-1 \ b , 

valores de a / a y - « 

n inteiro b w 
n > l cresc. 

decresc. 
decresc. 
cresc. 

n = l 
cresc. 
decresc. 

1 const. = 1 

n < 0 cresc. cresc. 
n < 0 decresc. decresc. 

Soluções dos n.™ 915 a 920 de A. Sá da Costa. 

Instituto Superior Técnico 

921 — Um veleiro faz uma viagem de um porto 
a outro e volta. Na ida, com vento favorável, a 
viagem demora menos vinte horas do que no re
gresso em virtude de o barco percorrer em cada 
hora mais cinco quilómetros. Calcular o tempo 
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gasto na viagem sabendo que a distância entre os 
dois portos é de 000 quilómetros e que o barco se 
demorou trinta e seis horas no porto do destino. 
R: Se forem veta velocidade, em km/h, e o tempo, 
em horas, gasto na ida, serão 600 = vt e 600= 
= (v—5) (t + 20) as equações que resolvem o pro-
blena. Eliminando v entre as duas equações 
obtém-se a equação t 2 + 20t—2400=0 que admite a 
solução positiva t = 40. O tempo gasto foi então 
40+ 60+ 36 = 136 horas. 

922— A função de * definida pela equação 
ab(x+2y) —20 = 2(a +6 )xy , a e b são constantes, 
toma os valores 5/3 e —1 para x=(X e x=2, 
respectivamente. Calcular o valor da função para 
x=3. R : Substituindo os valores de y , e os corres
pondente de x, na equação dada, obtém-se o sistema 
ab = 6, a + b = 5 que admite a solução a=3 e b = 2, 
rfoHtfe y=(20-6x):(12—lOx) ou y = (10-3x):(6-5x) 
e para x = 3 vem y 1/9. 

923 — Determinar os ângulos B e C de um 
triângulo rectângulo, sabendo que é ^3(tgi?—1) = 
•=1—tgC. R : Se B e C forem os ângulos agudos 

de um triângulo rectângulo será B = 90—C e então 
é t / 3 (co tgC- l ) = l - t g C ou t g 2 C - ( l + t / 3 ) t g C + 
+ l /3=0, equação cujas soluções são dadas por 
tg C = l ou tg C = yò ; a primeira dá para C o va-

ir ir 
lor utilizável C •* — e a segunda C •* — • 

924 — Dado um triângulo rectângulo de lados 
a , b e c, tirar, pelo vértice do ângulo recto, uma 
recta que divida o triângulo dado em dois triân
gulos cujas áreas estejam na razão m/n. R: A recta 
tirada pelo vértice do ângulo recto dividirá a hipo
tenusa a em dois segmentos x e a—x, bases dos 
dois triângulos pedidos de altura comum h igual 
à altura, relativa à hipotenusa, do triângulo dado ; 
e então será pelo enunciado xh : (a—x) h = m : n ou 
nx = (a—x) m e x = ma:(m + n ) . 

925 — Numa pirâmide hexagonal regular, as 
faces laterais têm um ângulo igual a 77° e o lado 
oposto igual a 20 centímetros. Calcular o volume 
da pirâmide. R : Se o ângulo dado fôr o ângulo 
da base do triângulo isosceles, que é cada uma das 
faces, a aresta lateral da pirâmide mede 20 cm. ; 
então o lado da base, raio do circulo circunscrito ao 
exágono da base, medirá 20 .cos77° = 20.sen 13° = 
= 20x0,225 = 4,50 cm., e a altura da pirâmide terá 
por medida / 20 2 — 202 . sen 2 13° = 20 . cos 13° = 

= 20x0,974 = 19,48 cm. O volume da pirâmide è, neste 

caso, V = 75- X 3 x 4,5 x 3,82 x 19,48 = 338,11 cm=, 

poro apótema da base medir 4,5 . ^/3/2 = 3,82 cm. 
E claro que podíamos considerar o ângulo dado 
como oposto à base do triângulo isosceles o que 
nos conduzia a outra solução. 

926 — Num losango, uma diagonal mede 0 cen
tímetros e a outra é igual ao lado. Calcular o vo
lume do sólido gerado pela rotação do losango 
em tôrno da paralela à diagonal menor tirada por 
um dos vértices opostos. R : O lado 1 do losango 
satis fax à equação 12=32 + 12/4, donde 1 = 2^3 cm. 
O sólido gerado tem por volume o dobro do volume 
do cone circular recto, de raio igual a 6 cm. (dia
gonal maior do losango) e altura 1, menos quatro 
veses o volume do cone cujo raio e altura são me
tade dos do cone anterior, ou seja : V = 2. i r . 6 2.1/3 — 
- 4 . i r . 3 2 . 1 / 6 - 2 * . 1/3. (62 - 32) = 36ir \/Z cmJ. 

Soluções dos n.°" 921 a 926 de J . da Silva Paulo. 

Contém pontos da prova de matemática dos exames de 
aptidão de anos lectivos anteriores todos os números da 
« Gazeta de Matemática*. 

Curso dos Liceus — 7.° Ano 

Ponto n.° 2 

927 — Determine os valores de x que tornam 
2*2+2*-18 

própria a fracção —-— —- • R : Quem fés o 

ponto deve ter querido enunciar o seguinte problema 
2x' + 2x-18 

^resolver a desigualdade < 1 » , mas 
x2 + 5x—14 

esqueceu-se que para os va lores de x que tornam o pri
meiro membro daquela expressão um número irra
cional menor que 1 não existe fracção e por isso não 
há fracção própria, mas simplesmente um número 
irracional. Resolvendo então a desigualdade, como 

. . . . , x ' - 3 x - 4 
ela e equivalente à seguinte < 0 e esta c 

x2+5x—14 
verificada para os valores de x que tornam de si
nais contrários o numerador e o denominador da 
fracção, tem-se que, os valores que satisfazem à 
desigualdade são — 7 < x < — 1 e 2 < x < 4 . 

928 — Calcule m de modo que seja negativa a 
raiz da equação (m2+1) x—2m+5=0. 

' R : x = (2m—5):(m2 + l ) , e como m 2 + l èumnúmero 
positivo, terá que ser 2m — 5 < 0 ou m < 5/2. 

929 — Calcule k de modo que a equação 
(k1 — k — 6) x = k — 3 seja impossível . R : Como 
x = (k — 3 ) : ( k 2 - k - 6 ) terá que ser k —3=^0 e 
k 2—k — 6=0; como as raises da 2." equação são 
ki = — 2 e ks = 3 , o valor pedido é k = — 2. 
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9 3 0 — D e t e r m i n e a e q u a ç ã o de Diofanto cu jas 
r a í z e s s ã o da forma .v = l — 2 » e y —— 1 — Sn. 
R : Como^se sabe a equação terá a forma ax + by = c; 
os coeficientes a e b são respectivamente 3 e — 2 , 
como se conclue da forma das raises, logo a equa
ção será 3x —2y = c e como a equação admite as 
raises x = l , y = — 1 será c = 5 , donde a equação 
pedida 3 x — 2 y = 5 . 

931 — Quantos s i s temas de va lores inteiros e 
posit ivos v e r i f i c a m a e q u a ç ã o 5x — 1y — 27 ? 
R : A equação admite soluções inteiras porque os 
coeficientes das incógnitas são primos entre si. 
Por outro lado admite uma infinidade de soluções 
inteiras e positivas porque os coeficientes das inco
gnitas são de sinais contrários. 

9 3 2 — Calcu le m e n na e q u a ç ã o x2 + mx—n=0 
de modo que as'raizes s e j a m —2 e —1. R : A soma 
das raises —m è igual a —1, donde m = l ; o pro
duto — n e iguala —2 donde n = 2 . 

9 3 3 — D a d a a e q u a ç ã o ax'+bx+c=0, forme ou
tro cu jas r a í z e s o b e d e ç a m à s r e l a ç õ e s y' = 2x' — x1', 
y'*=2x"—x'. R : y' + y " = 2 x , + 2 x " - x , - x " = x l - r 
4x".- - b / a , y' y" = ( 2 x ' - x " ) ( 2 x " - x') = 5x' x " -
— 2 ( x ' 2 + x " 2 ) = 5c : a - 2 ( b 2 — 2 a c ) : a 2 = ( 9 a c - 2 b 2 ) : a 2 

donde a equação a 2 y 2 + a b y + 9 a c — 2 b 2 = 0 . 

9 3 4 — F o r m e a e q u a ç ã o b iquadrada que admite 
a ra iz x' = l+2i. R : Se uma rais è l + 2 i uma 
outra è 1—2i; por outro lado a equação biquadrada 
admitirá também as raises —1 —2i e — l + 2 i ; por 
isso a equação ê x 4 +6x2 + 2 5 = 0 . 

9 3 5 — Calcu le n de modo que se ja ( « + 2 ) ! = 7 2 . « ! 
R : Será ( n + 2 ) ( n + l ) n ! = 72 .n ! ou ( n + 2 ) ( n + l ) -
—72=0 equação que admite as raises n i = 7 e n 2 = —10 
das quais só a primeira serve ao problema. 

9 3 6 — Calcu le m de modo que s e ja ("'C 4 — '"C 3 ) l 
: ('"C4—™C) = 3 / 4 . R : O problema è impossível. 

9 3 7 — D e t e r m i n e o expoente da e x p r e s s ã o 
(x + 1)" sabendo que a soma dos coeficientes do 
seu desenvolv imento é 1024. R : Como a soma dos 
coeficientes do desenvolvimento do binómio è 2", 
ê n = 1 0 . 

9 3 8 — C a l c u l e o 5.° t ê r m o do desenvolv imento 
de ( * / 2 - 3 / * 2 ) u . R : O j-° têrmo é dado por 
" C 4 ( - l ) 4 . ( 3 / x 2 ) 4 . (x/2)'=18365/G4x . 

9 3 9 — Calcu le dois n ú m e r o s sabendo que a sua 
soma, e s t á para o seu produto como 2 e s t á para 
45, e que o seu menor m ú l t i p l o c o m u m é igual a 
15 vezes o seu m á x i m o d iv i sor c o m u m . R : Sejam 
a e b os números, D « M o seu m. d. c. e o seu 
m. m. c. Então è a = D . p , b = D . q , M = ab : D = p q D 
onde p e q são inteiros primos entre si. Daqui se 
conclue que 15D = p q D ou pq -=15; e os únicos va

lores possíveis de p e q são p = l ou p = 3 e q = 15 
ou q = 5 . Resulta então que D (p + q) : D 2 pq = 2/45 
ou (p + q ) : D p q — 2/45. No primeiro caso será 
16 : D . 15 = 2 :45 o que dá o valor D = 24 e por isso 
a = 2 4 . 1 e b = 2 4 . 1 5 = 360; no segundo caso (3 + 5 ) : 
: D . 1 5 = 2 : 4 5 e então D = 12, donde a = 3.12 = 36 e 
b = 5 . 1 2 = 6 0 . 

9 4 0 — Just i f ique os passos da d e m o n s t r a ç ã o do 
seguinte teorema : « O resto da d i v i s ã o de u m n ú 
mero escrito no s i s tema de n u m e r a ç ã o d e c i m a l 
por 6 pode obter-se dividindo por 6 a soma do 
v a l o r do a lgarismo das unidades com o q u á d r u p l o 
da s o m a dos va lores de todos os o u t r o s » . Passos : 
1) N = mcdu; 2) N = m W + c 10'! + d . 10 + u ; 
3) 10" = 6 + 4 ; 4) i V = » « ( 6 + 4) + c(6 + 4) + </(6+4) + «. i 

5 ) N = è+[u + 4(d+c + m)] ; 6 ) R[JV:6] = 
= / ? ! [ « + 4 {d + c + m)\ : 6 | . R : Justificação: 
1) Por hipótese ; 2) Porque no sistema decimal o nú
mero N se pode escrever sob esta forma ; 3) A jus
tificação deste passo requeria a demonstração de que 
qualquer potência de 10 é um múltiplo de 6 aumen
tado de 4 ; 4) Por substituição de 3) em 2) quando 
se particularisa o valor de n ; 5) Efectuando as 
operações do segundo membro de í ) ; 6) Porque 
se uma de duas parcelas de uma soma é divisível 
por Um número, a soma e a outra parcela dão 
restos iguais quando divididas por êsse número. 

941 — Q u a l é a base do s i s tema de n u m e r a ç ã o 
e m que 243 é o quadrado de 16? R : O número 
não está escrito no sistema da base 10 pois que 
neste é 16 2 = 256, e da comparação dos dois números 
se conclue que a base é maior que 10 . Ora sendo a 
diferença entre os dois números 13 a diferença 
entre as bases i pequena. Suponhamos que a base 
ê 11 então o número 16 no sistema da base 10 é 17 
cujo quadrado i 289, número que escrito na base 11 
é 243 . 

9 4 2 — D e c o m p o n h a o n ú m e r o 735 na s o m a de 
t r ê s m ú l t i p l o s consecut ivos de 7 . 
R : 735 = 7 [ n + n + l + n—1] = 7 . 3 . n ou seja n = 35 
e os números são 238 , 245 e 252 . 

9 4 3 — A que c o n d i ç ã o h ã o - d e obedecer os n ú 
meros a e b para que se n ã o altere o produto ab 
quando se juntam 2 unidades a a e se t iram 3 u n i 
dades a b. R : ab = (a + 2) (b — 3) ou ab = ab- i -
-j-2b—3a—6 ou 2b—3a = 6 . 

9 4 4 - Q u e valores podem ter os a lgarismos 
a e b para que s e j a nulo o resto da d i v i s ã o do n ú 
mero 865a (base 10) por 11. R : Terá que ser 
b + a—13=11 ou b + a = 1 3 e b + a-f-11 —13 = 11 ou 
b + a = 1 3 , pois a e b são no máximo iguais a 9. 
Trata-se de determinar as soluções inteiras e posi-

t 
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tivas ou nulas menores que 10 daquelas equações, 
o que dá os pares de números 

I a = 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 j a = l , 2 , 0 
/ b = 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 6 \ b = l , 0 , 2 . 

9 4 5 — Subst i tua a f r a c ç ã o 12/21 por outra equ i 
valente sendo 24 a d i f e r e n ç a entre os seus termos. 
R : 12/21= 4 /7=4n/7n e como tem que ser 7n—4n=24 
è n = 8 e a fracção pedida 32 5 6 . 

9 4 6 — C a l c u l e o n ú m e r o da forma A^=4"x l5 
sabendo que tem 28 d iv i sores . R : Como N = 2 2".3.5 
o número de divisores de N è ( 2 n + l ) . 2 . 2 = 28 ou 
2 n + l = 7 , n = 3 e N = 9 6 0 . 

9 4 7 — Pretende demonstrar - se o seguinte teo
r e m a : <Para as secantes a uma c i r c u n f e r ê n c i a 
s a í d a s do mesmo ponto, é constante o produto de 
cada uma delas pela sua parte e x t e r n a » . 

D ã o - s e os seguintes e lementos para fazer a de
m o n s t r a ç ã o : a) a f igura junta ; b) os â n g u l o s i n s 
critos no mesmo arco s ã o iguais ; o dois t r i â n g u 
los que t ê m â n g u l o s iguais cada u m a cada u m 

s ã o semelhantes ; d) em t r i â n g u l o s semelhantes 
os lados opostos a â n g u l o s iguais s ã o directamente 
proporcionais ; e) e m qua lquer p r o p o r ç ã o o p r o 
duto dos meios é igual ao produto dos extremos. 

F a ç a a d e m o n s 
t r a ç ã o do teorema 
enunciado pelo m é - ^t 
todo s i n t é t i c o e d ê 
as j u s t i f i c a ç õ e s dos 
respect ivos passos. 

D e m o n s t r a ç ã o : 
H i p ó t e s e : OB e OB' s ã o duas secantes à m e s m a 
c i r c u n f e r ê n c i a , concorrentes e m O . 

T e s e : OBxOA = OB'xOA'. 
Passos: 1) â n g . BA B} =Scng.B' A1 B;2) &VL%.ABA' = 
= â n g . AB' A; 3) A [OA'B] — A [OAB'] ; 4 ) 
ÕB ÕA' 

= ; 5) OBXOA'XOB' c. q. d. 
OB' OA 

R : Justificação; 1) por b) ; 2) por b) ; 3) por c ) ; 
4) por d) ; 5) por e ) . 

Soluções dos n . o s 927 a 947 de J . S. Paulo. 

MATEMÁTICAS GERAIS—ALGEBRA SUPERIOR—COMPLEMENTOS DE ALGEBRA 
F. C. L . — ÁLGEBRA SUPERIOR — Alguns pontos do 

2 .° exame de frequência. Junho de 1941. 

9 4 8 — D i s c u t a o s i s t ema 2x+Xy + l=0, *- + 8_y+i 
+ X = 0 , x + 2y + 2<=0 e interprete g e o m è t r i c a m e n t e 
os resultados no plano e no e s p a ç o . R : O sistema 
é sempre incompatível qualquer que seja X real. 
O sistema formado pelas duas primeiras equações 
ê compatível ou incompatível conforme Jôr X=j=XG 
ou À = 1 6 . O sistema formado pelas duas últimas 
equações é sempre compatível qualquer que seja X. 
O sistema formado pelas i . a e j . a equações é com
patível ou incompatível conforme fôr X^fc4 ou 
1 = 4 . Interpretação geométrica no plano : as equa
ções do sistema são as de três rectas concorrentes 
duas a duas se X ̂  4 , 1 6 , a primeira e terceira 
são paralelas e a terceira c secante se >. = 4 e a pri
meira e segunda são paralelas e a terceira é se
cante se X = 16. Interpretação geométrica no espaço: 
basta substituir no que atras se disse recta ou rectas 
por plano ou planos paralelos ao eixo dos z z . 

9 4 9 — C a l c u l e as coordenadas do t r a ç o da recta 
r=x=(), y=s—l no plano « que passa por 
ri=2x— _y + 2 « + l = 0 , v=2s , à d i s t â n c i a 2 do cen
tro da esfera 2 = J C ? + ^ 2 + S 2 — 2 j y + 4 s — 1 = 0 , 

R : Do feixe de planos cujo eixo é a recta v^ há 
dois planos que distam 2 do centro ( 0 , 1 , - 2 ) da 
esfera 2 : T T I ) 2 x + y — 2 z + l = 0 e 2x—3y + 6z + 
+ 1 = 0 . Os traços da recta r ) em cada um destes 

planos são respectivamente ( 0 , - 1 , 0 ) e (0,7/3,—4 3). 

9 5 0 — U m a recta r pas sa pelo ponto ( 1 , 2 ) . 
D e t e r m i n e a e q u a ç ã o de r sabendo que, s e nesta 
e q u a ç ã o se t rocarem entre s i o coef ic iente de y e 
o t ê r m o conhecido, a nova e q u a ç ã o representa a 
recta r' s i m é t r i c a de r e m r e l a ç ã o ao eixo dos YY. 
Calcu le a á r e a do t r i â n g u l o definido por r, r ' e o 
eixo dos XX. R : Sabe-se que a equação da recta 
simétrica da recta ax + by + c = 0 em relação ao 
eixo dos y y i ax — b y — c = 0 . Então, a recta simé
trica de r ) m x — y + (2 — m) = 0 c r') mx + y + 
+ ( m — 2 ) = 0 . Por outro lado r 1 ) m x + ( 2 — m ) y — 

- 1 = 0 . Portanto, deverá ser 2 — m = l ou ,1 
Logo r ) x — y - i - l = 0 r ' ) x + y — 1 = 0 . Os vértices do 
triângulo são os pontos ( — 1 , 0 ) ( 1 , 0 ) ( 0 , 1 ) . 
A medida da área do triângulo é S tal que 

•• 2 , donde S = 1 . 2 S = - 1 0 1 
1 0 1 
0 1 1 

951 — D e t e r m i n e os va lores de >. e y. para os 
quais o s i s tema 3.r4-2jy + .3 = 4 , 5x + Xy + bs=[i., 
x—y+2s=2; s e j a : a) de t erminado; b) indeter
minado ; c) i n c o m p a t í v e l . R : A aplicação do teo
rema de Rouchê condus a : a) se X=f=0 e u. qual
quer, b) se / .=0 e t* = 8 , neste caso o sistema é 
simplesmente indeterminado, c) se x = 0 e u.^=8. 

9 5 2 — D e d u z a a e q u a ç ã o da perpendicu lar bai
xada do centro da c i r c u n f e r ê n c i a 2 = 2 { x - + y - ) - ~ 
—3x—2y —3=0 e ca lcule a á r e a do t r i â n g u l o def i 
nido pelos pontos de i n t e r s e c ç ã o da recta r c o m 
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a c i r c u n f e r ê n c i a e pelo centro desta. R : Coorde
nadas do centro da circunferência ( 3 / 4 , 1 / 2 ) . 
Equação da recta que passa pelo centro e é perpen
dicular à recta dada 4x—2y—2 = 0 . Pontos de in
tersecção da recta r com a circunferência 2 , solu
ções do sistema formado pelas duas equações, 
(1 + 2 l / Ï Ô / 5 ) , ( l + i / Ï Ô / 5 ) . A área do triângulo ê 
dada por 

S = 3/4 1/2 

H - 2 i / l Õ / õ l - v / ï Ô / 5 

1 - 2 V / Ï Ô / 5 l + V 7 Í Õ / 5 

9 5 3 — É dado o t r i â n g u l o de v é r t i c e s A (0 , 0) 
5 ( 8 , 4 ) , C ( 2 , 1 4 ) e o ponto D, meio de A~C. 
T i r e - s e por D u m a parale la a AB e s e ja E o 
ponto onde ela encontra o lado BC. 

V e r i f i q u e que o eixo rad ica l das duas c i r c u n f e 
r ê n c i a s que t ê m por d i â m e t r o re spec t ivamente os 
segmentos BD e AE, c o ï n c i d e com a p e r p e n d i 
cular a AB, passando por C. R : Coordenadas 
dos pontos D e E , ( 1 , 7 ) ( 5 , 9 ) . Coordenadas dos 
centros das circunferências de diâmetros B D e A E , 
(9/2,11/2) ( 5 / 2 , 9 / 2 ) . Raios das circunferências 
t /58 /2 , t /106/2. Equações das circunferências 
x 2 + y 2 - 9 x - l l y + 3G = 0, x * + y 2 - 5 x - 9 y = 0. Equa
ção do eixo radical 2x + y — 1 8 = 0 . Esta d satis
feita pelas coordenadas de C (2 ,14) e è perpendi
cular à recta A B cuja equação é x — 2 y = 0 . 

9 5 4 — E o r m e o descr iminante da e q u a ç ã o 
x 3 —3x + Ã—1 = 0 e aprovei te o resultado para deter
minar Ã de modo que a e q u a ç ã o tenha u m a ra iz 
m ú l t i p l a . R : O descriminante é 4 = 3)'—45.—9. 
A equação terá uma raiz múltipla se 3>.*—4).—9=0 
isto é para X = 1/3 (2 ± t / 3 l ) . 

9 5 5 — D a d a a recta y = l + x e a c i r c u n f e r ê n c i a 
x2+y*+x+y—2 = 0 de termine u m ponto da c i r 
c u n f e r ê n c i a que forme u m t r i â n g u l o r e c t â n g u l o 
com os pontos de i n t e r s e c ç ã o da recta com a c i r 
c u n f e r ê n c i a . R : As coordenadas dos pontos de in
tersecção da circunferência 2 com a recta r são 

fornecidas pela resolução do sistema formado pelas 
duas equações, ( 0 , 1 ) e ( — 2 , - 1 ) . Visto que a 
rtcta r não passa pelo centro de 2 , o terceiro vér
tice do triângulo rectângulo è a intersecção de 2 
com a recta que passa por ( 0 , 1 ) ou por ( — 2 , - 1 ) 
e pelo centro de 2 ( — 1/2,—1/2). O problema admite 
duas soluções: as intersecções das rectas y = 3 x + l 
ê x = 3y-( - l com 2 , ou ( — 1 , - 2 ) e ( 1 , 0 ) . 

9 5 6 — D a d a a es fera 2 = x? + jy 2 + — 2x + 
+4s—2 = 0 e a recta r = x = 2y —1, y = s deduza 
as e q u a ç õ e s das esferas 2| e 2 2 passando r e s 

pect ivamente pelos pontos 7^(0 ,0 ,0 ) , P-i ( 0 , - 1 , 0 ) 
e P 3 ( — 1 , 1 , 2 ) , Pt ( 1 , 1 , 0 ) e que com a es fera dada 
f o r m e m u m s i s tema de eixo r a d i c a l r . R : A equa
ção geral das esferas que passam por P i e P 2 è 
x 2 + y 2 + z 2 i - a x + y + cz = 0 e a das esferas que pas
sam por P 3 e P 4 è x 2 + y 2 + z 2 + — S — 4) x + 
+ (2—7) y + 7 Z + S = 0 . Para que o sistema 2 , 2 t , 2 2 

admita r como eixo radical é necessário e sufi
ciente que r coincida com a recta 

I a x + y + c z = — 2 x + 4z —2 
j ( 1 — S ~ 4 ) x + ( 2 - T ) y + - ; z + X = - 2 x + 4 z - 2 

donde a =—4, c = 15/2, -y = 0 « S = 1/2. Então será 
2!) 2 ( x 2 + y 2 + z 2 ) - 8 x + 2 y + 1 5 z = 0 
2 2 ) 2 ( x 2 + y 2 + z 2 ) - 9 x - i - 4 y + l = 0 . 

I. S. C. E . F. — 2 . ° exame de frequência, 19-6-1941 

9 5 7 — F a z e r o estudo e o t r a ç a d o da c u r v a de 
e q u a ç ã o y = \ + \\x+'\-\x-. R : A equação pode es-
crever-se y = ( x 2 + ' x + l ) / x 2 . A função racional defi
nida dêste modo è continua nos intervalos abertos 
( — oo,0) e (0 ,+co). A origem è um ponto de 
descontinuidade infinita de z.a espécie porque 
l i m y =+00 e l i m y = + o o . Admite como assin-

Mas as rectas x = 0 , em virtude do resultado ante
rior, e y = 1 porque l i m y = l — 0 e l i m y = l + 0 . 

,x->— ao »->+oo 
Tem-se sempre, para x real qualquer, y ] > 0 . 
O ponto (—2,3/4) é de minima e a função c cres
cente no intervalo aberto ( — 2 , 0 ) e decrescente nos 
intervalos abertos ( — 00,—2) e (0,-j-oo), por ser 
y ' = - ( x - ( - 2 ) / x 3 e y " = ( 2 x + 6 ) / x 4 . O ponto ( - 3 , 7 / 9 ) 
è de inflexão e a concavidade está voltada no sen
tido dos yy positivos nos intervalos abertos ( — 3 ,0 ) 
e ( 0 , +00) e no sentido dos y y negativos no inter
valo aberto ( — 00,—3), por ser y" = (2x + 6)/x* 
e y»' = - 6 ( x + 4 ) / x 5 . 

9 5 8 — C a l c u l a r t r ê s t ê r r n o s do desenvo lv imento 
e m s é r i e de p o t ê n c i a s da f u n ç ã o y = P ( x ) . s e c x • 
onde P (x) é u m p o l i n ó m i o do 4.° grau que satis
faz à igualdade P ( x ) + x P< ( x ) + * 2 P" ( x ) + 
+ x* Pi " {x) + xi P'v (x) = 65 x* + 5 x?. R : Determi
nação de P ( x > . Seja P (x) = a 0 x* + aj x 3 + a 2 x* + 
- f a j x + a4 será 65 a 0 x^ + lGat x 3 + 5 a 2 x 2 + 2ajX-fa4 = 
= 6 5 x 4 + 5 x 2 , donde a 0 = a 2 = l e aj = a j = a 4 = 0 . Logo 
P ( x ) = x 4 + x 2 . A função dada y = ( x 4 + x 2 ) . s e c x 
é par, o seu desenvolvimento em série de potências 
será, portanto, da forma y = ao + a 2 x 2 + a 4 X 4 + 
H h a 2 „ x 2 ' H . Tem-se imediatamente x 4 + x 2 = 
+ y . c o s x e, substituindo y e c o s x pelos seus de
senvolvimentos em série de potências, x 4 + x 2 = 

x 2 x* 

= ( a 0 + a 2 x 2 + a 4 x * + . • •) ( 1 - — + - - + • • • ) = a„ -t-

+ ( a 2 - ao/2 !) x ; -r (a 0/4 ! - a , '2 ! + a 4 ) x< + ( - a 0 i 0 ! + 
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+ a j / 4 ! — a.t/2! + a 6 ) x" H • •• e identificando vem 
a 0 = 0 , a 2 = l , a.j=3;2 , as=3/8 , • • • . Finalmente será 
y = x*+x<3/2+x63 8- i - . - - . 

9 5 9 — Determine as ra izes rac ionais da e q u a ç ã o 
3 * ' + i l « * - t - 1 7 * - f - 2 4 = ô . R : As raises da equação 
proposta são —8/3 e — 1/2 + i l / ï ï / 2 , das quais só 
a primeira é racional. 

característica não pode ser inferior a 2 porque na 

matriz pode formar-se o determinante 
4=0 

h S. C. E . F . 2.° exame de frequência, 26-6-1941 

9 6 0 — E s t u d a r e representar geometricamente 
a f u n ç ã o y = e l ~ U x . A s ordenadas dos pontos n o t á 
ve i s ( m á x i m o s e m í n i m o s ou pontos de i n f l e x ã o , 
se h o u v e r ) s e r ã o calculados com u m é r r o inferior 
a 10~ : !, uti l isando o desenvoluimento em s é r i e 
de « ' . R : A função è sempre positiva, definida e 
continua nos intervalos ( —oo,0) e (0 , + oo) aber
tos. A origem ê um ponto de descontinuidade infi-

f l i a ( I - T ) / I - | - 1 

nita de z.a espécie porque 1 i m y.^e*"* 0 | = 0 
e l i m y = oo. Além do eixo das ordenadas, a 

curva representativa da função admite como 
assintota a recta x = e , porque l i m y = e - 0 e 

sr-H-oo 
l i m y * = e + 0 . A função não admite máximos nem 

« » 00 
mínimos porque a i . a derivada y ' = e , _ , / * / x 2 não se 
anula para os valores finitos de x e è definida 
para todos os valores de x pertencentes ao domínio 
da função. Note-se que y ' (—0) = oo e y' ( + 0 ) = 0 . 
A função é monofônica crescente em todo o domí
nio de definição porque y' è sempre positiva. 
O ponto ( 1 /2 , y (l/2) = e _ l ) é de inflexão porque 

Então, o sistema será simplesmente indeterminado 
se atribuirmos a '/. os valores que satisfazem a 

1 X - l 0 = x ' + X - l = 0 . 
1 0 X 
0 X2 1 

A aplicação do teorema de Descartes a esta equação 
e à sua transformada em — X, permite afirmar 
que ela admite apenas uma raiz irracional positiva 
e duas raizes complexas conjugadas. Como imedia
tamente se reconhece, a raiz real pertence ao inter
valo aberto ( 0 , 1 ) . Para a sua determinação apro
ximada utilizemos o método de Rufini-Horner. 
A transformada da equação em a=10x ê Q («•)= 
= ( Í 3 + 1 0 I J . — 1 0 0 = 0 cuja raiz irracional está com
preendida entre 0 e 10 . Notemos que Q ( 0 ) , Q(l), 
Q (2) e Q (3) são números negativos e Q (4) é po
sitivo. Então, a raiz real de Q ( u . ) = 0 está com
preendida entre 3 e 4 e a raiz da equação em X 
está compreendida entre 0 , 3 e 0 , 4 . Estes dois 
números são valores aproximados a menos de 10"', 
o primeiro por defeito e o segundo por excesso, da 
raiz em causa. 

I. S . T . — Alguns pontos do 2.° exame de frequência 
de 1940-41. 

1 
are te 

e, ut i l izando-a, p r o v a r 

V ' 9 6 2 — V e r i f i c a r a identidade 

are tg -
2 » 2 

= e i - i / . r ( 1 _ 2 x ) / x 4 g y , 
A concavidade está voltada no sentido dos yy posi
tivos nos intervalos (—oo,0) e ( 0 , 1 / 2 ) e no sen
tido dos y y negativos no intervalo ( 1 / 2 , + o o ) . 
Cálculo de y (1/2) = l / e , ordenada do ponto de in

flexão: Tem-se e"'=1/2!-1/3!- | h ( - l ) n l / n ! + • ••. 
Se considerarmos um, dois, très, quatro ou cinco 
termos, o érro sistemático è inferior a 1/3!, 1/4!, 
1/5!, 1/6! ou 1/7! respectivamente. Então, basta 
tomar cinco termos para que o érro sistemático seja 
inferior a 1 / 7 ! = 1 / 5.010 < 5 /10 .000 . Portanto 
y ( l /2) = e-' s 1/2 - 1 / 6 +1/24 - 1 / 1 2 0 + 1 / 7 2 0 = 0 , 5 -
- 9 5 / 7 2 0 ~ 0,5 -0 ,1319 s 0,368 . 

961 — D e t e r m i n a r com u m erro infer ior a 1 0 - 1 

todos os va lores rea i s de X para os quais o s i s tema 
< * + ( x - l ) . y = 0 
1 .r + X,s=0 tem s o l u ç õ e s n ã o nulas . R:Écon-
[ X 2 y + s = 0 
dição necessária e suficiente para que o sistema 
proposto de equações lineares e homogéneas, admita 
soluções não nulas, que a característica da matriz 
dos coeficientes do sistema seja inferior a 3 . Esta 

: (1—6x + 6 x 2 ) / x 6 . que a s é r i e de t è r m o geral un- arc t g — - é con 
2»? 

vergente. R : Tomando tangentes dos dois mem
bros da identidade vem 

1 

2 n 2 ~ - 1 / i l * " 
L 2 n - 1 2n + l J / |_ ( 2n + l J / L ( 2 n - l ) ( 2 n + l)_ 

e, efectuando as operações indicadas no i.° mem
bro, obtém-se uma identidade evidente. O termo 
geral da série dada pode decompor-se do modo in
dicado no enunciado e a soma dos n primeiros 

termos da série é S„ = a r c tg 1—arc tg ; • Por

tanto, tem-se S = l i m S,, = a r c t g l 
2n-t- l 

ir/í, resultado 

que prova a convergência da série. 
Pode provar-se a convergência da série sem re

correr à identidade. Com efeito, consideremos a 
série, manifestamente convergente, de têrmo geral 

tg u „ ! As 
1 n" 

: —— e determinemos 1 i m — = 
2 « 2 v" 

duas séries têm o mesmo caracter e a série de têrmo 
geral u„ ê convergente. 
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9 6 3 

1 
1 
1 

P r o v a r que 

1 • 
1 • 

1+x, • 

1 

1 

• *1 *z 

R : Substituindo todas as colunas do determinante, 
excepto a tj* pela sua soma com esta multiplicada 
por — 1, obtem-se facilmente o resultado pedido. 

= 3 
= * + 5 9 6 4 — A c h a r o ponto da recta que e 

equidistante de . 4 ( 1 , 2 , 3 ) , # ( — 4 , 0 , 6 ) . 
R : O ponto cuja determinação se pede é a inter

secção da recta dada com o lugar geométrico dos 
pontos do espaço equidistantes de A e B . Êste lugar 
é o plano perpendicular a A B e que passa pelo 
ponto médio do segmento A B . A sua equação é 
5 ( x + 3 / 3 ) + 2 (y—1)—3(z—9/2) = 0 . A resolução do 
sistema formado por esta equação e pelas equações 
da recta dada conduz ao ponto (3 , 22 , 1 7 ) . 

í x+ay+1=0 
9 6 5 — Sendo | s _ | _ j _ o as e q u a ç õ e s duma 

recta r de terminar a de modo que, por r , passe 

D e t e r m i n a r 
í > = 2x 

u m plano perpendieular a i 3y = <%s 

ê s s e plano. R : A equação geral dos planos que 
passam pela recta r è x - h a y + Xz + 1 + X = 0 . As 
equações normais da segunda recta são x - = y / 2 = 
= z / 3 . A família de planos x + ay + xz + l + x = 0 
conterá um plano perpendicular à segunda recta se 

1 = ^ = — ou a = 2 , X = 3 e a equação desse plano 

è x + 2 y + 3 z + 4 = 0 . 

9 6 6 — A c h a r os focos da c u r v a .ry = 4 . 
R : A curva dada è uma hipérbole equilátera cujas 
assíntotas são os eixos coordenados. A sua equação 
referida aos eixos de simetria é A x 2 + Cy- + G = 0 
com A + C = 0 , A C - - 1 / 4 e A C G == 4 donde 
A = - C = l / 2 , G = - 1 6 , istoé x 2 - y 2 = 3 2 . Os focos 
são os pontos ( + 8 , 0 ) relativamente ao segundo 
sistema de referência e os pontos ( + 4 j / 2 , + 4 \ / 2 ) 
relativamente ao primeiro referencial. 

9 6 7 — D e t e r m i n a r a p a r á b o l a que encontra o 
eixo O y nos pontos de ordenadas —1 e 1/4 e 
tem a recta 2#+4_y + l = 0 como d i â m e t r o c o n j u 
gado com Ox. R : Seja A x 2 + 2 B x y + C y 2 + 2 D x + 
+ 2 E y + G = 0 ff equação da parábola. A equação do 
diâmetro conjugado com O x A x + B y + D-=0 não 
deve ser distinta de 2x + 4y + l = 0 , lo^o, à parte 
um factor constante, A = 2 , B = 4 , D = l . Por se 
tratar duma parábola deverá ser B 2 — A C = 0 , por
tanto 1 6 — 2 C = 0 e C = 8 . Finalmente a equação 
deverá ser satisfeita pelas coordenadas dos pontos 
( 0 , 1 ) e ( 0 , - 1 / 4 ) , portanto, não serão distintas as 
equações 8 y 2 + 2 E y + G = 0 , 8 ( y + 1 ) ( y - l / 4 ) = 0 -
donde E = 3 e G = - 2 . Tem-se 2x 2 + 8 x y + 8 y 2 + 
+ 2 x + 6 y - 2 = 0 . 

Soluções dos exercícios n.° 8 948 a 9G7 de A. Sá da Costa. 

Contém pontos de segundos exames de frequência de 
Algebra Superior os seguintes números da "Gazeta de 
Matemática» : 1 e 6. 

GEOMETRIA DESCRITIVA 

F. C. C. — 2.° exame de frequência 

Ponto I 

9 6 8 — G E O M E T R I A C O T A D A — A p o i a r e m duas rectas 
enviezadas a sua perpendicu lar comum. U m a das 
rectas é horizontal . 

9 6 9 — P E R S P E C T I V A R I G O R O S A — D e t e r m i n a r o â n g u l o 
de duas rectas enviezadas . U m a das rectas faz com 
o quadro u m â n g u l o de 45° . R : Rebata-se sobre o 
quadro o plano que contém uma das rectas e é para
lelo à outra. 

9 7 0 — P O L I E D R O S — D e t e r m i n a r a s e c ç ã o feita pelo 
1." plano bissector n u m a p i r â m i d e pentagonal de 
base regular assente no plano horizontal de pro
j e c ç ã o . O v é r t i c e da p i r â m i d e é u m ponto de afas-

GEOMETRIA PROJECTIVA 

tamento nulo e cota posi t iva. R : O pr< blema pode 
resolver-se : a ) Mudando de plano vertical para 
qualquer plano de perfil, o que transforma o i." plano 
bissector mim plano de topo ; b) Determinando o 
traço de cada uma das arestas no /.° plano bissector. 

Ponto II 
971 — G E O M E T R I A C O T A D A — D e t e r m i n a r os p lanos 

bissectores de dois planos de escalas de dec l ive 
parale las . R : A introdução dum plano vertical de 
projecção de traço paralelo às escalas de declive, trans
forma os planos dados em planos de tôpo e permiti 
resolver o problema facilmente. 

9 7 2 — P E R S P E C T I V A R I G O R O S A — D e t e r m i n a r o â n 

gulo d u m a recta projectante com o plano neutro. 
R : O ângulo pedido é o da recta dada com o quadro. 
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973—TRiEDRos — É dada u m a recta do plano h o r i 
zontal de p r o j e c ç ã o que faz com a l inha de terra 
um â n g u l o de 60° . Conduz ir por u m ponto a recta 
que faz com a l inha de terra e a recta dada â n g u l o s 
de 30° e 40° , respect ivamente . R : Conduz-se pelo 
ponto a recta paralela à aresta oposta à base de 60° , 
no triedro de que se conhecem as faces ( 6 0 ° , 40° e 30°) . 

Tem duas soluções. 

Soluções dos 11. 0 8 968 a 975 de L . G. M. de Albuquerque. 

F. C. L . — Alguns pontos 

9 7 4 — D u a s rectas, n ã o de perf i l , t ê m p r o j e c ç õ e s 
de nome c o n t r á r i o c o ï n c i d e n t e s . P r o v e que s ã o 
complanas e determine a i n t e r s e c ç ã o da l inha de 
terra com o seu plano. R : Dadas a e b è, por 
hipótese, a' a b" e o" = b' . O ponto P tal que 
pi ^ pu m òi a i i s |ji J J I I é 0 t r a ç 0 comum de a e b 
em | i 2 4 . - as rectas concorrem em P 6 definindo o 
plano — = a , b . 

Um plano, por exemplo p : ^ P ; i o o determina 
A = ap « B = bi e, seguidamente, r = A B . Obtidos 
Q = r&M « r m P Q = T.%Í ê M = t . LT a intersecção 
pedida. 

9 7 5 — N u m plano obliquo, e por u m ponto d ê l e , 
conduzir uma recta cujas p r o j e c ç õ e s s e jam orto
gonais entre s i . R : São dados TT oblíquo e P e ir 
pertende-se traçar s : 6 P ; 6 77 tal que s' J _ s" . 

Com a © de diâmetro P'P" coincidem as projecções 
duma elipse [e] e g i 4 . Cada geratriz (exceptuadas a 
vertical e a de tôpoj da superficie cónica [f] de vér
tice P e directriz [e] tem as suas projecções ortogo
nais entre si, visto que os ângulos inscritos numa 
semi-Q são rectos. 

As geratrizes de [7] que passam pela intersecção 
de \ = 77334 c o m [•] s ã o a s rectas pedidas. 

O problema pode ter 2 , 1 , 0 soluções. 

I. S. T . — Aulas práticas 

'"/o 9 7 6 — D a d a a hipotenusa B C de u m t r i â n g u l o 
r e c t â n g u l o , e u m a recta P Q que passa pelo v é r 
tice A d ê s s e t r i â n g u l o , de terminar ê s t e v é r t i c e . 
B ( - 4 5 , 70 , 60) ; C ( + 45 , 70 , 60) ; P ( - 9 5 , 70 , 60) ; 
Q (26 , 104 , 110) . 

Nota : A p r i m e i r a coordenada é a absc i s sa r e l a 
t ivamente a u m ponto a r b i t r á r i o de LT , a segunda 
é a ordenada ou afastamento e a terce ira é a cota. 

R : Nas condições do enunciado B C e PQ são com
planas. Rebata-se B C Q , em torno de B C , sôbte um 
dos planos projectantes desta recta. No rebatimento, 
a © de diâmetro B C determina A,, em PQ, . Inver-
ta-se o rebatimento. 

O problema tem duas soluções. 
O u t r a r e s o l u ç ã o : A esfera [«] de diâmetro B C 

é o lugar dos pontos {exceptuados B e C ) donde se 
vê aquêle segmento sob um ângulo recto. Os pontos 
de intersecção de PQ com [t] são os pontos pedidos. 

f> 9 7 7 — Dados os pontos 
A ( 5 0 , 2 5 , 6 0 ) ; B ( 1 2 , 1 8 , 4 0 ) ; C ( 1 5 , 4 3 , 1 7 ) 

d u m a c i r c u n f e r ê n c i a , de terminar as p r o j e c ç õ e s do 
polo da rec ta B C e m r e l a ç ã o à c i r c u n f e r ê n c i a . 
R : Rebata-se o plano A B C em iârno duma das suas 
horizontais (ou rectas de frente) sobre o plano de nivel 
(ou de frente) correspondente. Obtidos A r , B r e C r 

trace-se a © [ABC], , e as tangentes a esta b,. em B, e 
c,. em C , . O ponto P,. = b, c r é o rebatimento do 
ponto pedido. Inverta-se o rebatimento. 

Soluções dos n . o s 974 a 977 de Luiz Passos. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L - A N Á L I S E S U P E R I O E 

F. C. L . — 2.° exame de freqiiëncia 

Ponto ti." 1 

9 7 8 — C a l c u l e íx'ù l-x dx ( / logaritmo nepe -

r iano) . R : Integrando por partes obtèm-se : 

c x« r 1 11 
/ x 5 1 ! x dx = — V x — — lx + —- + const. J 6 L 3 1 8 j 

9 7 9 — E s t u d e a c u r v a . r 3 — y ( l + # ) - = 0 e f a ç a 
a s u a r e p r e s e n t a ç ã o g e o m é t r i c a . R : A curva tem 
existência real em todo o plano. Há duas assin-
totas : x = — 1 e y = x — 2 . Passa na origem e não 
corta os eixos coordenados em qualquer outro ponto. 
Há um ponto de inflaxão na origem das coorde
nadas e um máximo em ( — 3 , - 2 7 / 4 ) . 

9 8 0 — C a l c u l e I 

Ponto n." 2 

a r c sen 2x- dx . 

R : Integrando por partes tem-se 
x3 -3x „ 2 / ' x3 -3x 

I = — — a r c s e n 2 x - y J ^ _ _ d x . Mas 

/ . dx - / . dx - 3 / . dx 
J l / l - 4 x á J l / l - 4 x * J 1 /1 -4x2 
e o primeiro dêstes integrais facilmente se calcula 
por partes e o segundo é imediato. Tem-se final-

r x 3 - 3 x 
mente 1 = 1 ( x ? — l ) a r c s e n 2 x d x = — - — a r c s e n 2 x — 
- ~ V / T = S í ( 1 7 - 2 x ' ) + C . 
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9 8 1 — E s t u d e a c u r v a x 2 y + y—x=0 e f a ç a a 
sua r e p r e s e n t a ç ã o g e o m é t r i c a . R : Como para 
x > 0 è sempre y > 0 e para x < 0 è sempre y < 0 , 
os pontos da curva estão todos no z.° e j.° qua
drantes. A curva passa na origem e não encontra 
os eixos coordenados em qualquer outro ponto. Há 
uma iinica assintota que è o eixo O X . Há um má
ximo em (1 ,1 /2 ) e um máximo em ( — 1 , - 1 / 2 ) . 
Há três pontos de inflexão; na origem, em 
( t / 3 , / 3 / 4 ) eem ( - f i ^ f ó f ò . 

Soluções dos n . o s 978 a 981 de J . Queiroz de Barros. 

F. C. P. — 2.° exame de frequência, Maio de 1941 

Ponto n.° 1 
2 y y-

9 8 2 — Integrar a e q u a ç ã o yt-— — — x , r x z + ^ • 

R : É uma equação de Bernoulli. Temos y~-y' — 

y * 1 
— 2 = • Fazendo a mudança da va-

X X2 (x* + 4) 
riável dependente y _ 1 = z , vem a equação linear de 

i . a ordem : z' + 2 — = O integral ge-
X 2 (x2+4) s s 

ral da equação sem 2." membro é: z = C x - 2 . Va

riando a constante temos : C = - - arte tg-g- + k . 

x - 2 x 2x2 
Portanto z = k x ~ 2 — — arctg—- e y = — 

2 & 2 J 2 k - a r c t g x / 2 

9 8 3 — C a l c u l a r JJ ' y 2 dx dy 

\ f x 
O d o m í n i o D é 

l imitado pelas l i n h a s : xy2=4; y = 2x; y^x/A. 

r r d x / • / • dx 
R : ^ J y 2 d y j 7 x + . / Y M Y J T i " 

o »7> í »/i 

[2 l / x l ; dy + fy* [2 t /x j ^ " dy = 18/7 . 
U 1 

9 8 4 — D e t e r m i n a r a c u r v a t u r a da s e c ç ã o feita 
na s u p e r f í c i e z=(x—l)u-'- + (_y+l)*- , !—2, pelo plano 

_y—3.s=0 no ponto ( 2 , 2 , 0 ) . R : Plano tan
gente à superficie no ponto (2 , 2 , 0 ) : z = 0 . Tan
gente à secção plana no ponto ( 2 , 2 , 0 ) : x — y = 0 , 
z = 0 . Curvatura da secção normal feita pelo plano 

r + 2 s + t 
normal que passa por t. C„ = Pelo 

C„ 
teorema de Meusmer temos : C = c o s j sendo 

1 + 1 / 2 ' 
cos i = — f = — 7 = = K / — ' Derivando z obtém-se 

l / l l . ^ 2 V 11 

Pi == 0 , qi = 0 e r t = 0 , t 4 = 0 , Si = 2 . Portanto 

C „ = 2 e C = 2 t / Í Í / 2 = l/22. 

9 8 5 — D e t e r m i n a r a e q u a ç ã o d i ferencia l das l i 
nhas (L) tais que o quadrado da á r e a do t r i â n g u l o 
OMi Ni, formado pela tangente e m M e pelos 
e ixos s e ja constante. Integrar a e q u a ç ã o obtida e 
ca lcu lar a á r e a l imitada pela l inha representada 
pe la s o l u ç ã o s ingular e pelas rectas y = x; y = x/ j / 3 
no 1.° quadrante . R : Seja y = f ( x ) a equação de 
linha. Equação da tangente em M : Y — y = y ' ( X — x ) . 
Pontos de intersecção com os eixos coordenados : 

Temos a equação t M t í O . y - x y ' ) e N ^ x - ^ . 0 

k ou ( y - x y ' ) 2 = ± 2 y V k -

Temos portanto uma solução: y = xy ' + \ / 2 c y ' . 

Integrando vem : y = c i x + l /2cc i . Solução sin

gular : y x = — C . A área pedida é .-

•Kli 

J 2 J 3c 
do-

3 c . 
los ; 

2 J s e n 2o 8 
ir/6 we 

Soluções dos n7M 982 a 985 de Jaime Rios de Sousa. 

instituto Superior de Ciências Económicas e Financeiras 
— I9-VI-I94I. 

(I 

9 8 6 —• Integrar a e q u a ç ã o 
.,. dy 

dx xy ( l + a y ) = 0 . R : A equação proposta 

é de Bernoulli, como se reconhece imediatamente re-
ax d y d y 

solvendo-a em ordem a -j— 
dx dx \ . 

A substituição u — — permite a sua redução à 

du x 
equação Unear — = 1 

d x x* — 1 

geral é u = e / . r i / r 

cujo integral 

dx + C 

u = v / X 2 - l [ - 2 a ( x * - l ) 5 ' 2 + C ] 

u = C » / x 2 = T - 2a (x J - 1 ) 3 . 
O integral geral da equação proposta ê pois 
y = [C » / x 2 - l - 2 a ( x 2 - l ) 3 ] - i . 

9 8 7 — T r a n s f o r m a r a e q u a ç ã o y'y'"— 3j>"2=0 
tomando je para v a r i á v e l independente . 

d 2 x 

d y 1 d J y d y J 

dx = d x ' dx2 = ~ / d x \ 3 ' 
R : Sabe-se que 
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' / d 2 x \ 2 d 3 x d x 

d 3 y _ \ d y v d y 3 ' d y 

d x 3 / d x \ > 

d y / 

e d equação transformada 

dx d 3 x 

d y d y 3 
• O que será satisfeita se e só se 

d x 

4y 
d 3 x 

d y 3 
•O x = a y ' + by + c . 

O integral geral da equação proposta é 
(x — c ) ( x — a y 2 + by + c) = 0 . 

9 8 8 — D e t e r m i n a r o raio de curvatura e a evo-
luta da c u r v a ( 4 - x ) y z = x 3 . 

9 8 9 — P o r u m a r o t a ç ã o da m e s m a curva , e m 
torno da sua assintota, qual é o vo lume gerado 
pela á r e a p lana l imitada pela c u r v a e pela ass in
tota? R : Acurva ( 4 — x ) y 2 = x 3 admite como assin
tota a recta x = 4 . Se efectuarmos a substituição 
X = 4 — x , Y = y , esta correspondente à mudança 
de origem para o ponto de coordenadas ( 4 , 0 ) , de 
encontro da assintota com o eixo dos xx , com con
servação das direcções dos eixos, e a equação trans
formada escreve-se X Y 2 = ( 4 — X ) 3 . A rotação da 
curva em torno da assintota que coincide com o 
eixo dos y y dá origem a uma superficie que admite 
o plano O x z como plano de simetria e cuja equação 
è Y 2 t / X 2 + Z 2 = (4 - t / X 2 + Z 2 ) 2 . O volume do sólido 
limitado pela superfície considerada terá medida 
finita se, e só se, fôr convergente 

y / (^- t /x^TZ 2 )" ' 

JJA VX 2 +Z ; • 
limitada pela circun ferência de equação X 2 4- Z 2 = 1G. 
Em coordenadbs polares, escreve-se 

/ M / ^ ( 4 - p ) ' / * f*(4-ff* 
1=1 do / d õ = 2 w I —do e o tn-

J o J o t J o ? 
tegral ê, manifestamente, divergente. 

Soluções dos n. s 986 a 989 de A. Sá da Costa. 
Inst. Sup. Técnico — 2 . ° ex. de freq., 1941 

9 9 0 — V e r i f i c a r que, sendo y — f ( x ) u m a s o l u ç ã o 
a , 1 

d a e q u a ç ã o 1) _y"+— y' + by — 0 s e r á Y——f'(x) 

d X d Z sendo A a área 

u m a s o l u ç ã o da e q u a ç ã o 2) y" 4 
a + 2 

y' + 6 y = 0 . 

Portanto a e q u a ç ã o 1) sabe integrar-se quando a 
f ô r um inteiro par e positivo. Rt Como y = f ( x ) 

? solução da equação 1) tem-se a) i" + — f b f ^ O . 

Por outro lado substituindo Y f1 (x ) e as suas 

derivadas de l . a e 2 . a ordens no 1.° membro de 2) 
1 a a b 

obtém-se — i\" H f" f H f expressão que è 
X x 2 x 3 x 

o cociente por x de derivada de a) e portanto iden
ticamente nula como queria provar-se. 

991 — Sendo P, O e R f u n ç õ e s h o m o g é n e a s de 
.v e y e P e R do m e s m o grau de homogenei -
, j . dy R + Qy ' 

dade, integrar a e q u a ç ã o — " p , „ fazendo a 

m u d a n ç a de v a r i á v e l y=sx. R : Fazendo y = z x 
Í designando por n « grau de homogeneidade de 
P « Q c ^or m o de R , /s/o e, supondo que 
P ( x , y ) = x " p ( z ) , R ( x , y ) = x » r ( z ) e Q ( x , y ) = 
= x m q ( z ) , vem : 

d x P ^ z ) _ i q ( z ) ,„_„+, - + - x + : d u zp ( z ) - r ( z ; - v ' z p ( z ) - x ( z ) 
que è uma equação de Bernoulli e que portanto sabe 
integrar-se. 

9 9 2 — Sendo _y = 4 . r 2 , * = f ( x ) as e q u a ç õ e s 
duma curva , de terminar f (x) de modo tal que as 
normais pr inc ipa i s da c u r v a s e j a m parale las ao 
plano yz . R : Como as equações do normal prin-

X - x Y - y 
cipal em (x , y , z ) são 

Z -
B z ' - C y ' C x ' - A z ' 

o paralelismo das normais principais 
A y ' - B y 

ao plano y z exige ser Bz ' — C y ' = 0 . Tem-se então: 
B = z ' x " - z " x' = -
dendo a que x' 

5 " , C = x ' y " - x " y' = 8 (aten-
= l , x » = 0 , y ' = 8 x , y " - 8 ) « 

B z 1 - C y ' = - z 1 z " - 6 4 x . 
Há pois que integrar a equação diferencial ordi

nária de 2.a ordem : 
2 z ' z " = - 1 2 8 x , z ' 2 = 

donde z' = + 8 i /c i — x 2 

= ± 8 C , f c o s 2 t d t = 8 C ! 

= 4 C j ( arc sen 

z' z" + 64x = 0 . Tem-se . 
- 64 x 2 + c t = - ^ 4 x 2 + 6 4 C , 

e z = jh 8 f Vci~ 
t + sen t cos t 

- x 2 dx 

+ C 2 = 

(fazendo x = t /c! sen t) 

z = f ( x ) = + (ci a r c sen 

tão 

x t/cr=*o - c , 
c então 
z 

«/cl 
9 9 3 — S e n d o a = (2x + 3y ) I + (oy + \ts) J + 

+ (2 — 3y) K para que pontos do e s p a ç o se v e r i 

f i ca o s i s tema j d i v . « = œ | I Tem-se suces-
[ d i v ( . r a ) = 4 ? . 

sivamente d i v a = 7, a j l -2x + 3y, x a = ( 2 x 2 - i - 3 x y ) I + 
+ (3 x y + 4 x z ) J + ( 2 x z - 3 x y ) K , div ( xz )=9x + 3y . 

x = — 3 / 7 
y = 55/21, 

equações duma recta paralela ao eixo O Z . 
Soluções dos n . 0 8 990 a 995 de Manuel Zaluar. 
Contém pontos de segundos exames de frequência de 

Cálculo infinitesimal e de Análise Superior os seguintes 
números da «Gazeta de Matemática : 2 e 6. 

O sistema dado é pois ! ^ x + , ! i y ^ o u 

I 9x + 3y = 4 
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M E C Â N I C A R A C I O N A L — F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

F. C. L — 2.° exame de frequência, I-II-I94I 

994 — D e t e r m i n a r o centro de gravidade da 
s u p e r f í c i e lateral d u m c i l indro de r e v o l u ç ã o em 
torno do eixo dos xx, l imitado pelos planos coor
denados e pelo plano x = k, e c u j a dens idade é 
u m a f u n ç ã o l inear da coordenada s, nu la para 
2=0. R : A equação da superficie é y 2 + z 2 = R 2 , 
donde p = 0 e q = — y / s . A densidade num ponto è 
X = az . As coordenadas do centro de gravidade calcu-

, j j v ^ l + P 2 -t- q 2 Xxdxdy 
lam-se pelas fórmulas. í = — — • 

/ j y i + p 2 + q 2 X d x d y 

e expressões análogas por m e y, que se deduzem 
por substituição de x por y e z respectivamente. 

; í , R 
Ora t/1 + p 2 + q 2 = '—\/y2 + z 2 = — e portanto 

pnz ph pn 

\ X d * n y ^ ' ~ h X ——^ — — * 
f ' d x f ' d y 2 f d x f d y 2 

J o J o ./ o J o 

r = . / > . / > d y / V ^ d y -

J o J o 
R 

1 
R 

y . R 2 y l " x R 
— v / R 2 - y 2 + — a r c s e n - = — 
2 v J 2 R J, , 4 

995 — U m ponto mater ia l pode mover - se sobre 
a p a r á b o l a y i = 2px e é a t r a í d o por u m ponto do 
plano da curva de coordenadas (J>, 6) , com u m a 
f o r ç a proporc ional à d i s t â n c i a . C a l c u l a r as pos i 
ç õ e s de e q u i l í b r i o . R : Componentes da força ; 
X = k ( p —x) Y = k ( b — y ) . a) Método das reacções: 

M ' 
í k ( p - x ) + u - ^ = 0 

J f ou seja 
{ k ( b - y ) + n j y = 0 

k ( p — x ) - 2 p ( A = 0 
k ( b - y ) + 2 y f x = 0 . 

Mas 

MP 

yZ 
e a i." equação pode escrever-se 

2 n 2 _ v í 
k ; substi-

2 p 
y*\ 

I — 2 p u = 0 donde u 
2 P , ' 

4 p 2 

tu indo na 3." equação vem y = 3 l / 2p - b e portanto 

2p 
3 v / i p b - . ô ) Método dos trabalhos vir

tuais : x = 2 p 5x = -Sy /o^o X S x + Y S z = 0 ow 

k ( p - x ) - ^ S y + k ( b - y ) S y = 0 , 
p 

Sy = 0 . 

Como Sy ^orfe tomar qualquer valor, deve ser 
x y 

b — — = 0 ou atendendo ao valor de x : b 2 p 2 

996 — No movimento d u m a f igura plana no seu 
plano, as velocidades , n u m dado instante, dos 
pontos Pi ( 0 , 0 ) e P2 (4 , 3) t ê m respec t ivamente 
por cosenos directores 04 = 3/^/1}, (51=2/'v/';i, 
aj=3/ [/l0 'e fe=— l/v^lO. D e t e r m i n a r o centro 
i n s t a n t â n e o de r o t a ç ã o . R : Tem-se Vi = fj(3ei + 2e2) 
« v 2 p = 2 (3ei —e2). normais a estas velocidades, 
tiradas respectivamente por P i « P2 s ã o : Q i = P i + 
+ xi(3ei + 2 e 2 ) = P i + x ( - 2 e 1 + 3e2) e Q 2 = P 2 + 
+ i a (3ei - e 2 ) = P 2 + c- ( « í + 3 « 2 ) = P i + 4 « i 
+^(ei+3e 2 )=Pi+(4+u.)ei + (3 + 3y.te2 cujo ponto 
de encontro é dado pelos valores de X e de u, y « c 
tornem Q i = Q 2 O K seja: — 2/,=4+(i., 3x = 3 + 3«. 
donde X = — 1 e u .= — 2 . O centro instantâneo de 
rotaçãoépois C = P i — ( —2ei + 3e2) ouseja C ( 2 , -3)-

997 — É dada a p a r á b o l a _y2 = 2p.r . Supondo 
que a á r e a l imitada pela p a r á b o l a t em u m a d e n 
s idade de forma ~/. = x + b de terminar b de forma 
que o centro de gravidade da á r e a re f er ida l i m i 
tada pe la recta x=p es teja no foco da p a r á b o l a . 
R : As coordenadas do foco são F (p/2 ,0 ) . Como 
a curva è simétrica em relação ao eixo dos xx , 
o centro de gravidade está sobre és/e eixo e portanto 
r,=0. Basta pois determinar o valor de ï, e igua-

£ j x x d x d y 
lá-lo a p Temos então . 

/ / " x d x d y 

/ V + b x ) d x / g l d y _ g o p ^ p b 

P ( x + b ) d x ( * f à y 
J 0 J — 

42p + 70b Logo 

donde y — ' J /2P 2 b . 

Ç = p/2 011 9p + 7 b = 0 donde b = — 9 / 7 . 
Soluções dos exercícios 994 a 997 de F . V. A. de Veiga de 

Oliveira. 

F . C. P. — 2.° exame de frequência, 1940-1941 

998 — U m ponto mater ia l pesado P e s t á s u s 
penso d u m fio i n e x t e n s í v e l e m c u j a extremidade 
l i vre actua uma f ô r ç a * que lhe i m p r i m e um mo
vimento r e c t i l í n e o , vert ica l , ascendente, unifor
memente acelerado. P ê s o do ponto p= 500 kg. 
A a c e l e r a ç ã o a = 2 m / s 2 . 

1. ° i C o m o v a r i a 4> com o tempo, na h i p ó t e s e de 
ser nu la a velocidade in ic ia l do ponto ? 

2. ° 1 Como v a r i a com o tempo a p o t ê n c i a desen
vo lv ida por <i> e qual o seu va lor e m k w , 10 se
gundos depois do instante in ic ia l , na h i p ó t e s e 
cons iderada na pregunta a n t e r i o r ? 

999— U m s i s tema materia l é c o n s t i t u í d o como 
a f igura indica . O s discos D e D{ s ã o s o l i c i t á r i o s 
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e c o n c ê n t r i c o s , e o movimento de Di sobre Ox 
faz-se sem escorregamento. O s ra ios de D e Di 
s ã o b e b\ e tem lugar a r e l a ç ã o 2ô = è i . O é f ixo 
e o resva lamento de D contra OA faz-se s e m 
atrito. A s f o r ç a s actuantes s ã o os pesos p e / ' 
dos discos e da barra e u m a f ô r ç a F horizontal 
apl icada e m C . O s i s tema é h o m o g é n i o . 

Dados n u m é r i c o s : ^ = / ' = 10kg . bi = \tn OA = 
= 2ar = 5 m . 

a) P a r a m è t r e o s i s tema. 
b) E s c r e v a e q u a ç õ e s que traduzam c o n d i ç õ e s 

n e c e s s á r i a s e suf ic ientes de e q u i l í b r i o do s i s tema 
considerado. 

c) Ca lcu le a f ô r ç a F de modo que o e q u i l í b r i o 
tenha lugar quando a barra OA f orma com Ox 
u m â n g u l o de 60° . 

dj P o d e r á ca lcu lar graf icamente a f ô r ç a F? 
Just i f ique a resposta. 

e) V e r i f i q u e se as l i g a ç õ e s s ã o perfeitas 
S u p o n h a agora que o s i s tema parte, s e m velo

cidade in ic ia l , de 
uma p o s i ç ã o que 
n ã o s e ja de equi 
l í b r i o , abandonado 
à a c ç ã o das f ô r ç a s 
anteriormente con
s ideradas, inc lu in 
do F a que se a t r i -
b u i r á u m v a l o r 
constante. 

f ) E s c r e v a a e q u a ç ã o ou as e q u a ç õ e s que per
mitem estudar o movimento do s is tema. 

g ) E s c r e v a a e q u a ç ã o que lhe permite [calcular 
o valor c o m u m das r e a c ç õ e s que se desenvQlvem 
entre a barra OA e o disco D. 

I . 8. T . — 2.° exame de frequência, 25-6-1941 

1000— U m parale logramo articulado ABA'B' 
e s t á em e q u i l í b r i o . O s dois v é r t i c e s opostos B e B' 
s ã o ligados por u m fio f l e x í v e l e i n e x t e n s í v e l . 
S ô b r e os v é r t i c e s opostos A e A1 actuam duas 
f ô r ç a s iguais e opostas, F e F' — —F, que tendem 
a a p r o x i m a r ê s s e s dois v é r t i c e s . Q u a l é a t e n s ã o 
do fio BB' , em qualquer dos seu pontos ? 

1001 — U m fio f l e x í v e l e i n e x t e n s í v e l h o m o g é n e o , 
cujas extremidades s ã o dois pontos fixos A e B, 
e s t á animado d u m a r o t a ç ã o un i forme em t ô r n o 
da recta AB. Dasprezando o p ê s o do fio, e m face 
da f ô r ç a c e n t r í f u g a , qual é a f igura de e q u i l í b r i o 
r e l a t i v o ? 

1002— Quando u m a f igura plana, poss ive lmente 
d e f o r m à v e l , se move e m t ô r n o duma rec ta qua l 
quer do seu plano, o seu momento c i n é t i c o , e m 
r e l a ç ã o a essa recta, é o mesmo que ser ia se n ã o 
houvesse d e f o r m a ç ã o . 

1003— V e r i f i c a r que o s i s tema das f ô r ç a s de 
i n é r c i a de transporte é conservat ivo, quando o 
movimento de transporte é u m a r o t a ç ã o em t ô r n o 
d u m eixo f ixo. A c h a r o seu potencial . 

Contém pontos de segundos exames de frequência de 
Mecânica Racional e física Matemática os seguintes nú
meros da « Gazeta de Matemática» : 2 e 6. 

C A L C U L O D A S P R O B A B I L I D A D E S 

m a 2 F. C. L . — 2.° exame de frequência 21-5-1941 

1004 —Tomam-se ao acaso dois n ú m e r o s quais
quer entre 0 e a > 0 . C a l c u l a r a probabi l idade de 
que o produto d ê l e s s e ja infer ior a ma- ( 0 < » w < l ) . 
A p l i c a ç ã o n u m é r i c a >w = l / 4 . R : Designemos por 
x e y os dois números em questão. Tem-se 0 < x < a 
e 0 < y < a . Pretende-se determinar a probabilidade 
de que x y < m a 2 . 

O mesmo problema pode receber estoutro enun
ciado : Determinar a probablidade de que um pon
to ( x , y ) tomado ao acaso no interior do quadrado 
de lados x = 0 , x = a , y = 0 , y = a seja interior ao 
domínio 0 < x < a , 0 < y < a , x y < m a 2 , isto ê, o 
domínio do i.° quadrante limitado pelas rectas x-=0 i 

x = a , y = 0, y = a e pela hipérbole x y — m a 2 = 0 . 
A solução deste problema é imediata — a probabili
dade pedida è o cociente das áreas dos dois domí

nios, isto ê, p 

dx 

= m (1 —log m ) . 

m - 1 / 4 ->- p - (14- log 4 ) / 4= (1+1,3863>/4 = 0,5791 . 

sendo 

1005 —Calcu lar o va lor m é d i o da f u n ç ã o \/'r2—x-
dx 
— a probabi l idade e lementar da v a r i á v e l 

casua l x def inida no intervalo (—r , r ) . R : Cál-
/ ^ d x 

culo de k: 1=1 — = 2 k r - * k = l / 2 r . Cálculo 
J - r k 

do valor médio : M ( l / r 2 — x 2 ) = I \/r2—x* dx = 
-sr, f _,. 

r fak - r 
= — / c o s 1 <o dtp = 

Soluções dos números 1004 e 1005 de M. Zaluar 

Contém pontos de segundos exames de frequência de 
Cálculo das Probabilidades o número 2 da «Gazeta de 
Matemática». 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 25 

P E D A G O G I A 

0 cinema no ensino 

E i s um assunto da maior importância e a que não 
tem sido prestada, entre nós , a atenção devida. Mas 
uma experiência já larga, realizada em alguns países, 
mostra como o cinema pode ser um poderos í s s imo 
auxiliar do ensino, tanto das ciências fisico-naturais 
como da própria matemática. 

A School Science Review traz, no seu número de 
Outubro de 1941, uma lista de 18 filmes pedagógicos 
(zoologia, botânica, física, química, geologia, meteo
rologia) com indicações técnicas e críticas. 

S ã o citados os seguintes distribuidores : 
Kodak, Ltd . , Wealdstone, Harrow, Hiddlesex. 

G . B. Equipments, Ltd. , Tower House, Woodchester, 
nr. Stroud, Glos. 

Educational and General Services, Ltd. . Little Holt, 
Merton Lane, I^ondon N. 6. 

Fi lm Center, Ltd. , 34 Soho Sqnare, London W . 1. 
Damos estas indicações para uso de. todos os que 

que se interessem pelo assunto ( inst i tuições de en
sino oficial ou particular). 

A Sociedade Portuguesa de Matemática vai ocnpar-
-se do estudo desta questão e pede a todos os in-

M O Y I M E X T O 

Origem e objectivo desta Secção 

Pensou-se há algum tempo em publicar um jornal 
— que teria por tít ido Movimento Matemático — des
tinado a lançar uma campanha para uma reforma dos 
estudos matemáticos em Portugal e a fazer a pro
paganda das principais correntes do movimento ma
temático moderno. 

Parece-me evidente a necessidade de publicar um 
tal jornal precisamente porque o nosso país anda 
longe das correntes vitais do pensamento matemá
tico moderno e porque o nosso ensino das ciências 
matemáticas necessita de uma remodelação completa : 
remodelação dos programas de estudo, da organiza
ção da licenciatura em Ciências Matemáticas , da pre
paração dos professores do ensino secundário, das 
provas de doutoramento e dos métodos de recruta
mento do pessoal docente universitário. 

É indiscutível que assistimos hoje no nosso país a 
uma verdadeira efervescência de actividade no campo 

teressados que se ponham em comunicação cem ela, 
escrevendo para Comissão P e d a g ó g i c a da Sociedade 
Portuguesa de Matemática, Faculdade de Ciências, 
Lisboa. 

B. C . 

Exames liceais 

Os jornais de 21 de Fevereiro publicaram a se
guinte nota : 

«As instruções dadas à comissão organizadora dos 
dos pontos. — Pelo sr. Ministro da Educação Nacio-
cional foram dadas as seguintes instruções à Comis
são organizadora dos pontos para exames liceais : 

/ . O ponto modelo traduz uma orientação geral a 
seguir pela Comissão, não um paradigma que seja 
forçoso adoptar em todos os pormenores. Pode, por
tanto, deixar de seguir-se quanto: 1) às cotações a 
atribuir a cada questão; e 2) ao número de questões 
a propor, à sua ordenação e aio processo da sua for
mulação. 

II. Pode a Comissão organizar os pontos com ex
tensão menor do que a prevista no ponto modelo: 
pode c a experiência mostra que em alguns casos 
deve'». 

M A T E M Í T I C O 

das ciências matemáticas . Demonstram esta af irma
ção o aparecimento ..sucessivo no curto prazo de 
cinco anos de 1.") Portugaliae Mathematica, fundada 
em 193"; 2." Seminário Matemático de Lisboa (1938) 
que toma em Novembro de 1939 o nome de Seminá
rio de Análise Geral; 3.°) Centro de Estudos de Ma
temáticas Aplicadas à Economia, fundado pelo 1." 
Grupo do Instituto Superior de Ciências Económicas 
e Financeiras, (1938); 4.°) Gazeta de Matemática, J a 
neiro de 1939; 5.°) Centro de Estudos Matemáticos 
de Lisboa, fundado pelo Instituto para a Alta C u l 
tura em Fevereiro de 1940; 6.") 'Sociedade Portu
guesa de Matemática, Dezembro de 1940; 7.") Centra 
de Estudos Matemáticos do Pôrto, fundado pele 
Instituto para a Alta Cultura em Fevereiro de 1942. 

Anuncia-se para breve a publicação do Boletim da 
Sociedade Portuguesa de Matemática, das Publica
ções da Secção de Matemática da Faculdade de 
Ciências do Pôrto e de uma colecção de Estudos de 
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Matemática ; projecta-se a criação de uni Estúdio de 
Matemática em Lisbon. 

Todas estas organizações e publicações trabalham 
per um ressurgimento da cultura matemátiça portu
guesa ! 

Se tudo isto é muko animador e mos permite ter 
esperanças num triunfo mais ou menos próximo, não 
devemos ter i lusões de espécie alguma sôbre as difi
culdades que nos esperam ! 

H á que contar — isto é de todos os tempos ! — com 
um recrudescimento da hostilidade da ignorância e 
da má fé ; da hostilidade daqueles para quem a es
tagnação ou a decadência da nossa cultura matemá
tica é a condição necessária para a realização de 
objectivos que nada têm que ver com as ciências ma
temáticas, daqueles que tremem perante a ideia da 
existência de uma juventude estudiosa consagrando 
inteiramente a sua vida e o seu entusiasmo a uma 
causa pela qual êles nunca lutaram — porque o es
forço e a diligência no estudei revelam de uma ma
neira evidente os êrros do passado e as def ic iências 
do presente — , da má fé daqueles que apregoam um 
interêsse e um entusiasmo pelo desenvolvimento cia 
cultura matemática que são desmentidos categorica
mente pela sua actuação presente, da má fé daqueles 
que consideram como revelações de inteligência e de 
capacidade a adoração da rotina que o uso consa
grou e de que êles são por vezes os mais legí t imos 
representantes ; há que contar ainda com a ignorância 
(e que enciclopédica ignorância!) daquêles que afir
mam que o nosso pais está perfeitissimamente ao 
corrente do movimento matemát ico moderno, que o 
nível dos nossos estudos matemáticos se pode pôr a 
par do dos países mais avançados, e. finalmente há 
que contar com a indiferença (que estranha e có
moda indi ferença! ) daquêles que dizem que no nosso 
pais não há nada a fazer, que os portugueses são in
capazes de realizar um e s f o r ç o persistente e conti
nuado e que portanto são incapazes de contribuir 
para o progresso das ciências matemáticas ! 

Pensamos que o aparecimento destas manifesta
ções,, deve servir apenas para nos indicar que se
guimos pelo bom caminho — porque a cada tarefa 
realizada a reacção deve aumentar — e que nunca 
devemos desviar a nossa atenção do trabalho me
tódico e persistente para controvérsias de carácter 
duvidoso. 

Ë precisamente pelo estudo, pelo trabalho de in
vest igação e pela propaganda das matemáticas, que 
se pode preparar o ressurgimento dos estudos mate
máticos em Portugal, mas importa evidentemente 
orientar a nossa actuação pelas l ições que nos são 
dadas pela nossa experiência c pela experiência das 
outras nações. H á que definir um rumo, e segui-lo 

enquanto a experiência mostrar que estamos no bom 
caminho ! 

O desenvolvimento rápido da Gazeta de Matemá
tica— ern particular a partir do início do presente 
ano lectivo — tornou possível o alargamento imediato 
da sua acção cultural e daí nasceu a ideia — para 
evitar uma dispersão de e s forços que o momento 
actual não permite — de criar na Gazeta uma secção 
em que se desenvolveria a pouco e pouco o plano de 
acção que se pretendia realizar no Movimento Mate
mático. É esta a origem desta secção que se iniciou 
no n." 9 da Gazeta. 

Infelizmente a situação actual da Gazeta não per
mite ainda dar a esta secção todo o desenvolvimento 
que era necessário. Por isso temos que nos limitar a 
assinalar aos leitores dêste número as real izações e 
iniciativas de valor cultural sob o ponto de vista 
matemático de que temos conhecimento. Esperamos 
que em breve seja possível, por meio da colaboração 
efectiva de tôdas as pessoas interessadas no desen
volvimento da cultura matemática, lançar uma cam
panha para uma reforma dos estudos matemát icos 
em Portugal e fazer a propaganda das principais cor
rentes do movimento matemát ico moderno. 

ANTÓNIO MONTEIRO 

Prémio Nacional Doutor Francisco Gomes Teixeira 

Já no primeiro número da Gazeta de Matemática 
tivemos ocasião de nos referir a êste prémio que 
se destina a galardoar, mediante concurso, o melhor 
trabalho de matemáticas puras elaborado em cada 
ano lectivo per um aluno dum dos estabelecimentos 
de ensino universitário em que são professadas'. 

Com êste prémio procura-se ainda estimular o in
terêsse dos professores em fomentar a real ização de 
trabalhos pessoais durante os cursos. Dizem-nos que 
no ano lectivo passado, primeiro ano em que o pré
mio devia ser concedido, apareceu um único concor
rente com um trabalho que n ã o é de matemáticas 
puras. E o prémio n ã o foi atribuído. 

Ao prémio pode concorrer qualquer estudante uni
versitário português, com menos de vinte e cinco 
anos de idade, que tiver frequentado com aproveita
mento durante pelo menos um ano estabelecimentos 
universitários cm que as matemáticas puras sejam 
professadas. 

Os concorrentes devem entregar, de 16 a 30 de Se
tembro, oito exemplares dos trabalhos nas secretarias 
dos respectivos estabelecimentos universitárictí. 

O regulamento do prémio é de 2 de Abri l de 1941 
e pode ser consultado em qualquer das escolas re
feridas. 

H. R. 
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Centro de Estudas Matemáticos do Pôrto 

A Gazeta dc Matemática saúda com entusiasmo a 
criação do Centro de Estudos Matemáticos do Pôr 
to, (fundado pelo Instituto para a Alta Cultura no 
mês de Fevereiro de 1942). Trata-se de um aconteci
mento de grande importância para o desenvolvimento 
dos estudos matemáticos 'em Portugal. Os profes
sores e assistentes da Secção de Matemática <la 
F . C. do P ô r t o tinham iniciado êste ano lectivo uma 
série de cursos e conferências subordinadas a um 
plano de conjunto, cujos objectivos foram claramente 
expostos aos leitores do nosso jornal pelo Prof. 
Dr. Ruy Luiz Gomes '". 

U m dos objectivos fixados foi o de : criar um am
biente dc trabalho, um «clima» e um estímulo, como 
resultante da cooperação de todos numa tarefaX que 
transcende o interesse imediato de cada um c traduz , 
uma consciência colectiva: a de que pertencemos a 
uma Universidade 

Palavras necessárias num meio, como o nosso, em 
que tantas vezes o interêsse imediato de cada um se 
sobrepõe injustificadamente à realização das tarefas 
culturais mais urgentes e mais necessárias'; num meio 
em que a indiferença (e por vezes a hostilidade 
aberta ou mal dissimulada) perante o trabalho de 
invest igação c ient í f ica constitue uni método de acção 
retardadora do progresso cultural do país. 

T ê m - s e realizado regularmente na Faculdade de 
Ciências do Pôrto os cursos do Dr. António Almeida 
Costa sôbre a Teoria dos Grupos c suas Aplicações à 
Física Quântica (6.*" feiras às 18 horas) e do Dr. Ma
nuel Gonçalves Miranda sôbre Cálculo Tensorial e 
ali/umas das suas Aplicações (5.*" feiras às 18 horas). 

Nos dias 22 e 23 de Janeiro deste ano realizaram-
-se a convite da Faculdade as conferências do Dr. A u 
rélio Marques da Silva respectivamente sôbre A Ma
terialização da Energia e A Fissão dos Núcleos. 

Anuncia-se para o dia 24 de Abril uma conferên
cia do Prof. Bento de Jesus Caraça sôbre a Noção 
de Infinito em Matemática. 

Iniciava-se portanto na Faculdade do Pôrto uma 
acção intensa de alargamento da cultura matemática 
quando o Instituto para a Alta Cultura fundou o 
Centro de Estudos Matemáticos dc Pôrto . 

H á que felicitar o Instituto para a Alta Cultura e 
a F . C . do Porto por este acontecimento. 

A. M. 

"> Veja número 9, pág. 13. 
« Id. pág. 14. 

Sôbre o objectivo dos cursos promovidos pela Secção 
de Matemática da Faculdade de Ciências do Pôrto 

A notícia publicada com êste título no últ imo nú
mero da Gazeta de Matemática (n." 9, pág. 13), foi" 
redigida pelo Prof. Dr. Ruy Luiz Gomes. Por lapso 
de revisão faltou a indicação do nome do autor, pelo. 
que lhe apresentamos as nossas desculpas. 

Faculdade de Ciências de Coimbra 

Chega-nos a agradável notícia dc que por iniciativa 
dos professores e assistentes da Faculdade de Ciên
cias de Coimbra se iniciou no dia 21 de Março 
uma série de conferências subordinadas ao título 
Introdução Física c Filosófica- à teoria dos Quanta. 
Colaboram neste curso os professores Guido Beck, 
Pacheco de Amorim, Manuel dos Reis, Már io Silva. 
Vicente Gonçalves , Couceiro da Costa, Almeida San
tos, Jorge Gouveia, António Júdice, Rodrigues Mar
tins e Magalhães Vilhena. O programa de trabalhos 
é o seguinte : 

A ) Introdução Física. 1 — O problema da Fís ica 
Teórica. 2—Diferentes aspectos da mecânica clás
sica. 3 — Evo lução da electrodinâmica clássica. 4 — 
Aparelhagem matemática da teoria dos Quanta. 5 — 
Mecânica Quântica. 6 — Electrodinâmica Quântica. 
7 — Bases experimentais da física, quântica. 

B ) Introdução Filosófica. 1 — Ciência e epistemo
logia. 2 — Conhecimento e realidade. 3 — Espaço e 
tempo. 4 — Causalidade e determinismo. 5 — Funda
mento da Indução. 6 — R a z ã o e experiência. 

N ã o podemos como dese jávamos precisar o pro
grama que se refere à introdução matemática à teo
ria dos quanta, por falta de informações . 

O trabalho em grupo começa a generalizar-se em 
Portugal, o que revela consciência dos métodos mo
dernos de organização do trabalho científ ico. 

A Gazeta de Matemática felicita vivamente a F a 
culdade de Ciências de Coimbra por esta iniciativa. 

A. M. 

Centro de Estudos Matemáticos de Lisboa 

I — Conferências de Álgebra e Topologia 

As séries de conferências de Introdução à Topolo
gia Geral e de Introdução à Algebra Abstracta cujos 
objectivos é programas foram publicados e afixados 
(veja-se o número 9 da Gazeta dc Matemática) têm 
continuado a realizar-se com tôda a regularidade às 
3. ! , K e 5.°" feiras pelas 18 horas e aos sábados pelas 
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14,30 respectivamente, depois de terem sofrido uma 
breve interrupção com a visita do professor Maurice 
Fréchet. N a de «Introdução à Topologia Geral» rea-
lizaram-se as conferências seguintes: em Janeirc, no 
dia 10, sôbre os «Espaços de Kuratowski» por Hugo 
Ribeiro; em Fevereiro, nos dias 21 e 28 sôbre «Com
paração de Topologias» por António Monteiro; em 
Março, no dia 7 sôbre «Relativização» por .1. Sebas
tião e Silva, e nos dias 14 e 21 sôbre «Funções con
tinuas e H o m e o m o r f i a » por M. Zaluar Nunes. 

Da série «Introdução à Álgebra Abstracta», foram 
feitas mais as seguintes conferênc ias : em 8 de J a 
neiro, sôbre «Aplicações da teoria clássica de Galois», 
por J . Sebast ião e S i lva; nos dias 13 e 15 de Janeiro, 
19, 24 e 26 de Fevereiro e 3 de Março, sôbre a « T e o 
ria dos Grupos Abstractos» por J . Sebast ião e Silva ; 
nos dias 6 e 13 de Março, sôbre a « N o ç ã o do Corpo 
Abstracto e um estudo dos corpos quadráticos e 
cúbicos» por T. da Silva Paulo; e nos dias 17 e 19 
de Março, sôbre «Corpos Algébricos» por A. Sá da 
Costa. 

II —Colóquios do Seminário de Análise Geral 

Começaram no dia 23 de Março, os seguintes co ló
quios do Seminário de Anál i se Geral : 

1.° Hugo Ribeiro. «.Estruturas da Lógica Clássica 
f Intwcionista». As 2." feiras, às 16,30 horas. 1.° 
Colóquio, dia 23. 

2° J. Ribeiro de Albuquerque e Mário de Alen
quer. «Teoria da medida de Jordan, Lebesguc, Cara-
Ihéodory e Haar em espaços topológicos». À s 3 ." fei
ras, às 16,30 horas. 1.° Colóquio, dia 24. 

3. " António Monteiro. «.Caracterização cardinal, or
dinal, topológica, projectiva e euclideana da linha 
recta». À s 5." feiras, às 16,30. 1." Colóquio, dia 26. 

4. ° Hugo Ribeiro e M. Zaluar Nunes. «Fundamen
tos modernos do Cálculo das Probabilidades». À s 
6."" feiras, às 16,30 horas. 1." Colóquio, dia 27. 

H. R. 

Centro de Estudos de Física de Lisboa 

Aproveitando a estadia do Prof. Guido Beck cm 
Portugal o Centro de Fís ica do I . A . C . que funciona 
anexo à Faculdade de Ciências de Lisboa convidou, 
com o apoio da direcção desta, o referido professor 
a realizar um curso sob a des ignação geral de «In
troduction à la théorie des quanta». 

Pareceu conveniente realizar algumas lições pre
paratórias para as pessoas que desejassem seguir 
êste curso e assim durante o mês de Janeiro efec-
tuaram-se as seguintes l ições : 

A s eqiíações da dinâmica dum ponto (equação de 
Newton, equações de Lagrange, equações canónicas 
de Hamilton, equação de Hamilton-Jacobi às deri
vadas parciais), 2 l ições por F . Veiga de Oliveira. 

A s equações de Maxwell . A s fórmulas da trans
formação de Lorentz. As expressões relativistas da 
energia cinética dum ponto material. 1 lição por A. 
Marques da Sdva. 

Elementos da teoria das matrizes. Redução à forma 
canónica. 2 l ições por M . Zaluar Nunes. 

Espaço abstracto de Hilbert. Desenvolvimento em 
série de funções ortogonais e normais. 1 l ição por 
António Monteiro. 

Equação das cordas vibrantes, 1 l ição por Armando 
Gibert. 

Estudo dos pol inómios de Legendre, pol inómios 
de Hermite, funções es fér icas , funções de Bessel, 
pol inómios de Laguerre, 2 l ições por Mário de Alen
quer. 

Havia um grande interesse em seguir o curso do 
Prof. Guido Beck, interêsse plenamente justificado 
pela sua obra cientí f ica e pelas funções docentes que 
desempenhou : assistente nas Universidades de Viena 
e Leipzig, encarregado de curso na Universidade de 
Praga, professor de f ís ica matemática na Universi
dade dc Kansas ( A m é r i c a ) . O professor Guido Beck 
trabalhou com alguns dos maiores f í s icos contempo
râneos: Heisenberg, Rutherford, Bohr, Irene Toliot-
-Curie. 

O curso de «Introduction à la théorie des quanta» 
devia ter-se efectuado durante os meses de Feve
reiro e Março. Actuações independentes da vontade 
do Prof. Guido Beck, do Centro de Física e da F a 
culdade de Ciências de Lisboa impediram a sua reali
zação. 

MANUEL V A L A D A R E S . 

Centro de Estudos Matemáticos Aplicados à Economia 

Este centro de estudos foi fundado em 1938 por 
iniciativa dos professores do 1." grupo do Instituto 
Superior de Ciências Económicas e Financeiras. 

Nesse ano de 1938 o dr. Manuel Zaluar Nunes 
realizou um curso prático livre de Cálculo das Pro
babilidades; e em 1938-39 realizaram-se colóquios 
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sôbre Seguros com a colaboração dos actuários 
drs. Rinaldo Campeão, Noronha, Castanheira Nunes, 
entre outros. 

A Gazeta de Matemática tem o prazer de noticiar 
que a actividade deste Centro recomeçou agora por 
iniciativa da sua Secção de Economia Matemática. 
De facto, em 24 de Março, teve início um curso livre 
de Introdução à Economia Matemática, o qual é 
const i tuído pela expos ição da economia matemática 
paretiana. O principal objectivo é chamar a atenção 
para êste assunto e generalizar o debate sôbre as 
questões tratadas. 

A s expos ições são feitas pelo dr. Augusto de Ma
cedo Sá da Costa e têm lugar às segundas e quartas-
- feiras, às 18 horas, no I . S. C . E . F . 

Regosijamo-nos muito com esta actividade do Cen
tro de Estudos de Matemáticas Aplicadas à Economia 
que tanto interesse tem para os estudiosos da 
Economia e também para os estudiosos de Matemá
tica. Uns e outros têm agora ocasião de se familiari
zar com uma tão importante apl icação da Matemá
tica, o que reforça decerto as esperanças na activi
dade do Centro e, por ela, no esclarecimento, entre 
nós, do papel da Matemática na Economia que é hoje 
uma Ciência que faz parte do centro de ínterêsse de 
todos. 

H. B. R. 

Professor Maurice Fréchet 

E m 17 de Janeiro realizou-se a se s são em que o 
professor Maurice Fréchet foi recebido como sócio 
honorário da Sociedade Portuguesa de Matemática . 
O professor Pedro José da Cunha, presidente da 
Direcção, historiou as razões da concessão do título 
de sócio honorário ao professor Fréchet e o convite 
que o Instituto para a Alta Cultura dirigiu a êste 
professor para vir a Lisboa realizar uma série de 

,conferências. O Dr. Zaluar Nunes leu um discurso 
do professor Mira Fernandes que não pôde compare
cer, e o Dr . António Monteiro antigo discípulo do 
professor Fréchet em Paris e secretário geral da 
Sociedade enalteceu os méritos da obra cientí f ica e 
pedagógica daquele professor que agradeceu, no f i 
nal, as homenagens que acabavam de lhe prestar. 

A. S. C. 

Professor Francesco Severi 

Por iniciativa do Instituto de Cultura Italiana em 
Portugal veiu a Lisboa, o prof. Francesco Severi, da 
Universidade de Roma e Presidente do Instituto 
Nacional de Alta Matemática, para participiar na 
comemoração do centenário de Galileo Galilei pro
movida peia Academia das Ciências de Lisboa. 

« O T R A N S F I N I T O » 

• O quinzenário cultural «Horizonte», órgão de es

tudantes das nossas esccJas superiores publica no seu 

n.° 4 um artigo com pretensões f i l o só f i cas intitulado 

«O Transi ini to». Fo i com desagrado e pena que o li. 

Que verbalismo! Que enorme c o n f u s ã o esconde uma 

linguagem empolada mas desarticulada! 

Começa o autor por analisar as atitudes do inves

tigador e do «homem de senso comum» em face da 

proposição «o todo é maior que a parte» e depois 

de considerações bastante confusas, sôbre as preo

cupações de general ização do cientista pretende 

«demonstrar por uma anatomia cuidada de uma su

cessão muito simples — a sucessão dos números in

teiros— que tal sucessão é equivalente a outras nela 

contidas. » 

São de louvar as tentativas honestas de divulga

ção mas altamente condenáveis , por prejudiciais, ar

tigos do género de «O Transf ini to», e há assuntos 

que não se podem divulgar em poucas linhas. 

I P a r a quê tentar mostrar cultura que não existe 

de facto ? i Para quê, termos «bombásticce» como 

«anatomia cuidada do infinito», «operar no finito e 

no transfinito» ou mesmo míst icos como «as coisas 

lá comportam-se dum modo diverso do de cá», 

empregados sem serem convenientemente esclareci

dos ? 

Termino pedindo ao autor leia com mais cuidado 

algum bom compêndio de Matemática Superior (que 

existe!) não se preocupando em reter as frases cujo 

estilo o entusiasmou mas sim em assimilar as ideias 

que nelas se contêm. 

MANUEL ZALUAR 
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P È O 15 L E M A S' 
\ 

1006—Mostre que a s é r i e 2 (.s"+ #""")-' converge 
« m qualquer ponto s tal que \z]*j=\, 

1007 — Prove que para n inteiro as f u n ç õ e s de B e s -
+ 0 0 

se i J X s ) v er i f i cam J„(y+s) = ^ Jm(y)J„-„A*). 

1008— A c h e o r e c í p r o c o de 1 + ? 2 no corpo defi
nido p o r / ( f ) = ? 3—3 ?-j-l=0. 

1009— A c h e a e q u a ç ã o do grau G que define o 

corpo R„ C y / V , \/o) [R„ corpo dos rac ionais ] . 

1010 — S ã o dados u m plano to e u m ponto O 
d ê s s e plano. Pede-se a e q u a ç ã o geral das s u p e r f í 
c ies 2 tais que, sendo M u m ponto de - , MN a 
normal em M (Ne 2 ) , MP a perpendicu lar a 
m ( P e i ) , s e ja igual a uma constante dada a' a á r e a 
do t r i â n g u l o ONP. C o m os mesmos dados fazer 

A^ÔP = const. 

1011—Demonstrar que, dados os pontos Mi e M2 

representat ivos dos complexos S\ e s 2 , se M\ 

A SITUAÇÃO FINANCEIRA DA 

T e m - s e escrito nas colunas da « G a z e t a de M a -
t e m ã t i c a > que esta n ã b constitui u m empreendi 
mento comerc ia l . Pretende-se s ignif icar, com esta 
a f i r m a ç ã o , que : 

1. ° todo o trabalho da d i r e c ç ã o , r e d a c ç ã o e 
a d m i n i s t r a ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » é gra
tuito ; 

2. ° todo o rendimento l í q u i d o que venha a r e 
sultar da p u b l i c a ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » 
s e r á aplicado, integralmente, no ulterior melho
ramento da rev i s ta e na a m p l i a ç ã o do n ú m e r o das 
suas p á g i n a s . 

P o r outro lado, tem-se af irmado aqui, v á r i a s 
vezes , que a t r a n s f o r m a ç ã o da « G a z e t a de Mate
m á t i c a » n u m instrumento de trabalho cada vez 
mais a p e r f e i ç o a d o , depende em grande parte da 
c o l a b o r a ç ã o e do apoio prestado pelos leitores. 

A a d m i n i s t r a ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » 
julga concorrer para a d o c u m e n t a ç ã o da p r i m e i r a 
a f i r m a ç ã o e para o despertar dum maior interesse 
nos leitores pela p r e s t a ç ã o da c o l a b o r a ç ã o so l ic i -

P R O P O S T O S 

descreve u m a recta parale la ao eixo Ox , o ponto 
M representat ivo do produto #| z2 de screve u m a 
recta parale la a OM2 • 

1012 — S e num determinante de V a n d e r m o n d e 
D (a\, a t , ••• , a„) os e lementos « f , « : . , • • •, n„ e s t ã o 
e m p r o g r e s s ã o a r i t m é t i c a de r a z ã o r, o valor do 
determinante é : 

« i n - i ) 
D(ai,a2, ••• a„y--(n-\)!(n-2)/... / 3 / 2 / 1 / r * 

Os problemas n."* 1011 e 1012 sao propostos por um leitor 
que assina cum estudante de Matemáticas» do Pórto. 

Soluções recebidas 

8 9 0 — O resto R da divisão do polinómio P = x 3 + 
+ y 3 + z 3 - f m x y z por D = x + y + z obtem-se substi
tuindo, em P , x por — (y + z i . Então R = ( m + 3) 
( y 2 z - f - z 2 y ) . A equação R = 0 dá para m o valor —3, 

T. Ferreira Rato (de Cabo Verde). Recebemos ainda uma 
solução análoga de J . S. Faria de Abreu (de Penafiel). 

891 — R - ± ( 7 x 2 - 2 x - 3 / 2 ) . 
Soluções dos mesmos autores. 

«GAZETA DE MATEMÁTICA » 

tada, ao decidir a p u b l i c a ç ã o n o r m a l das contas 
que traduzem a s i t u a ç ã o f inance ira da rev is ta . 

E s t a p u b l i c a ç ã o s e r á feita s e m c o m e n t á r i o s p a r a 
que o leitor l ivremente ju lgue e actue e m confor
midade. D e v e acrescentar-se , contudo, t ã o con
vencidos estamos de que a p u b l i c a ç ã o da « G a z e t a 
de M a t e m á t i c a » corresponde a uma necess idade 
do meio, que outro resultado n ã o esperamos da 
p u b l i c a ç ã o das contas que n ã o s e j a o de ass i s t ir 
em b r e v e — por f ô r ç a da a c t u a ç ã o dos actuais e 
futuros le itores — à t r a n s f o r m a ç ã o da rev i s ta n a 
quilo que todos pretendem eme ela s e ja . 

S e m e s p e r a r pela c o n s o l i d a ç ã o da actual s i tua
ç ã o f inance ira , de l iberou-se ampl iar para 24 ou 32 
p á g i n a s o texto da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » . S a t i s -
faz-se, a s s im, u m a necess idade já premente, e m 
virtude da a f l u ê n c i a de originais, da u r g ê n c i a de 
cr iar novas s e c ç õ e s permanentes e do cresc imento 
das actuais . S i m u l t á n e a m e n t e , real iza-se , d ê s t e 
modo, u m c o m ê ç o de c o n c r e t i z a ç ã o da o r i e n t a ç ã o 
que atraz se e s b o ç o u . 
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CONTA DE RECEITA E DESPESA 

Receita , 

1040 Rece i t a da v e n d a a v u l s o e 
a s s ina tu ra dos N . o s 1 a 4 
Deficit em 1940 

p o r 
3.104*05 
2.911*70 

6.015*75 

Despesa 

1010 C o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o , p a p e l e 
b r o c h u r a do N . ° í 

I d e m , i d e m d o N . ° 2 
I d e m , i d e m do N . ° 3 
I d e m , i d e m do N . ° 4 
Despezas de e x p e d i ç ã o , c o b r a n ç a , 

p r o p a g a n d a , etc. 

932400 
1.420*00 
2.350*00 

875*00 

433^75 
0.015*75 

1941 Rece i t a da v e n d a a v u l s o e p o r 
a ss ina tu ra dos N . o s 1 a 8 
Deficit cm 1941 

7.807*30 
1.072*70 

8.970*00 

1041 Deficit em 1940 
C o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o , p a p e l e 

b r o c h u r a do N . ° 5 
I d e m , i d e m do N . ° 0 
I d e m , i d e m d o N . ° 7 
I d e m , i d e m d o N . ° 8 
Despezas d e e x p e d i ç ã o , c o b r a n ç a , 

p r o p a g a n d a , etc. 

2.011*70 

1.282*00 
1.600*00 
1.100*00 
1.100*01) 

07G*3!) 
8 .970*00 

1942 Rece i t a da v e n d a a v u l s o e p o r 
a s s ina tu ra dos N . o s 1 a 13 

1042, A B R I L , 1 — Superavit 

4.843*95 

4.843*95 

1.002*30 

1942 Deficit em 1941 1.072*70 
C o m p o s i ç ã o , i m p r e s s ã o , p a p e l e 

b r o c h u r a do N . ° 9 1.410*00 
Despezas de e x p e d i ç ã o , c o b r a n ç a , 

p ropaganda , etc. 1.298*95 
M A K Ç O , 31 — Superavit, 1.062*30 

4.843*95 

B A L A N Ç O 
3 1 - M A R C O - 1 9 4 2 

A C T I V O 

Caixa 

N u m e r á r i o e m c o f r e 

Assinantes 

N ú m e r o s en t r egues e n ã o cobrados 

Edições 

E x i s t ê n c i a da « G a z e t a » N . o s 1 a 9 
pe lo p r e ç o de cus to 

Situação liquida 

1.062*30 

807*00 

174*50 

898*10 

2.941*90 

PASSIVO 

Credores diversos 

Contas a l i q u i d a r 

Assinantes 

301 ti 00 

N ú m e r o s a p u b l i c a r e cobrados ante
c i p a d a m e n t e 2.637*00 

2.941*90 

A. S. C . e O. M. R. 
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B I B L I O G R A F I A 

Agros — B o l e t i m dos es tudantes de A g r o n o m i a . 
A n o 24 — n . ° 6 — N o v e m b r o - D e z e m b r o . 

G u i a de leitores 
M o d e r n a — Fas. 1 . 

Notas c r i t i c a s de B i b l i o g r a f i a 

H o r i z o n t e 
— N. o s 1 a 4 . 

Q u i n z e n á r i o c u l t u r a l . A n o 1 

I n á c i o Francisco da Silva — Sobre a determina
ção da distância perièlica duma órbita parabólica. 
— R e v i s t a da F a c u l d a d e de C i ê n c i a s da U . L . , 
V o l . I I , n . ° 7, 1941. 

J . Vicente G o n ç a l v e s — Sur la primitive des 
différentielles Males ( C o i m b r a , 1941) ; Sur une 
classe de frontières de domaines ( C o i m b r a , 1941) ; 
Sur quelques théorèmes classiques ( C o i m b r a , 1941). 

Portugaliae Mathematica — V o l . 3 (1942), Fasc. 2. 
— M a u r i c e F r é c h e t — L e s courbes d'inertie et l'ajus
tement. R e n a t o C a c c i o p p o i i Esistema e limitasione 
dello spettro in un problema ai limiti per un'equa
cione differentiate ordinária non lineare. M a n u e l 
Ba lanza t — Sur quelques formules de la géométrie 
intégrale des ensembles dans un espace à n dimen
sions. J . W . T u k e y — Some notes on the separa

tion of convex sets. F r e d e r i c B o h n e n b l u s t A cha
racterization of complex Hilbert spaces. S i x t o 
R i o s — Sobre las singularidades de la integral de 
Laplace. G e r m a n A n c o c h e a — Sur quelques théo
rèmes de la théorie algébrique des corps. A . M i r a 
F e r n a n d e s — La condisione ( N ) di Lusin e le con
di sioni (T) ed ( S ) di Banach. Condition (S i ) « / ( S o ) . 
J . S e b a s t i ã o e S i l v a — Les ensembles fermés et le 
problème de Wiener. J . A l b u q u e r q u e — Sur les en
sembles clairsemés. 

C O R R E C Ç Ã O — Nas « P u b l i c a ç õ e s p e r i ó d i c a s » i n 
dicadas n o n . ° 9 f o i p o r l apso o m i t i d o o t r a b a l h o 
d e A n t ó n i o M o n t e i r o — La notion de fermeture et 
les axiomes de séparation. 

T é c n i c a — R e v i s t a de E n g e n h a r i a dos A l u n o s 
do I . S. T . n ° 125 ( J a n e i r o de 1942), n . ° 126 ( F e v e 
r e i r o de 1042) e n . ° 127 ( M a r ç o de 1942). 

O n .° 127 c o n t é m os enunc i ados dos p o n t o s dos 
exames de a p t i d ã o ao I . S. T . nas é p o c a s de J u l h o 
e O u t u b r o d e 1 9 4 1 . 

Trabalhos do S e m i n á r i o de A n á l i s e G e r a l — P u 
b l i c a d o s e m 1940 e 1941. — C e n t r o de E s t u d o s 
M a t e m á t i c o s ( I n s t i t u t o pa ra a A l t a C u l t u r a ) . 

I 0 que pensa da «Gazeta de Matemática» ? 

O desejo de t r a n s f o r m a ç ã o progressiva da Gazeta 
de Matemática, frequentemente manifestado pela sua 
r edacção , é consequênc ia imediata do reconhecimento 
das de f i c i ênc i a s que a revista ainda apresenta. 

O conhecimento do que pensam os leitores — ver
dadeiramente interessados pela revista — é um ele
mento ind ispensáve l para acertadamente orientar essa 
t r a n s f o r m a ç ã o . 

A r e d a c ç ã o da Gazeta de Matemática e s t u d a r á com 
lodo o interesse quaisquer s u g e s t õ e s que os leitores 
lhe apresentem. Por isso, agradece e aguarda que o 
leitor responda à pregunta jo que pensa da «Gazeta 
de Matemática? e a complete, respondendo a outra 
,:em que medida poderá colaborar na «Gazeta de 
M atemática ? 

Referênc ias 
A D i r e c ç ã o da « G a z e t a ' de M a t e m á t i c a » ag ra 

dece m u i t o r e c o n h e c i d a as r e f e r e n c i a s f e i t a s p o r : 
« D i á r i o de L i s b o a » , « D i á r i o de N o t í c i a s » , « J o r n a l 
do C o m é r c i o e das C o l ó n i a s » , « D i á r i o da M a n h ã » , 
« O S é c u l o » , « J o r n a l de N o t í c i a s » , « G a z e t a de 
C o i m b r a » , « O P r i m e i r o de J a n e i r o » e « D i á r i o de 
C o i m b r a » . 

•Gazeta de Matemática», n." 11 

O n . ° 11 da «.Gazeta de Matemática-» ( J u l h o de 
1942) s e r á p u b l i c a d o nos p r i m e i r o s dias de M a i o 
p r ó x i m o . 

Ê s t e n ú m e r o c o n t e r á o s e g u i n t e : 

1) Pon tos de m a t e m á t i c a dos exames de a p t i 
d ã o à s escolas s u p e r i o r e s , r e l a t i v o s ao a n o 
l e c t i v o de 1940-41, e r e s p e c t i v a s r e s o l u 
ç õ e s ; 

2) Pon tos de exames f i n a i s das cade i ras d e 
m a t e m á t i c a das escolas s u p e r i o r e s , r e l a 
t i v o s ao ano l e c t i v o de 1940-41, e r e spec 
t ivas r e s o l u ç õ e s ; 

3) Galileo e Nezvton, p o r B e n t o C a r a ç a . H. Le-
besgue, p o r J o s é V i c e n t e G o n ç a l v e s . Jean 
Perrin, p o r M a n u e l V a l a d a r e s . O Cálculo 
da soma duma série, p o r A . S á da Costa. 
Sobre a maneira de estabelecer a fórmula 
de Taylor, p o r J . S e b a s t i ã o e S i l v a . 

a l é m das s e c ç õ e s p e r m a n e n t e s : Pedagogia, Movi
mento matemático, Problemas propostos, Resoluções 
de problemas propostos cm números anteriores, etc. 



C O L A B O R A D O R E S 

António Monteiro, A. de Mira Fernandes, A. Quintanilha, 
A. Sá da Costa, Bento Caraça, Hugo Ribeiro, Jaime Rios 
de Sousa, José Sebast ião e Silva, José Silva Paulo, L . W . 
Stevens, Manuel Valadares, Manuel Zaluar, Ruy Luís Qomes 

C E D E R A M P O N T O S O U R E S O L U Ç Õ E S 

A. A. Ferreira de Macedo, A. Cortesão Pais, A. de Mira 
Fernandes, A. Sá da Costa, Bento Caraça, O . Ramos de 
Castro, Hugo Ribeiro, J . Rios de Sousa, J . F . Ramos e Costa, 
J . Vicente Gonça lves , J . Calado, J . César Oom, J . Pais Mo
rais, M. Esparteiro, M. G o n ç a l v e s Miranda, Madureira e 
Sousa, Maria do Pilar Ribeiro, M. Zaluar, Pinto de Almeida, 
R. Sarmento Beires, Vítor Hugo de Lemos, Virgí l io Barroso 

A P U B L I C A R N O S P R Ó X I M O S N Ú M E R O S 

«H. L e b e s g u e » — J . Vicente G o n ç a l v e s . «Gal i leo e New
ton» — Bento Caraça. «Jean Perrin» — Manuel Valadares. 
« O cálculo da soma duma série» — A. Sá da Costa. «Uma 
maneira de encarar o sistema de projecções de Monge» 
— Luís Passos. «Sobre a maneira de estabelecer a fórmula 
de T a y l o r » — J . Sebast ião e Silva. «Pequeno estudo da 

velocidade areolar escalar» — P. B. Braumann 

C O L A B O R A R A M G R A F I C A M E N T E N E S T E N Ú M E R O 

Ruben Soares e Álvaro Amadeu Domingues, compositores 
e Joaquim de Jesus Fidalgo, impressor 

« P O R T U G A L I A E M A T H E M A T I C A L 
Revista trimestral de colaboração internacional, editada por A. Monteiro 

E a única revista portuguesa que publica exclusivamente trabalhos originais de Matemática 

Volume 1: 193S-1940 6 Fasc ícu los — 200$00 
Volume 2 : 1941 4 Fasc ícu los — 150$00 
Volume 3 : 1942 em p u b l i c a ç ã o - 150$00 

Para os sócios da Sociedade Portuguesa de Matemática : 

Volume 1 — 100$00, volume 2 e seguintes 50$00 

Tôda a correspondência deve ser dirigida a 
« P o r l u g a l i a e M a t h e m a í i c a » Faculdade de C i ê n c i a s 

L I S B O A ( P O R T U G A L ) 



G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 

A «Gazeta de Matemática» publica quatro números por ano, em Janeiro, Abril, 
Julho e Outubro. Cada número terá um mínimo de 16 páginas e o preço de Esc . 536oo. 

Pontos de Exame. Uma das secções permanentes da «Gazeta de Matemática» é 
constituída pelos pontos de exame de aptidão às universidades e pontos de exame de 
frequência e finais das cadeiras de matemática das escolas superiores. A distribuição 
normal dêstes pontos, pelos diferentes números da «Gazeta de Matemática» é a 
seguinte: número de Janeiro — pontos do i.° exame de frequência; número de 
Abril — pontos do 2." exame de frequência; número de Julho — pontos de exames 
de aptidão e finais; número de Outubro—pontos de exames de aptidão e finais-
Como já está dito, esta é a distribuição normal dos referidos pontos, por consequência, 
cada um dêstes números poderá publicar e publicará, em geral, outros pontos além 

dos indicados. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A administração da «Gazeta de xMatemática» aceita assinaturas de quatro números, 
ao preço de Esc. 18*00, para o que bastará dar a indicação do nome, morada, 
local da cobrança e do número em que deve ter início. A assinatura será renovada 
automaticamente no seu têrmo, salvo aviso prévio em contrário. Para simplificar o 
trabalho de cobrança, tôdas as assinaturas serão acertadas de modo tal que passem 
a ter início com o número de Janeiro de cada ano, pelo que, a primeira cobrança, 
das assinaturas com início em qualquer outro número, será de Esc. 4í»5o, Esc. 93&00 

ou Esc . i3#>5o, correspondendo a 1, 2 ou 3 números. 

Números atrazados. Os números atrazados são vendidos ao preço de capa : 
N.° 1 Esc. 33&00, N .°2 Esc. 3anoo, N . °3 Esc . 6œ>5o, N . °4 Esc. 3#>oo, N . °5 Esc. 4*00, 

N.° 6 Esc . 4®oo, N.° 7 Esc . 6»oo, N.° 8 Esc . 43&00, N.° 9 Esc. 5at>oo. 

Inscreva-se desde já como assinante da «Gazeta de Matemática»; assim, concorrerá 
para o futuro melhoramento da revista, que não constitui, de modo algum, um 

empreendimento comercial. 


