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A natureza, a extensão e a o r igem da 
co laboração pedida para o n.° 100 (especial) 
da «Gazera de Matemát ica» p rovoca ram um 
arraso do mesmo. Con tando neste momento 
cerca de 2 0 0 páginas impressas em breve 
será distr ibuído aos nossos assinantes. 

Deste [acro resultou a decisão de, para 
efeitos de cobrança , se ter considerado o 
refer ido n.° 100 como dup lo in tegrado no ano 
de 1965 e dec id ido prosseguir na emissão do 
n.° 101-102 que será o p r ime i ro do ano de 
1966. 



A N O X X V I I - N . » 101-102 GAZETA DE MATEMÁTICA J A N . / J U N H O - 1 9 6 6 

« D I T O E : Gazeta de Matemática, Lda. A D M I N I S T R A D O R : A. Sá da Costa 

R E D A C T O R E S : J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo 

Composto na Tipograf ia Matemática, Lda. — Rua Diár io de Not ic ias , 134 - 1.* - Esq. — Telef. 36 94 49 — LISBOA 2 

O problema de Cauchy para a equação não linear 
das ondas em espaços de Hilbert 

por Luis Adauto Medeiros 

§ 1 — Introdução 

O objectivo dêste artigo é fazer um resumo 
dos resultados sûbre o problema de C A U C H Y 

para a equação das ondas, que obtivemos nos 
dois últimos anos, nos Departamentos de 
Matemática das Universidades de Yale e de 
Chicago. Nesta introdução, faremos um breve 
histórico do problema a resolver, das dificul
dades obtidas, assim como dos problemas 
surgidos. 

Tomaremos como ponto de referência o 
trabalho [1](*) de B R O W D E R , aonde encontra-
-se um método abstraio para a integração da 
equação não linear das ondas. O trabalho de 
B R O W D E R tem como origem o de J Õ R G E N S [4], 
que estuda um problema análogo, limitando-se 
ao espaço Euclidiano R5 e usando métodos 
analíticos concretos para a obtenção de seus 
resultados. Em suma, podemos sintetizar as 
idóias como segue. Nas aplicações dos Mé
todos Matemáticos à Física, surge a necessi
dade de resolver o problema de C A U C H Y para 

(*) N ú m e r o s entre colchetes referem-se à biblio
grafia. 

Resumo da tèse de doutoramento apresentada ao 
Instituto de Matemát i ca Pura e Aplicada do Conselho 
Nacional de Pesquisas do Bras i l , Rio de Janeiro, G B . 

a equação não linear das ondas, como por 
exemplo 

(1) - Au + ku? = 0, 

aonde A ó o operador de L A P L A C E , t o tempo, 
k é uma constante e u uma função numérica 
real, definida no i ? 3 X [0, T]. Com o obje-
tivo de abranger uma classe mais vasta de 
equações do tipo (1), J Õ R G E N S em [4], estu
dou o problema de C A U C H Y para equações da 
forma 

(2) Í ^ _ A M + J F / ( ] m ] 2 ) u = o , 

sendo F uma função numérica real com de
rivada F'. 

Tomando as equações da forma (2) como 
modôlo, B R O W D E R em [1], deu uma formula
ção abstraía do problema de C A U C H Y para 
equações do tipo (2). De maneira mais explí
cita, demonstrou a existência e unicidade da 
solução do problema de C A U C H Y , para a 
classe de equações operacionais 

(3) ^-Hl + Au + M{u) = 0 
d l2 
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em um espaço de H I L B E R T H. E m (3), A 
é um operador de II, com domínio D (A) 
denso em H, limitado inferiormente por 
k > 0 e self adjunto. O têrmo J/(w) é uma 
aplicação, não necessariamente linear, de 
D (A1!2) em H, satisfazendo a certas restri
ções (cf. § 4, J / l , J / 2 , J / 3 , J / 4 ) . B E O W -

D E R aplicou o cálculo operacional para ope
radores self adjuntos em espaços de H I L B E R T , 

para obter os seus resultados. As derivadas 
que aparecem em (3), são no sentido da to
pologia definida pela norma de H. Como 
aplicação de seus resultados abstratos, con
siderou o caso em que / / L2 (RN), (espaço 
de H I L B E R T das classes de funções integráveis 
à L E B E S G U E no espaço euclidiano real RN, 
de dimensão N), A é uma realização self 
adjunto em L2(Q) de um operador diferencial 
parcial do tipo elítico e M(u) = \ u \2)u . 
Quando ê s t e s resultados são particulari
zados para 2V= 3 , A ó o operador de 
L A P L A C E no R5, obtém-se os resultados de 
J Õ R G E N S . 

Tomaremos como modêlo para o nosso 
trabalho, as equações do tipo (3) e apresen
taremos, nesta fase de nosso estudo, como 
única inovação, a perturbação no coeficiente 
de (3), isto é, estaremos interessados em 
equações da forma 

(4) ^ + A(t)u + M(u) = 0 
a t2 

onde A(t), para t em R+, (coleção dos 
números reais não negativos), é uma família 
de operadores de / / , satisfazendo a certas 
condições que fixaremos a seguir (cf. § 2). 
No parágrafo 5 será dada uma aplicação 
para o caso em que A é uma realização 
autoadjunta em L2(6), (G uma região limi
tada do RN) de um operador elítico de se
gunda ordem, com coeficientes variáveis. 
Note-se que o resultado pode ser aplicado a 
operadores de ordem 2 m, trazendo um 

pouco mais de trabalho nos cálculos de veri
ficação de algumas hipóteses. 

O método usado por B R O W D E R em [1], não 
se adapta naturalmente ao caso de coeficien
tes dependendo do tempo. Por esta razão, 
procuramos transformar a equação (4) em 
um sistema de equações diferenciais de pri
meira ordem, mediante as mudanças de va-

d u 
riáveis v = e a seguir x—A (ty®u y=v . 

d t 
Consequentemente, uma primeira etapa do 
problema seria a de precisar as condições a 
serem assumidas sôbre a família A (t) para 
que êste método tivesse sucesso. Nos casos 
mais frequentes de realização de operadores 
diferenciais parciais, com condições de Di -
R I C H L E T nulas sôbre a fronteira de G, sa-
be-se que o domínio de A (<), o qual repre
sentaremos por D (A (?)) , não varia com 
t e R+ . Daí resulta que, do ponto de vista 
das aplicações, é natural supormos que 
D (A (£)) não varia com o tempo t . Além 
desta observação, notemos que a mudança 
de variáveis mencionada anteriormente, en
volve a raiz quadrada positiva de A (<). 
Consequentemente, impondo a A (<) as ne
cessárias condições que assegurem a existên
cia da sua raiz quadrada positiva A(t)ll2, 
apresentam-se como problemas naturais, os 
seguintes : 

1. Caracterizar o domínio da raiz qua
drada positiva A'1!'2 de um operador self 
adjunto A, limitado inferiormente por uma 
constante positiva, 

2. Dada uma família j^(<) | , teR+, de 
operadores de / / , determinar as condições 
a serem impostas a A ( í ) , de tal modo que 
se D(A(t)), fôr constante, então D(A(t)V2) 
também será constante. 

3. Se para cada teR+ a função v<=A(t)u 
de D (A (<)) -* II fôr fortemente diferenciável 
para todo u e D {A (í)) , resultará daí que 
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M ( < ) = A(tyi*B será diferenciável, no mesmo 
sentido, para todo z e D (A (i) 1 1 2) ? 

No parágrafo 2 encontram.se as respostas 
às questões 1 e 2 enquanto no parágrafo 3 
encontra-se a resposta à questão 3. 

De posse dos resultados obtidos nos pará
grafos 2 e 3, voltaremos no parágrafo 4 ao 
problema de C A U C H Y para a equação (4). 
Através da mudança de variáveis mencionada 
anteriormente, reduz-se o problema de C A U C H Y 

para (4) ao caso de uma equação de primeira 
ordem, em um espaço de H I L B E R T C6 , soma 
direita de II com H. Para integrar a equa
ção transformada de (4) em <&, usamos os 
métodos de K A T O [5], B R O W D E R [7] e o teo
rema do ponto fixo de P I C C A R D - B A N A C H . 

O parágrafo 5 contém um exemplo não 
trivial de uma equação das ondas com têrmo 
não linear, com operadores de segunda ordem 
com coeficientes dependendo do tempo. 

É importante observar que equações ope
racionais de segunda ordem do tipo (3), tam
bém foram estudadas por S E G A L [7], B R O W -

D E R e S T R A U S S [8]. Recentemente, M A M E D O V , 

[6], anunciou certos resultados sôbre as 
soluções das equações do tipo (4) com dife
rentes hipóteses sôbre A(t) e sôbre a parte 
não linear. 

Aproveitamos esta oportunidade para agra
decer ao Prof. F E L I X E . B R O W D E R , da Uni
versidade de Chicago, por nos ter proposto 
esta questão e por suas valorosas sugestões 
nas fases decisivas dêste trabalho. 

Ao Prof. L E O P O L D O N A C H B I N , do Conselho 
Nacional de Pesquisas e da Universidade do 
Brasil, desejamos deixar explícita a nossa 
gratidão pessoal por sua constante assistência 
e encorajamento, part icu larmente quando 
fomos estagiário no Instituto de Matemática 
Pura e Aplicada do Conselho Nacional de 
Pesquisas, durante os anos 1959-1961. 

Também agradecemos ao Prof. F R A N K J . 
H A H X da Yale University, pelas discussões 
estimulantes que tivemos. 

§ 2 — Sôbre o domínio da raiz quadrada 
de um operador 

Neste parágrafo fixaremos a notação, cer
tas hipóteses sôbre a família | A (í) j , te R+ 
e responderemos as questões 1 e 2 sôbre a 
raiz quadrada - á ( í ) 1 ' 2 , propostas anterior
mente. Não faremos as demonstrações, pois 
uma exposição completa será publicada em 
Notas de Matemática, coleção publicada pelo 
Instituto de Matemática Pura e Aplicada do 
Conselho Nacional de Pesquisas. 

Seja H um espaço de H I L B E R T complexo, 
com produto escalar (1) e norma || j | . Con
sideremos uma família J A (<) J . teR*, de 
operadores A(t) de II. Inicialmente assu
miremos o seguinte : 

Hipótese I—Para cada t em R+, o ope
rador A(t) possui domínio D(A(t)) denso 
em H, ó self adjunto e limitado inferior
mente por uma função contínua positiva k(t), 
isto é , {A (t) u I M ) ^ k ( í) (u I u) para cada u 
em D(A(t))> 

Pela Hipótese / , o inverso A(t)~x de 
A (<) existe para cada t, ó definido em H 
e limitado por No que segue, neces
sitaremos considerar o produto A (s) A 
para t,seR+, o que será possível sòmente 
se A(t) tiver d o m í n i o constante relativa
mente a t, isto é , D (A (t)) = D(A (Oj) para 
cada í e i ? + . 

Hipótese II—Quando teR+, o domínio 
de A(t) é constante. 

Daí resu l ta que A(t)A(s)-^ é sempre 
definido e limitado para todo par t,s em R+. 

Hipótese III—Os operadores limitados 
A(t)A(s)-1 serão supostos uniformemente 
limitados, isto é , existe uma constante M 
tal que || A (i) A (f0)-i \\ ̂  M p a r a todo 
t , t0 e R+. 
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Hipótese IV — Os operadores limitados 
A (t) A ('o) - 1 satisfazem a uma c o n d i ç ã o 
de L I P S C H I T Z , isto é, existe uma constante 
k > 0 tal que 

\\A(t)A(t0)-i-A(s)A(toyi\\^k\-s\ 

para todo t , t 0 , seR+. 
Pela Hipótese I , para cada t e R+ , existe 

a raiz quadrada positiva A (i) 1' 2 de A ( f ) , 
que é self adjunta e limitada inferiormente 
por k(t)V2 onde k(t) è o limite inferior de 
A(t) o que é uma simples consequência do 
teorema espectral. Também como conse
quência do teorema espectral, tem-se que 
í ) ( l ( í ) ) c í ) ( 4 ( í ) i ; 2 ) , para cada t . Da Hi
pótese I , resulta que (A ( Í ) M | M ) = | | ^ . ( Í ) 1 ' ' 2 | | X 

(t) (u \ u) para todo u em D (A (<)). Por
tanto, {A (t) u I u) induz em D (A (t)) uma 
estrutura métrica mais fraca do que a origi
nal de i ï , dada por ( | ) . Por um argumento 
análogo ao usado por F R E D E R I C K S para obter 
extensões self adjuntas dos operadores simé
tricos semi limitados, nós podemos obter o 
domínio de A(tf>2 a partir do domínio de 
A(t), mais precisamente, demonstra se que 
D(A(tyi2) é o completado de D(A(t)) com 
relação a métrica induzida em D (A (t)) pelo 
produto escalar [u\v] = (A (t)u\v) , para 
M , v G D (A (Cf) . Desta forma, demonstramos 
os seguintes fatos : 

P R O P O S I Ç Ã O 1. Suponhamos que | A ( t ) j 
satisfaz às Hipóteses 1 e II. 

Então, se existirem duas funções contínuas 
positivas c (t) e c' (t), para t e R+ , de tal 
modo que 

(5) cr (A (0) u I u) ^ (A (t) u I u) ^ 

^ c ( t ) ( A ( 0 ) u | u ) 

para todo u 6 D (A (0)) , daí resulta que 
D (A (t)1'2) será constante. 

T E O R E M A 1. Suponhamos que |A(t)j seja 
uma família de operadores de H , satisfazendo 
as condições I, II, III e IV. Daí resulta que 
D(A(t)'/ 2 ) é constante. 

§ 3 — Diferenciabilidade da raiz quadrada 
de AO) 

Seja A (t), te i?+ , uma família de opera
dores de um espaço de B A N A C H B, com do
mínio constante D (A (0)). Diz-se que A (t) 
é fortemente continuamente diferenciável com 
relação a t , quando o vetor v (t) = A (t) u 
for continuamente diferenciável em relação 
a norma de B, para todo u em D, isto 
é, quando 

lim (t - (A (t)u — A (l) u) 

m 

existe no sentido da norma de B. 
Seja A (t) uma família satisfazendo às 

I , I I , I I I , I V , V . Então pelo Teorema 1, 
segue-se que A (<)"2 possui domínio cons
tante. Se considerarmos a família J/l((!) 2| em 
lugar de |^4(0j c o m hipóteses semelhantes 
sóbre A (Cf, concluiríamos que A (t) possui 
domínio constante. Nas aplicações, temos a 
seguinte situação : A(t), A (Cf e A ( í ) 1 ' 2 pos
suem domínio constante e A (t) é fortemente 
continuamente diferenciável. Representando 
por A'(i) a derivada forte de A(i) e por 
C(t) o comutador de A(t) e A1(t) isto ó, 
C(t) = A(t)A'(t) — A'(t)A(t) também nas 
aplicações êste operador possui domínio cons
tante e satisfaz a certas condições (cf. yx, •y2)> 
as quais tomaremos como hipóteses'no caso 
abstrato. Desta forma, admitiremos que os 
operadores A (tf e C(t) satisfaçam às se
guintes condições : 

7i) C ( 0 possui domínio constante e 
D(C(t))^-D(A(Cf), isto ó, o domínio do 
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quadrado de A(t) está contido no domínio 
do comutador de A(t) e A'(t). 

y 2) Existe uma constante y , 0 ^ y < l e 
nma função contínua positiva h(t), tal que 

\\C(t)u\\^h{t)\\\A(t?u\\y\\u\\i-T + \\u\\\ 

para todo u e D (A ( í ) 2 ) . 
Daí resulta que quando A(t) satisfaz à 

à Hipótese I e A { t f , A{t)W, A(t), C(t) 
possuem domínio constante, então, vale o 
seguinte teorema : 

T E O R E M A 1. Se A(t) for fortemente con
tinuamente diferenciável para t e R + e o 
comutador c (t) de A' (t) e A (t) satisfaz às 
condições yj) e y2), dal resulta que A (t) 1 / 2 

é também fortemente continuamente diferen
ciável. 

A demonstração do Teorema 1 baseia-se 
essencialmente em uma representação inte
gral da potência fracionária de A (t), isto 
é, na representação 

Â ( t f u = = «<>•(* « /2 ) r * \ { A c o + * • / + 
m/Q 

+ (A (t) — ix I)-1 \udx 

que é válida para todo 0 < « < 1 e u em 
D(A(t)CL). As Hipóteses y} e y2> aparecem 
como condições suficientes para demonstrar
mos a convergência de certa integral que 
aparece nos cálculos. 

§ 4 — O problema de Cauchy 

Seja A ( f ) a família de operadores fixada 
no parágrafo 2. Vamos representar por 
C2(R+ , II) o conjunto das funções vetoriais, 
i . e., mH* ->-II, que são duas vezes forte
mente continuamente diferenciáveis em H, 

com relação a í . Suponhamos D(A(0yi2) 
topologizado pela norma j|M|| w> i )=||4(0) ,'' 2a||. 
Seja M(u) uma aplicação de D(A(0)ll2) em 
I I , (não necessariamente linear) satisfazendo 
as seguintes condições : 

Mj) P a r a cada constante positiva C, 
existe uma constante positiva k(C) tal que 

\\M(u)\\^k(C),\\M(u)-M(v)\\^ 

^k{C)\\u-v\\Wo 

para todo par u,ve D(A (O)1/2) e tal que 
| | t t | | T r . < í 7 , \\v\\Wt< C. 

M 2) Existe um número real k0 tal que 
para tôda u : R+ -* D (A (O)"2) fortemente 

continuamente diferenciável com — - unifor-
dt 

memente contínua, tem-se 

Re f \ M { u ) ) \ d ^ { s ) ) ã i 

^ - k0 ( l + £ II A (syi2 u (s) | | 2 d s \ 

para todo t > 0 , onde Re s significa a 
parte real de s . 

M 3 ) Para qualquer constante C > 0 , 
/ c ( C ) > 0 tal que para tôda função V.R+-+ 
-+ D (A (O)1'2) continuamente diferenciável 
tem-se : 

d 
dt 

M{v{t)) ^k(C) 4( í ) i *4 f (o 
d t 

desde que || A (0) i'2t> (<) || < C. 

M 4 ) Para qualquer constante positiva 
C > 0 , existe k (C) > 0 tal que para qual
quer par de f u n ç õ e s u,v de R+ em 
D {A (O) 1/ 2), continuamente d i f e r e n c i á v e l , 
tem-se : 
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\\\A (t)W u(t) — A ( í) 1 ' 2 v (í) 11 i +11 A (O 1' 2 u' (t) -

- A { t y v v i ( t ) \ \ \ 

para todo t em [0 , T ] , sendo 

\\u'(t)\\2 + \\A(0yi2u(t)\\2<C, \\v'(t)\\2 + 
+ \\A (0)1/2 v(t)\\z< C 

Quanto ao comportamento de A(tyi2, 
assumiremos o seguinte : 

Hipótese V—O operador A{tyi2 é forte
mente continuamente diferenciável para todo 

dA(tyi2 . 1 
teR+ e — -4(0 '2 e l imitado por 

uma função continua positiva. 

Denomina-se equação não linear das ondas, 
com coeficientes dependendo do tempo, a 
tôda equação operac ional que pode ser 
escrita sob a forma 

(6) 
d2» 
dt2 

+ A{t)u + M(u) = 0 

onde u e C2 (R+ ; H), A (t) e M (u) como 
fixados anteriormente. 

(?) 

Nós consideraremos o problema de Cauchy 

d2u 
dt2 

(8) « (0 ) 

para teR+. 

+ A(t)u + M(u) = 0 

>, «'(0) = ^ 

Diz-se que u : R + -*• H é uma solução 
estrita do problema de C A U C H Y ( 7 ) + (8), se 
u = » ( i ) e D (A (0)), *' = u> (í) e D {A (0)i/2) 
p a r a todo t e R+ e A(i)u(i), u" (t), 
A(tyi2u(t) e A(tyi2u'(f) forem contínuas 
sóbre todo intervalo [0, T] de R+ e as 
equações ( 7 ) + (8) são satisfeitas. 

O Teorema 1 que segue, garantirá a exis
tência de soluções estritas para o sistema 
( 7 ) (8) e os Teoremas 2 e 3 garantirão a 
dependência contínua das soluções em rela
ção aos dados iniciais e consequentemente a 
unicidade da solução. 

T E O R E M A 1. Seja jA( t ) | , t em R + , uma 
família de operadores em um espaço de H I L 

B E R T H , satisfazendo as Hipóteses I, II, III, 
IV, V, e M(u) uma aplicação de D (A (O)1'2) 
em H , satisfazendo as hipóteses Mj, M 2 , M 3 , 
M4. Então, o sistema (7) -f- (<5) possui uma 
solução estrita u = u(t) definida sôbre o R + , 
para todo 9 6 D (A (0)) e ï e D ( A ( 0 ) " 2 ) 
tais que 

(9) + iiTiia<<? 
onde C > 0 é uma constante. 

T E O K E M A 2 . Admitindo as hipóteses do 
Teorema 1, para cada T ^> 0 , se u , iij forem 
soluções de (7) + (8), correspondentes ao 8 
dados iniciais [^,XV\, [ 9 i»V | ]* respectiva
mente, satisfazendo a condição (9), então 

II A ( í ) 1 ' 2 u{t) — A (tyi2 ux (t) ||2 + d u' (í) — 
- u\ (t) \\2^k(T, C) | | ï ? - ? 1 H ^ + l l t F - Y , H 

para todo t em [0, T]. 
O teorema que segue dará o comporta

mento da derivada segunda em relação aos 
dados iniciais. Na demonstração dêste teo
rema, há necessidade de restriDgir mais a 
família- j-A(<)|. De maneira mais precisa, 
vamos admitir que A(t) seja duas vezes con
tinuamente diferenciável e que as seguintes 
condições sejam satisfeitas : 

a) (A (t) u I M ) < 0 para todo t 6 R+ o 
u e D (A (0 ) . 

b) -±(A{t)u\v) 
dt 

:c(t)E(u,v) 

c) \(A"(t)u\v)\^k(i)E(u,v) 
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para todo teR + , ueD(A'(t)), ueD{A"(t)), 
sendo c(t), k(t) funções contínuas positivas e 

E ( « , v ) = H A ( f f * u |p + il A ( í ) i / 2 v |p. 

T E O R E M A 3 . Admitindo as hipóteses do 
Teorema 1 sôbre A (t) e mais as hipóteses a), 
b), c) anteriores, se ? eD (A (0 ) ) e J;eD(A(0)i/2) 
forem tais que 

I I A ( 0 ) ? | p + j | ? | | ^ + H I P < 0 ; 
l | A ( 0 ) ? I | p + Í | ? 1 |P w ,+ H i | P < C 

então as soluções u e u t do sistema (7) + (8) 
correspondentes a [<p , <\>], [<pj, <\>i] respectiva
mente, satisfazem à condição seguinte : 

H u ' - W - u ' / W I P + I I A C t y / a u ' W - A C t y / S u i C t ) ! ! 2 ^ 

^ k ( C , T ) | | | ? - T l | P w + | | A ( 0 ) T - A ( 0 ) ? 1 | | 2 + 

+ l l ^ - + i l l 2 + l l + - ^ l l 2 w . -

Como um corolário do Teorema 2, resulta 
que as soluções do sistema (7) + (8) com a 
condição (9) são univocamente determinadas 
pelos dados iniciais [<? , <\>]. 

§ 5 — Á p l i c a ç õ e s 

Seja G um domínio limitado do espaço 
euclidiano real RN de dimensão N, cuja 
fronteira d G suporemos regular. Suponha
mos que 2/ seja o espaço de H I L B E R T L2(G) 
das classes de equivalença de funções inte
gráveis à L E B E S G U E sôbre G. Seja A (í) o 
operador diferencial formal 

-4(0 = - 2 9 - r ^ l + « C " ' l ) 

sendo x — (a? t , x2, ••• , xN) . Supõe-se os 
coeficientes suficientemente regulares com 
relação a x e t . Admite-se, ainda mais, 
que existam duas funções contínuas positivas 
c 0 ( í ) e C i ( í ) , teR+, tais que 

c i ( 0 | S | 2 ^ 2 aij(x,t)lilj^c0(t)\?,\2 

para todo \ = (£, , \ 2 , • • • , la) onde | * | 2 = 

H * i l 2 + |5 2 | 2 + ••• + | iv | 2 . 
Vamos representar por A2(t) a realização 

de A (t) em L2 (G), sob condições de 
D I R I C I I L E T nulas sôbre a fronteira de G, 
isto é, o domínio de A2(t) é o conjunto das 
funções ueW2'2(G) (espaço de S O B O L E V 

das funções de L2(G) cujas derivadas gene
ralizadas de ordem | a | ^ 2 pertencem a 
L2(G)), tais que D*u\^o = 0 para todo 
J a | < 2 (cf. B R O W D E R [2] ) . Desta forma, 
D(A2(())cLW2>2(G) e como uma aplicação 
de D(A2(t)) em L2(G), o operador A2(t) 
satisfaz às hipóteses dos Teoremas 1, 2, 3 
do parágrafo 4. 

Consequentemente, os Teoremas 1, 2, 3 
do parágrafo 4 generalizam os resultados 
contidos em B R O W D E R [1], para o caso de 
equações não lineares com coeficientes va
riáveis. 
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A n absolutely independent axiom system for groups 

por José Morgado 

1. Introduction 

The notion of an absolutely independent 
axiom system was introduced by F R A N K H A R A R I 

in [1]. Following H A R A R I , one says that an 
axiom A of the form tp implies qt never 
holds in a model M, if the hypothesis p 
occurs at least once in M and, furthermore, 
whenever p is true, q is false (one admits 
the possibility of taking p as an universally 
true statement). Let S be an axiom system 
and AeS; if there is a model in which. 
A never holds and every axiom in S— \A\ 
holds, then A is said to be very independent. 
The axiom systema S is said to be a very 
independent axiom system, if each of its 
axioms is very independent. One says that 
S is an absolutely independent axiom system, 
if for every subset S' of S there is some 
model in which each axiom belonging to S' 
never holds and each axiom belonging to 
S—S' holds. 

In general, the usual axiom systems are 
not absolutely independent. 

H A R A R I gave in [1] an absolutely indepen
dent axiom system for equivalence relations 
and conjectured that some, but not many, 
others might exist. 

J . W . E L L I S presented another independent 
axiom system in [2], which selects the sub
groups among the subsets of a group. 

In [3], R . A. J A C O B S O N and K . L . Y O C O M 

stated that a groupoid < G, « > satisfying 
the following axioms 

(i) there is an element e such that x * e = x 
for all x , x =f= e ; 

(ii) for all x , y , z , z=f=e, x * ( y » z ) = 
= (x » y) » z ; 

(iii) x * w = y has a unique solution w 
for all x , y , x =f= y , 

is a group. 
Next, they proved that these axioms cons

titute an absolutely independent axiom system. 
(It is supposed that G contains at least 
three elements). 

Neverthless, the axioms (ii) and (iii) are 
too strong. 

The purpose of this note is to weaken the 
axioms (ii) and (iii) and to obtain another 
absolutely independent axiom system for 
groups. 

2. Á definition of a group 

We are going to state the following 

T H E O R E M . Let < G , « > be a groupoid 
satisfying the conditions: 

A : There is in G some element e such 
that 

x * e — x for every x e G — j e j ; 

B : If x e G , y e G - jej and z e G — j e | , 
then 

x « (y * z) = (x * y) » z ; 
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C : There is in G some element a such 
that, if be G — jaj , then each of the equa
tions 

b » x = a and a * y = b 

is soluble in G . 

Then the groupoid < ( ? , * > is a group. 

P R O O F . We have to prove that: 

— there is in G some element e such that 
x * e = x for every x e G ; 

— for every ce G there is an element 
c' e G such that c * c1 = e ; 

— one has x *(y * z) = (x * y) * z for all 
x, y, 2 6 G . 

It is immediate that it suffices to prove 
the following : 

1) If ce G — j e j , then there is some 
c' e G such that c * c' = e. 

2 ) Oue has e * e = e . 

Let us show that the equation c * z = e, 
with c=j=e, has at least one solution in G. 

I f a = e, the conclusion follows imme
diately from the solubility of the equation 
b * x = a for every b=f=a (condition C). 

I f a=j=e and c = a , the conclusion follows 
immediately from the solubility of the equa
tion a»y = b for every b=f=a (condition C. 

Now, let a=f= e =j= c =f= a . Let x and y 
be elements of G such that c * x = a and 
a * y = e , respectively. One has clearly 
x^=e and y=f=e, since x = e implies 

a = c*ir = c*e -=c (by condition A) 

and y=j=e implies 

e — a*y = a*e = a (by condition A ) , 

against the assumptions that c =j=a and 
a=f=e. 

Consequently, by condition B, one has 

e — a * y — (c * x) * y = c * (x * y) , 

thát is to say, the element z = x*y is a 
solution of the equation c * s = e , which 
proves 1). 

It is easy to see that 

3) if b=f=e and b*b '=e , then b'»b = e. 

In fact, from b =f= e and b » 6' = e , it 
follows, by condition A, that V=j=e. Hence, 
by 1), it results that there is some element 
b" in G such that b' * b" = e and, by con
dition A, b"=f=e. 

I f V *b=fce, then, by condition A , 

(b'*b)*e = (<V * b) * (V * b") = b'*b. 

Since b^=e, b'=f=e and b"=f=e, it fol
lows, by conditions B and A, 

b'mb = ((b1 *b)» b') * b" = (6' *{b* b')) * b" = 

= (b' me)» b" = b' * b" = e . 

This contradiction proves 3). 
Now, we can state the following: 

4) If x e G — Jej , then e * x = x . 

In fact, let x' be an element of G such 
that x * x' = e . 

Then, since x e and x'=ft=e, one has, 
by condition B and 3), 

e * x — (x * x'~) *x = x*(x'*x) = x*e = x, 

as wanted. 
Finally, let us see that e * e = e . 
Indeed, let xeG— jej and let x' be an 

element of G such that x*x' = e. Since 
x'=f=e, one has, by condition B and 4), 

e * e = e * (x * x') = (e * x) * x' = x * x' =» e 
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which proves 2) and, consequently the theo
rem holds. 

It is clear that, if the groupoid < < ? , * > 
is a group, then the conditions A, B and C 
hold. Thus, we can say that a group is a 
groupoid satisfying the conditions A,B,C. 

V I ) x * y =• \x\ + \y\ + l for all x ,ye G; 

V I I ) 

V I I I ) x * y = x + 1 for all x ,ye G , 

x*y=0 for every xeG— j0| and yeG, 
0 * 0 = 1 , 
0*y — y for every yeG— j0 | ; 

3. Absolute independence of the axiom 
system S A , B , C 

Let us consider the following axioms : 

Ã: If X , y G and x y , then x y x ; 

B: I f x , y , z , e e G and y=f=e=f=z, then 

x » (y * z) = (x * y) * z ; 

C: If a , b G and a b , then at least one 
of the equations 

b * x = a and a * y = b 

is not soluble in G . 

One sees that the axiom A (resp. B, C) 
holds in < G , * > , if and only if the axiom 
A (resp. B,C) never holds in < ( ? , * > . 

In order to state the absolute independence 
of the axiom system S, let us consider the 
following eight groupoids < 6 7 , * > where 
G is the set of all integers and, in each 
case, the operation * is defined as it follows : 

I) x * y = x + y for all x , y e G ; 

I I ) x * y = y for ail x ,ye G; 

I I I ) x*y = x — y for ail x ,ye G; 

I V ) x * y — x for ail x ,ye G ; 

x * y = x + 1 for every xeG and 

V ) # e ( ? - | 0 | , 
x * 0 => x for every œeC?; 

In the first groupoid, the axioma A, B 
and C hold, i . e., this groupoid is a group ; 
it is easy to see that the axioms A, B and 
C hold in the grouproid I I ) , the axioms A, 
B and C hold in the groupoid I I I ) , the 
axioms A, B and C in the groupoid I V ) , 
the axioms A, B and C in the groupoid 

V ) , the axioms A, B and C in the groupoid 
V I ) , the axioms A, B and C in the grou
poid V I I ) and, finally, the axioms A, B 
and C in the groupoid V I I I ) . 

The cases I ) , I I ) , I I I ) and I V ) prove that 
the system S is very independent. 

The element e, which exists in the cases 
I ) , I I I ) , I V ) and V), is the integer O. 

In summary, for each subset S' of S, 
there is some model in which each axiom 
belonging to *S" never holds and each axiom 
belonging to S — S' holds, that is to say, S 
is an absolutely independent axiom, system for 
groups. 
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Note on the definition of a g roup 

by Josá Morgado 

In [1], one deals with the following ques
tion : 

I s a semigroup ( !) G which has a local 
left identity element (i. e., for each element 
a in G, there is an element ea in G, 
dependent on a, such that eaa = a) and a 
left inverse element a'e for each element o 
in G, such that a'ea — ea, necessarily a 
group ? 

It is shown that such a semigroup need 
not be a group and it is proved that, if G 
is a commutative semigroup satisfying the 
conditions 

(i) for each a in G, there is an element 
e a in G such that 

©a 3. —'• Si y 

(ii) for each e a in G such that e a a = a , 
there is an element a{,, dependent on 
e a , such that 

a e a = = = e a , 

then G is a group. 

Next, it is asserted that commutativity is 
essential to the result. 

This is not true. 
In fact, if one analyzes the proof given in 

[1], one sees that the commutativity was not 
used in full. 

In [2], in the section Advanced Problems 
and Solutions, P . J . S A L L Y proposes the 
following exercise : 

(*) I . e., an associative groupoid. 

Show that the necessary and sufficient con
dition for a semigroup G satisfying (i) and 
(ii) to be a group is that every local left 
identity is in C ( G ) , the center of G with 
respect to the semigroup structure. 

In [3], it was published a solution for this 
exercise. 

Or, the condition ennunciated by P . J . 
S A L L Y is too strong. 

In fact, one can state the following 

T H E O R E M : Let G be a semigroup satis
fying the conditions (i) and (ii). Then G is 
a group, if and only if the following holds : 

(iii) If e a and eb are local left identities 
relative to a and b, respectively, then 

e a 65 = 6b e a j 

(iv) If e a and i a are local left identities 
relative to a, there is some left inverse 
ai of a , relative to i a , such that 

e a a{ = a{ e a • 

P R O O F . Indeed, if G is a group, one has 

ea — la = = &b 

and conditions (iii) and (iv) hold. 

Conversely, let us suppose that conditions 
(iii) and (iv) hold. 

In order to conclude that G is a group, 
it suffices clearly to prove that all the local 
left identities are equal. 

First, let us observe that for each element 
a 6 G , there is only one local left identity. 
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From 

it follows 

Ca — &a ) 

ea a'i a = a'ieaa 

that is to say, 

ea ia = a',a = ia , 

Analogously, by (iv), one has 

for some left inverse a'e of a , relative to 
ea ; and from this it follows 

(1) 

Since, by (iii), one has ia ea = ea ia > one 
concludes that ia = ea, as it was claimed. 

In particular, from (1) it results 

(2) ea ea — ea. 

Now, we are going to see that 

ea = eb. 

In fact, from (2) it follows 

ea (ea eb) = (e„ c„) e6 -» e0 e6 

and 

C i (e6 e„) = ( « 6 f 6 ) ea — ebea; 

and, from (iii), it follows 

ea (ea eb) = eb (ea eb) = ea eb. 

This means that both ea and e6 are local 
left identities relative to the element ea eb, 
and, therefore, ea = eb, as it was to be 
proved. 
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Sobre funções de variação total limitada 
por Marie Eulália Couf/nfio * 

1. E m [1], pg. 602, (teor. 84), mostra-se 
que, se f é uma função de variação total 
limitada definida em um intervalo compacto 
I de li cujos valores são elementos de um 
espaço métrico, então existem os limites de 
/ à esquerda e à direita de todo ponto sco 
do interior de / . 

E m [2], pg. 110, demonstra-se o seguinte 
teorema: seja / : A = [a, b] X [c, d ] ç 

(*) Estudante do 3.» ano do Curso de M a t e m á t i c a 
e bolsista do Instituto de F í s i c a e Matemát i ca , Recife. 

uma função de variação total limitada em A 
tal que, para algum (x' ,y')e A , as funções 

de [ a , b] em R e y-*f(x',y) 
de [c, d"\ em R, são de variação total limi
tada em [a , b] e [c,d] respect ivamente . 
Então, qualquer que seja o ponto (x0, y0) 
do interior de A, existem os quatro limites 
«angulares» de / quando (x,y) tende para 
(x0, yQ). (i. e. existem os limites em cada 
um dos quadrantes determinados pelas rectas 
x = x0 e y = 2/o • 

Para esta demonstração ó utilizada a de-
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composição de Jordan de / em diferença de 
funções crescentes. 

O prof. R U Y L u i s G O M E S sugeriu-nos 
estudar a extensão destes resultados ao caso 
em que f é uma função definida num rectân
gulo compacto de R2 com va lores num 
espaço de B A N A C H . 

O objectivo desta nota é, portanto, esta
belecer o seguinte 

T E O R E M A : Seja f : A = [a , b] X [c , d] ç 
R 2 -» F , onde F é um espaço de B A N A C H , 

uma função de variação total limitada em A 
tal que, para algum (x', y') e A , as funções 
g : [a , b] -»• F e h : [c , d] -»• F , definidas 
por g (x) = f (x , y') e h (y) = f (x' ,y) , são 
de variação total limitada em [a, b] e [c , d] 
respectivamente (•). Então, para todo ponto 
(x 0 , y 0 ) do interior de A ( 2 ) existem os limi
tes de f quando (x , y) tende para (x 0 , y 0 ) 
nos casos seguintes: 

I ) ( x , y ) e ] x 0 , b [ x ] y 0 , d [ 
I I ) ( x , y ) e ] x 0 , b [ x ] c , y 0 [ 

i n ) ( x . y) e ] a > xo [ X ] c , y 0 [ 
I V ) ( x , y ) e ] a , x 0 [ x ] y 0 , d [ 

2. Diremos que a função / : [a, b] X 
X [c , d] = A c A'2 - F, onde F é um es
paço de B A N A C H , é de variação total limitada 
em A, se existe um real M ^ 0 tal que, 
quaisquer que sejam as sequências finitas estri
tamente decrescentes (ou, o que resulta equi
valente, quaisquer que sejam as sequências 

(*) Pode acontecer que / seja de var iação total 
l imitada sem que alguma das funções g ou h o seja. 
Por exemplo, seja g : [a, b] -* R uma função que não 
é de var iação total l imitada; ponhamos f(x,y)*=g(x) 
pora todo ( x , y) e [a , ò] x [ c , d]. A var iação total 
de / é nula. 

( 2) Se (x0 , i/o) é um vért ice de A , mostra-se que 
existe o limite em um dos quadrantes; se (xQ,y0) 
pertence ao interior de um lado, existem os limites 
nos dois quadrantes correspondentes. 

finitas estritamente crescentes), ( « i ) o < < < n > 
( í j ) o < i < m de pontos de [a,b] e [c,d] res
pectivamente, se tem 

2 l i / O * + 1 > *i* 0 — / («< + 1 > *Ò — 

- / ( * . , * f + t) + f(».,*,)II £M 

onde a soma é estendida a todos tais 
que 0 ^ i ^ n — 1 , 0 ^.j ^ m — 1. 

Ora, dizer que as funções g : [a , b] -* F e 
h: [ c , d ] -*• F, definidas por g ( x ) = f ( x , y ' ) 
e h(y) = f ( x ' , y), são de v a r i a ç ã o total 
limitada, é dizer que existe tal que 
as desigualdades 

2 I I / ( « . . y') - f { » i + i > y ' ) II £ N 
0 < i <n — 1 

2 \ \ f ( x ' , t , ) - f ( x ' , t j + 1 ) \ \ ^ N 
0 < J < m —1 

são válidas quaisquer que sejam as sequên
cias finitas estr i tamente decrescentes 
(«; )o<i<n ) (< / )o</<« de pontos de [a,b] e 
[c , d] respectivamente. 

Utilizaremos no que se segue o seguinte 

L E M A : Sob as hipóteses do teorema, as 
funções x ->- f (x , t) de [a , b] em F e 
y->-f(s ,y) de [c , d] em F , são de variação 
total limitada em [a , b] e [c , d] respectiva
mente quaisquer que sejam te[c,dj e se[a,b] . 

Com efeito, | | / ( s i + 1 , í) — , t) || pode 
escrever-se como 

\\f('i + X , t ) - f { s i ± l , y < ) - f { s i , t ) + 

+ f ^ i , y ' ) + f ( s i + l , y ' ) - f ( s i , y ' ) \ \ , 

que não excede 

l | / ( « i - H , *) ~ / ( « í " M >0O - / ( * , * ) + 
+ / O o y ) II + H / 0 . + 1 , 2 / ' ) - f ( ' i , y1 ) II • 
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Daqui resulta que a soma 

. 2 « / ( * « , 0 - / ( • * , 9I I 
0 < i < n —1 

não excede 

2 | | / ( * + T , 0 - / ( « Í + I . y ' ) -

- / ( * * , < ) + / ( « * . 1 0 1 1 + 2 n / ( » < + i » y ) -

— / ( * . J O H ̂  2 l l / f o + i » * + ó - / ( " + i . «0 -

- / ( « * , + / ( « < » * ) 11 + 

+ 2 I I / ( « + I , I O - / ( « . I O . I I . 
0 <•'<n —1 

onde os ^ determinam ama part ição finita 
de [c , d] na qual figuram t e y'. 

Temos, portanto, 

2 l l / ( * + , . 9 - / ( * , < ) + 
0 < i < n — 1 

o que prova o lema para a função x -+f(x,t). 
C o n c l u s ã o a n á l o g a pa ra a f u n ç ã o 

3. Vamos agora proceder à demonst ração 
do teorema enunciado. 

Seja (x0,y0) um ponto do interior de A; 
mostremos que, sob as hipóteses do teorema, 
existe l im f ( x , y ) no caso / . P a r a 

(*>y)-*(*•>>>(,) 
que tal limite exista, é necessário e suficiente 
que a oscilação de / no ponto (x0 , y0), com 
respeito ao rectângulo ]x0,b[x]yo,d[ seja 
nula. (ver [ 3 ] , pg. 52, 3 .14.6 . ) . 

Suponhamos que esta oscilação é positiva. 
Isto significa que existe algum e > 0 tal que, 

há pontos (xi,yi) e ( x 2 , y 2 ) para os quais 
se tem 

l | f ( x i , y , ) — f ( x 2 ) y 2 ) | | > s. 

Ponhamos ( 5 ) 

f(.xi>yj) = si,j; &>jzo,j = zo,i—zo,j+i; 

^*8J,0 = zj,0 — z;'+l,0 

A 2 

^•!/xZo,j = Z j , j — + \ — zo,j + zo,j + i 

(relativa ao rectângulo 2) 

A j i Z ; , 0 = gi + l,J — Z J , 0 — z i + l , j + l + z ; + l ,0 

(relativa ao rectângulo 1). 

En tão de (1) resulta que 

« < II z l l — 222 II = II ( z l l — «13 — z01 + z02) + 

+ ( z12 — z10 — z22 + z2o) + (z01 — z02) + 

+ ( z10 - z2u) I l II tf*z0l I I + I l A ^ Z 1 0 II + 

1 1 ^ * 0 1 II + l l A * z i o | | • 

Consideremos agora o rectângulo 

] * 0 , « " ' [ x ] y 8 , y ' " [ 
com 

x I H ^ x 2 , y'"^y2. 

De (1) resulta ainda que existem pontos 
(ar3 , x5) , (a-4 , a?4) deste rec tângulo , tais que 

* < I l A 2 , * z 03 I I + I I ^ z 3 0 l l + l l K z 03 11+11 àà Z50 II . 

Repetindo o processo, conseguimos 2 n 
pontos ( X i , y i ) , i = 1 , 2 , • • • , 2 n , tais que 

« < | | A ^ ? o , f l * - l | | + | | Á | „ « a » _ l j 0 | | f 
+ I I \ z 0 , 2 ' Í - 1 I I + I l 4 s z 2 f c - l , 0 I I > 

para k =• 1 , 2 , • • • , « e, portanto, 

(1) em qualquer rectângulo 

] x 0 , x " [ x ] y o , y " [ E ] x 0 , b [ x ] y o , d [ 
(3) Esta notação nos foi sugerida pelo prof. Rivaldo 

Alves Corrêa, pelo que agradecemos. 
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W E < 2 II A » * £ 0 , 2 * - l II H~ 
1 <* <« 

+ 2 U ^ » * a * - i , o | | + 2 II A ^ o , 2 * - i | | + 

1 <fc <n 

em virtude das hipóteses do teorema e do 
lema demonstrado. 

Em resumo, ter-se-ia 

(2) n s < M + 2 N para todo n, 

o que é absurdo. 
De modo análogo se conclui que existe 

l im f ( x , y ) 

em cada um dos casos I I , I I I e I V . 

OBSERVAÇÃO : Se alguns dos pontos toma
dos (xi,t/i) têm a mesma abcissa, tem-se, 
como z i + + 1 = z i j i + 1 , 

II Z ; , i — Z ; , ; + i || ^ || Zi,i — Z;,> + i — ZQ,Í + 

+ ? 0 , i + l 11 + 11 z 0 , i — 20,i + \ II = II A ^ Z o i 11 + 

+ 11 V o ; | | 

e, por consequência, o resultado (2) não é 
alterado. 

Anàlogamente para o caso de alguns dos 
(ZÍ > Pi) terem a mesma ordenada. 
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Natureza da Investigação Operational (*) 
por Fernando de Jesus 

1. Generalidades sobre a natureza da 
c iência e metodologia 

1. 1. Caracterização da ciência 

A extensiva bibliografia referente à defini
ção ou caracter ização da ciência é de tal 
modo vasta e abarca pontos de vista tão 
diversos e não raras vezes contradi tór ios , 
que se torna extremamente difícil apresentar 
uma definição adequada. Verifica-se, no en
tanto, que grande parte das dificuldades pro
vém do facto de o significado do termo 

(*) Palestra proferida no dia 8 de Janeiro de 1966 
perante o Grupo de Investigação Operacional do 
Laboratório Nacional de Engenharia Civil. 

iciência» não ser constante pois tem-se mo
dificado com o decorrer dos séculos e não 
temos a certeza de que amanhã a designação 
tenha o mesmo sentido que hoje possui. 

Não se podendo pois apresentar uma defi
nição inatacável de ciência, ó preferível men
cionar algumas das caracterís t icas essenciais 
do que se designa por ciência. 

Num conceito dinâmico, consideraremos a 
ciência como um processo de investigação, isto 
é, um processo para : (a) responder a ques
tões, (b) resolver problemas, (c) desenvolver 
processos mais eficientes para responder a 
questOes e resolver problemas. Posterior
mente faremos a distinção entre questões e 
problemas. 

A par da investigação científica é costume 
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porém considerar a investigação não cientí
fica, mas a distinção entre estes dois tipos de 
investigação é extremamente difícil e pren-
de-se de perto com o complexo problema da 
limitação da ciência. No entanto, é ideia 
geralmente aceite que, a t ravés da investiga
ção científica, o Homem tem mais possibili
dades de obter respostas correctas para as 
questões e melhores soluções para os pro
blemas. Isto não significa que os melhores 
resultados sejam sempre obtidos a t ravés da 
ciência mas que há mais possibilidades de os 
alcançar com o emprego de um processo 
científico de investigação. Esta superioridade 
da investigação científica deriva do facto de 
ser controlada. Um processo é controlado na 
medida em que é eficientemente dirigido para 
a obtenção de objectivos desejados. 

O controle da investigação é exercido em 
vários graus, sendo o controle perfeito um 
ideal de que nos aproximamos cada vez mais 
com o avanço da ciência mas que nunca se 
atinge. Toda a investigação apresenta aspec
tos controláveis e incontroláveis e por con
sequência há muitas gradações de investiga
ção além da investigação científica e da não 
científica. 

O controle, embora necessár io, não é 
porém suficiente para distinguir a investiga
ção científica da não científica. A ciência 
caracteriza-se também pelos objectivos de 
autopcrpetuação e auto-aperfeiçoamento, isto 
é, propõe-se aumentar sem limites o nosso 
conhecimento e a nossa eficiência para res
ponder a questões e resolver problemas. 

1.2. Experimentação e investigação 

Fala-se muitas vezes de experimentação 
como sinónimo de investigação científica, mas 
o certo ó que nem toda a investigação envolve 
exper imentação. Esta, no sentido que lhe era 
atr ibuído no século x i x , incluía a manipula
ção física de objectos, acontecimentos e suas 

propriedades. A manipulação física era con
siderada idêntica ao controle. 

Pode na verdade fazer-se investigação con
trolada sem recorrer à manipulação física, 
como acontece, por exemplo, em astronomia. 
O controle pode obter-se pela manipulação 
conceptual de r e p r e s e n t a ç õ e s simbólicas 
(modelos) dos fenómenos que são objecto da 
investigação científica. 

Ainda que o controle não seja sinónimo 
de manipulação física, alguns cientistas con
sideram útil a distinção entre investigações 
em que o controle se realiza dessa maneira 
(como num laboratór io) e aquelas em que o 
controle não e n v o l v e manipulação física. 
Reservam a utilização do termo aexperimen-
taçâOD para a investigação que inclui mani
pulação física e o emprego do termo ninves-
tigaçãon, para englobar a experimentação e 
qualquer outro tipo de investigação contro
lada. 

Com o desenvolvimento recente das técni
cas de delineamento de experiências, a mani
pulação física não é hoje tão necessária para 
a experimentação como era antigamente ; ela 
pode ser substituída efectivamente por técni
cas de classificação e casualização. 

1. 3 . Instrumentos científicos, técnicas e méto
dos 

O progresso científico apresenta um aspe
cto bidimencional. Por um lado, tem-se alar
gado constantemente a gama de questões e 
problemas aos quais a ciência tem sido apli
cada ; por outro, a ciência tem aumentado 
continuamente a eficiência com que a inves
tigação pode ser conduzida. Os resultados 
da investigação científica são pois (1) um 
corpo organizado de conhecimentos que nos 
permite controlar melhor o ambiente em que 
vivemos e (2) um corpo de processos que nos 
habilita a aumentar o conjunto de conheci
mentos. 
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Ocupar-nos-emos exclusivamente dos pro
cessos pelos quais a ciência gera um corpo de 
conhecimentos — o processo de invest igação. 

Os processos que caracterizam a ciência 
são geralmente designados por instrumentos, 
técnicas e métodos. Embora haja tendência 
para a utilização indistinta destes termos, 
eles não possuem o mesmo significado. 

Por instrumento científico deve entender-se 
o instrumento fisico ou conceptual que é 
utilizado na investigação científica. Exemplos 
de tais instrumentos são os símbolos mate
máticos, os computadores electrónicos, mi 
croscópios, t e rmómetros , tabelas de logari
tmos e de números aleatórios, etc.. 

A técnica cientifica é o modo de utilizar 
os instrumentos científicos. Por exemplo, os 
vários t i p o s de amostragem são técnicas 
científicas que utilizam uma tabela de núme
ros aleatórios, um instrumento científico ; a 
utilização do cálculo diferencial é uma técnica 
para achar o extremo de uma função . 

O método científico é o modo pelo qual se 
seleccionam técnicas na ciência. Enquanto as 
técnicas u t i l i z a d a s pelo investigador são 
resultados das suas decisões, o modo pelo 
qual essas decisões são tomadas ó o resultado 
das suas regras de decisão. Os métodos são 
regras de escolha; as técnicas são as própr ias 
escolhas. Por exemplo, de um conjunto de 
modos alternativos de medir uma propriedade 
(comprimento, dureza, inteligência, etc.), a 
selecção do processo mais adequado envolve 
a utilização de um método. 

O estudo dos métodos científicos constitui 
a metodologia. O objectivo da metodologia ó 
o aperfeiçoamento dos processos e critérios 
empregados na investigação científica. 

1. 4. Ciência pura e aplicada 

A distinção entre ciência pura e aplicada 
embora seja difícil — se não impossível — 
ocupa actualmente papel relevante nas dis
cussões sobre ciência. 

A i n v e s t i g a ç ã o pura ó frequentemente 
caracterizada como a que conduz a resultados 
que não são imediatamente utilizáveis fora 
do domínio da ciência. Nesta exposição dis
tinguiremos investigação pura de investigação 
aplicada, baseando-nos na diferença entre 
procurar «.responder a uma questão» e «.resol
ver um problema*. , 

Entende-se que um indivíduo tem um pro
blema se deseja atingir determinado objectivo, 
possui modos alternativos de o alcançar e 
ignora qual a melhor alternativa. Assim, 
para resolver um problema, deve proceder-
-se a uma investigação a fim de obter elemen
tos que permitam escolher o melhor processo 
de atingir os objectivos que definem o pro
blema. Na resolução do problema pode-se 
responder a questões no intuito de melhor 
prosseguir um conjunto especificado de obje
ctivos. Se o interesse por uma questão não 
envolve a utilização da resposta na prosse
cução de um objectivo específico, então não 
existe um problema. 

Quando às questões, no sentido em que 
foram definidas, se dão respostas por méto
dos científicos, considera-se que se faz inves
tigação pura. Quando os p r o b l e m a s são 
resolvidos por investigação científica e algum 
dos objectivos envolvidos ó de natureza não 
científica, a investigação diz-se aplicada. O 
que acabámos de dizer não significa que todos 
os problemas per tençam ao domínio da inves
tigação aplicada. Problemas metodológicos, 
por exemplo, são do domínio da ciência pura 
porque os objectivos envolvidos são de natu
reza científica. 

1.5. As [ases da investigação 

As fases da investigação científica tradi
cionalmente apontadas são : 

1) observação 
2) general ização 
3) experimentação 
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admitindo-se geralmente que estas fases se 
podem r e a l i z a r simultaneamente ou por 
outra ordem. 

Estas t rês fases de um processo de inves
tigação científica são as geralmente aceites 
pelos cientistas que se dedicam à investiga
ção pura. Do ponto de vista da investigação 
aplicada, é necessário adoptar uma nova 
sequência de fases : 

1) formulação do problema 
2) construção do modelo 
3) obtenção de uma solução a partir do 

modelo 
4) testar o modelo e a solução dele deri

vada 
5) controlar a solução 
6) pôr a solução em prát ica. 

Muito do que vamos dizer adiante situa-se 
em torno da discussão de cada uma destas 
fases da investigação aplicada. Na prática, 
estas diferentes fases raramente se sucedem 
na ordem indicada. Muitas podem ser simul
tâneas e, em numerosos estudos, por exem
plo, a fase que consiste em formular o pro
blema só fica completa quando a investigação 
está virtualmente terminada. 

O processo de investigação é usualmente 
cíclico. Por exemplo, se, ao testar o modelo, 
se conclui que ele é deficiente, a formulação 
do problema e a construção do modelo podem 
ser revistas e modificadas. Por outras pala
vras, as diferentes fases influenciam-se mu
tuamente durante o trabalho de investigação. 

2. Caracterização da invest igação ope
racional 

Tendo-se verificado que é impossível dar 
uma definição precisa do âmbito de qualquer 
disciplina científica, prefere-se modernamente 
caracterizar um ramo da ciência indicando a 
faceta sob a qual encara a unidade e com

plexidade do real. Dentro desta orientação, 
vamos caracterizar a investigação opera
cional (}). 

Devemos j á sublinhar que a I . O. è o que 
o seu própr io nome implica : investigação 
{aplicada) das operações. 

Outro ponto a relevar é que a I . O. envolve 
um ponto de vista particular das operações 
e um tipo especial de investigação aplicada. 

Entende-se por operação o conjunto de 
actos r e q u e r i d o s para obter determinado 
resultado, isto é, uma operação é um com
plexo de actos inter-relacionados, executados 
simultaneamente ou em sequência, que con
duzem à obtenção de determinados objectivos. 

No entanto, frize-se, o objecto de estudo 
da I . O. não é constituído por todos os tipos 
de operações . Exemplificando : a I . O. não 
estuda as operações de um indivíduo que 
trabalha com uma máquina mas sim o sistema 
homem-máquina. 

A I . O. ocupa-se dos sistemas formados 
por duas ou mais partes cujos actos consti
tuem uma operação . Grande número de sis
temas que interessam à I . O. envolve comu
nicação entre algumas das partes e certas 
conexões. A c o m u n i c a ç ã o e as conexões 
caracterizam um tipo de sistema a que se dá 
o nome de sistema estruturado ou organização. 

Mais rigorosamente, uma organização é um 
sistema formado por duas ou mais partes 
cujos actos constituem uma operação e que 
apresenta quatro característ icas essenciais : 

1) Alguns dos seus componentes são seres 
humanos. 

2) A responsabilidade das escolhas de um 
conjunto de actos está dividida entre 
dois ou mais indivíduos e (ou) grupos 
de indivíduos. 

3) Os subgrupos funcionalmente distintos 
são conhecedores das escolhas de cada 

(4) Daqui em diante utilizaremos apenas as iniciais 
I . O. para designar a investigação operacional. 
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um dos outros por meio de comunicação 
ou observação. 

4) Um subgrupo (ou grupo total) de indi
víduos no sistema tem função de con
trole : compara os resultados obtidos 
com os resultados desejados e faz ajus
tamentos no sistema por forma a redu
zir as diferenças observadas. 

Se alguma das condições 2, 3 e 4 não é 
satisfeita o sistema não está organizado. Se 
qualquer destas condições, embora satisfeita, 
não o é eficientemente, o s i s tema diz-se 
desorganizado. 

Pode dizer-se que a classe de fenómenos 
que são objecto de estudo da I. O. ê consti
tuída pelas operações das organizações, mas, 
com o objectivo de restringir ainda mais o 
domínio da I . O., temos de referir os tipos 
de problemas, envolvendo operações das 
organizações , que são seu objecto de estudo. 
Nesse sentido, vamos indicar os quatro tipos 
de alterações que se verificam numa activi-
vidade organizada. 

1) Conteúdo da organização: aumento, 
diminuição ou modificação das pessoas 
e (ou) equipamento. 

2) Estrutura da organização: a l terações 
na divisão do trabalho, envolvendo 
homens e (ou) equipamento. 

3) Comunicação: a l terações na geração , 
recolha, tratamento e t ransmissão da 
informação. 

4) Controle: a l terações no modo por que 
os recursos disponíveis são usados. 

No estudo das al terações 1), 2) e 3) inter
vêm várias disciplinas tais como a psicologia, 
a engenharia, a cibernética e a economia. 

Embora em certos estudos de I . O. seja 
necessário determinar quais as modificações 
a efectuar no conteúdo e estrutura da orga
nização e na comunicação, para atingir de
terminados fins, é o controle das operações 

que constitui o domínio de aplicação da inves
tigação operacional. 

Uma organização com bom pessoal e equi
pamento e dispondo de estrutura e comuni
cações eficientes pode, porém, ser ineficiente 
se não fizer a utilização óptima dos seus 
recursos (homens, máquinas, matérias e di
nheiro), isto é, se as operações da organi
zação não forem controladas eficientemente. 

O controle obtóm-se mediante a decisão 
correcta dos responsáveis pela direcção das 
operações . Neste contexto, decidir consiste 
em escolher e utilizar recursos, edificar uma 
estrutura, criar um sistema de comunicações 
e um processo de controle. Fornecer às auto
ridades responsáveis pelo controle das opera
ções de uma organização os resultados que 
sirvam de base a uma decisão correcta, eis 
pois o importante objectivo da I. O. 

Embora o controle se interesse pelo con
teúdo, estrutura e comunicações, estes facto
res não são objecto de estudo da I . O. mas 
sim as decisões pelas quais eles são seleccio
nados, concebidos e utilizados. 

3. Metodologia da invest igação opera
cional 

Como característ icas gerais da metodologia 
da I . O. apontam-se: o carácter interdisci
plinar, o estudo dos sistemas como um todo e 
o recurso ao método cientifico. 

3-1- Carácter interdisciplinar 

A divisão da ciência em disciplinas foi feita 
pelo Homem, não pela Natureza. Ora os di
versos ramos da ciência não podem ser indi
vidualizados por uma categoria de fenómenos 
que constituem o seu objecto de estudo mas 
distinguem-se, sim, pelos aspectos parcelares 
sob os quais os encaram. Por exemplo, um 
acto de comunicação pode apresentar aspec-
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tos físicos, químicos, biológicos, psicológicos, 
sociológicos e económicos. 

Na linguagem corrente fala-se de proble
mas físicos, químicos, médicos, biológicos, 
sociais, políticos e económicos, como se eles 
se apresentassem diferenciados na Natureza. 
Na realidade, trata-se simplesmente de pro
blemas e os adjectivos que os qualificam 
limitam-se a indicar a disciplina sob cuja 
faceta são estudados. 

Dado um problema, não é geralmente fácil 
prever qual das disciplinas científicas forne
cerá a melhor solução e se é possível obter 
esta no quadro restrito de uma só disciplina. 
Por esse facto, esboça-se actualmente a ten
dência para se encararem os fenómenos na 
multiplicidade dos seus aspectos. Isto não 
significa que se deixe de caminhar para a 
especialização, absolutamente indispensável 
ao progresso do conhecimento, mas sim que 
a investigação dos fenómenos reais tende 
progressivamente a assumir um carác ter in
terdisciplinar. A adopção desta nova atitude 
científica implica que a investigação dos fe
nómenos reais tem de ser realizada por 
equipas de cientistas com diferentes especia
lizações. 

Ora uma das caracterís t icas metodológicas 
importantes da I . O. reside precisamente no 
seu carácter interdisciplinar, dando-lhe a pos
sibilidade de encarar os problemas reais sob a 
multiplicidade dos seus aspectos. 

As equipas de investigação operacional 
têm assim uma particularidade notável : agre
gam especialistas de diversas disciplinas que 
actuam tendo em vista o estudo unificado 
das operações . 

3 . 2 . Estudo dos sistemas como um todo 

É evidente que a actividade de uma parte 
qualquer de uma organização inf lu i sobre a 
actividade de cada uma das suas outras par
tes. Portanto, quando o investigador opera

cional se debruça sobre aspectos relativos ao 
controle de uma organização deve ter em 
conta todas as interacções significativas exis
tentes no sistema que influenciam o fenómeno 
sob observação. Por outras palavras, o estudo 
do sistema como um todo envolve a conside
ração de todos os objectivos relevantes e 
todas as classes de acções que integram a 
operação . 

Este processo de invest igação ó diferente 
do normalmente adoptado no quadro de 
outras disciplinas, o qual consiste em simpli
ficar um problema muito complexo, isolando-o 
de certos factores que dificultam o seu trata
mento. A I . O. adopta orientação oposta : 
considera deliberadamente todas as compo
nentes significativas que intervêm na opera
ção, cobrindo toda a área sob controle e não 
apenas uma parcela. 

O estudo do sistema como um todo tem 
ainda um reflexo importante na I . O.. Esta 
é fortemente orientada pelos problemas e não 
pelas técnicas que tem à sua disposição, isto 
é, a I . O. tem provocado o desenvolvimento 
de técnicas ajustáveis ao tratamento eficiente 
dos problemas e não simplificado os proble
mas para lhes aplicar técnicas disponíveis. 

3 . 3. Recurso ao método científico 

Sendo a I . O. um tipo de inves t igaçã 
aplicada, ó evidente que ela se processará 
de acordo com as fases j á descritas ante
riormente : 

1) formular o problema 
2) construir o modelo 
3) obter uma solução a partir do modelo 
4) testar o modelo e a s o l u ç ã o dele 

derivada 
5) controlar a solução 
6) pôr a solução em prát ica . 

Vamos focar, sucintamente, cada uma des
tas fases do método científico. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 21 

Na formulação do problema há a distinguir 
dois aspectos : o problema da entidade que 
tem de tomar decisões e o problema de 
investigação pròpr iamente dito. Este é uma 
t rans formação do primeiro, envolvendo ini
cialmente a definição de uma base científica 
para encontrar uma política (sucessão de 
decisões) como solução. 

O p r o b l e m a da entidade que pretende 
tomar decisões raramente ó apresentado com 
clareza à equipa de I . O. e, portanto, na 
maior parte dos casos, é esta que tem de 
observar o sistema considerado, seus fins e 
as diferentes p o s s i b i l i d a d e s existentes. É 
necessário também identificar todos os parti
cipantes susceptíveis de serem afectados pelas 
decisões, assim como determinar as operações 
em que eles intervêm e os seus objectivos. 

O problema para a equipa de I . O. con
siste depois, fundamentalmente, em determi
nar a política mais eficiente [politica óptima) 
para a entidade que tem de tomar decisões. 
Consequentemente, a equipa tem de definir a 
medida ou quantificação da eficiência que vai 
tomar. Na definição de p o l í t i c a s óptimas 
assume papel relevante a teoria da decisão. 

O modelo é um esquema simplificado para 
a interpretação da realidade. Em consequên
cia da complexidade do mundo real, ó neces
sário formular hipóteses simplificadoras que 
levem à compreensão de um certo fenómeno. 
A mera acumulação de observações não pode 
fornecer explicação sat isfatória do fenómeno 
e, portanto, o investigador tem necessidade 
de sistematizar e racionalizar os factos conhe
cidos, seleccionando os aspectos mais impor
tantes e desprezando os que considera irre
levantes. 

É este processo de abst racção, acompa
nhado de uma generalização, que conduz à 
construção do modelo que vai permitir repre
sentar, com certo grau de aderência, o fenó
meno real. 

Os investigadores operacionais constroem 
e utilizam os chamados modelos operacionais 

no estudo das operações das organizações. 
Os modelos podem ser icónicos, analógicos 
e simbólicos. 

Os modelos icónicos são representações , 
geralmente reduzidas, de estados, objectos 
ou acontecimentos. Estes modelos represen
tam o fenómeno real apenas com uma trans
formação de esca la . Podem considerar-se 
modelos icónicos, por exemplo, os mapas de 
estradas, as fotografias aéreas , os diagramas 
de fluxos que mostram o processamento de 
material ou informação, etc.. 

Quando num mapa se pretende mostrar o 
relevo, não se recorre geralmente a um mapa 
tridimensional ; utilizam-se para esse efeito 
curvas de nível. 

Querendo-se indicar o estado das estradas, 
podem usar-se cores e uma legenda explica
tiva. Nestes, como noutros casos, emprega-se 
uma propriedade para representar outra e o 
modelo assim construído diz-se analógico. 

Um sistema eléctrico pode ser representado 
por um sistema hidráulico onde o f luxo de 
água representa a corrente eléctrica. A r é g u a 
de cálculo é também um modelo analógico 
em que as quantidades são representadas por 
distâncias proporcionais aos seus logaritmos. 
Os gráficos em que são representadas certas 
propriedades, tais como custos, tempo, núme
ros de pessoas e percentagens, constituem 
também exemplos de modelos analógicos. 

Os modelos simbólicos são aqueles em que 
as propriedades do fenómeno real são ex
pressas simbòlicamente. Como se sabe, a 
matemática assume papel relevante na cons
t rução dos modelos simbólicos que se utilizam 
em diversas ciências. São os chamados mode
los matemáticos. 

Os modelos icónicos são os mais concretos 
dos t rês tipos de modelo mas, em geral, são 
os mais difíceis de manipular para a deter
minação do efeito de variações no fenómeno 
real. Os modelos analógicos são geralmente 
mais fáceis de manipular e como consequên
cia possuem um carác ter mais abstracto. Os 
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modelos simbólicos são os mais abstractos e 
gerais e são normalmente os mais fáceis de 
manipular. 

Em I . O. utilizam-se os t rês tipos de mode
los, sendo frequente o emprego de modelos 
icónicos e analógicos como fase intermédia 
na construção de modelos simbólicos. 

Os modelos matemáticos utilizados em I . O. 
apresentam-se frequentemente com uma ex
pressão matemática complicada. No entanto, 
a estrutura de um modelo matemático opera
cional ó relativamente simples. Com efeito, 
designando E uma medida de eficiência, C; 
variáveis controláveis ou de acção e Ij va
riáveis incontroláveis , E é função de d e 
Ij, isto é, a forma básica de um modelo 
matemático operacional é : 

E-f(G~,Ij). 

Em certos casos, ó necessário acrescentar 
a este modelo básico um conjunto de restri
ções sobre os valores possíveis de d . 

Os modelos operacionais são de explica-
ção-previsão não só porque mostram como 
as coisas se passam, como os diversos facto
res reagem entre si, como a medida de efi
ciência varia em função das variáveis de 
acção, mas também porque não se limitam a 
verificar o passado, devendo aplicar-se ao 
futuro para permitirem a tomada de uma 
decisão. 

Os modelos operacionais também se clas
sificam em exactos (ou deterministas) e esto-
cásticos. Um modelo exacto utiliza-se quando 
o acaso desempenha um papel pouco im
portante ; o modelo estocástico contém expli
citamente variáveis aleatórias . 

Quanto à forma das relações que os inte
gram, os modelos matemáticos podem ser 
lineares ou não lineares. No primeiro caso 
todas as relações são lineares, no segundo 
pelo menos uma não ó linear. 

A consideração da variável tempo conduz 
a uma nova classificação dos modelos em 

estáticos e dinâmicos. O modelo ó estático 
quando todas as variáveis que nele intervêm 
se referem ao mesmo instante t ; ó dinâmico 
quando as relações compreendem variáveis 
desfasadas. 

A gama diversíssima de modelos matemá
ticos de que dispõe a investigação operacio
nal é constituída fundamentalmente pelos 
modelos aplicáveis ao estudo dos problemas 
básicos que se põem à entidade controladora 
das operações de uma organização e que 
serão descritos sucintamente no n:° 5 : exis
tências, repar t ição , filas de espera, ordena
ção, substituição, concorrência e pesquisa. 

Construído o modelo que representa a ope
ração , segue-se a terceira fase do processo 
de investigação : obtenção de uma solução 
a partir do modelo. 

Sendo 

o modelo matemático que representa a ope
ração , põe-se o problema de obter os valo
res de Ci que optimizam E. A solução 
aparece na forma 

C, - / , « ) 

f l t f a ' " 8 * ° a s chamadas regras de decisão. 
Existem dois processos principais para 

derivar uma solução óptima (ou vizinha da 
solução óptima) : o processo analítico e o 
processo numérico. 

O processo analítico consiste na obtenção 
da solução por via dedutiva, utilizando di
versos ramos da análise matemática e da 
á lgebra . O processo numérico consiste na 
utilização de técnicas que permitem obter 
indutivamente a solução, quer ensaiando di
versos valores nas variáveis de acção quer 
adoptando processos iterativos. 

Entre os processos de análise numérica 
assume posição relevante a simulação que 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 2o 

abrange um conjunto de técnicas, utilizáveis 
sobretudo quando há dificuldades para for
mular o modelo, obter soluções a partir 
do modelo ou testar o modelo e a solução 
dele derivada. 

Na quarta fase do processo de investigação 
põe-se o problema de testar o modelo e a so
lução dele derivada. 

Dado que o modelo é uma representação 
simplificada da operação, ele será bom se 
possui suficiente aderôncia à realidade, isto 
é, se apesar do seu carácter incompleto, 
serve para explicar a realidade, fazer pre
visões e tomar decisões com certo grau de 
precisão. Utilizam.se largamente em I . O. 
técnicas estatísticas para testar os modelos 
e as suas soluções. 

Na fase de controle da solução de um mo
delo, há que atender ao facto de ela só per
manecer como solução quando as variáveis 
incontroláveis mantêm os seus valores e não 
há modificações das relações entre as variá
veis. Para controlar uma solução ó necessá
rio (a) definir para cada variável e re lação 
uma variação significativa, (ò) construir um 
processo para detectar a ocorrência de tais 
variações significativas e (c) especificar como 
deve ser modificada a solução se ocorrem 
tais var iações. 

Um dos problemas mais delicados que f i 
nalmente se põe à equipa de I . O. ó o de 
conseguir pôr a solução em prática. 

As soluções são geralmente executadas 
por pessoal cujos conhecimentos matemáticos 
são muito reduzidos e, por consequência, se 
a equipa de investigação operacional quer 
assegurar o cumprimento das suas recomen
dações deve apresentar as soluções em ter
mos muito simples. 

Como j á dissemos, na prát ica, estas dife
rentes fases de investigação raramente se 
sucedem na ordem indicada. Muitas podem 
ser simultâneas e em numerosos estudos, 
por exemplo, a fase que consiste em enunciar 
o problema só fica terminada quando o pró

prio estudo está virtualmente terminado. 
Normalmente as diferentes fases influenciam-
-se mutuamente durante o trabalho de inves
t igação. 

4. Breve história da invest igação opera
cional 

4.1. Período anterior à II Grande Guerra 

Embora o termo «.investigação operacional» 
seja relativamente recente, a utilização de 
métodos científicos na preparação das deci
sões que competem a uma autoridade exe
cutiva remonta a datas longíquas . Recorde
mos que j á no século m A . C , Hierão , tirano 
de Siracusa, pedia ao sábio Arquimedes que 
indicasse a mais eficiente utilização das armas 
da época a fim de romper o cerco imposto 
pela frota romana. 

Mais perto de nós , PASCAL, FERMÂT e 
sobretudo JACQUES B E R N O U L L I são os per
cursores da teoria da decisão, criando um 
novo ramo da matemática — o cálculo das 
probabilidades — cujo desenvolvimento teve 
grande influência nos progressos recentes 
da í . O. . 

Em 1885, surgem os trabalhos pioneiros 
de T A Y L O R sobre a organização científica do 
trabalho ; em 1917, aparecem as contribui
ções de ERLANG sobre as comunicações tele
fónicas e, em 1930, L E V I N S O N aplica os 
métodos científicos a problemas de mer
cado. 

No domínio das aplicações militares, devem 
referir-se os trabalhos importantes de L A N -
CHESTER (1916), que traduziu em fórmulas 
matemáticas algumas complexas estratégias 
militares, e as contribuições de E D I S O N sobre 
as técnicas a serem adoptadas pelos navios 
mercantes para se defenderem dos subma
rinos. 
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4 . 2 . Período 1939-45 

Foi no entanto durante a Segunda Guerra 
Mundial que a I . O., j á assim designada, 
recebeu um impulso ex t raord inár io . 

Desde 1939 que um pequeno grupo de 
técnicos dedicados à I . O. trabalhou, em 
Inglaterra, na crítica dos métodos de emprego 
dos primeiros radares. E , nas horas cruciais 
de 1940, o Estado Maior inglês recorreu a 
uma equipa de i n v e s t i g a d o r e s — o grupo 
Blackett — para conseguir o aproveitamento 
óptimo do sistema defensivo bri tânico. Citam-
-se como resultados notáveis obtidos por 
estes cientistas, os seguintes : duplicação da 
eficiência dos ataques aéreos aos submersíveis, 
nova disposição dos combóios de navios por 
forma a minimizar as perdas, organização 
dos bombardeamentos aéreos sobre a Ale
manha, etc.. 

Paralelamente, nos E . U . A . , desde a sua 
entrada na guerra, grupos de I . O. foram 
incubidos pelo exército, marinha e força aérea 
de estudarem cientificamente cada uma destas 
armas. Métodos e formação de ataque dos 
submersíveis inimigos, técnicas de bombar
deamento aéreo por esquadrilhas, meios de 
defesa contra os ataques aéreos dos japone
ses, eis alguns dos assuntos e s tudados , 
tendo-se obtido uma sensível melhoria dos 
resultados e uma diminuição importante das 
perdas inevitáveis. 

4. 3. Período do após-guerra 

No fim da guerra, os grupos de I . O. goza
vam de m e r e c i d o prestígio. Tinha ficado 
demonstrado, durante as hostilidades, que as 
equipas constituídas por especialistas das 
mais diversas disciplinas eram capazes de 
resolver complexos problemas, envolvendo 
muitas variáveis, e os métodos que tinham 
permitido obter uma maior eficiência das 
armas e uma valiosa economia em vidas 
humanas e material, eram susceptíveis de ser 

aplicados, em tempo de paz, na obtenção de 
uma maior eficiência económica. 

Terminado o conflito, numerosas empresas 
progressistas aplicaram nas suas organizações 
os métodos da I . O. que a tão bons resul
tados tinham conduzido no período das hos
tilidades. Na Inglaterra, por exemplo, as 
primeiras organizações a introduzirem a I . O. 
nos seus serviços foram a sBritish Transport 
Commission]), o «National Coal Board », 
«Courtaulds, L t d * , e a «British I ron and 
Steel Federations. Também nos E . U . A . , na 
F r a n ç a e, pouco a pouco, em todos os países 
abertos ao progresso científico, os meios 
industriais, comerciais e o própr io sector 
público foram-se interessando pela I . O. . 

Nos Estados Unidos, onde existiam j á , 
antes de 1941, numerosos gabinetes ou em
presas de organização científica, a introdu
ção da I . O. nos meios de negócios fo i 
rápida e pode dizer-se que, embora existam 
nesse país milhares de especialistas, eles 
não chegam actualmente para satisfazer a 
procura das empresas. 

Em França , a adopção da I . O. começou 
a ser feita pelas grandes empresas naciona
lizadas (S. N . C. P., E . D . F . , etc.) e rapi
damente se difundiu. Existem também, neste 
país, alguns grupos de consultores que se 
dedicam ao estudo científico dos problemas 
postos pela indústria e as maiores empresas 
dispõem das suas própr ias equipas de I . O. 

Nos países socialistas, a I . O. encontra-se 
também muito difundida. Na U . R. S. S., por 
exemplo, a I . O. ó largamente utilizada no 
planeamento económico. 

O desenvolvimento progressivo das aplica
ções da I . O. nos diversos sectores da acti
vidade económica é, ao mesmo tempo, causa 
e efeito do número crescente de livros e 
revistas especializadas que se publicam hoje 
em todo o mundo. Simultaneamente, têm-se 
fundado numerosas sociedades científicas que 
agrupam os técnicos e as empresas interes
sadas na I . O. Entre as mais importantes 
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citam-se : Operational Research Society ( In
glaterra), fundada em 1948, que publica 
desde 1950 a revista Operational Research 
Quarterly ; a Operations Research Society of 
America, fundada em 1952, publicando o 
Journal of the O. R. S. A.; em F r a n ç a , a 
Société Française de Recherche Opération
nelle, ( ') criada em 1956, edita a Revue Fran
çaise de Recherche Opérationelle. 

Em 1 de Janeiro de 1959, fundou-se a 
Federação Internacional das Sociedades de 
Investigação Operacional que agrupa, actual
mente, as sociedades da Alemanha, Argen
tina, Austrál ia , Bélgica, Canadá, Dinamarca, 
Espanha, F r a n ç a , Holanda, índia , Inglaterra, 
I tá l ia , J a p ã o , Noruega, Suécia e Suiça. 
A federação começou a publicar, em 1962, 
a revista bibliográfica International Abstracts 
in Operations Research que regista as publi
cações de livros e artigos que dizem respeito 
à I , O. ou disciplinas afins. 

5. Descr ição sumária da forma e con
teúdo dos problemas que se apresen
tam à invest igação operacional 

5.1. Generalidades 

Embora não exista uma classificação única 
dos tipos de problemas que podem ser resol
vidos por meio da I . O., veremos que há 
certas formas básicas que se encontram nas 
mais diversas situações reais. 

Consideraremos a seguir sete formas bási
cas que, isoladamente ou em combinação, 
abrangem a maior parte dos problemas que 
se põem à entidade executiva de uma orga-

(*) Esta Sociedade juntou-se recentemente à 
«Association Française de Calcul et Traitement de 
l'Information» e passaram a constituir a «Association 
Française d'Informatique et de Recherche Opératio
nelle». 

nização. A classificação adoptada é a se
guinte : 

1. Existências 
2. Repar t ição 
3. Filas de espera 
4. Ordenação 
5. Substituição 
6. Concorrência 
7. Pesquisa. 

Relativamente a cada uma destas sete for
mas, faremos algumas observações sobre o 
modo de tratar esses problemas, sem no 
entanto entrarmos em detalhes técnicos. 

Finalmente, agrupando os problemas em 
termos do seu conteúdo, daremos uma ideia 
da gama de situações concretas a que a I . O. 
tem sido aplicada. 

5.2 . Formas de problemas 

5 . 2 . 1 . Problemas de existências 

Existências são recursos provisoriamente 
inactivos. Homens, material, máquinas e di
nheiro são os principais recursos de que dis
põem as autoridades executivas. 

Para existir um problema de existências 
deve haver dois tipos de custos associados 
com os recursos inactivos : (1) um custo que 
cresce com o aumento das existências e (2) 
um custo que decresce com esse aumento. 

Um custo crescente é, sem dúvida, o custo 
corrente das existências que inclui custos de 
armazenagem, custos de obsolência e dete
r ioração , impostos, seguros, etc.. Há custos 
que decrescem quando aumentam as existên
cias como, por exemplo, os custos de ro
tura, que estão associados com a impossibi
lidade de satisfazer a procura ou com as 
demoras em a satisfazer. 

Pode definir-se um problema de existências 
como aquele em que está envolvido pelo 
menos um custo de cada tipo e onde a soma 
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desses custos é influenciada ou pela procura 
de artigos, ou pela frequência de reaprovi-
sionamento, ou ainda por ambas. A questão 
consiste em seleccionar a quantidade ou fre
quência de reaprovisionamento, ou ambas, 
por forma a minimizar a soma dos custos 
relevantes. 

Os problemas de existências aparecem nos 
mais variados contextos e existem técnicas 
matemáticas muito desenvolvidas para o seu 
tratamento. O cálculo infinitesimal, o cálculo 
das probabilidades e a á lgebra linear estão 
na base dessas técnicas. Em casos mais com
plicados, quando ó possível construir o mo
delo mas ó difícil obter a solução, utilizam-se 
técnicas de simulação que, em geral, envol
vem o emprego de um computador elec
t rónico . 

5. 2. 2. Problemas de repartição 

Estes problemas agrupam-se em três cate
gorias principais. Um problema de repar t ição 
da primeira categoria define-se pelas seguin
tes condições : 

1. Há um conjunto de tarefas (de qualquer 
tipo) a cumprir. 

2. Há recursos disponíveis suficientes para 
cumprir todas as tarefas. 

3. Pelo menos uma das tarefas pode ser 
cumprida de diferentes maneiras, ut i l i 
zando combinações e quantidades dife
rentes de recursos. 

4. Algumas das maneiras de executar as 
tarefas são melhores do que outras (por 
exemplo, mais baratas ou mais lucrati
vas). 

5. Não há recursos disponíveis suficientes 
para fazer cada uma das tarefas da 
melhor maneira possível. 

O problema consiste em repartir os recur
sos pelas tarefas por forma a maximizar a 

eficiência total ; por exemplo, minimizar o 
custo total ou maximizar o lucro total . 

No problema de repar t ição mais simples, 
pertencente a esta categoria, cada tarefa 
requer um e um só recurso e há o mesmo 
número de tarefas e recursos. É o chamado 
problema de afectação porque envolve a afec
tação de um recurso a cada tarefa. 

Suponha-se, por exemplo, que numa em
presa há n lugares vagos J í f ••• ,Jn • n 

candidatos 7j , • • - , / „ . Admitindo que, por 
meio de um teste, ó possível obter quantita
tivamente a eficiência aLÍ do indivíduo h 
para o lugar «7,, pretende-se afectar os indi
víduos às tarefas por forma a maximizar a 
eficiência total. Representando por xij uma 
variável que toma o valor 1 ou 0, consoante 
o indivíduo Ti ó afectado ou não à tarefa J j , 
o problema traduz-se matematicamente do 
seguinte modo : 

maximizar 
n n 

í = i ; = i 

com as restr ições 

n 

2 x ' j = 1 U = 1 > • • • »n) 

n 

2 * ^ — 1 (*'= ! > • • • » « ) 
i—l 

Quando algumas das tarefas requerem mais 
do que um recurso e se os recursos podem 
ser utilizados para mais de uma tarefa, o pro
blema de repar t ição complica-se. Um dos 
problemas mais frequentes nesta categoria é 
o problema do transporte. Considere-se, por 
exemplo, um certo produto P que é pro
duzido em cada uma das m fábricas f \ , •• • ,F„ 
e seja ai a produção anual de Ft. Su-
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ponha-se também que o produto P ó pro
curado em cada um dos n mercados i l / j , • • • Mn, 
sendo bj a procura anual em Mj. Preteo-
de-se determinar a repar t ição óptima dos 
«recursos» a l , a2,---,am pelas «tarefas» 
D i > ^2 > " • " > °" P o r forma a minimizar o custo 
total de transporte. Designando por XÍJ a 
quantidade de P transportada de í \ para Mj 
e por Cij o correspondente custo unitário de 
transporte, o problema do transporte tra-
duz-se matematicamente do seguinte modo : 

minimizar 
m n 

2 2 C ' 3
 X'i 

1—1 J = l 

com as restr ições 

2 «ij = at (t — 1 , 2 , • • • , J») 
3 

2 XÍJ = bj (J = 1 ,2 , • • • , n). 
i 

A segunda categoria de problemas de repar
tição abrange os que compreendem mais 
tarefas a cumprir do que os recursos dispo
níveis consentem. Assim, tem de se proceder 
a uma selecção das tarefas e à determinação 
da forma como devem ser executadas. Este 
problema é frequente, por exemplo, nas refi
narias de petróleo. Dada a procura para uma 
gama variada de produtos (que não podem 
ser todos produzidos ao mesmo tempo) e os 
seus preços de venda, determinar a combi
nação de produtos que deverão ser fabricados 
e as respectivas quantidades por forma a 
maximizar o lucro. 

A terceira categoria de problemas de repar
tição engloba aqueles em que ó possível con. 
trolar a quantidade de recursos e, assim, 
determinar que recursos deverão ser acres
centados, onde ou que recursos deverão ser 
dispensados. Por exemplo, a necessidade de 
localizar uma nova fábrica ou armazém cria 

um problema deste tipo. De um grupo de 
fábr icas , determinar as que devem fechar em 
períodos de contracção da procura. Dentro 
de uma fábrica , o problema pode surgir 
quando se trata de determinar que tipos de 
máquinas se devem introduzir ou retirar da 
linha de p rodução . 

A maior parte das técnicas matemáticas 
utilizadas no tratamento de problemas de 
repar t ição agrupa-se na teoria da programação 
matemática — linear, não linear, estocástica, 
paramétr ica e dinâmica — cujo desenvolvi
mento ó recente. 

5. 2. 3. Problemas de filas de espera 

Um dos problemas de filas de espera estu
dado pelas equipas de I . O. durante a Se
gunda Guerra Mundial fo i o da aterragem 
de aviões de bombardeamento regressados à 
base depois de um raid. Quando os aviões, 
em grande número , regressavam das missões 
efectuadas, chegavam à base, simultânea-
mente, com escassas reservas de combustível 
e alguns com avarias importantes. A necessi
dade urgente de todos aterrarem provocava 
problemas de congestionamento e obrigava 
os serviços de terra a acelerar o ritmo das 
aterragens, procurando desimpedir as pistas 
num tempo mínimo. 

Em tempo de paz, também surgem pro
blemas idênticos a todo o momento : nos 
correios, nos bancos, nos restaurantes, no 
trânsi to , etc. 

Em geral, uma fila de espera (ou bicha) 
aparece sempre que a procura de um serviço, 
por uma série de unidades (pessoas, máqui
nas, etc.), ó superior às possibilidades de o 
satisfazer, sendo necessário diferir os servi
ços por um sistema de filas ou de ordenação 
entre essas unidades. 

Em todo o problema de filas de espera há 
a considerar a entrada, que é a forma (alea
tória , periódica, etc.) como chegam as uni
dades ao local de serviço, a disciplina oa 
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regra segundo a qual se ordenam as unida
des para aguardar a pres tação do serviço, 
o mecanismo do serviço ou a maneira deste 
se realizar e a saída ou forma como as uni
dades abandonam o local de serviço. 

No domínio da economia da empresa os 
problemas de espera são frequentes. Exem
plifiquemos : Considere-se um conjunto de 
máquinas numa unidade industrial e admita
mos que, de tempos a tempos, uma máquina 
requer reparação . Supondo aleatórios o tempo 
de funcionamento normal de uma máquina e 
o tempo de reparação , põe-se o problema de 
estudar o número de máquinas na fila para 
r epa ração , de forma a ver-se qual é o número 
mínimo de operários necessários, a fim de 
que as filas de espera sejam mínimas e tam
bém o número de operár ios inactivos. 

A teoria matemática das filas de espera 
está muito desenvolvida, fazendo larga ut i l i 
zação do cálculo das probabilidades, de equa
ções diferenciais, integrais e equações de 
diferenças. Em certos problemas mais com
plicados há necessidade de recorrer a técnicas 
de simulação. 

5. 2. 4. Problemas de ordenação 

Nos problemas de espera, a ordem segundo 
a qual as unidades são seleccionadas para 
serem servidas supõe-se definida. Nos pro
blemas de ordenação pretende-se seleccionar 
uma disciplina da fila por forma a minimizar 
uma medida apropriada da operação; 

Considere-se o seguinte exemplo de pro
blema de ordenação : Suponhamos que há 
dois produtos A e B a fabricar, que cada 
um requer operações em duas máquinas, 1 e 
2, e para ambos os produtos as operações 
na máquina 1 devem preceder as da máquina 
2. Admitamos ainda que A requer duas 
horas na máquina 1 e dez horas na máquina 2, 
e que B necessita de seis e quatro horas, 
respectivamente. Cada possibilidade pode 

determinar-se por meio de um gráfico de 
G A N T T : 

Tempo total decorrido 
=16 horas 

1 

S 10 

A antecede B 

15. 20 
horas 

Fig. 1 

Tempo total decorrido 
• 20 horas 

20 
horas 

fi antecede A 

Fig. 2 

É claro que a comparação das duas suces
sões ( A B e B A ) mostra que há uma diferença 
de quatro horas no tempo total decorrido na 
operação. Neste caso deve optar-se, eviden
temente, pela ordenação A B . 

Infelizmente, na maior parte dos problemas 
de ordenação é difícil achar a solução óptima 
e só os mais simples se podem resolver pela 
análise matemática. Em quase todos os pro
blemas reais ó necessário proceder a uma 
simulação, e mesmo assim a quantidade de 
trabalho é muitas vezes proibitiva e somente 
ó possível obter soluções aproximada. 

Uma variante notável dos problemas de 
ordenação ó constituída pelos problemas de 
escolha do itinerário. 

Suponhamos que um caixeiro viajante tem 
um certo número de cidades a visitar, conhece 
a distância (ou tempo, ou custo) da desloca
ção entre qualquer par de cidades. O pro
blema consiste em escolher um percurso que 
começa na cidade onde habita, passe uma só 
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vez por cada uma das cidades a visitar e ter
mine no ponto de partida, por forma a mini
mizar a distância (ou tempo ou custo). 

Com duas cidades não há escolha a fazer. 
Com t r ê s , uma das quais a cidade onde 
reside (A) , há dois i t inerários possíveis (ABC 
e ACB). Para quatro cidades há seis percur
sos possíveis. Mas para onze cidades há apro
ximadamente 3 700000 it inerários possíveis. 

Um problema de escolha do i t inerár io , 
exemplificado acima pelo chamado «problema 
do caixeiro via jante», pode aparecer em con
textos muito diferentes. 

Técnicas recentes permitem abordar tam
bém uma variante de problema de ordenação 
que consiste em realizar nas melhores condi
ções possíveis um conjunto de operações 
ordenáveis . Por vezes trata-se da minimiza
ção do prazo de execução do conjunto das 
operações ; por vezes trata-se da minimização 
dos custos das operações . 

Essas técnicas são designadas pelas iniciais 
P. E . R. T . (Program Evaluation and Review 
Technique) e constituem um modelo em que 
se associam a teoria dos gráficos e a teoria 
das probabilidades. 

O P. E . R. T . aplica-se, por exemplo, aos 
seguintes problemas de ordenação : todos os 
tipos de construção e manutenção, planea
mento do orçamento e lançamento de novos 
produtos. 

5. 2. 5. Problemas de substituição 

Os problemas de substituição são de dois 
tipos : os que envolvem artigos que se dete
rioram gradualmente com o tempo e os que 
se referem a artigos cuja eficiência desapa
rece completamente depois de um certo pe
r íodo de uso. Entre os artigos que se dete
rioram gradualmente com o tempo figuram 
as máquinas , vagões, barcos, etc.. A sua 
eficiência vai decrescendo com o tempo e 
pode ser levada ao nível inicial por meio de 

certa actuação. Entre os artigos que pratica
mente mantêm o seu nível de eficiência du
rante um certo tempo e depois se inutilizam 
completamente figuram os que, em geral, são 
pequenos e baratos : lâmpadas e léc t r icas , 
molas de automóveis , etc. 

Em relação aos bens que se deterioram 
gradualmente, é evidente que, sem uma con
servação preventiva ou correctiva, a dimi
nuição da sua eficiência traduz-se geralmente 
numa utilização a custos crescentes. Para 
manter a sua eficiência há que proceder à 
conservação, que também envolve um custo. 
Além disso, certos bens tornam-se obsoletos. 
Assim, quanto mais longa ó a vida do equi
pamento maior ó o custo de conservação ou 
maiores são as perdas devidas ao decresci-
mento da eficiência absoluta e relativa. 

Por outro lado, a substituição frequente 
do equipamento envolve custos de investi
mento crescentes. O problema consiste, pois, 
em determinar quando se deve proceder à 
substituição por forma a minimizar a soma 
dos custos de conservação e investimento. 

Os modelos matemáticos para resolver 
problemas deste tipo são, na maior parte 
dos casos, simples. Presentemente a progra
mação dinâmica ó uma técnica muito aplicada. 

Para os artigos que mantêm o seu nível de 
eficiência durante um certo tempo e depois 
se inutilizam completamente, o problema con
siste geralmente em optar por uma substitui
ção de grupo, por uma substituição individual 
ou por uma substituição mista. 

H á duas políticas extremas : substituir os 
artigos somente quando se inutilizam e subs
ti tuir todos os artigos antes que qualquer 
deles se inutilize. No primeiro caso, há a 
vantagem de minimizar o número de artigos 
necessários para a substituição mas, como as 
inutilizações são relativamente frequentes, os 
custos associados às substituições são eleva
dos. No segundo caso, o número de artigos 
necessários não é minimizado mas os custos 
de substituição são mais baixos. 



BO G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

O problema deve resolver-se escolhendo 
uma política que minimize a soma dos custos 
dos artigos, inutilizações e operações de subs
tituição. 

A análise matemática e processos de simu" 
lação figuram entre as técnicas utilizadas na 
resolução destes problemas. 

5. 2. 6. Problemas de concorrência 

Um importante elemento que surge, tanto 
nos problemas económicos como nas ques
tões militares de táctica e estratégia, é a 
concorrência. Muitas vezes a decisão tomada 
por um individuo ó afectada pelas decisões 
tomadas por um ou mais indivíduos. Essas 
decisões interdependentes podem ser coope
rativas ou concorrentes ; são as últimas que 
se encontram mais estudadas. 

Procuremos um exemplo : 
Suponhamos que existem duas empresas 

A e B que partilham um determinado mer
cado e que têm de tomar em cada trimestre 
— portanto um grande número de vezes — 
uma decisão quanto ao emprego dos seus 
orçamentos de publicidade. Por hipótese, 
admitiremos que a publicidade faz deslocar 
os lucros de uma empresa para a outra por 
forma que o ganho de uma é a perda da 
outra. Considere-se ainda que existem duas 
estratégias extremas para cada empresa : a 
primeira estratégia consiste em despender 
totalmente o orçamento em publicidade nos 
jornais ; a segunda em gastar totalmente o 
orçamento em cartazes. Cada empresa toma 
a sua decisão antes de conhecer a da outra e 
portanto são possíveis quatro eventualidades. 

O comportamento das empresaB será o 
seguinte : a empresa A procurará adoptar a 
estratégia que torne o seu lucro máximo, 
enquanto que a empresa B vai tentar tornar 
mínimo o lucro de A. Estamos assim perante 
um caso típico de estratégias concorrentes. 

A teoria dos jogos permite formular a maior 

parte dos problemas de concorrência mas só 
possibilita a obtenção de soluções nos casos 
mais simples. Grande parte das situações 
reais tem de utilizar um tipo de simulação a 
que se dá o nome de jogo. 

O jogo militar, por exemplo, tem uma 
longa história e tem sido uma maneira de 
treinar os homens para o combate (concor
rência). No entanto, só recentemente ó que 
essas técnicas foram aplicadas a problemas 
industriais e governamentais (por exemplo, 
em diplomacia). 

Num jogo, o contexto da situação da con
corrência é simulado mas os agentes que 
tomam as decisões são reais. 

A teoria dos jogos tem sido aplicada na 
indústria, por exemplo, para o estudo da 
política de preços, estratégias de publicidade, 
introdução de novos produtos no mercado, 
etc.. 

5- 2. 7. Problemas de pesquisa 

Considere-se o problema de detectar sub
marinos na rota de um barco ou combóio 
durante tempo de guerra. Utilizaram-se para 
esse efeito dirigíveis e pequenos balões que 
se deslocavam lentamente sobre a água, a 
baixa altitude, o que lhes dava grande pro
babilidade de detectar os submarinos. Porém, 
como estes engenhos se moviam lentamente, 
não tinham possibilidades de cobrir uma 
área vasta e portanto podiam escapar-lhes 
alguns. Se fosse utilizado para o mesmo 
efeito um avião rápido, ó evidente que a 
área sob observação poderia ser aumentada 
mas diminuiria a precisão das observações, 
em consequência da velocidade do aparelho 
e do seu vôo a maior altitude. Neste caso, o 
aumento de área observada não compensava 
o acréscimo dos erros de observação. 

Numa questão deste tipo há duas espécies 
de erros que se podem cometer : erros devi
dos à inadequada área de observação (erros 
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de amostragem) e erros de observação. Há, 
evidentemente, castos associados a ambos os 
tipos de erros e à obtenção de informações. 

Dispondo-se de uma quantidade fixa de 
recursos (tempo, dinheiro ou investigadores) 
deve tomar-se uma decisão sobre a grandeza 
e composição da amostragem. A selecção de 
uma grandeza e composição de amostragem 
apropriadas, com recursos fixos, é o problema 
de pesquisa com restrições. No problema sem 
restrições deve também determinar-se os 
recursos a utilizar no processo. Quanto mais 
recursos se empregam maior é o custo da 
pesquisa mas menor é o custo esperado do 
erro. 

É fácil reconhecer que o exame de contas 
por sondagem é um processo de pesquisa e 
dá origem a problemas do tipo que descre
vemos acima. Muitos processos contabilísticos 
podem interpretar-se como pesquisas. Mais 
geralmente, todos os processos de estimação 
e previsão são problemas de pesquisa. 

Diversos investigadores operacionais têm 
aplicado a teoria da pesquisa a problemas de 
exploração de recursos naturais com o obje
ctivo de determinarem áreas de exploração e 
como explorá-las. Esses processos foram, 
por exemplo, aplicados à pesquisa de níquel 
e carvão. 

As técnicas aplicáveis à resolução destes 
problemas assentam na teoria da amostragem, 
da estimação e na teoria psicológica da per
cepção. 

5. 2. 8. Problemas mistos 

É necessário pôr em evidência que nem 
todos os problemas que são objecto de estudo 
da I . O. pertencem a um dos sete tipos acima 
estudados. Com efeito, em grande número de 
casos, os problemas abrangem vários aspec
tos que cabem dentro das diversas categorias 
analisadas. Embora se possa decompor o seu 
estudo, a própria metodologia da I . O. obriga 

a uma análise global que permita descobrir 
as inter-relações existentes no fenómeno. 

Também é importante para o investigador 
saber que há problemas que não cabem den
tro de nenhuma destas categorias e que por
tanto permitem abrir novas vias de inves
tigação. 

5. 3. Conteúdo dos problemas 

5 3. 1. Compras 

A I . O. tem sido utilizada para determinar 
as políticas de compra de matérias primas 
cujos preços são estáveis ou variáveis. As 
soluções deste tipo de problemas indicam 
quanto se deve comprar, quando e onde. 

A I . O. tem sido empregada também para 
formular estratégias de exploração de depó
sitos naturais de matérias primas e preparar 
planos para a exploração de tais recursos, 
depois de localizados ; utiliza-se igualmente 
na compra de bens de equipamento no sentido 
de seleccionar o tipo de equipamento, deter
minar quando deve ser comprado ou alugado, 
se ó preferível ser usado ou novo, etc.. 

5. 3. 2. Produção 

No que se refere a problemas de produção, 
a I . O. tem sido aplicada em diversos domí
nios : no planeamento e localização de fábri
cas e determinação da medida em que devem 
ser automatizadas; estudo das fontes de 
energia para um complexo de fábricas, deter
minação das espécies de energia e quantida
des óptimas a fornecer ; determinação de 
quais as fábricas de um complexo industrial 
que devem ser fechadas, sob que condições 
e em que ordem. 

A I . O. tem sido largamente utilizada no 
delineamento de políticas de produção (quan
tidades, processos, tipos de produtos, etc.), 
de sistemas de controle de qualidade, de con-
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servação preventiva e correctiva, assim como 
em diversos estudos referentes à estabilização 
da produção e do nível do emprego. 

5. 3. 3. Comercialização 

A I . O. tem sido aplicada vantajosamente 
na localização de pontos de distribuição, seu 
dimensionamento, quais as quantidades que 
devem ter em depósito e os clientes que 
devem servir; na determinação da amplitude 
de um orçamento de vendas e na repartição 
das suas rubricas pelas vendas directas, pro
moção de vendas e publicidade ; na determi
nação do número de vendedores de uma 
empresa, do número e qualidade dos clientes 
que lhes devem ser afectados, da frequência 
com que devem visitar cada cliente e que 
tempo deve ser gasto na prospecção de 
clientes ; na determinação dos tipos de pro
dutos que os consumidores necessitam e das 
variedades de tamanhos, modelos, cores, etc., 
preferidos ; na adaptação dos modelos, emba
lagens, etc. Tem-se utilizado também a I . O. 
para determinar se os serviços de assistência 
referentes a determinado artigo devem ficar 
a cargo da fábrica ou de outros indivíduos, 
que tipo de garantia e durante quanto tempo 
deve ser oferecida ; e ainda na localização 
de retalhistas, repartição do seu espaço 
interno pelo armazém e vendas, determinação 
dos casos em que devem ser dirigidos pela 
fábrica ou por outros indivíduos, etc. 

5. 3. 4. Investigação e desenvolvimento 

A I . O. foi aplicada recentemente na deter
minação do orçamento para investigação e 
desenvolvimento e na averiguação de como 
deve ser dividido entre a investigação funda
mental e aplicada. Tem sido também utili
zada na determinação do número de investi
gadores, áreas de investigação e sua orga
nização. 

5. 3. 5. Sequência e localização de pontos de 
estrangulamento 

Dado que em muitas operações complexas 
a tarefa total se decompõe num grande 
número de actividades, acontece que algumas 
delas têm de esperar que outras se comple
tem para poderem então começar, verifican
do- se que surgem também actividades que 
são paralelas. 

Estabelecidas as ligações e dependências 
entre as actividades, é possível determinar o 
caminho critico, isto é, a sucessão de activi
dades de que vai depender o tempo de reali
zação do projecto. Deslocando recursos 
pode-se minimizar esse tempo utilizando os 
métodos do P. E . E . T. que constitui, actual
mente, um dos modelos matemáticos mais 
aplicados na I . O. 

5. 3. 6. Pessoal 

A I . O. tem sido usada não só na deter
minação óptima da composição de idades e 
especializações dos operários, no estudo das 
causas de acidentes e modos de os evitar, 
causas de absentismo, etc., mas também no 
recrutameDto do pessoal, sua distribuição 
pelas tarefas e na medição da sua eficiência. 

5. 3. 7. Finanças e contabilidade 

Neste domínio, a I . O. tem sido aplicada 
no delineamento de processos de contabili
dade e exame de contas que minimizem a 
soma dos custos dos processos e dos erros ; 
na processação automática de dados ; no 
controle da contabilidade manual, e, em 
geral, no controle das operações de escri
tórios ; no estudo da política de crédito para 
uma empresa e dos processos para estimar 
os riscos do crédiío. 

A I . O. é usada também na determinação 
das necessidades de capital a longo prazo e 
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no estado da composição das carteiras de 
títulos. 

» * 

E fácil concluir da procedente enumeração 
de problemas que a maior parte deles tem 
sido estudada, desde há muitos anos, sem o 
recurso à I . O. Este facto vem sublinhar um 
importante aspecto que, aliás, já aflorámos: 
a I . O. não se distingue pela natureza dos 
problemas que investiga mas sim como os 
aborda. 

A aproximação interdisciplinar, a análise 
dos sistemas como um todo e a adopção do 
método científico são os traços fundamentais 
que têm garantido à I . O. a resolução efi
ciente dos problemas reais. 

6. Relação entre a investigação opera
cional e outras ciências da direcção 

6. 1. Generalidades 

Estudada a natureza da I . O. e descritos 
sucintamente os problemas que constituem 
o seu objecto de estudo, vamos ver agora 
quais são as relações existentes entre a I . O. 
e outras ciências da direcção. 

Antes, porém, sublinhemos mais uma vez 
que as três características metodológicas fun
damentais da investigação operacional são : 
o carácter interdisciplinar, o estudo dos sis
temas como um todo e a adopção do método 
científico. Este simples conhecimento permi
tirá distinguir a I . O. de outras ciências da 
direcção; no entanto, deve frizar-se que, em 
certos casos, aquelas três características não 
consentem uma delimitação nítida entre as 
diversas disciplinas. 

Para definirmos as tarefas da direcção, 
retomemos o conceito de sistema estruturado 
ou organização, que apresentámos no n.° 2. 

Resumidamente, podemos dizer que uma 
organização ó um sistema formado por duas 
ou mais partes cujos actos constituem uma 
operação e que apresenta quatro caracterís
ticas essenciais: deve possuir conteúdo, estru
tura, rede de comunicações e dispositivos de 
controle. 

a) Confeúdo 

Entre os componentes da organiza
ção encontram-se homens e máquinas. 
A maior parte das organizações con
verte recursos em bens e serviços que, 
por vários meios, vão satisfazer neces
sidades de outrem. Em síntese, uma 
organização contém : homens, máqui
nas, matérias e dinheiro.. 

b) Estrutura 

A actividade do sistema divide-se, 
funcionalmente, em diferentes grupos 
responsáveis por um certo número de 
subactividades intervenientes todas no 
interesse geral da organização. 

c) Comunicações 

Os elementos humanos do sistema 
são informados quer por observação 
directa quer por comunicação prove
niente de outros indivíduos. É a rede 
de comunicações que mantém a coesão 
do conjunto e assegura o contacto com 
meio exterior. 

d) Controle 

O sistema deve ter a possibilidade 
de comparar os resultados obtidos com 
os resultados desejados e precisa de 
evoluir no sentido da redução das dife
renças observadas. É pois necessário 
que possa modificar o conteúdo, a es
trutura, as as comunicações e mesmo 
os seus próprios controles afim de 
atingir mais eficientemente os seus 
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objectivos. Quer dizer, o sistema deve 
ser evolutivo e auto-organizador. 

Vejamos agora como as ciências da 
direcção contribuem, em cada um des
tes aspectos, para melhorar o funcio
namento do sistema. 

6.2. Conteúdo 

Em relação ao emprego do pessoal, o pri
meiro componente de uma organização, exis
tem três questões fundamentais : 

Em primeiro lugar, tem de se proceder à 
selecção do melhor, cuidando posteriormente 
da sua formação profissional. Neste aspecto 
intervêm a psicologia e deve referir-se que, 
nos últimos anos, as questões relativas à for
mação do pessoal tendem a formar uma es
pecialização a que se consagram cada vez 
mais os consultores externos ao sistema. 

Em segundo lugar, há que tirar o maior 
partido da actuação do pessoal, melhorando 
o seu comportamento. Está aberta a via ao 
estudo do trabalho, realizado em grande parte 
por empresas especializadas. 

Em terceiro lugar, tenta-se alterar o am
biente de trabalho, modificando os meios 
materiais, psicológicos e sociais em que vivem 
os homens. O comportamento do pessoal é 
indirectamente influenciado por certas medi
das, tais como o subsídio de férias, cantinas, 
etc. A psicologia industrial e social tem estu
dado diferentes meios para a modificação do 
ambiente de trabalho. 

O segundo componente de uma organiza
ção são as máquinas. A concepção, cons
trução e conservação destas pertence a téc
nicos de diferentes especialidades (engenharia 
civil, engenharia mecânica, engenharia quí
mica, engenharia electrotécnica, etc.). A adap
tação das máquinas aos homens ó objecto 
de estudo da engenharia humana (ergonomia). 

O equipamento com que uma organização 
opera pode ser ineficiente ; vários ramos da 
engenharia podem porém auxiliar a direcção, 

planeando ou seleccionando novo equipa
mento ou modificando o antigo. O planea
mento do equipamento e o seu controle 
constituem objecto de estudo da engenharia 
de sistemas. 

O terceiro componente de um sistema são 
as matérias. Os estudos neste domínio exi
gem geralmente especialistas metalúrgicos, 
químicos, físicos, engenheiros ou estatísticos 
que se debruçam sobre o estudo da influên
cia das matérias no conjunto do sistema. 

Finalmente, o fluxo monetário através do 
sistema ó um factor de primacial importância, 
em cujo estudo assume grande evidência a 
contabilidade, encarada quer sob o aspecto 
de fonte geradora de informação quer sob 
o ângulo de instrumento de controle. 

A I . O. raramente ó utilizada na análise 
do conteúdo das organizações. 

ó . 3 . Estrutura 

A reorganização ó o método de ataque à 
ineficiência da estrutura da organização e 
consiste, fundamentalmente, na modificação 
da composição dos subgrupos e (ou) suas 
responsabilidades. Os estudos de reorganiza
ção (ou organização) apresentam em larga 
medida um carácter qualitativo e o corpo de 
conhecimentos e técnicas em que se baseiam 
ó conhecido por teoria da organização embora 
ainda esteja longe de uma sistematização ou 
quantificação. Em 1959, HAIRE construiu uma 
teoria quantitativa das estruturas mas na 
prática é difícil aplicá-la. 

Os estudos sobre a reorganização da estru
tura dos sistemas baseiam-se, na prática, 
sobretudo na apreciação qualitativa pessoal 
e na experiência ; frequentemente estes estu
dos são realizados por empresas especializa
das e neles não intervém geralmente a I . O. 

6.4. Comunicações 

O estudo das comunicações tem um carác
ter essencialmente qualitativo, embora haja 
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uma teoria matemática da comunicação ba
seada nos trabalhos de HARTLEY e SHANNON ; 
esta, porém, não inclui os importantes aspec
tos psicológicos e sociais da comunicação. 
No domínio do estudo das alterações na ge
ração, recolha, tratamento e transmissão da in
formação, também raramente se utiliza a I . O. 

6. 5. Controle 

Uma organização com bom pessoal e equi
pamento e dispondo de estrutura e comuni
cações eficientes pode, porém, ser ineficiente 
se não fizer a utilização óptima dos seus 
recursos (homens, máquinas, matérias e di
nheiro), isto é, se as operações da organiza
ção não forem controladas eficientemente. 

O controle consiste, como se disse, em 
comparar os resultados obtidos com os resul
tados desejados e em fazer ajustamentos no 
sistema por forma a reduzir as diferenças 
observadas. Note-se que estas duas fases do 
controle equivalem a reconhecer a necessi
dade de uma decisão e a tomá-la. 

Neste contexto, decidir consiste em escolher 
e utilizar recursos, edificar uma estrutura, 
criar um sistema de comunicações e um pro
cesso de controle. Mas fàcilmente se re
conhece que a questão importante não reside 
no conteúdo da decisão mas sim na sua estru
tura, quer dizer, na via seguida para a sua 
preparação. É na preparação da decisão que 
intervém a investigação operacional. 

Como dissémos no n.° 2, embora o con
teúdo, a estrutura e a comunicação estejam 
envolvidas no controle, não são propriamente 
estes factores o objecto de estudo da I . O., 
mas sim as decisões pelas quais eles são 
seleccionados, concebidos e utilizados. A I . O. 
procede ao controle a partir dos dados for
necidos pelos especialistas do conteúdo, da 
estrutura e das comunicações e por sua vez 
estes especialistas poderão trabalhar mais 
eficientemente se utilizarem os resultados 
fornecidos pela I . O.. 

7. A Investigação Operacional 
e a Economia 

7. 1. Generalidades 

Dada a complexidade dos fenómenos que 
são objecto de estudo da economia e nos 
quais intervêm factores da mais diversa natu
reza, são evidente as vantagens que resulta
rão do emprego da I . O. no estudo desses 
fenómenos. Assim, assistimos actualmente a 
um esforço de remodelação e aperfeiçoamento 
dos esquemas tradicionais quer da teoria 
económica quer da econometria, com o re
curso, sobretudo, aos novos modelos mate
máticos utilizados na I . O. (teoria dos jogos, 
programação matemática, teoria das filas de es
pera, teoria da substituição e renovação, etc.). 

Apelidar, porém, de I . O. os temas clássi
cos da economia e da econometria reformu
lados por meio dos novos modelos ó, infe
lizmente, uma tendência errada que leva a 
confundir domínios diversos. Nem a I . O. é 
um capítulo da economia nem esta um capí
tulo da primeira ; por exemplo, não se pas
sará a chamar I . O. à táctica militar só pelo 
facto daquela lhe ser aplicável. 

Não podemos ir até ao ponto de predizer, 
como alguns autores pretendem, o desapare
cimento da I . O. e a sua integração nas dife
rentes disciplinas, mas o que acontecerá 
certamente ó a disseminação dos modelos 
matemáticos operacionais pelos vários ramos 
da ciência. 

A I . O., encarando as operações das orga
nizações como um todo e na multiplicidade 
dos seus aspectos, tem potencialidades que 
lhe garantem não só a existência mas tam
bém a possibilidade de contribuir com novos 
conhecimentos para o enriquecimento das 
outras disciplinas, em particular a economia. 
Por seu lado, o «desenvolvimento operacio
nal» de cada um dos ramos da ciência per
mitirá que a aproximação interdisciplinar da 
I . O. seja cada vez mais frutuosa. 
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7. 2. Aplicações da Investigação Operacional 
à Economia 

Como dissémos anteriormente, a reformu
lação da teoria económica e da econometria 
por meio dos modelos matemáticos utilizados 
na I . O. é um dos aspectos que mais deve 
interessar o economista moderno. 

A utilização destes modelos tem provocado 
o acréscimo de operacionalidade dos modelos 
económicos e econométricos, permitindo re
solver problemas que até há poucos anos não 
tinham encontrado solução satisfatória. 

A teoria dos jogos, por exemplo, veio 
possibilitar o tratamento de situações de con
flito de interesses tão frequentes na economia: 
monopólio bilateral (monópólio-monopsónio), 
duopólio e oligopólio, combinações ou coali-
zações, como, por exemplo, quando os salá
rios são determinados por uniões ou federa
ções de trabalhadores e patrões; etc.. 

A programação matemática, em especial a 
programação linear, provocou uma verda
deira revolução na análise económica e na 
econometria. A teoria da empresa, as rela
ções interindustriais, a teoria do equilíbrio 
geral e a economia do bem-estar são exem

plos de domínios profundamente remodelados 
com o recurso à programação linear. 

Os aperfeiçoamentos da teoria económica 
e da econometria, no sentido de um acrés
cimo de operacionalidade, têm-se reflectido, 
evidentemente, na política económica. Ao 
nível da macro ou da microeconomia os mo
delos operacionais têm demonstrado a sua 
eficácia na tomada de decisões económicas. 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE EXAME DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GEBAIS — 1.* cadeira — 
2.° exame de frequência e 2.° ponto de informação 
(i.« chamada) - 15-6-1965. 

5643 — 1) Considere y (x) = 

oB seguintes problemas : 

a) Trace a imagem de <f (x) . 
ò) Calcule P f (x) . 

1 + x 
( l - x ) f 

e resolva 

c) Prove que ç (x) = 2 n * x"~' para | x | < l . 
í 

2) Demonstre que 6, no termo complementar da 
fórmula de TAYLOR 

/ (a + h) - / ( a ) + hf> (a) + - ^ j - / " (<* + e h), 

tende para 1 / 3 quando h - » 0 se / '" (as) é contínua 
para x = o e (a) =f= 0 . Generalize este resultado. 

Sugestão : Escreva a terceira fórmula de TAYLOR 
para / (x) e relacione-a com a segunda. 
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3) Pode utilizar a regra de CAUCHV para calcular 
x 2 sen l /x x — sen x 

hm — e lim ? Existem estes 
»=o e* — 1 »=<» x + sen x 
limites? Justifique as respostas. 

R : 1) a) Domínio : ] — o u , l [ , ] l , + oo[ . 
Ponto de descontinuidade : x = 1 
Intersecções com os eixos : (0,1) e ( — 1,0) 
Intervalos de monotonia, extremos : 

9' (*)' 
2 x + 4 

<?' (x)>0<=>2x + 4 > 0 < = > x > - 2 
cresc. em [ — 2 , + oo [ 

ï ' W ^ 0 < = > 2 x + 4 g 0 < = > i ^ - 2 
ctecr. em ] — oo , — 2 ] 

mínimo (— 2 , — 1/27) . 

Convexidade, concavidade, pontos de inflexão 

6x + 18 »M ( x ) Z 

<p" (x) > 0<=> - 35^ x < 1 convexa em [ — 3 ,1 [ 
?" ( x ) 0<=>x>l y x < — 3 côncava em 

] _ c o , - 3 ] e ] l , + oo[ 

ponto de inflexão (— 3 , — 1/32) . 

Assíntotas : X = 1 e Y — 0 . 

b) Fazendo 1 — x = t , vem 

1 + x t - 2 1 1 
P 1 P r P 2 P — = 

(1 - x)' tf> t 2 tP 

— + 1 1 1 

c) 

t 

1 + : 

t 2
 X — 1 (x — l ) 2 

1 
+ • 

(1 — x)3 (1 — x)' (1 — x)5 

— Î £ ] x « | X | < 1 
1 — X ™ 

1 
( 1 - x ) 2 = S - " - I » I < 1 

^ - í . O - I X | < I 

Então, 

?<->-<^-fG)-^G)--

1 + 

2) Como 

2 + 2 
CO 

f (a+h) - f (a) + h P (.) + |1 f» (a) + P» (a+e t h), 

h 2 h 2 h* 
— f'<(a + eh) = — P'.(a) + — P" (a + h h) 

pi (a + 8 h) - P' (a) = — PM (a + », h) , 
o 

P' (a + 6 h) - Pi (a) 1 

Tomando limites para h = 0, vem imediatamente 
lim 9 = 1/3. 

A generalização é imediata : quando f ( n + , ) (x) é con
tínua e diferente de zero para x = a , lim 8 = l /n + l . 

(x 2 «en l /x ) ' 2xsenl/x — cosl/\ 
o) Como hm • <=lim 

x=o (ex — 1)' "=« ex 

( i - »e» i ) 1 1 — cos x 
nao existe e lim = lim tam~ 

x=oo (x + sen x ) 1 i=œ 1 - j - cos x 
bem não existe, não se pode aplicar o regra de Cauchy. 

Os limites existem porque 

x 2 sen l / x / 1 \ / x \ 
Um — — Um ( x sen — 1 | lim ) 
1 = o e

x — 1 x=j \ x ) \ x=o e" — 1 / 

e como lim x sen — = 0 e 
Ï o x 

lim • •• lim — = 1, 
x=o e* — 1 x-o e1 

x 2 sen l /x 
lim • 

lim x — sen x lim -
x-oo x + sen x x-oo / sen x 

x 1 + ( sen x \ 
1 + - x - ) 

1 . 
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n 
5644 — 1) Mostre que, se a equação 

a 0 x" + Oi a;"-1 + • • • + a„-t x •= 0 

tem uma raiz positiva . r 0 , a equação 

« OQ X " _ 1 + (n — 1) aj ce"-* •+-,••• + a„_, • 

tem também uma raiz positiva inferior a x 0  

x y (2 x J — 3 #*) 2) Seja g(x,y) — • y(0,0)-0. 
X 2 + J / J 

Calcule oj'„(0,0) e ^ ( 0 , 0 ) . Pode concluir do 
resultado que <£„ (x, ?/) e pj'., (x , y) não são contí
nuas em (0 ,0 )? Porquê ? 

R : 1) Como ao x" -f- aj x"_1 + • • • + an_, x = 0 íem 
as raízes x = 0 e x = x 0 >-0 , o teorema de Rolle 
ensina que n a 0 x n _ l + (n — 1) aj x n - ! + • • • + a,,-! — 0 
tem pelo menos uma raiz entre 0 e x0 . 

g ( x , 0 ) - g ( 0 , 0 ) „ 
2) Um 

x - 0 
gx(0,0) 

g;(o,o) 

gx (0 , y) = Um 
x=0 

gxUo.o) 

Um 
Ï - 0 

y=0 

X 

g(0 ,y ) - g ( 0 , 0 ) 

y 
g ( x > y) - g ( 0 , y ) 

X 

g (*,y) - g ( * , 0 ) 

3 y 3 

Um 
1=0 

gU0 ,y ) -g 'x (0 ,0 ) 

2x3 

X2 

3 y 3 

= hm — = — 3 

gyx ( 0 , 0 ) = hm = 
x=0 X 

2x3 
F = Um = 2 . 

x=0 x3 

As derivadas gï, (x , y) não são continuas em (0 , 0) 
porque, se o fossem, o teorema de Schwartz garantia a 
sua igualdade. 

) ^ 2 1 • • • X(H-i que se obtêm tomando para as in
cógnitas secundárias os elementos das linhas da 

matriz (d -f- 1) x d 

Prove que A'j , A"2 , • • • XiM são linearmente inde
pendentes e que Y = Xj + X2 X 2 + • • • + X d H Xdi.t 

é solução de A X = B se e só se 2 \ = 1 • 
í 

R : 1) Para a tabela dada, a função F (x)—l(x), 
onde I (x) è o polinómio interpolador de Gregory-
-Newton,anula-se nos n + 1 pontos x, (i = 0,1 , ••• n). 

A aplicação repetida do teorema de Rolle dá 
F'" 1 (Ç) — I(n> (Ç) = 0, com 1 entre x„ e x„ . Como 

A ° y „ A n y 0 

I (l) = L n , vem imediatamente F ( N L (£) 
h° h" 

2) As soluções X i , X 2 , ••• X d + 1 são visivelmente 
independentes pois na matriz 

x 2 

— x d + 1 

as linhas 2 , • - • d + 1 são independentes porque pas
sam pela matriz I d de característica d . Como em X j 
há pelo menos um elemento significativo nas primeiras 
i colunas, é claro que a característica da matriz e 
d + 1. 

Ora 

A Y = B = ) l 1 A X , + - + X d + 1 A X d 1_, = 

= B = > X t B + ••• + X d + I B = B = > 2 ^ i = 1 
í 

d+l 
2 *i - 1 =>A Y - Xt A X i + ••• + > J t | A X J t , = 

í 

= ( X i + ••• -f- x d + 1 ) B = B 

o que prova que Y è solução de A X = B se e só se 

S X, - 1 i 

III 

X I XQ XI • • • X„ 

5645 — 1) Dada a t a b e l a — , com 
y I Va 2/1 •••!/» 

Xj = x0 + i h e J/Í = . F ( X j ) , demonstre que f w (Ç) = 
— A" jy0 / h", eom Ç entre Xg e x„ . 

2) Considere o sistema de m equações lineares à 
n incógnitas AX = B não homogéneo e suponha 
que A e pl|£?] tem a mesma característica r < n . 
Fazendo d—n — r , construam-se as s o l u ç õ e s 

I. S. C. E . F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1." cadeira — 
2.° exame de frequência e 2.° ponto de informação 
2.* chamada - 18-6-1965. 

5646 — í ) Dada a função / ( x ) = lim 
' + X 2 

x*» + l ' 
estude a sua continuidade e derivabilidade. Apresente 
a imagem de / ( x ) . 
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2) Calcule P 
\/TT 

3) Supondo que o intervalo de convergência abso
luta de s (x) — S a„ x" é ] — X , X [ e que a série 
converge para x = X , pode garantir-se que S (x) = 

x"+1 

= Sa„ também converge para x =• X ? Tem-se n + 1 
S1 (X) = s (X) ? Justifique as respostas. 

A série S , convergente para todo o x 

real, pode derivar-se termo a termo em ] — oo, + c o [ ? 
Porquê? 

R : 1) Tem-se 

f ( x ) -
X2 ( ] X | < 1 ) 
X ( | x | > l ) 
1 (x = l ) 
0 (x = - 1) 

A função é descontínua para x = — 1 , pois 
f ( - 1 + 0) = 1 e f ( - 1 — 0) = - 1, e é também 
descontinua para x = — oo e x = + oo pois f (—co) 
e f (-)-oo) não são finitos. 

•2x ( | x | < l ) 

( I * I > 1 ) ' 
Em x = 1 não há derivada porque 

É claro que f 
r 2: 

>(x) = { 1 

f (x) - f (1) X - 1 
f (1) = Um = Um -

x-1+0 X — 1 x=l+0 X — 1 

f í ( l ) 

Em x = 

Hm 
i = l - 0 

f ( x ) - f ( l ) 
Um X2 —1 

{' (_ 1) = Um 
i—1+0 

f / ( _ 1) = Um 
x=—1-0 

1 x = l - 0 X — 1 

1 tiera 

f ( x ) - f ( - l ) . . 

1 

2 . 

Um 

f ( x ) - f ( - l ) 
x + 1 

-1+0 X -t- 1 
X 

-|- oo 

Hm 

2) arc sen x , 
P — = 2 y l-t-x arc sen x—2 P 

í-o x + 1 
+• oo . 

V/l-x2 
- 1 

= 2 ^ / l + x arc sen i f 4 P — — = 
2\/l—x 

= 2 l / l + x are sen x + 4 y'l — x . 

3) Como a série das derivadas s (x) = S a„ x" é 
convergente para x = X, então ela é uniformemente 
convergente em [0 , x] e como neste intervalo a série das 

A x°+» 
primitivas S (x) = S a„ fcm sempre um ponto de 

n + 1 
convergência ela também é uniformemente convergente 
em [0 , X] . Jem-se então S1 (X) = s (X) . 

A série das derivadas é S cos n 2 x , divergente. Por
tanto, a série proposta não pode ser derivada termo 
a termo. 

II 

5647 — 1) Considere uma curva dada pelas equa
ções paramétricas x = cp (t) e y «• + (í) . Mostre que 
só pode haver assíntotas não paralelas aos eixos para 
os valores í = ÍQ tais que lim <p (t) •= lim <ji (í) = oo . 

t=t, 
Sendo Y=mX + p a assíntota, como calcula m e 
p neste caso? Como se acham as assíntotas paralelas 
aos eixos? Justifique as respostas. 

2) Seja g ( x , y ) - \ y ^ ~*2' 
10 ( X = } ! r ^ 2 ) 

Prove que : 
a ) 9 ( x > V) á contínua em (0 ,0) ; 
*) ffí(0,0)-flí(0,0)-0; 
c ) Í7 > 2/) n ã o é diferenciável em (0 ,0 ) . 

Em face do resultado obtido na alínea c), que pode 
dizer da continuidade de g'x (x , y) e g'u (x , y) em 
(0 ,0)? Porquê? 

R : 1) «Se lim cp (t) = lim x é finito ou lim I|I (t) = 
t—t, t=t. t-t, 

= lim y é finito, não pode haver assíntotas oblíquas 
t=t. 

porque para estas tem de ser lim x = lim y = oo . 

y • (t) 
m = lim — = lim -t = t„ x t-t, tf (t) 

p = Um (y — m x) = Um [ty (t) — m <p (t)] . 
t=t, t=t. 

Assíntotas paralelas a O y : Um ç (t) finito e 
t—t, 
lim iji (t) = oo 
t=t, 

Assíntotas paralelas a O x : lim tf (t) = oo e 
t=t. 
lim <J< (t) finito. 
t=t0 

2) a) y S > 0 , 3 s = s : f | x | < E ) = > 

= > | g ( * , y ) l < * 

o que indica que lim g (x, y ) = 0 = g (0,0) . 
5=8 

b) 
x=0 X 

g ; ( 0 , 0 ) - K m g ( 0 > y > - g < 0 ' 0 > . 0 , 
y=o y 

c) <Se a função for diferenciável em (0 , 0) verifi-
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ease a relação g (x, y) — g (0 ,0) = x g'x (0 ,0) + 
+ y g,' (0 ,0) + E / x 2 + y 2 com Um E - 0 ou 

g (x , y) = E v/x2 + x2 com iî'm e = 0 . 

Ora 

e = >y) (x - y 2) 

y V + y 2 

e iim s não existe. A função g (x , y) não e* diferen-

V/x2 -(- y 2 

0 (x=jfcy2) 

cíáuei e )̂or isso pode garantir-se que g* (x, y) e 
í?y ( x i y) n®o são contínuas em (0,0) (se alguma 
delas o fosse, a função era diferenciàvel). 

I I I 

5648 — 1) De um polinómio / (x) , de grau infe
rior a n + 1 , conhecem-se os valores I (xf) = yt 

(i = 0 , 1 , • •- , n) . Utilize a decomposição da fracção 
/ ( * ) 

racional em elementos 
(x — x 0) (x + Xj) ••• (x — x„) 

simples para deduzir a expressão de I (x) . O que é 
o polinómio / (x ) e sob que forma se apresenta? 

2) Demonstre que matrizes ortogonais dão pro
duto ortogonal. Sendo A ortogonal, mostre que o 
sistema de equações A X = B ê possível determi
nado e Xj = ah j bh {h = 1 , • • • n) . 

Discuta o sistema 

x sen a + y cos (3 + z = 1 
x + y sen a cos g + z = cos (3 
x + ^ cos P + z sen a = 1 . 

R : 1) Fazendo tp (x) «- (x — x0) (x — xj)"-(x — x„) 
I (x) " y, 

e f, (x) = o (x)/x - x,, uem — — = 2 -7-77 r , 

y i . I (x) i o polinómio inter-9 i ( x ) 
donde I (x) = >J 

1=B Çi ( x . ) 
polador de LAGRANGE . 

2) I A I = sen a cos p 1 
1 sen a cos p 1 
1 cos p sen a 

= cos p (sen a — 1) (sen * + 2) (sen a — 2) . 

a) Quando cos p =/r 0 A sen a 1 , isto é, $=fr2n± 

+_ — A a n TC + (— 1)" — 0 sistema e'possivel deter-
2 2 

minado e a regra de CRAMER fornece a sua solução. 
b) Quando cos p=0 A. sen a = l , isto é, p = 2mrt + 

1 0 1 
1 0 1 
1 0 1 

mas, como 4 = 111 e/t.O, í>em r = 1 . Os determi-

± y A * - n + v e m l A l = 0 

1 1 
1 0 

= 0. O sistema é impossível 

nantes característicos são â» 

1 1 
1 1 

- l e 

c) Quando cos $=0f\sen a=f=l, istoe', p = 2mi r + 
TÍ it sen a 0 1 

±-^-A«=£n „ + ( _ ! ) " _ vem\A | . - 1 o 1 = 0 

1 0 sen a 
e r = 2. O característico é 

2 

mas 

a i - = 2(sen« - 1 ) ^ 0 e o sistema 

sen a 1 
1 1 

sen a l i 
1 1 0 
1 sen a 1 

é impossível. 
d) Quando cos p=/=0 A sen a = 1 , isto é, P=jfc2mir + 

1 cos P 1 
1 cos p 1 
1 cos p 1 

A — I 1 I =3!= 0 , r = l eos característicos são 

+ — A « = 2 n * + ( - ! ) » — , t>em | A | = - 0 , 

1 1 
1' cos p 

cos p — 1 e iá 1 1 
1 1 

= 0. 

Com cos p = 1 , o sistema é duplamente indeterminado 
e, com cos p =f= 1 , o sistema é impossível. 

I. S. C. E. F. — 1.* cadeira — MATEMÁTICAS GERAIS — 
Exame final — Época de Julho (1.* chamada) — 
Prova escrita — 9-7-1965. 

5649 — 1) Designando por w0, v>i, • • • «>„_, as 
raízes de índice n da unidade, calcule wl + u?,-\ \-
+ , sendo p inteiro positivo múltiplo de n . 

2 k it 2 k p ir 
R : w k = c í s => w£ = eis e,conp = D, 

n n 
vem w| = eis 2 1 it = 1 , o que implica wg + wj H f-
+ w;_, - n . 

2) Dada a fracção racional u (x) 
3x + 4 

x ( x + l ) (x + 2) ' 
decomponha-a em elementos simples e aproveite o 
resultado para calcular P u ( x ) e achar a soma da 

00 

série 2 u (") • 
í 

Sendo f o g dois polinómios reais quaisquer, qual 
é a condição que garante a convergência da série 
2 / ( n ) / ^ ( « ) í Porquê? 
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R : 

3 x -(- 4 a 0 b 0 c 0 

= —• H z— x (x + 1) (x + 2) x x -r 1 x + 2 
2 1 1 

~ x x + 1 x + 2 

P ? * + * <n - *l09\*\-log\x + l \ -
x (x + 1) (x + 2) 

— log I x + 2 I •= log 
|(x + l ) (x + 2) 

$ 3 n + i

 = V î L _ \ _ 
^ n ( n + l ) ( n + 2) ^ V n " + 1 n + 2 / 

Sendo p o jrau de f (n) e q o grau de g (n) , a 
condição que garante a convergência de 2f (n) / g (n) 
e q > p + 2 . 

3) Considere a função /„ (x) = log 

— x log (-1 onde n designa um número na

tural, e prove que possui apenas um máximo no seu 
campo de existência. 

Sendo Af„ o máximo de /„ (x) e x„ o maximizante, 
calcule lim (x„ , M„) . 

n = OD 

R : f i W - T T ^ i % f l + - ) = 
1 + x/n \ n / 

n + x 
- % 1 + T) 

K (x) > 0<=> — log (l + —\ >0<=> 
n + x \ nj 

<=> —-— 2? log ( l + — \ <=> 
n + x \ a/ 

<=> x <L • 

c ( x ) á o < = > * ; 
í 

% ( i + i ) 

log 

Zî'm x„ =• £»m 
n = ao i i GD 

[ n % ( l + l ) ] [ % ( U ± ) ] ' 

X foff 1̂ -r- —^. 

1 — n f 1 + — 

n=oo 

D ("r7~Xnr) X 1 
iim — = — 

1 n=00 Y] 2 

Z«m M„ =• lim I ioj 
n = c c li ao l 

+ 

[ n W ( l + l ) ] 

nlog (\ + i j j = 0 

e portanto lim (x„, M„) = ( 1 / 2 , 0 ) . 
n=oo 

4) Ache o termo geral do desenvolvimento em 
série de MAC-LAURIH de y = x 2 4 j / l + x e aproveite 
o resultado para calcular y':" (0). 

R : ! / 4 \ ... Vï+ ï - ( í + x)"« - Ç H * J 

« T ( I - 0 ± H 
= 2 — - ~ r -x" para i * ^ 1 

y - x * V ï + x - 2 
o 

y(5)(0) 

n ! 

5 ! 

y<6> (0) 4 

para | x | < 1 

x5 => n + 2 = 5 => n = 3 e, portanto, 

U M * ^ = > y < s ) ( o)„i°Í 
5! 31 ' 1 ' 16 

5) Sendo f(x,y,z) homogénea de grau m, uti
lize o teorema de E U L E R e as operações de JACOBI 
para provar que 
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•fx* fxy fxz 
fvx fv* fyz 
ftx fxy fz* 

(m - 1)2 

S2 
/** fxv fx 
fvx JVa fV 

m f 
f . A 1 

R : O teorema de E U L E B dá 

x fJ + y t^ + z fJ = m f 

x G 4 - y G + " G - ( m - l ) « . 
x G + y f y> + 2 f , ' , = ( m - 1 ) f; 

x G + y G + « G - (m— 

O produto de todas estas expressões é 

( a ï l a?2 a13 a2i aS2 a23 aãi A32 a33) < O 

e, portanto, os produtos da forma (— 1 y aj a 2 g2 83 
não podem ser todos positivos. 

f x ' . f " f 
*xjr *xr 

1 f " , f f " lx* J x y ^xz 

f 
x y x 

fy« fyz Z r f ' f 
yx x yî * yz 

G ^zy ^zs Z ^zx Z ^zy Z 'zs 

T2 Ta b T _ r 2 a —c 2b — d l 
L l l j L c d j = | _ a + c b + d j 

Ta b"l T2 - I T r 2 a + b —a + bT 
Lc d j L l l j = | _ 2 c + d - c + d j 

r 2 a - b 2 b - d n r 2 a + b - a + b -] _ 
| _ a + c b + d J = L 2 c + d — c + d j < _ 

2 a 

e, multiplicando a 1." linha deste determinante por x , 
o segunda por y e adicionando à 3.", vem 

<=> 

2 a + b — a + b" 
2c + d — c + d_ 

c - 2 a + b 
2b — d = — a + b 
a + c = 2 c + d 
b + d — — c-t-d 

G G G 1 f " f f 
*x* ' x y "xx b - — c 

G G G z f " f c 
* j x x j « *yz 

e este sistema é equivalente a b + a —d = 0, inde 

G G G ( m - l ) f x ( m - l ) f , ( n » - l ) f , c + d — a - 0 

G f 
*xy 

Z f x . 

G f ; , Z f y * 

f x f » i f . 

b — d — a 
a - d 

tanto, as matrizes permutáveis com a matriz dada são 

terminado de grau 2. A solução é 
I c = e, por-

Multiplicando a 1." coluna deste âeterminante por 
a segunda por y e adicionando à 3.", vem 

da forma 
T a d - a i 
L a - d d 

f x ' . f „ G m - 1 f x ' . G (M 

G f ; . G f ; . f ; . (m 

G G G f x 

(m - 1 ) 2 fx'« f . ; f x 

z2 f 1 yx f ; . n 

f , f , 
mf 

f , f , m - 1 

mf 

6) Designando 0 número de inversões da per
mutação (Pi, p.2 , P3) em relação à permutação prin
cipal ( 1 , 2 , 3 ) , prove que não existe nenhuma matriz 
real de terceira ordem tal que todos os produtos 

(— 1)^ ojgj a2p2 a3j33 sejam positivos (sugestão: forme 
o produto de todas estas expressões e investigue o 
seu sinal). 

Determine a expressão geral das matrizes permu
táveis com T2 — 1~] . 

Li iJ 
R : Os produtos (— l)"^ a( ^ a2p2 a3p3 são an a22  

a 3 j , ai2 a2s agi, a i3 a2i aj2, —a,3 aM a 3i, — a12 a21 833 
e — au a23 a3 2. 

I. S. C. E. F. — 1.* Cadeira — MATEMÁTICAS GEKAIS — 
Exame final — Época de Julho (2.* chamada) — 
13-7-1965. 

5650 — 1) Demonstre que (A — B)\JB = A<=> 
<=> A = B . 

R : Fazendo p = x e A e q = x e B , tem de se 
provar que 

I [(p A - q) V q] <=> p I <=> (q =>p) 

para o que basta construir a seguinte tabela de verdade 

p q IKP A ~q) V q]<=>pl <=> (q=>p) 

0 0 0 0 0 1 0 1 1 
0 1 0 1 1 0 0 1 0 
1 0 1 1 0 1 1 1 1 
1 1 0 1 1 1 1 1 1 

2) Dada a família (C„) de curvas de equações 
y = «" — a (x -f- 1) , onde a é um parâmetro real, 
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mostre que as curvas de (Ca) passam todas por um 
mesmo ponto. Ache as equações das assíntotas e prove 
também que estas passam por um mesmo ponto. 

Para que valores de o as curvas de (Ca) têm um 
mínimo ra,? Calcule em função de a o mínimo m„ 
e o minimizante xa . 

R : Tomando duas curvas quaisquer de (C„) , por 
exemplo, as que correspondem a a = 0 e a = 1, vem 

r y = e* 
1 y = e" — (* + 1) 

J y — e" r y = e-' 
1 x 4 - 1 = 0 l x = - l , 

isto é, as curvas passam todas pelo ponto (— 1, e ') . 
Como lim e* = 0, as assíntotes são as rectas 

Ifm 00 

Y = — a ( X + l ) que passam todas pelo pento ( — 1,0). 
Notando que (y' = ex — a , a função só pode possuir 

extremos quando a > 0 . Nessa hipótese y' = 0=> 
=> x, = log a e, como y" > 0 , trata-se de um mini
mizante. Tem-se x a = log a e m, = — a log a . 

3) Sabendo que 4 x y" + 2 y' — y = 0 (y=f(x)), 
oo oo 

ache a série 2 anx" ( a o=l) tal que / ( x ) = 
o o 

Qual é o intervalo de convergência desta série ? 
00 

O 
oo 

í 

y" = S n (n - 1) a„ x-> 
S 
oo oo 

4 x 2 ] û ( n - l ) a u xn~2 + 2 2 Q a

n

 x"~1 -
2 1 

CO 

- 2 a„ x» = O 
O 
oo oo 

4 2 n ( n - l ) a „ x""1 -f- 2 n aa x11"1 — 
2 1 

00 

- S a " x " = 0 

o 
a n + 1 [2 (n + 1) (2n + l ) ] = a„ 

" (2i i + 2) (2 n + 1) = 

a„_i 
(2n + 2)(2n + l ) 2 n ( 2 n - l ) 

a 0 1 
[2(n + l ) J ! [2 (n + 1)]! 

o (2n)! 

e o intervalo de convergência é ] — oo , + co [. 

4) Calcule : a) P cos (log x) 
/ sen x \ •"" 

b) hm ( ) *-»•••* 
*=o \ x ] 

R : a) P cos (log x) = x cos (log x) + P sen (log x) = 
= x cos (log x) + x sen (log x) — P cos (log x) 

u 

2 P cos (log x) = x cos (?o<? x) + x sen (log x) 
x 

P cos (ío^ x) = — [cos (log x) + sen (ío<? x)] 
2 

se» x 
b) Como lim = 1 e 

sen x cos x 
lim = lim = oo 
1=0 x — sen x=o 1—cos x 

tem-se uma indeterminação do tipo 1°° . 

Calculemos 
T~ ten X * 1 

I /serexN 1 -"" 1 I sen x /senx\ 
Km £o<; I I I I = lim log ( ) 
x=o [_ \ x / J x=o x —sen x \ x / 

£o<7 sen x — log x 
Km 
x=o x — sen x 

= Km -

cos x 1 
senx x 

• lim -

x=o sen x — x cos x 
«en2 x 

Li i . 

Logo, 

lim 
x-0 

5) Quais são as funções f(x,y) que satisfazem 
à condição f^,(x ,y) — g (y) ? Mesma questão para 
/„'_(x,y) •= g (x) . Justifique as respostas. 

As funções f (x , y) = x 2 + y1 e p (x , y) = x 2 + 
+ 2 6 x y + t/2 (6 0) têm derivadas idênticas ao 
longo da curva C) x = <f (t) , y = (l). Ache a 
equação da curva C) na forma F (x ,y) = O . 

R : 

E(* »y) — g (y) => f (x, y) r g (y) * + t (y) 
f y ' ( x >y) = g ( x ) = > f ( x , y ) - g(x)y + *00-

2 x ç ' (t) + 2 y f (t) = (2x + 2 b y ) ç ' (t) + (2y + 2bx) +'(t) 

isto é, 

y , ' (t) + x f ( t ) - 0 , 

F ( x , y ) = xy - k - 0 . 
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6) Verifique que no sistema 

as + y — 0 
2x + 3 y - 0 

x + 2 y = 2 
3x + áy — k 

as três primeiras equações são independentes e mostre 
que, qualquer que seja k, a quarta equação é com
posição linear das três primeiras. Ache essa compo
sição linear. 

R : Na matriz 

   
   

     

ou 

Xj [ 1 1 0 ] + X 2 [2 3 0] + X 3 [1 2 2] + X 4 [3 4 k ] - 0 

[3 4 k ] = ( ± + l ) [ 1 1 0 ] + ( l - y ) [2 3 0] + 

+ Í [ 1 2 2] 

ou 

f < - (A + i ) f l + ( i - | ) f í + | f í . 

I . S. C. E . F. — MATEMÁTICAS GERAIS — cadeira — 
Exame final—Época de Outubro (prova escrita) — 
1-10-1965. 

tem-se A = j 1 1 0 I = 2 =jfc 0 e portanto, as três 
2 3 0 

11 2 21 
primeiras linhas (equações) são independentes. Como a 
matriz é do tipo ( 4 x 3 ) « o sua característica é 3 , 
forçosamente a quarta linha è composição linear das 
três primeiras. 

Para achar essa composição linear tome-se 

= 0 1 1 0 H\ 
2 3 0 a l t 

1 2 2 ast 

3 4 k a 4 t 

e designemos por Xj , X2 , X3 e X4 = A , respectivamente, 
os complementos de aix , a 2 t , a 3 , e a 4 l . Tem-se 

x x ~ - 2 3 0 - - k - 2 , 
1 2 2 
3 4 k 

x 2 - 1 1 0 = k - 2 , 
1 2 2 
3 4 k 

x 3 = - 1 1 0 = — k e X 4 — 2 
2 3 0 
3 4 k 

1 • Xj + 2 • Xj + 1 • X 3 + 3 • X 4 = 0 
1 • X x + 3 • X 2 + 2 • X 3 + 4 • X 4 = 0 
0 - X t + 0 - X 2 + 2 • X $ + k X 4 = 0 

5651 — 1) Mostre que o conjunto constituído 
pelas raízes cúbicas da unidade é um grupo multipli
cativo. 

W j Em re-

Hi As raízes cúbicas da unidade são Wp = l , 
1 t /F 1 l /3 

l - i e w 2 = i 
2 2 * 2 2 

lação à operação multiplicação pode construir-se a ta
bela 

w o w t W j 

w 0 W 0 
W l w 2 

W i W l w 2 w 0 

w 2 w 2 w „ 

donde se conclui facilmente que se trata de uma lei de 
composição interna, associativa, comutativa, possuindo 
um elemento neutro ( w 0 = 1) e existindo inverso para 
cada um dos elementos : w j " 1 = w 0 , w j " 1 = w 2 , wj1 = w j . 

2) Seja /„ (x) — e~* (x i 0) , onde « é um 
n ! 

número natural. 
Compare os máximos M„ e M„_, das duas fun-

M . 
çoes /„ (x) e /„_, (x) e calcule Iim 

R : 7em-se f£ (x) — — e - ' (n — x) e como 
n I 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 45 

f . ( x ) ^ O <=> x £ n 

f^(x) = 0<=>x = n, 

n" e evidente que x = n e um maximizante e M„= e"°. 
n ! 

Fem então M a_, = 

- 1 + 

(n — 1)-* 

Como ( 1 + 
1 \—< 

M, 
é M„ <r M„_, e Zim — =. 1. 

—« M„_, 

3) Calcule P 
x* — 5 x2 — 36 

R : Como x 4 - 5 x 2 - 36 - (x - 3) (x f 3) (x 2 +4), 
tem-se 

x* - 5 x* - 36 x — 3 
a ° - L b ° 

Sn 
x2 + 4 

3 0 = [ ( x + 3 ) ( x 2 + 4 ) l = 3 " 108 ' 
b ° * [ ( x - 3 ) ( x í + l ^ L " ~ 1Õ8 

e, fazendo A = x 2 + 4 , tome-se 

1 1 
( x - 3 ) ( x + 3) x 2 - 9 —13 + A 

donde resulta S u = — 1/13. 
Tem-se então 

™ 1 x 
A série das primitivas >] • arctg converge 

para x = O e portanto converge uniformemente em 
1 —oo, + oo[. Pode pois garantir-se que F ' (x )= f (x ) . 

5) Suponha f ( x , y ) diferenciável no círculo de 
centro P(a,b) e seja Q(a + h,b + k) um ponto da 
respectiva circunferência. Tome 

<?{t)=f(a + ht,b + kt) 

e, utilizando para esta função o teorema dos acrésci
mos finitos em [ 0 , 1 ] , prove que f(a + h , 6 + k) — 
— f(a,b) = h f , (a-rth ,6 + 6 &)+£/„'(a+8 A, ô + efc) 
com 0 < 8 < 1. 

R : <f (1)—œ (0) = <p' (9) e portanto f (a+h,b + k) — 
- f (a ,b) - h'f^(a + 8h ,b+ak)+kf^(a + 6h,b + ek). 

6) Demonstra-se que 

Xo 
• »? 

- (S3! - X 0 ) ( X j — X o ) • • • ( X „ — X 0 ) 

(xj — Xi)---(x„—ae,) 

( a ; , . - » „ - i ) • 

Utilize este resultado e a teoria dos sistemas linea
res para provar que, dados n + 1 pares de valores 
( X j j j / j ) (»' = 0,1 , •••, n) com x ( =j= x,, existe um e 
um só polinómio interpolador y = a 0 +aixH \-anx". 

Empregando determinantes, indique as fórmulas 
que permitem obter a0,al,"-a„ em função dos va
lores X j e t/i. 

X 4 _ 5 x j _ 3 6 108 
Zoo 

x + 3 
x —3 - 26 A R C < I ?T 

4) A função / ( x ) definida por 53 í con-
, n 4 + x 2 

tínua em ] — oo , + oo [ ? Porquê ? 
Sendo i ' (x) a primitiva de / ( x ) que se anula 

para x = 0, pode garantir-se que 
0 0 1 x 
1 n2 n 2 

em ] — oo , + co [ ? Porquê ? 

1 - f 

R : Como y s e ] - oo, f » [ 
n 4 + x 2 n 4 

1 

y, é convergente, a série 5J ^ uniforme-
, n 4 n 4 -f x 2 

mente convergente em ] — oo , + oo [ e portanto pode 
garantir-se que f (x) é continua. 

R : Como A — xo 

x l 

x o " * x o 
x ' . - x ; 

=fc 0 , em vir-

i *„ x ; - - - 3 

<uá*e de se 1er x, Xj, o sistema de n + 1 equações a 
n +1 incógnitas ( a 0 , a i , • ••, a„) 

y, - a 0 + ai x, H I- a„ x? (i = 0 , 1 , • • • n) 

e" possível determinado e portanto existe um e um só 
polinómio interpolador. 

Para obter as fórmulas que dão ao, a i , • • • a„ basta 
utilizar a regra de Cramer: 

A (i/y) (i = 0 , l , - . . n ) 

onde A (i /y ) se obtém de A substituindo a sua i-ésima 
coluna pela coluna dos termos conhecidos y,. 
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I. S. C. E. F. — 1.* cadeira — MATEMÁTICAS GERAIS — 
1.° ponto de informação e 1.° exame de frequên
cia - |.« chamada - 16-2-1966. 

5652 — 1) Prove que é válido o argumento 

p=> [«V(» -V« ) ] 
~ [P A (r y s)] 
.-.p=>q 

2) Sendo a , b , c e d números racionais e admi
tindo que X é irracional, prove que 

a + ò X = c + d\ => a — c b — d . 

R : 1 ) Façamos uma demonstração pelo método de 
redução ao absurdo : 

1. p = > [ q V ( r V s ) ] prem. 
2. ~ [P A (r V 8 ) ] prem. 
3. ~(p =>q) prem. adicional 
4. ~ P V [q V (r V 8 ) ] 1 e equiv. 
5. - p V ~ (r V B) 2 e equiv. 
6. p A - q 3 e equiv. 
7. p 6 e simplif. 
8. ~ ~ p 7 e equiv. 
9. - (r V s) 5,8 e silog. disjuntivo 

10. ( ~ P V q) V (r V 8) 4 e equiv. 
11. ~ P V q 9,10 e silog. disjuntivo 
12. p=>q 11 e equiv. 

2) a + bx = c + dx=>(a-- c) + (b - d) X => 0 => 
= > a - c = 0 A ( b - d ) X - 0=>a = c A b = d. 

11 

5653 — 1) Seja A um conjunto linear limitado 
e designem men números reais com J I > 0 . Mos
tre que B =• \m + n x : x e A\ é limitado e 

sup B •= m + n sup A, inf B = m + n inf B . 

2) Verifique a p r o p o s i ç ã o lim «„ + lim v„ <í 

< lim («„ •+ v„) lim u„ + lim vn , tomando 

i - 2 » r (-i)"i 
" „ = ( - l ) " - r - e v„= «21og 1+ ^- . 

1 + n L " J 

R : 
1) Sendo A limitado, tem-se \/- x e A | x | <, K 

e portanto y x e A |m + n x | < ; | m | + n K e o 
conjunto B é limitado. 

Com L = sup B vem 

y x e A x g L 

\ / S > 0 , 3 x ' 6 A x ' > L , 
n 

o que implica 

sy x e A m - f - n x < m | i i L 

y £ > 0 3 x ' e A m + nx' > (m + n L ) - X , 
isto é, m + n L é sup B . Raciocínio idêntico se 
adopta para mostrar que infB = m + n in/A . 

2) lim u„ =- 2, lim v„ = — 1, Um v„ = 1 

lim (u„ 4- v„) = 1 

e de facto 

H ( - l ) ^ l á 2 + l . 

III 

5654 — 1) Estude, dos pontos de vista da con
vergência absoluta e da convergência uniforme, a 

rie 2 n 3"-' 

2) Considere as funções reais de variável real 
que satisfazem à relação / (x + y) = / (x) + f ( y ) 
para todos os valores de x e y. 

a) Calcule /(O) e mostre que f (x) é ímpar. 
6) Mostre que, sendo f (x) contínua para x = 0, 

ela é contínua para todo o valor de x. 

R : 1) Como< 

-n+l 

Um 
n=oo 

(n + 1) 3» 

L3"" 

= lim 3(n + l ) 
1*1 

3 

a série é absolutamente convergente para | x | -< 3 e 
divergente para | x | > 3 . Para x = 3 o série di
verge e para x = — 3 a série converge simplesmente. 
A série é uniformemente convergente em qualquer inter
valo [ - 3 , a] ( a < 3 ) . 

2) a) Fazendo x = y = 0, vem f(0) — 2 f ( 0 ) , 
donde f (0 )=0 . Então, tomando y = —x, f (x—x) = 
= f (x) + f ( - x ) ou f (0) = 0 = f(x) + f ( _ x ) , o 
que significa que f (x) é impar. 

b) Sendo lim f (x) = f (0) = 0 e como f (x — a) = 

= f ( x ) — f ( a ) , tem-se x->• a => f (x — a ) - » 0 => 
= > f ( x ) ^ f ( a ) . 

Enunciados e soluçfles dos N.° s 5643 a 5654 
de Fernando de Jesus 
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C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F. C. L. — EXAME FINAL DE CILCULO INFINITESIMAL — 
í1-6-65. 

5 6 5 5 — Enuncie condições que garantam que a 
equação diferencial y' = / (x ,y) tenha uma e uma 
só solução satisfazendo a condição y (XQ) = a. Justi
fique que são satisfeitas tais condições se / for fun
ção de classe C num conjunto fechado de Rz. 

Determine pelo método de PICARD (até termos em 
x*) a solução da equação y' = x — y que satisfaz a 
condição y(0) = l . Confronte com o resultado obtido 
pelos métodos elementares e por desenvolvimento em 
série de TAYLOR. 

Como aplicaria o método de PICARD à pesquisa de 
'" cPy 

uma solução aproximada da equação = .4 cos y 4-
d í 2 

+ B sen y (A, B constantes) satisfazendo a condição 
inicial y (0) - 0 = y' (0) ? 

5 6 5 6 — Considere a secção feita no elipsóide 
x1 +• 2 t/2 + a 2 = 1 pelo plano x +- y = 1 e determine 
o ponto da curva mais próximo e o ponto mais afas

tado da origem do referencial (suposto ortonor-
mado). 

5 6 5 7 — Diga como se generaliza o conceito de 
integral-ií a domínios não limitados e enuncie e 
demonstre algum critério de convergência de inte
grais impróprios que tenha estudado. 

Determine o volume do conjunto de R3 definido por 

[ ( * i V , ») + 4 2 J < — A y > lj • 
5 6 5 8 — Dado o campo vec tor ia l F = yeí + 

+ zez + xe3, calcule, usando a definição de integral 
> 

de superfície, o fluxo de rot F através das superfícies 

x2 + y* + a2 — 1 [ 3 ^ + ^ + 2 = 1 
a > 0 l a > 0 . 

S- -{ ' 
Seria de prever a relação que existe entre os dois 

fluxos? Porquê? 

Enunciados dos n . 0 ! 5655 a 5658 de F . R. Dias Agudo 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enriarem dois exemplares à Redacção 

159 — P. L . HENNEQUIN et A. TORTRAT — Théorie des 
Probabililés el quelques Appl icat ions — Masson 
et C.' e — Paris. 

Este livro escrito com o objectivo de ser utilizado 
no 3." ciclo francês e na investigação, é um tratado 
de introdução à teoria das probabilidades, no sentido 
em que não pretende cobrir um campo actualmente 
extremamente vasto, pois que compreende não só o 
núcleo desta teoria mas também todas as suas múl
tiplas ramificações e aplicações. Como introdução, 
o livro limita-se portanto a alguns objectivos funda
mentais e a definir algumas vias de progresso. 

Nestes termos aqui se encontra um desenvolvimento 
notável em extensão e em outros aspectos da teoria 
da medida que está na base de todos estes proces
sos, da teoria da integração das funções de valore8 

reais (ou complexos) sobre o espaço abstracto dos 
probabilistas e sobre os espaços topológicos. 

Dedica em seguida um longo capítulo às leis de 
probabilidade em R ou R" e as funções caracterís
ticas, a sua unicidade, composição e convergência, 
apresentando numerosos exemplos assim como o 
carácter absolutamente contínuo e lingular de algu
mas delas. O estudo das probabilidades condicionadas 
desenvolve-se principalmente nos domínios das pro-
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habilidades condicionadas, regulares e das medidas 
compactas ou perfeitas. O estudo da convergência das 
sucessões de variáveis aleatórias ó mais clássico, 
aproximando-se do estudo da convergência das leis 
de probabilidade sobre um espaço topológico ou 
métrico, do tipo polaco. Depois de apresentar algumas 
noções gerais de estatística faz-se o estudo das leis 
limites de KOLMOGOBOV-SMIBHOV e das leis finitas de 
que elas derivam, exemplo de problema concreto muito 
importante em estatística : desvios entre duas amos
tragens ou entre uma amostragem e a lei de que ela 
deriva, ou de que se supõe derivar. 

Enfim, a teoria das cadeias de MABKOFF discretas, 
com algumas aplicações, desenvolve-se em pormenor 
e atinge determinados resultados recentemente obti
dos e ligados à teoria do potencial. 

Em princípio, a exposição basta-se a si própria, 
fazendo no entanto em alguns pontos referências a 
tratados ou artigos originais. Destina-se tanto a 
físicos como a matemáticos, numa linguagem simples 
e acessível, e com espírito suficientemente aberto por 
forma a tornar-se atraente ao leitor neste apaixo
nante capítulo dos conhecimentos humanos. 

índice das matérias 

1. Probabilidades discretas, axiomas, deposições, 
exemplos. 

2. Espaços mensuráveis e medidas. 
3. Integrais e valores médios ou esperanças mate

máticas. 
4. Leis de probabilidade sobre R" e funções 

características. 
5. Probabilidades e médias condicionadas. 
6. Sucessões de variáveis aleatórias. Propriedades 

assintoticas. 
7. Alguns problemas de estatística. 
8. Teoremas de KOLMOGOROV e de SMIBNOV e repar

tições finitas de KOLMOGOROV-SMIBNOV: compa
ração de uma amostragem com a lei de que 
dépendu e comparação de duas amostragens 
entre si. 

9. Cadeias estacionárias discretas de MABKOFF. 
Bibliografia. 

J. G. T . 

160 — P. M a n G Y E s s y — Decomposit ion o[ Superpo
sitions of Distribution Functions — Publishing 
House of the Hungarian Academy of Sciences. 
Budapest. 

Em estatística matemática, física, biologia, etc 
ocorre muito frequentemente o seguinte problema : 
como resultado final de uma determinada série de 
experiências, obtem-se uma curva a partir de uma 
sobreposição de funções de distribuição (denominadas 
«componentes») de um determinado tipo; apenas esta 
curva pode ser utilizada para a determinação de 
certos parâmetros desconhecidos (com significado 
físico, etc.) das componentes (esta determinação de 
parâmetros tem o nome de «decomposição»). Por 
exemplo, admite-se que a curva da distribuição de 
intensidade das secções de um espectro atómico seja 
a secção do gráfico de uma superposição de funções 
de densidade normal (admite-se que o gráfico da dis
tribuição de intensidades seja composto de curvas 
«em sino» de Gauss). Assim, partindo da curva da 
distribuição de intensidades há necessidade de deter
minar a localização dos máximos, calcular os com
primentos de onda, etc, problemas que ocorrem na 
investigação das características do espectro, a partir 
das curvas componentes (que por vezes se entrelaçam 
prejudicando a sua compreensão). 

Este livro apresenta pela primeira vez um trata
mento sistemático, utilizando a teoria das probabili
dades, deste problema de interesse básico e prático ; 
contém numa grande extensão, os resultados de inves
tigações pessoais do Autor. Através de exemplos, for
nece um método exacto ou aproximado de decompo
sição de numerosos tipos de sobreposições. 

Está escrito, antes de mais, para leitores que tra
balham no campo das ciências experimentais ; por 
esta razão são apresentadas em Apêndices várias 
questões que exigem maior pormenor de conhecimen
tos preliminares. O livro é de igual interesse (princi
palmente nestes pormenores) para especialistas da 
teoria das probabilidades. 

J . G. T. 

Leitores da «Gazera de Matemática» ! Enviem-nos os nomes e moradas dos vossos 

amigos que podem e devem interessar-se por esta revista. Contribuirão assim eficien

temente para que a «Gazeta de Matemática» se torne cada vez mais interessante e útil. 
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