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A aprendizagem da matematica

José Carlos Santos

Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Introducao

Tendo-me sido proposto pelo grupo iNIGMA, forrmade por
estudantes da licenciatura em Matematica da Faculdade de
Ciencias da Universidade do Porto, que escrevesse um texto
de opinian, perguntei a mim proprio o que @ que eu, quan-
do era aluno a comecar a licenciatura, teria perguntado a
um professar que estivesse disponivel a responder a per-
guntas genéricas. O que eu teria perguntado nao sei, mas
o que deveria ter perguntado era "Como & que se aprende
Matematica?” Este texto contém a minha resposta.

hntes de paszar a resposta, quero explicar melhor qual
e o tema que pretendo abordar. A Matematica pode ser
aprendida a muitos niveis. Por um lado, ha a aprendizagem
gue se vai tendo desde a pré-primaria até a Universidade
e, evenlualmente, depois; desta, 50 tenciono abordar a
do Ensino Superior e a da pds-graduacas, nao porgue a
restante seja desprovida de interesse (antes pelo contra-
riol) mas porque, por um lade, este texto sera sobretudo
lide por estudantes universitarios aos quais pretendo dar
sugestoes sobre a sua aprendizagem e, por outro lado,
porque considero que tenho pouca experiéncia quanto aos
problemas da aprendizagem da Matematica nos ensinos
Basico e Secundario. Por outro lado, fanto se pode estar
interessade na Matematica por si mesma (& o que se espe-
ra de um estudante da licenciatura em Matematica) como
se pode encara-la unicamente como um instrumento il
para atingir outros fins.

Irel abordar ambos os aspectos.

Aqueles exercicios aborrecidos
e repetitivos...

Aos estudantes de Matematica & proposto um grande nu-
mero de exercicios de rotina, cuja resolucio & muitas ve-
zes longa, envolve um certo ndmerno de calculos e, acima
de tudo, exige que se memorize um algoritma, ou seja,
um método de resolucao. Porqué? Ha diversos bons moti-
vos para 1550 (e também alguns maus. .. ).

A mecanizacdo e importante

Ao contrario do que muitas vezes se podera pensar, a re-
peticdo de exercicios de rotina @ importante para melho-
rar a capacidade de resolucao de problemas. E que, quan-
do a nossa mente deixa de estar ocupada a recordar {ou
a tentar reinventar) a maneira de efectuar todos agueles
passos, pode dedicar-se a coisas mais importantes. |magi-
ne-se uma pessoa a guem & dado o problema da calcular
a area de um terrens rectangular com 32 metros de com-
primento e 18 de largura.

Suponha-se tambem que essa pessoa sabe que basta
fazer a operacao 37=18 mas que nao conhece a tabuada e
gue tem que se lembrar come & o algoritmo da multipli-
cacao, Essa pessoa gastara muito mais tempo a efectuar
a operacao do que uma pessoa que tenha presentes esses
conhecimentos, os quals 56 envolvem memdria e repeti-
cao de gestos mentais. Por outro lado, quem ja conhecer



a tabuada e tiver o algoritme da multiplicacao na ponta
da lingua, nao so faz o calculo muito mats rapidamente
como também nao cansa a mente, a qual estard entao
mais apta para pensar noutras coisas.

Heste sentido, a mecanizacao deve ser encarada como
um investimento: gasta-se lempo agora para se ter mais
tempo livre paraa mente mais tarde. E, na minha opimiao,
trata-se de um investimento particularmente lucrative.

Pratica versus teoria

Uma Impressao errada que se pode ter relativamente aos
algoritmos que se devern memorizar € que estes so ser-
vem para resolver problemas, o que os torna de algum
mado inferiores ao estudo de uma teoria eventualmente
mais interessante,

Exagerando um tanto, seria como se o5 espinitos supe-
riores se oCUpassem com a criacao de teorfas novas total-
mente desligadas do mundo real, deixando a resolucac de
problemas concretos aos pabres infelizes incapazes de os
acompanhar, Esta visao da Matematica esta erracla: as gran-
des teorias matematicas sLirgem imensas vezes da tentati-
va die resolver problemas concretos. Assim, por exemplo:

- a teoria de Galois, gue & um dos aspectos centrals
da Algebra actual, surgiu do problema de se tentar
encontrar um algoritmo para resolver equacoes poli-
nomiais de gquinto grau;

- Gauss criou o metodo dos minimos quadrados, central
na Analise Numérica, para determinar onde se poderia
localizar um asterdide (Ceres) que 56 tinha sido avis-
tado um pequeno ndmero de vezes;

- o conceito de esperanca matematica, central no Cal-

culo de Probabilidades, fol criado por Pascal para re--

solver um problema de dividas num jogo de azar por

parte de uma pessoa das suas relacoes.

Além disso, estes métodos revelaram-se importantes
porque os seus autores e outras pessoas se aperceberam
gue poderiam usa-los com sucesso para resolverem um

elevado nimero de problemas. 56 que 56 se pode aperce-
ber disso quem nao tenha reservas mentais quanto a usar
algoritmos para resolver problemas concretos.

Outro motivo para nao se menosprezarem of algorit-
mos consiste no seguinte principio: o que & bom para a
pratica tambem o & para a teorial De facto, muitos algo-
ritmos sao wsados nas demonstracoes de teoremas. Por
exemplo, um algoritmo usado para determinar se um sis-
tema homogéneo de n equacoes lineares @ n incognitas
tem ou nao alguma solucao nao nula consiste em calcular
o determinante da matriz dos coeficientes do sisterma; o sis-
terma tem entao alguma solucio nao trivial se e 5o se aguele
determinante for nulo. Pois bem, este mesmo algoritmo é
usado para demonstrar teoremas na teora de Galois!

Persisténcia

Uma das idefas mais disparatadas que ha sobre génios
cientificos e a de que eles resolvem problemas sem qual-
quer dificuldade e que, além disso, encontram a resposta
correcta a primeira tentativa. Comeco por contrariar isto
com duas citacoes, das quais a primeira e famosa e a se-
gunda, nao o sendo, merecia sé-lo.

Thomas Edison:

Génio é 1% de inspiraciio e 99% de transpiracdo.

Gian-Carlo Rota:

Hd wma proporcdo que permite medir ate gue ponto se @

um bom matematico, gue € o nimero de idefas dispara-

tadas que € preciso ter-se gté se chegar a uma boa.

Se for de dez para uma, -se urm geénio. Para o mate-

mdtico médio, € capaz de ser cem para wma.

Em resumo, em Ciéncia ter ideias nao &, so por s,
particularmente meritario.

Qualquer bom livro de Ficgao Cientifica esta cheio de-
las, O que e dificil e exige trabalho e disciplina &, para
além de ter as idefas, explora-las, ver até que ponto sao
ferteis, determinar os seus limites, testa-la, compara-las
com outras abordagens.



Outro mito falso (e prejudiciall) & o de que os génios
cientificos descobrem tudo por si proprios, sem precisa-
rem do conhecimento acumulado dos cientistas que os
precederam. E mesmo um lugar comum em filmes ou sé-
ries da televisao: o contraste entre o professor pedante,
que sabe muito mas nao cria nada, e o cientista brilhante
gue, sem precisar daqueles conhecimentos (e, muitas ve-
zes, ndicularizando quem os possui), resolve problemas
dificilimos sem esforco. 56 que, como disse um colega
mel "um matematico & tanto melhor quantos mais teore-
mas de cor sabe"! Mao, saber muitos teoremas de cor nao
da quaiquer garantia de que se & um bom matematico.
Mas que ajuda a s8-lo, ajuda.

Quando dou aulas a aluncs de Matematica do 1" ano,
uma atitude com a qual ja me deparel por diversas ve-
zes € a de reagirem as primeiras demonstracoes a que s8o
expostos com wma reaccao do tipo "Isto jamats me ocor-
rerial ™ Eu costumo dizer que aos primeiros matematicos
a tentarem demonstrar o mesma resultade provavelmente
tambem nao lhes ocorreu aquela demonstracao. £ que a
Matematica que se aprende naguela fase da aprendizazem
ja tem, geralmente, muitas décadas, até mesmo seculos.
As demonstracoes que sao apresentadas aos alunos nao sao
as primeiras mas sim as melhores. Mas as primeiras abor-
dagens sao geralmente toscas, incompletas e com erros. O
matematico russo A, 5. Besicovitch disse mesmo uma vez
que a fama de um matematico & baseada no ndmero de
demonstracoes falsas que fez! Ele explicou que o que 5to
quer dizer & que trabalhos ploneiros sao imperfeitos.

O matematico norte-americano Paul Halmos conta
na sua autobiografia (ou "automatografia™, como ele lhe
chama) que, numa carta de recomendacan que escreveu,
comecol por dizer gue a pessca em questao resolvia bas-
tantes problemas mas que as solucoes que obtinha eram
geralmente longas e deselegantes, sendo muitas vezes
possivel pegar numa das suas solucdes e, retirando o que
era superfluo, obter outra solucao dez vezes mais curta,
Sendo assim, porgue e qle o destinatario da carta de re-
comendacao o deveria contratar? Porque, como Halmos

escreved, "ele encontra sclucoes felas onde outros estao
elegantemente encravados”! E um bom principio a ter em
mente: quando se esta perante um problema, mais vale
ter-se uma solucao fela do que estar-se elegantemente
encravado.

"Mas o que & que isto tern a ver com aprendizagen?”,
pode-se perguntar. Afinal, & sabido que os professores nao
estao interessados em abordagens “toscas, incompletas
e cheias de erros” nos exames! De facto, mas uma coisa
& aprender Matematica, outra € fazer exames. E nao se
aprende o que & Matematica sem se tentar compreender
as coisas por si proprio, o que por sua vez implica, natu-
ralmente, ir além daquilo que o livio ou o professor dis-
serem. A proposito disto, o matematico francés Laurent
Schwartz contou uma vez, numa palestra a que assisti,
que, gquando foi aluno da Escola Mormal Superon em
Paris, achava que era um aluno abaixo da media, porque
um bom ndmera dos seus colegas lhe dava a impressao de
acompanhar as aulas com muita mats facilidade do que ele.
Ao fim de algum tempo, apercebeu-se de um facto que ia
contra esta idefa: & que ele era o melhor aluno! So depois &
que encontrou a explicacao para o paradoxo: enquanto cue
os seus colegas que Lhe transmitiam a impressao de serem
medhores do que ele deviam essa impressac a memonzarem
rapidamente os conteddos das aulas, ele precisava de um
esforco suplementar para, nao 50 memorizar esses conted-
dos, como, ainda por cima, compreender como cada facto
novo se encalxava com aqueles que ja tinha ao seu dispor.

E, como se pode ver, esse esforco extra compensoul

Duvidas

Uma idefa parcialmente errada que muitos alunos téBmé a
de que & melhor nao fazer perguntas aos professores, pois
podem ser disparatadas e criar ma impressao. De facto, ha
perguntas que podem causar ma impressao, como aquelas
cuja resposta deveria ser imediata para quem esteja ra-
oavelmente a par da matéria dada ou, pior ainda, aquelas



para as quais a resposta ja fol dada antecipadamente (nao
ha pachorra para aguentar um aluno a perguntar se as
matrizes nao quadradas também tém determinante apds
se ter dito umas dezenas de vezes que o determinante so
se define para matrizes quadradas). Mas as perguntas que
revelam curiosidade e vontade de compreensao provocam
quase sempre melhor impressac do que ma. Alem disso,
a experiencia revela gue, num elevado nimero de casos,
quando um aluno faz uma pergunta numa aula, nenhum
dos seus colegas sabe a resposta, o que 56 mostra como a
pergunta & interessante.

Um critério pessoal que uso para formar a minha opi-
niag relativamente a alunos consiste em observar as suas
reaccoes quando me colocam um problema de Matemati-
ca cuja solucac desconheco mas que tento resolver na sua
presenca. & maitor parte dos alunos pura e simplesmente
desliga! A atitude € do tipo "Bolas; ele nao sabe!” e enca-
ram o tempo que ficam a espera que eu tente descebrir a
solucao como um desperdicio. Mas os melhores alunos fa-
zem precisamente o contrario: tentam aproveitar a opor-
tunidade para verem como & que eu ajo na minha tentati-
va de chegar a solucao. E ha uma diferenca abissal entre
os alunos qgue se contentam com terem conhecimentos
matematicos e aqueles que tentam nao somente possuir
esses conhecimentos como também perceber como os al-

Cancarem por s proprios.

0O lado social da Matematica

Um colega meu comentou certa vez, a respeilo de ser-se
matematico, que "neste trabalho, 50% sao relacoes pu-
blicas". £ & verdade (bom, talvez com um pequenc exa-
gero)! Um matematico tem todo o interesse em manter-
-se em contacto com outros matematicos, quer para ter
ideias que possam ajudar a resclver os problemas que Lhe
interessam, quer para tomar conhecimento de novos pro-
blemas. O mesme se aplica a aprendizagem: & desejavel
gue se contacte com outras pessoas, quer colegas quer

professores, a fim de trocar idelas ou receber sugestoes,
0 trabalho individual & fundamental, obviamente, mas o
alargamento de horizontes que se obtém através do con-
tacto com outras pessoas tambeém o &, A imagem do mate-
matico genial a trabalhar num isolamento magnifico numa
torre de marfim tem pouguissima cormespond@éncia com a
realidade. Mesmo nagueles poucos matematicos gue mais
deram a impressao de se adequarem a esse estereotipao,
comd Mewton ou Gauss, sabe-se que 50 < deved em gran-
de parte a terem dificuldade em encontrarem interlocuto-
res adequados e nao a falta de vontade de trocar ideias.

Estudar Matematica

Hao vou descrever agui como & que faco cada vez que
estudo Matemabica, pois a maneira mais eficiente de o
fazer vana muito de pessoa para pessoa, pelo que cada
um deve tentar descobrir quais sao as condicdes em que
estuda melhor, Por exemplo, ja ha muito tempo que cons-
tatet que ter misica de fundo nao me distrai quando estou
a tentar resolver um problema mas & bastante incomoda-
tiva quando estou a tentar compreender algo novo. Mo
entanto, ha algumas ideias que convém ter em mente,
quanto mals nao seja para ver até que ponto resultam.

Nao separar a teoria da pratica

Hao vou repetir o que escrevi acima quante & relacao
entre a teona & a resolucac de problemas, embora esse
assunto esteja relacionado com o topico que vou abordar
agora. A crenca na superioridade da teoria relativamen-
te a resolucas de problemas concretos leva muitas vezes
os alunos a estudarem a teoria sem se preccuparem em
resolver exercicios, o que & um erro crasso. Ao lereme-se
apontamentos das aulas teoricas fica-se muitas vezes com
a ilusao de que se compreende mais do que realmente se
compreende, sobretudo se os apontamentos forem bem



feitos. O contrario também ocorre: textos mal redigidos
podem muitas vezes fazer com que um assunto pareca
mais dificil do que realmente &. Em ambos os casos, o
melhor a fazer & resolver exercicios, quer para testar se
se compreendeu bem o assunto, guer para ver se se trata
de um tema tao dificil como parece a primeira vista. Caso
nao se disponha de exercicios, entao o melhor & tentar-se
aplicar o gue se aprendeu a problemas concretos e ver-se

Se 5@ COnsegue ouU nao resolve-los,

Nao gastar demasiado tempo
com exercicios de rotina

Quando e estd perante uma lista de exercicios "todos
iguais” e s& tem uma grande dificuldade em resolver um
umico que seja, entao ha certamente algo que esta er-
rado. Mesta situacdo, o melhor a fazer & reler a teonia
que se estd a estudar ou pedir ao professor para explicar
novamente o metodo, consoante o caso gue se aplique,
Maturalmente, em certos casos nao @ claro se um deter-
minado exercicio € ou nao de rotina. Hesses caso, o que

ha a fazer & perguntar ao professor,

Resolver problemas

Um conselho que sigo muitas vezes ao tentar resolver pro-
blemas fol dado ja ha decadas por George Polya: se nao se
consegue fazé-lo, ha um caso particular que também nao
se consegle resolver; deve-se entao comecar por at. Mao,
sto nao serve para todos os problemas, mas aplica-se a
bastantes mais casos do que o que pode parecer a primei-
ra vista. Nao se consegue resolver um problema relativo

a polinomios? Comeca-se por tentar com polindmios de
grau 1 ou 2. Esta-se encravado num problema de matri-
zes? Vé-se o que se consegue fazer com matnizes com duas
linhas & duas colunas, Mao se avanca num problema sobre
funcoes derivaveist? Que tal comecar por ver o gue se con-
sepue fazer se elas forem polinomiais?

Compreender os conceitos

Para cada conceito, deve-se conhecer pelo menos uma
situacac a qual este se aplica e pelo menos uma a qual
este nao se aplica. Assim, por exemple, um primeiro (2
importante] passo para se compreender o que & uma
funcao derivavel consiste em conhecer-se pelo menos
um exemplo de uma funcao derivavel e pelo menos um
exemplo de uma funcao nao derivavel. Melhor ainda sera
conhecer-se um exemplo de uma fungao da qual se saiba
que é derfvavel e porqué e um exemplo de uma funcao
da qual se saiba que nao & derivavel e porque, Matural-
mente, & tarefa do professor fornecer tais exemplos, mas
caso 150 nao aconteca convem sempre pedi-los. Mas e
bom ter em mente que nem sempre & possivel o professor
satisfazer tajs pedidos. Por exemplo, um mimero algébrico
& um nimero que € solucao de alsuma equacao polinomial
com coeficientes inteiros. Posto isto e dado o gue escre-
vi anteriormente, um professor que defina o conceito de
numero alegbrico deveria dar um exemplo de um ndmero
alegebrico, explicando porgue & gue o &, bem como o exem-
plo de um nimero nao algébrico (aquilo que se designa por
nimero transcendente), mais uma vez explicando porgue
& que o &, Mo entanto, embora seja facil dar exemplos de
numenos nao algébricos (os mais conhecidos sao T & €) nao
& trivial mostrar que um dado numero ndo & algebrico.




A beleza matematica das conchas marinhas

Jorge Picado
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Resuma: Muitos aspectos do crescimento de animais e plantas,
apesar de, pelas suaz Tarmas elaboradas, parecerem governadas
por regras muito complexas, podem ser descritos por leis mate-
maticas muito simples. Um exemplo claro disso séo as.conchas e
oz buzios marinhos, coma aqui flustramos: consegue-se, cam um
modelo muito simples, descrever e gerar facilmente gualguer um
dos muitos tipos de conchas das classes dos Gastropodes, Bivalves,
Cefalopodes e Ezcafopodes que se podem encontrar classificados
nas enciclopedias de conchas.

«A beleza & o brilho do ideal no reino do visivel. =
Platao

«Ha uma grande beleza nas pistas que a natureza nos
oferece e todos nds a podemos reconhecer sem nenhum
treino matematico. Tambem existe beleza nos enredos
matematicos que emanam dessas pistas e de onde se
deduzem as regras e regularidades subjacentes, mas &
um tipo de beleza diferente, mais aplicado a idefas do
gue a coisas. A matematica esta para a natureza como
Sherlock Holmes esta para os indicios.-

I. Stewart [6]

1. Como crescem as conchas

4 ideia de gue a matematica se encontra profundamente
implicada nas formas naturais remonta aos gregos. Muitos
aspectos do crescimento de animais e plantas, apesar
de, pelas suas formas elaboradas, parecerem governados

por regras muito complexas, podem ser descritos por leis
matematicas muito simples (cf., por exemplo, o livro clas-
sico de ' Arcy Thompsen [7] e o recente livro de Stephen
Wolfram [8]).

Umn exemplo claro disso sao as conchas e os buzios ma-
rinhos [4]. Porque & que tantas conchas formam espiraist
Quando o bicho que vive numa concha cresce, @ necessario
que a concha onde vive lambém cresca, para o acomo-
dar. O facto do animal, que vive na extremidade aberta
da concha, segregar e depositar o material nove sempre
nessa extremidade, e mais rapidamente num lado que no
outro, faz com que a concha cresca em espiral. O ritmo
de segregacao de material novo em diferentes pontos da
concha presume-se que seja determinade pela anatomia
do animal. Surpreendentemente, mesmo varlacées muito
pequenas nesses ritmos pode ter efeitos tremendos na
forma final da concha, o que esta na origem da existéncia
de muitos tipes diferentes de conchas.

Uma versao bidimensional deste facto pode ser ob-
servado no crescimento dos cornos dos animais. Tal como
as unhas e o cabelo, um corno cresce devido ao depasito
de material novo na sua base. De modo a ser uma estru-
tura perfeitamente rectilinea, a quantidade de material
depositada deve ser exactamente a mesma de cada lado
da base:



Mo entanto, se existir alguma diferenca {indicada na
figura seguinte, em termos percentuais), um dos lados do
coma ficard mais comprido que o outro e, inevitavelmen-
te, o corno tera que torcer para o lado onde & depositado

mengs material, seguinds uma espiral:

100%

Essenclalmente, & uma versao tridimensional deste
fenomeno que conduz as estruturas em espiral das conchas
dos moluscos, Além disso, as conchas crescem mantendo
sempre a mesma forma. Estas condicionantes juntas tém
uma conseguéncia matematica: quase todas as conchas
seguem um modelo de crescimento baseado nima espiral
equianguiar (também chamada espiral logaritmica):

Como indicado na figura acima, dado um ponto O, a
espiral equiangular & uma curva tal que a amplitude o
do &ngulo formado pela tangente, em qualquer dos seus
pontos P, com a recta OP & constante. Jacob Bernoulli
{1654-1705) chamou a esta curva a Spira mirabilis (espiral

maravilhosa), cuja expressao analitica & dada, em termos
das coordenadas polares r e 1, por r{if)=R &" “* “ gnde R &
o rajo associado a H=0.

Se a amplitude « for 907, a espiral equiangular & uma
circunferéncia. E claro que o bicho nao ficaria muito satis-
felta com uma concha circular, porgue esta nao o deixaria
crescer mals. O angulo ndo sendo recto permite gue a
espiral cresga, o que correspondera a um alargamento
da concha. Este crescimento mantém sempre a forma da
concha e chama-se gnomanico. Em geometria, o gnomon
{palavra de raiz grega que significa "o que indica” ou "que
da a saber™) de uma figura dada & uma segunda figura que,
acrescentada ou retirada a primeira, gera uma terceira figu-
ra semelhante a original, Este padrao de crescimento e tag
comum que é por muitos chamado de “lei da natureza”.

Em resumo, o molusco naa alarga a séa concha de moedo
uniforme: adiciona spmente material numa das extremida-
des da concha (a extremidade aberta ou "de crescimenta”);
e fa-lo de maneira a que a nova concha seja sempre um
modelo exacto, & escala, da concha mais pequena. A figura
seguinte mostra dols dos casos que podem acontecer. O pri-
meiro exemplo & tpico da concha dos nautilos e o segundo
de um cone. Em cada casa, o material novo da concha @
progressivamente acrescentado na abertura da concha.

e @ @
oo ® & @
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A direfta, as sectoes horizontal (no caso do nautile)
e vertical {no caso do cone) mostram a respectiva espiral
de crescimento,




Como veremos, as conchas, com a sua forma auto-
semelhante, podem ser representadas por superficies
tridimensionais, geradas por uma formula relativamente
simples, comalguns parametros livres. Maravilhosamente,
apesar da simplicidade dessas equacoes, e possivel gerar
uma grande variedade de tipos diferentes de conchas.
Quais? Todos eles! (com muito poucas excepcoes: algumas
especies vivas e fassels de Vermicularia e amonitas fossefs
do género Didymoceras.) Isto mostra como muitas das
formas que surgem na natureza sao simples consequéncia
da aplicacao de geometria tridimensional a regras de
crescimento basicas.

« {...) @ matemdtica ¢ muito parecido com a poesia.., a
gue faz um bom poema — um excelente poema - € o ter
muitos pensamentos expressos em poucas palavras. Neste
sentido formulas come " + 1=00u [~ o iy = ¢F
sdo poemas. »

Lipman Bers

2. O modelo

& superficie da concha & uma superficie tridimensional que
pode ser vista como o resultado do deslocamento de uma
curva X (a curva geratriz, que habitualmente & uma elipse)
ao longo de uma espiral helicoidal H (a curva estrutural)
([11, [3]); o tamanho da curva X vai aumentando a medida

que se desloca sobre H:

4 forma de X descreve o perfil das seccoes da concha
e da abertura da concha enquanto H determina a forma

global da concha. & influéncia de X na forma da concha &
lustrada mais adiante nos exemplos (veja tambem, para
mais panmenores, [3]).

Para elaborar o modelo, fixemos um sistema cartesiano
de coordenadas X¥Z no espaco, e consideremos a helicoide
descrita na forma paramétrica, em termos das coordenadas
polares (r, 0). Vista de cima, a espiral helicoidal parece uma
espiral equiangular, gue temequacao r — e i &, onde
iz denota o Angule de abertura da espiral H, f denota o
dgngule de alargamento da espiral H e A e o comprimento
da abertura da espiral {isto &, a distancia do seu ponto

inicial aoc seu centro):

5,60
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Partanto, os pontos (x, v, =) da espiral helicoidal satis-
fazem as equacoes

x=reos B = dsm fcos B :,ﬂl ol o
V= FEm B =.4s5m ﬂ i A I-’ﬂ ot i
- - A cos H 'Jl' Eidl

A curva geratriz, usada para gerar a forma exterior da
concha, €, na maior parte dos casos, uma elipse de para-
metros g (serm-eixo maior e b (semi-eixo menor), ol seja,
uma curva de equacao
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Admitimos ainda que esta curva possa rodar um angulo

w, em torno do seu efxo mafor, um angulo £, em torno do
efxo vertical, e um angulo ¢, em torno de um vector orto-

gonal ao plano da elipse. como a figura seguinte flustra.

&

Sy geimnT

Eepiral Heficodsl

Suporite ¢a dohoha

Juntando tudo, e entrande ainda com o sentido D do
enrolamento (que pode ser positivo, 1, ou negativa, -1),
obtém-se entio as eguactes parametricas gue permitem
descrever a superficie da concha gerada por uma elipse X a
deslocar-se ao longo de uma espiral helicoidal H (D. Fowler,
H. Meinhardt e P. Prusinkiewicz [3], A. Cortie [1]):

¥ =00 [4 s fbeos B+ K cos (5 + ) cos (B + L)
(¥ + ) sin (8 + )]

R sin . st

v=[-AsmpsmB - Reos (v pksin (B4 C2) K smosin {y +
) cos (6 + )] o

) cas ] "

sl Acos |} - Ksin(s

%e guisermos acrescentar nodulos, espinhos e estrias
a concha, bastard considerar parametros N (ndmero de
nodulos existentes ao longo de uma revolucao completa de
ft), W, {comprimento do nodulo ao longo da geratriz), W,
{comprimento do nodula ao longa da helicdide), L (altura

do nodulo) e P {angulo que indica & posicao do nodulo na
geratriz):

':"_'_f

ista da fapn

Wil g8 lado

Bastara entao substituir a equacao (2.1) da elipse por
LIS & B 91 =4 [ 2P 3 e,y

—3 ol " W ¥y
R H - ) + [: ) J + e :

fi
onide
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Mo total, as equacies da superficle da concha depen-
deraa de 14 par@metros:

-ﬂ‘p Ar L, ”l Il. El "‘ e Ii' L_r 'P' w1' WZ" N.

«4& Matematica possui ndo so verdade, mas tambem
beleza suprema — uma beleza [ria e nustiem:, come a da
escultura, sem apelar a qualquer parte mais froca da nos-
sa natureza... sublimamente pura, e capaz da perfeicdo
Sem compromissos que so @ grande arte pode atingir.«
Bertrand Russel

3. Exemplos

& escrita das equaces no programa Mathematica pode ser
feita do seguinte modo:

Vi ) febartm ] =[0PLw) (La thet JP ] = lebwper@art [n o Ghatn 2000 )

Bla .o L1 ip owl e m J (6 vhats )s01/ & (Cos]N] fal"FiBinfa) /u°2] 00
=18 Fap[-r3de—p) Pl 2~ P01 [n] [ESetal MeEXE 8]
wli e bmba, kil comege_ wil ol plon, s LT Wl e T [Eheka, e =

dfan B [bure]due Dueta]+hla, o, 10 el 61 0] (o, Chats]
s [ i ] Do this® atimegn] <30 Do) $ 10 [ed il ] S thetasusmial 11
Repltbwbs ot [alpha]]
U ST T Do R T I T T S T G I M T L W
Lema Biiifbuta)] Bpmfibuta] ka6, 00 @90 i nl [8, Eheba]
PCian [t ] Sbem [l ey atwee g ] =245 (e ] Do [arphi ] Sethatatisaga] 11
Bapideta S [ulphall
gl it johl, mi b s b 11 poawl o R ] [ebaEs 0t
Lo o [hora]+k] B Dl W2 e thasa ] Rin (s phe ] Oos Leai] 1
Ezplidsta Sot (ulphull







