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Generalizacion a la esfera dei teorema de Pitágoras 
por Alfonso d e Urquijo 

(aluno de la «Escuela de Ingenieros Agrónomos» de Madrid) 

D a m o s a continua ciem el enunciado y demos-
t r a c i ó n de un senci l lo teorema de Geometr ia e s f é 
r i ca , del cua l no tenemos referencia , a pesar de 
las indagaciones hechas . 

« D a d o un t r i â n g u l o e s f é r i c o r e c t â n g u l o en A , 
s i cons ideramos los c u a d r i l á t e r o s c o n s t r u í d o s 
sobre la hipotenusa y ambos catetos, formados 
por los t r è s lados, y el arco de c irculo m á x i m o 
cuyo polo es el v é r t i c e opuesto al lado en cues -
t i ó n , se ver i f i ca que el area del c u a d r i l á t e r o e s f é 
r ico formado sobre la hipotenusa, es igual a la 
s u m a de las areas de los c u a d r i l á t e r o s formados 
sobre los c a t e t o s . » 

E l exceso de un c u a d r i l á t e r o e s f é r i c o , o sea su 
area, como es sabido, es la s u m a de sus â n g u l o s 
menos cuatro rectos. V e a m o s cual es el area de l 
c u a d r i l á t e r o BCNM c o n s t r u í d o sobre la hipote
nusa . L o s â n g u l o s en M y N son rectos, por pasar 
AM y AN por e l polo A . E l â n g u l o NCB es s u -
plementario de C, e l CBM, lo es del B. 

L u e g o S 0 = S (BCNM) = 2 + ( 2 - 5 ) + ( 2 - C ) - 4 = 
= 2 — I B + C ) . E l á r e a de ABPQ s e r á : â n g u l o s en 
P y Q rectos, â n g u l o QAB es tambien recto, por 
ser suplementar io del A , y â n g u l o ABP suple -
m e n t a r i o d e l . 5 , luego Se = S(ABPQ)=Z + ( 2 - B ) — 
—±=1-B. Analogamente S„ = S ( A C R T ) =1 - C . 
L u e g o Sa=Sb + Sc. 

P u e d e ocurr i r que alguno o algunos de los c u a 
d r i l á t e r o s que se f ormen sean c ô n c a v o s , nuestro 
teorema es igualmente v á l i d o en estos casos, s in 
m a s que orientar el p e r í m e t r o de los c u a d r i l á t e 
ros en un sentido c í c l i c o , teniendo en cuenta el 
principio de G A U S S para los signos de las areas . 

P o r ú l t i m o , s i el t r i â n g u l o no es r e c t â n g u l o , 
efectuadas construcc iones a n á l o g a s , resu l ta el 
seguiente t e o r e m a : 

« E l á r e a dei c u a d r i l á t e r o c o n s t r u í d o sobre u n 
lado, es igual a la s u m a de las areas de los c u a 
d r i l á t e r o s c o n s t r u í d o s sobre los otros dos lados, 
menos el á r e a del huso que tenga por â n g u l o 
un recto menos el opuesto al lado en c u e s t i ó n » . 

•S„ = Sk + Sc—ffm-A 
L a d e m o s t r a c i ó n es immediata . 

 

S u m a n d o Sa = S,l + Sc—Hg0_i 

= Sc -f S „ — t f o o - B 
Sc—S„+Si, HÇQ-Ç  

•S„ + S 6 + S e = f í m - A + ffm-B + Hm- c— 

E s dec ir que la s u m a de las t r è s areas es equi 
valente a l area de u n huso cuyo â n g u l o va le un 
recto menos e l exceso dei t r i â n g u l o dado. 
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Notícia dum problema de geometria 
e duma memória de Euler 

por H u g o R i b e i r o 

(Bolseiro do Instituto Para a Alta Cultura, em Ziirich) 

Encontrar todos os triângulos de lados e media
nas racionais. A q u i e s t á u m problema que, a 
aval iar pelo enunciado, todos j u l g a r ã o ter com
preendido, mas n i n g u é m (se estou, como julgo, 
b e m informado) entendeu a inda perfeitamente. 
Jacobi ocupou-se desta q u e s t ã o e E u l e r e s c r e v e u 
s ô b r e ela, pelo menos, duas m e m ó r i a s e m latim 
e u m a terce ira , posterior, e m l í n g u a francesa . 
É esta ú l t i m a que me proponho r e s u m i r aqui . 
E u l e r d á aqui um processo muito geral para e n 
contrar t r i â n g u l o s de lados e medianas rac ionais . 
Mas o que se n ã o sabe, a inda hoje, é se ê s t e 
processo fornece todos os t r i â n g u l o s com esta 
propr iedade : n ã o se conhece u m exemplo dum 
t r i â n g u l o com esta propriedade que n ã o possa 
obter-se por a q u ê l e processo , n e m se demonstrou 
a i n e x i s t ê n c i a de u m tal exemplo . L o g o no i n í c i o 
desta m e m ó r i a , que com o titulo « P r o b l è m e de 
g é o m é t r i e r é s o l u par l ' A n a l y s e de D i o p h a n t e » foi 
publ icada e m 1820 no tomo V I I (1815-1816) das 
« M é m o i r e s de l ' A c a d é m i e des S c i e n c e s de S . ' P é -
t e r s b o u r g » , p á g . 3-9 (e v a i r e a p a r e c e r agora num 
dos vo lumes da já monumenta l e d i ç ã o das obras 
completas de E u l e r promovida pe la Soc iedade 
H e l v é t i c a das C i ê n c i a s Naturais ) , diz-nos o p r ó 
prio autor: «J'ai d é j à d o n n é , à d i f f é r e n t e s repr i se s , 
des solutions de ce p r o b l è m e , sans qu'aucunne 
m'ait e n t i è r e m e n t sat isfait . C e l l e que j e p r é s e n t e 
i c i r é u n i t , à beaucoup d ' é l é g a n c e , la plus grande 
g é n é r a l i t é . » . 

V e j a m o s mais de perto o que fez E u l e r com a 
p r e o c u p a ç ã o de encararmos o seu m é t o d o cujo 
i n t e r ê s s e se s o b r e p õ e ao p r ó p r i o i n t e r ê s s e do 
p r o b l e m a : S e 2x, 2y, 2z, r, q, p r epresen tam 
respect ivamente as medidas dos lados e das m e 
dianas respect ivas d u m t r i â n g u l o , as e q u a ç õ e s 
fundamentais s ã o : p'=2x*+2y2—sz, q2=2x* + 
+ 2s'-—yz, r2=2y'!+2s1—x'! ( E u l e r nota aqui , o 
que n ã o interessa p o r é m à sua r e s o l u ç ã o , que o 
t r i â n g u l o de lados 2p, 2q, 2r t em as medianas 
3s, 3 y , 3*-). U m s i s t ema equivalente é pz—q? = 
= 3 ( j y 2 - 2 2 ) , p Z + q Z = = ^ + y i + e Z t r2 = 2jv2 + 2, a2-*2. 
E , se se faz in terv ir a c o n d i ç ã o (que todas as 

s o l u ç õ e s do problema p ô s t o devem ver i f i car ) de 
que se y e s s ã o rac ionais p e q s ã o t a m b é m 
racionais , p ô r - s e - ã o as duas e q u a ç õ e s seguintes 

(que subst i tuem aquela pr ime ira ) q+p=3—(y—s) 
b 

e p — q = — ( y + z) onde a e b s ã o p a r â m e t r o s 
a 

tais que a/b é racional . O b t é m - s e e n t ã o o s i s tema 

P + 9 - S % ( y - * ) , p - q = * - ( y + *), 8** = 
* a 

= ^ ( . Y _ , ) 2 + È ! _ ^ ( T + ^ , S r ^ 

b* «: 
e o prob lema p ô s t o é agora O de encontrar, para 
cada par a, b (alb rac ional ) , dois n ú m e r o s rac io -
y e s tais que x e r dados pelas duas ú l t i m a s 
e q u a ç õ e s s e j a m rac ionais . S e se fazem as subs t i 
t u i ç õ e s y+s=a Çc+d), e y—z = b(c—d) tem-se 

p + q = 3a(c — d ) , p — q = b(c + d ) , — = c*+dz + 
a-' 

H cd, — = c 2 + a 2 -) cd e p r o -
2o 2 62 2 è 2 

c u r a r - s e - ã o para cada par a, b (agora a e b rac io -
x* y* 

nais ) c e d tais que — c — s e j a m quadrados de 

n ú m e r o s rac ionais . E s t a ú l t i m a q u e s t ã o re so lve -a 
E u l e r auxi l iado pelo seguinte l e m a (com c u j a de
m o n s t r a ç ã o ê l e c o m e ç a a sua m e m ó r i a ) : D o i s n ú 
meros da forma A2+2PAB+B* e A2 + 2QAB+B2 

s e r ã o s e m p r e quadrados quando A = 4.(P + Q) e 
B=(P—Qf—4. D e facto, nas c o n d i ç õ e s da h i p ó 
tese, o produto dos dois n ú m e r o s é o quadrado 
de A2+(P+Q)AB—Bz e o p r i m e i r o n ú m e r o é o 
quadrado de (P — Q) (3P + Q) — 4 (o segundo 
n ú m e r o s e r á , pe la s i m e t r i a , o quadrado de 
(£?—P)(3Q + P ) - 4 ) . A a p l i c a ç ã o d ê s t e l e m a per 
mite, de facto, a r e s o l u ç ã o da ú l t i m a q u e s t ã o e 
portanto a d e t e r m i n a ç ã o dos t r i â n g u l o s nas con-

bi—5az 

d i ç õ e s r e q u e r i d a s : S e r á A = c, B^d, P-= 
4a-
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e Q = — E u l e r s impl i f i ca esta a p l i c a ç ã o e 

os c á l c u l o s util izando u m c o r o l á r i o do s e u l ema 
e encontra, por exemplo, para a = 2 e 6 = 1 , 
* = 202, y=377/2 e « = 6 1 9 / 2 . 

O m é t o d o consiste aqui na i n t r o d u ç ã o de p a r â 
metros e na d e t e r m i n a ç ã o de x , y , s , p , q , r 
como f u n ç õ e s rac ionais destes p a r â m e t r o s c a p a 
zes de se s u b s t u ï r e m à s e q u a ç õ e s fundamentais . 
É ê s t e m é t o d o aplicado por E u l e r s i s t e m á t i c a -
mente e magistralmente (na o p i n i ã o do professor 
Fueter , u m dos prefac iadores da e d i ç ã o das obras 

completas de E u l e r ) a t ô d a u m a s é r i e de pro
b lemas que parece t e r e m sido demas iadamente 
esquecidos e d e v e r e m re tomar-se dum ponto de 
v i s ta moderno pelos m a t e m á t i c o s da nova g e r a ç ã o . 

Quanto a i n d i c a ç õ e s b i b l i o g r á f i c a s para ê s t e 
prob lema do t r i â n g u l o s ó posso dar, a l é m das 
obras completas de E u l e r , e spec ia lmente os I I I e 
V vols , da s é r i e l . a , u m artigo, que n ã o l i , de 
P . V . S c h a e w e n , « D r e i e c k e mit rat ionalen Se i t en 
u n d rationalen S e i t e n h a l b r è r e n d e n » , na rev i s ta 
« Z e i t s c h r i f t ffir die R e a l s c h u l w e s e n » , 40, 1915, 
p á g . 145. 

Duas demonstrações de um mesmo [acto 
por J. Albuquerque 

(Bolseiro em Roma do Instituto para a Alta Cultura) 

S e j a y = f ( x ) uma f u n ç ã o rea l de v a r i á v e l rea l 
def inida num intervalo (o , b) extremos i n c l u í d o s . 
V a m o s demonstrar o seguinte importante teo
r e m a : 

T e o r e m a 1. Se f (x ) é continua no intervalo ( a , b) 
extremos incluídos, e nos extremos do intervalo 
toma valores não nulos de sinais contrários, então 
f (x) anula-se, pelo menos num ponto interior ao 
intervalo. 

P o r h i p ó t e s e f i x ) é cont inua re lat ivamente ao 
intervalo (a,b), n u m dos extremos, por exemplo 
e m a. Isto s ignif ica que se tomarmos u m a v i z i 
n h a n ç a V f i a ) do ponto f ( a ) , e x i s t i r á uma v i z i n h a n ç a 
Va do ponto a, tal q u e : f [ V a • (a , b ) ] c z V f ( a l . 

Supondo-se f(a)=j=0, existe s empre , entre os 
n ú m e r o s f (a ) e zero, outro n ú m e r o rea l com o 
s i n a l de f ( a ) . C o n s i d e r e m o s e n t ã o as v i z i n h a n 
ç a s V f M que s ã o os intervalos [ / ( a ) — k , f (a) + k], 
extremos i n c l u í d o s , onde 0 < k < | f (a) \. 

A cada u m a dessas v i z i n h a n ç a s corresponde , 
devido à continuidade de / no ponto a, u m a v i z i 
n h a n ç a V a do ponto a, t a l q u e : f [ V a { a , b ) ] c V H a ) , 
isto é, tal que se x í f , • ( a , b) e n t ã o / (x) tem o 
s ina l de f i a ) . 

O conjunto V a - ( a , b ) é u m intervalo (a,a+h) 
extremos i n c l u í d o s , podendo ser A>0 s e f ô r a<b, 
ou e n t ã o h < 0 se f ô r a > b. 

A continuidade de f (x) e m a, assegura-nos a 
existência de u m intervalo (a, a + h) tal que se 
xe(a ,a + h) extremos i n c l u í d o s , s e r á f ( x ) do s ina l 
de / \a). 

C o n s i d e r e m o s todos os intervalos (a, a + h) de 
comprimento \h\ que gosam da propriedade ind i 
cada. 

T e m o s (a ,a + h)=Va (a , b)d(a , b) e portanto 
o intervalo (a,a + h) é formado s ó de pontos do 
intervalo (a , b) . Como f ( b ) é de s ina l c o n t r á r i o 
ao de / ( o ) , todos os intervalos (a,a + h) t ê m o 
e x t r ê m o a + h, interior a (a ,b). 

O comprimento | h \ d ê s t e s intervalos admite 
u m l imite super ior que representaremos por | \ \ 
e que s e r á o comprimento do intervalo ( « , o + Ç ) , 
intervalo l imite da f a m í l i a de intervalos (o , a + h). 
O intervalo ( a , o + Ç) e s t á contido no intervalo 
(a,b); o ponto a + l , à p r i m e i r a v is ta p o d e r á 
coincidir com o ponto b : v e r e m o s já a seguir 
que n ã o . 

É neste momento que i n t e r v é m a h i p ó t e s e da 
continuidade da f u n ç ã o / ( x ) noutros pontos de 
(a, b) a l é m do ponto a. P a r a prosseguir a demons 
t r a ç ã o é n e c e s s á r i o que a f u n ç ã o s e j a continua no 
ponto a + Ç. 

C o m efeito, se a f u n ç ã o é cont inua no ponto 
a + l , sendo a-\-\ u m ponto de a c u m u l a ç ã o do 
conjunto de pontos a + h, para cada v i z i n h a n ç a 
f f í a + D d o P o n t o / ( " + £) pode determinar-se 
u m a v i z i n h a n ç a V a + ^ do ponto a + l , tal q u e : 
f [ V a J r l . { a , b ) ] d V n a ¥ l ) . 

Isto s ignif ica que se a + l é ponto de a c u m u 
l a ç ã o do conjunto de pontos a + h, e n t ã o / ( o + Ç) 
s e r á ponto de a c u m u l a ç ã o do conjunto de pontos 
f ( a + h). C o n c l u i - s e portanto que / (a + l ) t e r á o 
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s ina l de f (a + h) e portanto O s ina l de / (a). Como 
f ( b ) tem o s ina l c o n t r á r i o n e c e s s à r i a m e n t e a + l 
é u m ponto interior ao intervalo ( a , b ) . 

S u p o s e m o s que / era c o n t í n u a e m a e a + l , 
fomos levados a conc lu ir que a + l é inter ior a 
(a ,b). Suponhamos que a f u n ç ã o era s ó continua 
nos pontos interiores ao intervalo (a, b) e no 
extremo a: neste caso o ponto a + l poderia co in
cidir com b, e n ã o sendo a f u n ç ã o continua nesse 
ponto já nada obr igava f ( a + l ) a s e r ponto de 
a c u m u l a ç ã o do conjunto de pontos f {a + h), nada 
obrigaria pois f (a+ 1) a ter o s ina l de / ( a ) ; s e r i a 
portanto / ( a + l ) = f (ô) e a f u n ç ã o poderia n ã o se 
anular e m n e n h u m ponto de (a, b). V ô - s e pois 
que é i m p r e s c i n d í v e l que a f u n ç ã o s e ja c o n t í n u a 
no ponto b , e a continuidade de / (x) no ponto 
b, é impl ic i tamente estabelecida quando se s u p õ e 
a continuidade no ponto a+l, a -pesar-de se c o n 
c lu i r logo e m seguida que a + l é inter ior a (a ,b) 

Então f ( a + Ç) tem o sinal de f ( a ) e a + l è inte
rior ao intervalo (a , b ) . 

C o n s i d e r e m o s agora u m ponto situado entre 
a+l e o ponto b. No intervalo (a+l,x,) existe 
s e m p r e u m ponto onde a f u n ç ã o tem o s ina l de 
/ ( è ) , porque no caso c o n t r á r i o | l | n ã o s e r i a l imite 
super ior de | h \. E n t ã o qua lquer v i z i n h a n ç a do 
ponto a + l possui u m ponto onde a f u n ç ã o toma 
o s ina l de f ( b ) ; a + l ê ponto de acumulação de 
um conjunto de pontos em cada um dos quais a 

função f tem o sinal de í ( b ) . 
I n t e r v é m de novo a continuidade de / no ponto 

a+l, e de u m modo a n á l o g o ao de h á pouco, 
f { a + l ) é ponto de a c u m u l a ç ã o de u m conjunto 
de pontos e m cado u m dos quais a f u n ç ã o / toma 
o s ina l de f { b ) . Portanto f ( a + l ) tem o s i n a l 
de / ( ô ) , tal como já tinha o s i n a l de f ( a ) . 

Conc lu i - se e n t ã o que é n e c e s s à r i a m e n t e 
f{a+l)=Q, c.q.d.. 

D o teorema anterior conclui -se imediatamente 
o seguinte : 

T e o r e m a 2 . Se i (x) é continua no intervalo ( a , b ) 
extremos incluídos, e nos extremos do intervalo 
toma valores desiguais [f (a) f ( b ) ] , então f ( x ) , 
pelo menos num ponto interior ao intervalo, toma 
qualquer valor k compreendido entre f (a) e i ( b ) . 

P a r a p r o v a r este teorema como c o n s e q u ê n c i a do 
anterior, basta notar que a f u n ç ã o F(x)=f(x)—k, 
e s t á nas c o n d i ç õ e s exigidas no teorema 1 . 

V a m o s mostrar que ê s t e ú l t i m o teorema e, con
sequentemente, o teorema 1, e s t ã o Int imamente 
ligados à s propr iedades de c o n e x ã o do conjunto 

de pontos de u m intervalo . P a r a isso ponhamos 
a seguinte importante d e f i n i ç ã o : 

D e f i n i ç ã o 1. Um conjunto E de pontos diz-se 
conexo se, qualquer que fôr a sua decomposição 
em dois conjuntos não vasios e disjuntos, um pelo 
menos desses dois conjuntos tem um ponto de 
acumulação do outro. 

Representando por X' o conjunto dos pontos 
de a c u m u l a ç ã o de u m conjunto X , ou como tam
b é m se diz o der ivado de X , podemos a f i rmar 
que u m conjunto E s e r á conexo quando para 
t ô d a a d e c o m p o s i ç ã o do tipo : 

(1) E—A +B, A=t=0, B=j=0, A-B=0, 

f ô r s e m p r e ver i f i cada a r e l a ç ã o 

(2) A-B'+A'-B=f=0. 

E s t a ú l t i m a f ó r m u l a diz-dos q u e : ou A • B'=£0 
e e n t ã o e m A existe u m ponto ao menos de B1 

e portanto u m ponto de a c u m u l a ç ã o de B ; ou 
A1 • B=fcO e e n t ã o em B existe u m ponto ao menos 
de A' e portanto u m ponto de a c u m u l a ç ã o de A ; 
ou A • B'=/=0 e A' • B=fcO e os dois casos a p r e s e n -
tam-se s imultaneamente . 

V a m o s demonstrar que : um intervalo (a , b) è 
um conjunto conexo m . 

P a r a isso consideremos u m a d e c o m p o s i ç ã o a r b i -
r á r i a do tipo (1) : \ 

(a,b)=A+B, Aj=0, B4=0, A-B=>0. 

P o r s e r A • B=0 , o ponto b pertence n e c e s s à 
r iamente a u m e s ó u m dos dois conjuntos A e 
B ; suponhamos que se tem b e B . 

O conjunto A e s t á contido no intervalo ( a , b), 
é pois l imitado e tem u m l imite super ior p . 

S e p=~a, caso e m que A se reduz ao ponto a, 
p é u m ponto de a c u m u l a ç ã o de B, logo A • B'^=0. 

S e p=j=a e p = b, caso e m que B se reduz ao 
ponto b, p é u m ponto de a c u m u l a ç ã o de A , 
logo A-B'=f=0. 

S e p^=a e p=fcb, p é u m ponto inter ior ao 
intervalo (a, b), e por s e r l imite s u p e r i o r de A , 
é u m ponto de a c u m u l a ç ã o de A, e pe la m e s m a 
r a z ã o ainda, qualquer v i z i n h a n ç a de p tem à 

O leitor pode omitir a demonstração dêste resultado 
que é deveras natural. Mas se o leitor tiver a ânsia de pro
blemas, poderá, ao contrário, estudar a fundo a mesma 
demonstração e procurar, por exemplo, demonstrar esta 
proposição mais geral: todo o intercalo n-dtmensionat ê 
am conjunto conexo. 

Isso permitir-Ihe-la de um golpe, generalizar aos espaços 
a um número qualquer de dimensões inteiras, o teorema 2, 
que se vai demonstrar mais adiante. 
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dire i ta de p u m ponto de B, logo p s e r á t a m b é m 
ponto de a c u m u l a ç ã o de B, e portanto temos : 
peA'-B'=l=Q. 

Mas sendo A • B=0, n e c e s s à r i a m e n t e ou é peA, 
ou é peB. S e peA, como é t a m b é m peA'-B' c i 1 , 
t e r e m o s : A-B]=j=0; se peB, como ê t a m b é m 
peA' • B'cA', t e r e m o s : A'-B=fcO. 

E m todos os casos p o s s í v e i s se tem para a de
c o m p o s i ç ã o a r b i t r á r i a que c o n s i d e r á m o s , a r e l a 
ç ã o ( 2 ) : A • B'+A' • Bj=0. 

E m v ir tude da d e f i n i ç ã o 1 , podemos conc lu i r 
que o intervalo ( « , b) é u m conjunto conexo. 

c. q. d. 

P a r a f inalmente p ô r e m r e l ê v o as r e l a ç õ e s entre 
o c o n t e ú d o do teorema 2 , ou do teorema 1, e as 
propr iedades de c o n e x ã o do conjunto de pontos 
de um i n t e r v a l o , demonstremos o teorema 2 , 
seguindo u m a nova ordem de i d é a s . 

Cons ideremos e n t ã o u m a f u n ç ã o f (x) c o n t í n u a 
nos pontos do intervalo {a , b) e suponhamos que 
[ f ( « ) -4= f (b)]. S e j a k u m n ú m e r o r e a l c o m p r e e n 
dido entre / a) e f (b), e suponhamos que a f u n 
ç ã o n ã o tomava o va lor k e m n e n h u m ponto do 
intervalo (a, b). 

De s ig n emos por A o conjunto dos pontos 
xe(a,b) tais que f ( x ) < k , e des ignemos por B 
o conjunto dos pontos xe\a,b) tais que f ( x ) > k . 
S e r á evidentemente : 

(a,b)=A+B, A-B=0, 
e como o ponto a pertence a u m dos dois con
juntos e o ponto b certamente pertence ao outro, 
s e r á : 

A ± 0 , B4=0. 

T o m e m o s u m ponto x0 pertencente a A, sendo 
por d e f i n i ç ã o f ( x a ) < k . P o n h a m o s 

« = £ - / ( * 0 ) , £ # = 0 . 

Como a f u n ç ã o f ( x ) é por h i p ó t e s e continua 
nos pontos do intervalo e como x0e ác(a ,b), a 
f u n ç ã o é c o n t í n u a e m xo , e e n t ã o , à q u e l e v a l o r 
de s > 0 , bem determinado para o ponto x0, cor
r e s p o n d e r á u m a v i z i n h a n ç a V 0 do ponto xa, tal 
que para cada ponto xeVx • (a ,b) se tem 

I / ( * ) - / ( * » ) l < . 
o que dá devido ao va lor de t 

/ ( * ) < * • 

Portanto todos os pontos de Vm • (a ,b) per ten
c e m ao conjunto A e o ponto x0, qualquer que 
ê l e s e ja , n ã o é ponto de a c u m u l a ç ã o de B. T e m - s e 
pois A • £ ' = 0 . U m r a c i o c í n i o a n á l o g o dar ia 
A' • 3 = 0. O intervalo (a, 6) n ã o s e r i a u m c o n 
junto conexo, e a c o n t r a d i ç ã o resul ta de se ter 

admitido que f ( x ) n ã o a s s u m i a em (a,b) o va lor k. 
O teorema encontra-se demonstrado. 

Nesta d e m o s t r a ç ã o se v ê dum modo c laro que : 
para a f u n ç ã o / (x) a s s u m i r o va lor k c o m p r e e n 
dido entre f ( a ) e f ( b ) t e s senc ia l que o conjunto 
dos pontos do intervalo (a , b) s e j a conexo. 

É essenc ia l mas n ã o é n i sso que res ide t ô d a a 
e s s ê n c i a do facto : o leitor que medite no p a p e l 
n ã o menos essenc ia l desempenhado pela conti
nuidade da f u n ç ã o . 

É evidente que o teorema 2, arras ta como con
s e q u ê n c i a o teorema 1 , e t í n h a m o s visto que o 
teorema 1 impl i cava o teorema 2. D e m o n s t r á m o s 
de duas mane iras u m m e s m o facto pois os dois 
teoremas s ã o logicamente equivalentes . 

Po i s bem : na d e m o n s t r a ç ã o que demos do teo
r e m a 1, ressa l ta t ô d a a i m p o r t â n c i a da cont inui
dade da f u n ç ã o . 

O conceito de intervalo é c o m p l i c a d í s s i m o , mas 
n ã o i n e x t r i c á v e l : das imensas propriedades topo
l ó g i c a s do conjunto de pontos de u m intervalo 
foi-se buscar uma, aquela que i n t e r v é m dec i s iva 
mente no facto anal isado. S e r i a u m e x e r c í c i o út i l 
para u m estudante de m a t e m á t i c a decompor o 
conceito de continuidade procurando dentro d ê l e 
aquela ou aquelas propr iedades que jogam na 
d e m o n s t r a ç ã o . 

Pode evidentemente dar-se o caso de s e r o con
ceito de continuidade, todo inteiro, a i n t e r v i r ( , ) . 
S ò m e n t e u m h á b i t o de m e d i t a ç ã o e u m a t é c n i c a 
de a n á l i s e p o d e r á l e v a r u m estudante a p r o n u n -
c iar - se s ô b r e ê s t e ou outros factos s e m e l h a n t e s » 

T o d o o estudante de m a t e m á t i c a n u m a escola 
super ior dever ia s e r orientado pelos seus mestres 
neste caminho. P a r a i sso é i n d i s p e n s á v e l que o 
mestre possua o h á b i t o da r e f l e x ã o e a t é c n i c a 
p r ó p r i a da a n á l i s e que s ò m e n t e lhe p o d e r ã o v i r 
das suas continuadas e prolongadas i n v e s t i g a ç õ e s . 

Outro qualquer m é t o d o de estudo, adoptado 
por estudantes de m a t e m á t i c a e consentido por 
mes tres e m e t o d ó l o g o s , diferente d ê s t e que se 
apontou, p o d e r á conduzir o aluno, no f ina l do ano 
ou nas proximidades de u m exame, a s a b e r (?) 
h i p ó t e s e s e teses, a conhecer m e s m o a t é , quando 
tal lhe s e j a exigido, t é c n i c a s de d e m o n s t r a ç ã o , 
m a s todos ê s s e s conhecimentos s e r ã o à superf i c i e 
da pele, e n ã o t e r ã o penetrado profundamente 
no s er . 

E m m a t e m á t i c a ou e m qualquer outro r a m o do 
saber , mais val ioso do que saber , é . . . saber 
ref lect ir . 

Para o avaliar, poderia estudar-se o comportamento 
nas mesmas circunstâncias das funções, seml-continuas, 
uniformemente contínuas e aproximadamente contínuas. 
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P E D A G O G I A 
OS TRABALHOS M A N U A I S E O ENSINO DA GEOMETRIA 

Em números anteriores da «Ga/seta» temos publicado depoimentos 
de professores portugueses sobre a importância das construções expe

rimentais no ensino dos elementos da Geometria. 
A esses depoimentos juntamos hoje a seguinte transcrição de um artigo 
de Clara O. Larson ( T a f t High School, Chicago, Illinois/ publicado 
na Revista «.The Mathematics Teacher* Vol. X X X y , n.°4, Abtilde 1942. 

Manejar os objectos, t o c á - l o s , dá deles u m 
conhecimento concreto que a s imples a n á l i s e 
v i sua l , ainda que profunda, o desenho ou a idea
ç ã o , n ã o podem dar. 

No trabalho à escolha, do meu plano de geome
tria, alguns rapazes f i zeram modelos de made ira ; 
modelos apropriados à s d e m o n s t r a ç õ e s no quadro 
e outros destinados ao trabalho ind iv idua l no 
lugar. A lguns d ê s t e s modelos s ã o : 

1. Triângulos. A e x e c u ç ã o dum t r i â n g u l o , mos
tra, como nenhum outro processo o f a r á , que t r ê s 
lados determinam u m e u m s ó t r i â n g u l o r í g i d o 
que n ã o se deforma. Ê s t e facto p õ e em e v i d ê n c i a o 
uso dos t r i â n g u l o s e m d iversas c o n s t r u ç õ e s , como 
pontes, asnas, etc. P o d e m fazer-se modelos de 
t r i â n g u l o s i s ó s c e l e s , e q u i l á t e r o s , r e c t â n g u l o s , com 
â n g u l o s agudos de 30° e 60° e de 4 5 ° . 

2 . O q u a d r i l á t e r o que n ã o é r í g i d o , fig. 1) 

3 . O q u a d r i l á t e r o 
com uma barra d i a 
gonal que o torna 
r í g i d o . (fig. 2) 

4. O s t r i â n g u l o s 
i s ó s c e l e s que podem usar - se como aparelho para 
a b i s s e c ç ã o de u m â n g u l o que esteja dentro dos 
l imites impostos pelo instrumento, ifigs. 3 e 4) 
A s s i m na f igura 4 é ÃB=B~C; Â=û, logo DBA 
é igual a duas vezes u m dos â n g u l o s A ou C, ou, 
o que é o mesmo, ^ = ( 7 = 1 / 2 DBA . U m a r a n h u r a 
AC permite des locar a r é g u a BA, aumentando 

ou deminuindo o â n g u l o DBA dentro dos l imites 

impostos pelo aparelho. É c laro que AC nunca 

pode s e r maior que AB+BC. D è s t e aparelho 

• <r> 
fifi. 1 fig. 2 

(1) Estas ideias são tiradas dos exercícios do «Essentials 
of Plane Geometry* de Davide Eugene Smith, pág. 34, edi
tado por Uinn and Company. 

podem os alunos rea l izar dois m o d ê l o s de madeira , 
u m maior destinado aos trabalhos no quadro e 

fig. 3 •À G 

fig. 4 

outro mais pequeno para os trabalhos ind iv i 
duais . « (figs. 3 e 4) 

5. U m aparelho para b issectar um â n g u l o . í 3 )  

(fig. 5). C o m o é Ã~B = ÃD; BC=CD e Ã~C igual a 
s i mesmo, os t r i â n g u l o s [ABC] e [ADC] s ã o iguais 
e os â n g u l o s e m A s ã o iguais. C des l i sa l i v r e 
mente sobre a barra AC, conservando-se , durante 
o movimento, iguais aqueles dois t r i â n g u l o s . U m 
d o s a l u n o s 
c o n s t r u i u u m 
aparelho de me
tal, que permite 
o m o v i m e n t o 
l i vre de C s ô b r e 
a b a r r a A C . 
U m outro colo-
c o u u m a r a - fig. 5 fig. 6 fig. 7 

nhura na b a r r a AC, guia do movimento de C. 

(2) Probl. 6, pág. 166, do «New Plane Geometry* de Stone 
and Mallony. Editado por Benj. H. Sanborn and Co. 

(3) Ex. 12, pág. 107 do livro citado de Smith. 
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(fig. 6) E s t e s apare lhos i lus tram a igualdade e 
b i s s e c ç ã o do â n g u l o BAD. 

6. R é g u a s parale las , (fig. 7) S ã o de fác i l cons 
t r u ç ã o . P e q u e n o s parafusos com porcas l igam as 
t iras de made ira . O s lados constroem-se iguais. 
Q u a l q u e r que se ja o mov imento das b a r r a s é - s e 
s e m p r e conduzido a u m a f igura que é u m parale lo-
gramo. U m aluno u s o u as r é g u a s para mostrar 
que pelo facto de dois parale logramos terem p e r í 
metros iguais, n ã o se segue que tenham a m e s m a 
á r e a . Assentando o aparelho s ô b r e papel q u a d r i 
culado desenham-se v á r i o s parale logramos, f a 
zendo v a r i a r os â n g u l o s das r é g u a s . T o d o s ê l e s 
t ê m a m e s m a base mas al turas diferentes . C o m o 
a á r e a d u m parale logramo é igual ao produto da 
medida da base pela al tura, dois d ê s t e s para le lo 
gramos n ã o t e r ã o a m e s m a á r e a enquanto os lados 
n ã o p a s s a r e m pela m e s m a p o s i ç ã o perpendicu lar . 
O r e c t â n g u l o por ter a maior al tura, tem t a m b é m 
a maior á r e a . 

7. O s rapazes que t ê m desenho de m á q u i n a s 
mos traram à c lasse como se t r a ç a m l inhas p a r a 
lelas usando a prancheta e a r é g u a T . A s l inhas 
parale las podem t r a ç a r - s e baseando-se no p r i n c í 

pio que d i z : duas rectas s ã o parale las se os â n g u 
los correspondentes forem iguais. 

fig. 8 

8. T r a n s f e r i d o r com barra m ó v e l . Colocado n u m 
t r i p é pode s e r v i r p a r a m e d i r â n g u l o s no plano 
horizontal , (fig. 8). Tradução de J . Silva Paulo 

A S T R O N O M I A 
UMA N O V A SIGNIFICAÇÃO, N A C I O N A L E OFICIAL DA EXPRESSÃO «DIA SOLAR> 

por M e n u e / P e r e s Júnior 

A c o n d i ç ã o V I I I do Regulamento do trabalho e 
s a l á r i o s para os trabalhadores rura i s de 12 de 
Maio, d ê s t e ano, tem a seguinte r e d a c ç ã o : ! 

O período diário de trabalho terá a duração do 
dia solar, deduzidas apenas as horas destinadas 
às refeições e ao descanço dos trabalhadores. 

É evidente que dia solar n ã o tem aqui a sua 
s i g n i f i c a ç ã o usual e c l á s s i c a , pois e m tal caso ser ia 
obscura , v isto que o dia solar é a q u ê l e por que 
se regulam todos os povos, m e s m o a q u ê l e s que 
n ã o u s a m c a l e n d á r i o s so lares : por exemplo, nos 
c a l e n d á r i o s i srael i ta e m o s l é m i c o , e m que os me
ses s ã o r igorosamente lunares , os d ias s ã o solares . 

P o d e r i a dar-se a dia solar a s i g n i f i c a ç ã o usual , 
s e se entendesse por descanço todo o tempo que 
n ã o é destinado à s r e f e i ç õ e s e ao trabalho. T a l 
i n t e r p r e t a ç ã o teria, p o r é m , o defeito de n ã o se 
ap l i car apenas aos r u r a i s m a s a tôda a gente, 

inc luindo a que n ã o trabalha, e nada esclare
cer ia . 

A e x p r e s s ã o tem, pois , outra s i g n i f i c a ç ã o que é 
evidentemente a do p e r í o d o tradic ional do t raba
lho do campo e que n a l inguagem vulgar se c h a m a 
« d e sol a so l» . N ã o é, p o r é m , esta e x p r e s s ã o (e com 
ela a nova s i g n i f i c a ç ã o de dia solar) i senta de 
d ú v i d a s . A e x p l i c a ç ã o que dela se dá , geralmente, 
é a do p e r í o d o que va i do nasc imento ao ocaso 
do S o l e que é , portanto, o que antigamente se 
c h a m a v a o dia artificial ( e m o p o s i ç ã o a dia natu
ral que era o dia so lar verdade iro de 24 horas 
iguais) e se d iv id ia e m 12 partes iguais (horas 
desiguais) para os usos c iv i s ou e m 12 partes d e s i 
guais (horas planetárias) para os ju izos a s t r o l ó 
gicos. 

O g o v ê r n o n ã o quis re s susc i tar esta absoleta 
d e s i g n a ç ã o que n i n g u é m entenderia e que af inal 
n ã o corresponde ao p e r í o d o chamado « d e sol a 
s o l » porque ê s t e , ao c o n t r á r i o do que geralmente 
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se define, n ã o v a i do nasc imento ao ocaso mas é 
s i m o lapso de tempo e m que, no campo, se pode 
trabalhar com a luz do S o l , isto é, c o m e ç a u m 
pouco antes do nasc imento e t ermina u m pouco 
depois do ocaso ou, empregando uma l inguagem 
mais prec isa , c o m e ç a no inic io do c r e p ú s c u l o civil 
da m a n h ã e t ermina no f i m do da tarde. É no f im 

T E M A S D 
H á tempos já a R e d a c ç ã o da « G a z e t a de Mate

m á t i c a » pensara c r i a r u m a s e c ç ã o onde fossem 
propostos aos leitores mais interessados alguns 
temas de estudo e i n v e s t i g a ç ã o sobre v á r i o s a s s u n 
tos de i m p o r t â n c i a mas a c e s s í v e i s aos conhec i 
mentos da maior ia dos nossos le i tores . N ã o faltam, 
com efeito, temas de trabalho quer dentro dalguns 
c a p í t u l o s da m a t e m á t i c a c l á s s i c a , que podem, 
p o r é m , s e r explorados e m v á r i o s sentidos, ou s e r 
interpretados d u m ponto de v i s ta mais geral de 
acordo com as ideias actuais , quer dentro do vasto 
campo das modernas teorias m a t e m á t i c a s . H a v i a , 
no entanto, que encarregar desta importante e 
s i m p á t i c a tarefa u m grupo, t ã o grande quanto 
p o s s í v e l , de colaboradores , alguns dos quais 
ausentes do pals , e pedir - lhes ded icassem a s u a 
a t e n ç ã o e um pouco do s e u tempo l ivre , e m geral 
muito escasso, a ê s t e novo trabalho. E era o que 
se estava tratando de organizar. 

O artigo «O P r é m i o Nac iona l Doutor F r a n c i s c o 
G o m e s T e i x e i r a » do nosso colaborador A n t ó n i o 
Monteiro susc i tou p o r é m da parte dalguns dos nos 
sos j ó v e n s l e i t o r e s o p e d i d o d e c r e a ç ã o d e s t a s e c ç ã o 
Ju lgamos interessante t r a n s c r e v e r parte de duas 
cartas que à R e d a c ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » 
d ir ig iram dois alunos do 2.° ano duma das nossas 
F a c u l d a d e s de C i ê n c i a s . N u m a das cartas diz-se: 

« L i o artigo da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » «O P r é 
mio Nac iona l Doutor E r a n c i s c o G o m e s T e i x e i r a » 
e concordo e m que ê s s e a p ê l o tem muita r a z ã o 
de s e r l a n ç a d o . E u s e m p r e t ive amor e u m a certa 
a p t i d ã o natural para a m a t e m á t i c a . E foi ê s s e 
m e s m o amor que me levou a esco lher c a r r e i r a 
quando complete i o 7.° ano. Gosto por isso de 
m e x e r na m a t e m á t i c a , de pa lpar os seus factos na 
m á x i m a real idade, e a t é mesmo de perscrutar , 
isto é, de invest igar. Mas para isso n ã o tenho tido 
q u e m me oriente ef icazmente, apesar de todos os 
m e u s Profes sores se o ferecerem para me dar 
todos os esc larecimentos . G o s m r i a , pois, que me 
f ô s s e m confiados temas de estudo e de invest iga
ç ã o , p a r a p ô r à p r o v a as minhas a p t i d õ e s n ê s s e 

do c r e p ú s c u l o c iv i l da tarde que os s inos das 
igrejas fazem ouv ir o toque das Ave-Marias que 
durante s é c u l o s (e em algumas terras a inda hoje ) 
foi o s ina l de largada do trabalho nos campos . 

S e a nova s i g n i f i c a ç ã o de dia solar inc lu i ou 
n ã o os c r e p ú s c u l o s é q u e s t ã o em que os advo
gados podem d a r largas à sua habi l idade. 

E S T U D O 
sentido. P o r isso, corro ao encontro da nossa 
« G a z e t a » , pedindo : n ã o se espere que os nossos 
Pro fe s sores apresentem os temas e os resul tados 
da s u a i n v e s t i g a ç ã o , mas a p r ó p r i a « G a z e t a » que 
nos conceda ê s s e s temas, com os quais possam os 
a lunos a f iar o seu engenho m a t e m á t i c o . P o r m i m , 
f i car ia muito grato se v i s s e no n ú m e r o de Julho 
ê s s e s temas c o m que me pudesse entreter e estu
dar m a t e m á t i c a durante as f é r i a s grandes, s ô b r e 
Complementos de Á l g e b r a e Geometr ia P r o j e c t i v a 
e m e s m o s ô b r e outras cadeiras , os quais in teres 
s a r ã o outros e a m i m e m p r ó x i m o s anos. P a r e -
ce -me boa a a l tura do ano, pois que, l ibertos das 
o b r i g a ç õ e s dos exames poderemos estudar aqui lo 
que nos aprouver , s e m p r e s s a s e, portanto, com 
mais s e g u r a n ç a e c o n s c i ê n c i a » . 

Na outra carta l ê - s e : 

« M e n c i o n a - s e ne s se artigo como u m a das causas 
da i n d i f e r e n ç a por ê s t e p r é m i o o facto dos p r o 
fessores n ã o p r o p o r e m aos seus alunos temas de 
trabalho ; fundado nesta c o n s i d e r a ç ã o , l e m b r a v a 
à r e d a c ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » se n ã o se 
poderia inc i tar os le itores da rev i s ta a c o n c o r r e r 
ao referido p r é m i o , publ icando temas de m a t e m á 
tica nas c o n d i ç õ e s do p r é m i o e que p u d e s s e m s e r 
tratados pelos leitores, indicando-se a b ibl iogra
fia re lac ionada com os temas p r o p o s t o s » . 

O s acontecimentos prec ip i taram-se e n ó s a p r e s -
samo-nos a ind icar já a lguma coisa para esta i n c i 
piente s e c ç ã o e m o r g a n i z a ç ã o , t ranscrevendo u m 
tema que nos foi enviado pelo nosso colaborador 
e m Z u r i c h , o bolseiro do Instituto P a r a a A l t a 
Cu l tura , Hugo B . R i b e i r o , e a lgumas outras ind i 
c a ç õ e s fornecidas pela m e s m a carta : 

« . U m tema que s e r i a de grande i n t e r ê s s e para 
os alunos das nossas F a c u l d a d e s de C i ê n c i a s é o 
da Teoria Elementar dos Poliedros e e spec ia l 
mente (o que se mostra como excepcionalmente 
instrut ivo) o estudo do desenvolv imento desta teo
r i a desde E u l e r , a a n á l i s e das d iversas demonstra 
ç õ e s do teorema de E u l e r . O assunto tem u m 
c a r á c t e r e lementar e é capaz de despertar , desde 
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o i n í c i o , u m a curios idade que se t rans formar ia 
f à c i l m e n t e e m verdade iro interesse . P o r outro 
lado n ã o tem sido cult ivado entre n ó s e constitui 
u m c a p í t u l o i n t r o d u t ó r i o a u m assunto moderno 
cujo desenvolv imento é hoje t ã o importante, a 
Topolog ia , e i n t r o d u t ó r i o a inda a a p l i c a ç õ e s r e c e n 
temente desenvolv idas da Á l g e b r a Moderna. E m 
l í n g u a a l e m ã es tudar-se - iam com esta o r i e n t a ç ã o 
as l i ç õ e s de Steinits redigidas e ampl iadas por 
Rademacher « V o r l e s u n g e n ù b e r die T h é o r i e der 
P o l y e d e r unter e insh luss der E l e m e n t e der T o p o -
l o g i e » , B e r l i n , Spr inger , 1934. 

A o s alunos das nossas escolas de engenharia e 
espec ia lmente aos do Instituto S u p e r i o r T é c n i c o , 
queremos indicar u m l ivro onde e n c o n t r a r ã o inte
ressantes temas de trabalho. T r a t a - s e de "Mathe
matics appl i ed to e lectr ical e n g i n e e r i n g » de A . 
G . W a r r e n , N e w - Y o r k , ed. v a n Nostrand C o m -

E m f ins de Maio do corrente ano real izou o 
Prof . R u y L u í s G o m e s no Centro de E s t u d o s de 
M a t e m á t i c a da U n i v e r s i d a d e do P ô r t o algumas l i 
ç õ e s s ô b r e « A r e s o l u ç ã o da identidade em e s p a ç o s 
s e p a r á v e i s e n ã o s e p a r á v e i s » . O referido profes
sor e s c r e v e u para os nossos le itores o r e s u m o 
que segue : 

Dentro do moderno desenvolv imento da teoria 
do e s p a ç o de Hi lber t , devido pr inc ipa lmente a 
J . v . N e u m a n n , F . R i e s z e M . H . Stone, ocupa um 
lugar importante o estudo dos operadores l inea
r e s , a t r a v é s da sua d e c o m p o s i ç ã o espectra l c a n ó 
n i c a : (1) A =JXrf^(X). 

£ ( X ) é u m a r e s o l u ç ã o da identidade e a inte
g r a ç ã o ( s i m b ó l i c a ) (1) deve tomar-se no sentido 
de St ie l t jes . A igualdade ( 1 ) , ou melhor 

(Af,g)=J \ d ( E ( X ) f , g ) , é v á l i d a p a r a todos os 
—m 

elementos / e H ( e s p a ç o de H i l b e r t ) tais que 

J d [E (\) JY <+oo ; g qualquer. S e qu izermos 

de f in ir u m a i n t e g r a ç ã o L e b e s g u e - S t i e l t j e s , o que 
de resto já se encontra, embora n u m a forma dife
rente , n a obra de H . Stone, « L i n e a r T r a n s f o r m a -

pany, inc . 1941. D è s t e l ivro podemos dizer que 
e s t á repleto de exemplos e c o n t é m , a l é m das a p l i 
c a ç õ e s e lementares e das teorias das e q u a ç õ e s 
d i ferencia is , s é r i e s de F o u r i e r , f u n ç õ e s de B e s s e l , 
etc., certos c a p í t u l o s pouco divulgados entre n ó s , 
como o C á l c u l o de H e a v s i d e , t r a n s f o r m a ç õ e s con
formes e respec t ivas a p l i c a ç õ e s e út i l biblografia . 
A p r o v e i t a m o s a oportunidade para c i tarmos u m a 
outra publ c a ç ã o recente embora n ã o p r o p r i a 
mente m a t e m á t i c a . T r a t a - s e do l ivro « D i e e lektro-
n e n r õ h r e ais P h y s i k a l i s c h e s M e s s g e r â t » ( A v á l 
v u l a e l e c t r ó n i c a como instrumento de m e d i ç õ e s 
f í s i c a s ) de Josef Schint lmeis ter , W i e n , S p r i n 
ger 1942. 

C h a m a m o s f inalmente a a t e n ç ã o do leitor p a r a os 
artigos publ icados nas p r i m e i r a s p á g i n a s d ê s t e n ú 
mero onde s ã o dadas s u g e s t õ e s v á r i a s que podem 
aprove i tar - se no sentido de novas i n v e s t i g a ç õ e s . 

tions in H i l b e r t S p a c e » — C a p . V I — temos de 
subst i tuir as f u n ç õ e s de intervalo 7 = [a,b] £ / í i t ( / ) = 
= ( E ( I ) f , g ) ou U , ( I ) = \ E ( l ) f \ z por uma me
dida exterior a u m a certa c las se adit iva. 

N a nossa e x p o s i ç ã o part imos da f u n ç ã o adit iva 
e n ã o - n e g a t i v a de intervalo Uf (I)= [ E ( I ) / ] • para 
constru ir à mane ira de L e b e s g u e , a medida exte
r ior Uf (A) = \im inf 2 U, ( /„ ) , re la t iva ao c o n -

Acl.Il 
junto AczRt. 

A c i r c u n s t â n c i a de U f ( I ) s e r o quadrado da 
n o r m a da p r o j e c ç ã o E ( / ) de / , levou-nos a a v e 
r iguar se n ã o s e r i a p o s s í v e l def in ir u m a nova p r o 
j e c ç ã o E(A), f u n ç ã o u n í v o c a de A, que apl icada 
ao e lemento f e H desse o m e s m o resultado que 
U f ( A ) . 

O r a , as c o n c l u s õ e s a que c h e g á m o s foram as 
seguintes : 

a) O e s p a ç o é s e p a r á v e l . 

É s e m p r e p o s s í v e l de terminar a p r o j e c ç ã o 
E(A), f u n ç ã o u n í v o c a de A , e as suas p r i n c i p a i s 
propr iedades s ã o : 

1 ° ) £ ( * i ) - l , £ ( 0 ) = 0 
2 ° ) E (A) < E (B), AczB 
3. °) E (A) • E {B)=E (B) • E(A); 
4. ° ) E<szAn)=*E(An) 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
CENTRO DE ESTUDOS DE MATEMÁTICA D O PORTO 

A r e s o l u ç ã o d a i d e n t i d a d e e m e s p a ç o s s e p a r á v e i s e n ã o s e p a r á v e i s 

http://Acl.Il


10 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

5.o) E{zAu)=z+E{A„), 

quando as p r o j e c ç õ e s se s u p õ e m apl icadas a e le 
mentos / re lat ivamente aos quais todos os A„ 
s ã o m e n s u r á v e i s U* . 

P) O e s p a ç o n ã o é s e p a r á v e l . 

S e A é u m conjunto boreleano ainda é p o s s í v e l 
definir, E(A), f u n ç ã o u n í v o c a de A , por m a 
ne ira que Uf (A) = \E ( A ) f \ z , p a r a todo / do 
e s p a ç o . 

S e A é qualquer , a p r o j e c ç ã o E (A) = 

M u l t i p l i c a ç õ e s v e c t o r i a i s 

N a F a c u l d a d e de C i ê n c i a s do P ô r t o , t em-se r e a 
l izado no Centro de E s t u d o s de M a t e m á t i c a , u m a 
s é r i e de l i ç õ e s subordinadas ao tema « M u l t i p l i c a 
ç õ e s vectoriais , assoc iat ivas e m o d u l a r e s » . 

O Prof . A l m e i d a e Costa a m à v e l m e n t e e s c r e v e u 
p a r a os le i tores da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » a se 
guinte noticia : 

, O assistente G o n ç a l v e s Miranda, desenvo lve 
u m a á l g e b r a l inear associat iva e m que os e l e m e n 
tos a , formados pelo conjunto de n n ú m e r o s 
complexos , s ã o tratados como habitualmente se 
faz nas refer idas á l g e b r a s . Introduz, p o r é m , a par 

= -re E(G^), permite -nos e s c r e v e r Uf (A) = 

= | E { A ) / | 2 , quando / é u m dos e lementos r e l a 
t ivamente aos quais A é m e n s u r á v e l Uf . 

Nota — S o b r e o prob lema geral de decompos i 
ç ã o espectra l de operadores l ineares e m e s p a ç o s 
s e p a r á v e i s ou n ã o , deve consul tar-se o ú l t i m o 
trabalho de B é l a v. S z . Nagy — « S p e k t r a l — dar -
stel lung L i n e a r e r T r a n s f o r m a t i o n e n des Hi lber t -
s chen R a u m e s » — [Ergebni s se des Mathematik 
und iher Grenzgebie te — B e r l i n 1942] . 

a s s o c i a t i v a s e m o d u l a r e s 

dos e lementos a , que designa por vectores con-
travariantes , e lementos covariantes da á l g e b r a , 
aos quais estende a propriedade associat iva . A p a 
r e c e m e n t ã o , naturalmente , os produtos mixtos. 

A r e p r e s e n t a ç ã o dos e lementos da á l g e b r a por 
matrizes é l imitada à c o r r e s p o n d ê n c i a de produto 
a produto. 

O ass istente G . Miranda dá , f inalmente, u m a 
imagem no e s p a ç o project ivo « - d i m e n s i o n a l dos 
s e u diferentes resultados. O fundamento da cons
t r u ç ã o da imagem res ide e m fazer corresponder 
u m ponto a cada elemento contravariante e u m 
plano a cada vector covariante . 

O p r o f e s s o r A l e x a n d r e P r o c a e m P o r t u g a l 

Chegou a Portugal o Prof . A l e x a n d r e Proca , do 
Instituto H e n r i P o i n c a r é de P a r i s , que, conforme 

. j á aqui n o t i c i á m o s , assumindo a d i r e c ç ã o dos t r a 
balhos do S e m i n á r i o de F í s i c a T e ó r i c a anexo ao 

Centro dos E s t u d o s M a t e m á t i c o s do P ô r t o , v e m 
cont inuar a obra in ic iada pelo Prof . Guido B e c k , 
que se encontra actualmente a trabalhar no O b s e r 
v a t ó r i o A s t r o n ó m i c o de C ó r d o b a (Argent ina) . 

SÔBRE O ENSINO DA FÍSICA EM ZURIQUE 
p o r A. Gibert 

(bolseiro do Instituto para a Alta Cultura, em Zurique) 

N a E s c o l a P o l i t é c n i c a F e d e r a l de Z u r i q u e existe 
uma s e c ç ã o de M a t e m á t i c a e F í s i c a , a s e c ç ã o I X , 
e, t a m b é m u m a A s s o c i a ç ã o dos antigos alunos da 
s e c ç ã o I X . 

E m J a n e i r o d ê s t e ano, durante u m a das s e s s õ e s 
desta A s s o c i a ç ã o , u m dos seus m e m b r o s a lv i trou 
que se procedesse à reco lha de i n f o r m a ç õ e s que 
tornassem p o s s í v e l fazer ao Conse lho E s c o l a r u m a 
proposta documentada tendente a melhorar o e n 
s ino ( D e v e m o s d izer que ê s t e já é considerado 
geralmente, na E u r o p a , como muito bom). 

O resultado d ê s s e i n q u é r i t o acaba de s e r a p r e 
sentado à re fer ida A s s o c i a ç ã o que encarregou 
imediatamente u m a c o m i s s ã o de e laborar a r e p r e 

s e n t a ç ã o que deve s e r submet ida ao Conse lho 
E s c o l a r (Schulrat ) . No entanto, a i n f l u ê n c i a d ê s t e 
pr ime iro passo, despido de qualquer c a r á c t e r of i 
c ia l , j á se f a r á sent ir no p r ó x i m o semestre a tra 
v é s da c r i a ç ã o de um Seminário de Matemática 
para físicos i n c l u í d o no quinto semes tre do curso . 

O trabalho pre l iminar consist iu na r e u n i ã o das 
respostas a u m grupo de preguntas, entre a s qua i s 
destacamos as seguintes : 

4. i S e r á útil p a r a os f í s i c o s a cade ira de G e o 
metr ia D e s c r i t i v a com o desenvolv imento actual 
(dois semestres ) ? R esp os ta s : 1, s i m ; 21, a p e n a s 
u m semestre . 
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O b s e r v a ç ã o : É natural que cause certa a d m i r a 
ç ã o a alguns le i tores da Gazeta de Matemática 
que n ã o tenha sido votada, p u r a e s implesmente , 
a s u p r e s s ã o da cadeira . Mas, é prec iso n ã o esque
c e r que o Instituto de F í s i c a , apesar da sua grande 
i n d e p e n d ê n c i a , e s t á ligado à grande escola de e n 
genhar ia que é a E . P . F . e é, pois , natural que 
sofra a sua i n f l u ê n c i a . P o r outro lado entende-se 
a q u i que a cul tura geral tem sua i m p o r t â n c i a e 
reconhece - se a inda que certos aspectos modernos 
da Geometr ia D e s c r i t i v a in teressam alguns r a m o s 
d a F í s i c a . 

6. 4 N ã o s e r i a conveniente que se in troduz issem 
os seguintes cursos : a) M é t o d o s m a t e m á t i c o s da 
F í s i c a ; b) I n t r o d u ç ã o à F í s i c a t e ó r i c a ? Respos 
tas : 3, contra ; 19 a favor . 

O b s e r v a ç ã o : No que diz respeito à a l í n e a a) 
n ã o se deve conc lu ir da pregunta que n ã o é já 
dada aqui aos a lunos abundante mater ia l t e ó r i c o 
e p r á t i c o re lat ivo a ê s s e s m é t o d o s (o que se torna 
evidente depois da le i tura do plano de estudos 
que damos no f im) . No entanto, p a r a as e x i g ê n 
c ias actuais da F i s i c a , ê s s e ens ino parece n ã o ter 
tomado a inda todo o desenvolv imento d e s e j á v e l -

Quanto à a l í n e a b) a s i t u a ç ã o é a seguinte : 
E n t r e os cursos de F í s i c a exper imenta l do p r o 
fessor S c h e r r e r ( b e m conhecido pelo s e u traba
lho fundamental s ô b r e o chamado efeito Debye-
-Scherrer) e as l i ç õ e s de F í s i c a t e ó r i c a do professor 
G . W e n t z e l ( u m dos f í s i c o s t e ó r i c o s de maior vulto 
da actual idade) n ã o existe u m curso de t r a n s i ç ã o , 
conscientemente organizado c o m ê s s e f im, que 
prepare os alunos, por u m lado, para um m a i s 
f á c i l progresso nos m é t o d o s da teoria e, por outro 
lado, que consolide, com a i n d i s p e n s á v e l arga
m a s s a t e ó r i c a , os conhecimentos adquiridos c o m 
a experiência. 

7. i S e r á a teoria das f u n ç õ e s n e c e s s á r i a p a r a 
os f í s i c o s ? Respos tas : 2, n ã o , 19, s i m , o que d i s 
pensa c o m e n t á r i o s . 

9. i A c h a suf ic iente o curso de Q u í m i c a ? R e s 
postas : 0, s i m ; 21, n ã o . 

O b s e r v a ç ã o : Ca lcu lo que alguns inimigos da 
t ã o falada, s e p a r a ç ã o , em Portugal , da Q u í m i c a e 
d a F í s i c a (que se d e v e r i a antes l igar à M a t e m á 
tica) p o d e r ã o s u p o r encontrar aqui j u s t i f i c a ç ã o 
p a r a a s u a c o n d e n á v e l atitude inconsc iente m a s 
pern ic iosa . Mas, enganam-se ! É que, presente 
mente, o curso de F i s i c a da E . P . F . (8 s emes tres ) 
conta u m a ú n i c a cade ira semes tra l de Q u í m i c a 

( i n o r g â n i c a ) apenas com t r ê s horas s e m a n a i s de 
l a b o r a t ó r i o . Isto é , manifestamente , m u i t í s s i m o 
pouco, pois é c laro que um f í s i c o prec i sa de pos
s u i r as n o ç õ e s e m é t o d o s fundamentais da Q u í 
mica , nomeadamente , da Q u í m i c a I n o r g â n i c a . Mas 
para que p o d e r ã o s e r v i r aos f í s i c o s c o n h e c i m e n 
tos espec ia i s de Q u í m i c a o r g â n i c a ? E , para que 
p o d e r á s e r v i r , s e j a a q u e m for, a t r a n s f o r m a ç ã o 
do s e u e s p í r i t o em f icheiro de recei tas de A n á l i s e 
Q u í m i c a ? ! 

Note-se bem, pois, que é ê s t e o e s p í r i t o daque
les 21 i n d i v í d u o s que n ã o acham sufic iente o actual 
ensino da Q u í m i c a na E . P . F . 

S ã o estes alguns exemplos dos assuntos de que 
consta o i n q u é r i t o p r e l i m i n a r a que nos re fer imos . 
B r e v e m e n t e , e s p e r a m o s poder ter o c a s i ã o de des 
c r e v e r o desenvolv imento desta act iv idade t ã o 
progress iva . 

P o r outro lado, por nos p a r e c e r complemento 
i n d i s p e n s á v e l do que precede , v a m o s dar a inda o 
plano geral dos estudos o r d i n á r i o s d u m aluno de 
F í s i c a da s e c ç ã o I X . 

O curso consta de v á r i a s cadeiras , u m a s o b r i 
g a t ó r i a s , facultativas' outras, d i s t r i b u í d a s por oito 
semes tres . O s e x a m e s fazem-se e m duas é p o c a s 
apenas : u m a no f i m do quarto semestre , outra 
depois do oitavo semestre . A s cade iras dos quatro 
p r i m e i r o s s emes tres s ã o comuns para os a lunos 
de M a t e m á t i c a e de F í s i c a . O s leitores p o d e r ã o 
encontrar a s u a l ista no artigo de M a r i a do P i l a r 
R i b e i r o , n a Gazeta de Matemática n .° 12, p á g . 20. 
D e v e m apenas acrescentar , no terceiro semestre , 
u m a cade ira de Q u í m i c a I n o r g â n i c a (duas horas de 
teoria e t r ê s de l a b o r a t ó r i o ) . 

O e x a m e no f inal dos quatro p r i m e i r o s s e m e s 
tres consta de p r o v a s s ô b r e : 1) C á l c u l o d i f eren
c ia l e integral; 2) M e c â n i c a I e I I ; 3) F í s i c a I e I I ; 
4) Geometr ia D e s c r i t i v a I e I I e Geometr ia V e c t o 
r i a l ; 5) Q u í m i c a . A s notas das provas í , 2 e 3 t ê m 
o coef ic iente 2 e as das restantes o coef ic iente 1. 

D e p o i s do quarto semestre os alunos t ê m grande 
l iberdade de e s c ô l h a , pois ex i s tem c ê r c a de se s 
senta cursos para ê s s e grau de ensino. C o m o 
exemplo , ind icaremos a lgumas das cade iras d a 
quinto e sexto semes tres dest inadas, part i cu lar 
mente, a f í s i c o s : 

C á l c u l o das probabi l idades (2 horas) , F u n ç õ e s 
a n a l í t i c a s (3 horas) , E q u a ç õ e s d i ferenc ia i s l inea
r e s (3 horas) , T e o r i a do potencial (3 horas e 1 hora 
de e x e r c í c i o s ) , E q u a ç õ e s à s der ivadas parc ia i s da 
teoria do ca lor (2 horas) , S e m i n á r i o s ô b r e m é t o 
dos m a t e m á t i c o s da m e c â n i c a q u â n t i c a (2 horas) , 
M é t o d o s n u m é r i c o s (2 boras) , D e s c a r g a nos gazes 
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(2 horas) , M e c â n i c a o n d u l a t ó r i a (2 horas) , S e m i 
n á r i o s ó b r e problemas actuais da f í s i c a e x p e r i 
mental (2 horas) , T é c n i c a da alta f r e q u ê n c i a 
(2 horas) , T e o r i a e l e c t r ó n i c a dos metais e s e m i -
-condutores (2 horas) , C o l ó q u i o de f í s i c a (2 horas) , 
Ó p t i c a t e ó r i c a (3 horas) , E x e r c í c i o s de ó p t i c a t e ó 
r i c a (1 hora) , E s t a t í s t i c a q u â n t i c a (1 hora) , S e m i 
n á r i o de f í s i c a t e ó r i c a (2 horas) , P r o b l e m a s de 
radioact iv idade natural e art i f ic ia l (1 hora) , etc. 

No quinto, sexto e s é t i m o semestres os alunos 
de F í s i c a t ê m ainda trabalhos a v a n ç a d o s de labo
r a t ó r i o todos os dias s e m h o r á r i o certo. N a r e a l i 
dade, o aluno avançado de F í s i c a entra no l a b o r a 
t ó r i o à s 7 ou 8 horas da m a n h ã e sa i à s 6 horas 
da tarde, abandonando-o apenas para a r e f e i ç ã o 
do meio dia e para ass i s t i r aos cursos que lhe i n 
t eres sam. No oitavo semestre fazem os chamados 
trabalhos pessoais de Física, que cons i s tem n a 
r e s o l u ç ã o de u m tema de trabalho a rea l i zar e m 
quatro meses e do qual d e v e m entregar u m r e l a 
t ó r i o que constitui o chamado trabalho de diploma. 
N a e x e c u ç ã o d ê s t e exigem-se , pelo menos, 24 ho
r a s s emanai s de l a b o r a t ó r i o . 

O exame, no f ina l dos segundos quatro s e m e s 
tres, consta de provas s ô b r e : 1) F í s i c a e x p e r i 
mental , 2) F í s i c a t e ó r i c a , 3) A n á l i s e m a t e m á t i c a , 
4) U m curso l i vre à e s c ô l h a entre A s t r o n o m i a , 
A l t a M e c â n i c a , P r á t i c a de A n á l i s e , C á l c u l o das 
Probabi l idades , T é c n i c a de A l t a F r e q u ê n c i a , Q u í 
mica , Mineralogia , Geodes ia . A s notas das t r ê s 
p r i m e i r a s provas t ê m o coeficiente 2 e a da quarta 
apenas 1. 

A respe i to do ensino da F í s i c a n a E . P . F . de 
Z u r i q u e muito m a i s se poderia e s c r e v e r com o 
f im de dar aos nossos estudiosos u m a i d é i a do 
que ê s s e ens ino poderia s e r na nossa terra . E s t a s 
notas r á p i d a s n ã o pretendem ter outra f inalidade, 
m a s talvez a a t injam melhor, se c o n c l u í r e m com 
duas o b s e r v a ç ã e s . 

1. Q u a l q u e r aluno da E . P . F . , pelo menos e n 
quanto o é , n ã o pensa noutra coisa s e n ã o no seu 
trabalho, n ã o tem a p r e o c u p a ç ã o dos exames, mas 
s i m a de aprender ; s ó v a i aos cursos que o inte
r e s s a m , mas a ê s s e s v a i com o ú n i c o f im de a p r o 
ve i tar o m á x i m o do seu mestre ; estuda, enf im, 
porque quere saber e com o object ivo f u n d a m e n 
tal de adqu ir i r conhecimentos . 

2. Q u a l q u e r assistente ou professor da E . P . F . 
pode dedicar e dedica efect ivamente t ô d a a sua 
act ividade ao ensino e à i n v e s t i g a ç ã o ; n ã o é for
ç a d o a perder tempo com exames a p r e s t a ç õ e s , 
p r o c u r a aver iguar no exame o s a b e r do aluno 
(e n ã o a sua capacidade de re ter determinado n ú 
mero de p á g i n a s ) , c lass i f ica-o tanto melhor quanto 
mais personal idade o a luno r e v e l a e aprec ia dev i 
damente a e x t e n s ã o dos seus conhecimentos b i 
b l i o g r á f i c o s . 

O amor do estudo e u m a longa t r a d i ç ã o de t r a 
balho i n f a t i g á v e l e m todos os r a m o s da act ividade 
sao os factores dominantes da e levada p o s i ç ã o 
que a pequena S u i ç a ocupa no mundo c iv i l izado. 

Z u r i q u e , Ju lho de 1943. 

S Ô B R E N I C O L A U C O P É R N I C O 

(Notícia enviada da Suiça por A. SÁ DA C O S T A ) 

Nico lau C o p é r n i c o m o r r e u e m 24 de Maio de 
1543, poucos dias depois de r e c e b e r o pr ime iro 
e x e m p l a r da s u a pr inc ipa l obra c i e n t í f i c a — De 
revolutionibus orbium cœlestium — i m p r e s s a e m 
N u r e m b e r g . 

C o m e m o r a n d o o quarto c e n t e n á r i o da sua morte, 
anunc ia - se a p u b l i c a ç ã o e m nove vo lumes d u m a 
e d i ç ã o completa de t ô d a s as suas obras , cartas, 
escri tos e desenhos . 

Pouco antes do inic io da guerra actual s u r 
giu a i d é i a da p u b l i c a ç ã o das obras completas 
de C o p é r n i c o , cujo plano foi f ixado por u m a 
c o m i s s ã o de peri tos depois de u m a r e v i s ã o c u i 
dada. 

A s obras s e r ã o apresentadas , comulat ivamente , 
n a l í n g u a original e n u m a nova t r a d u ç ã o a l e m ã . 

S e r ã o publ icadas , n ã o s ó numerosas r e p r o d u ç õ e s 
do manuscr i to da obra fundamental descoberto no 
s é c u l o xix, mas t a m b é m c o m e n t á r i o s e desenhos 
a e la re lat ivos , reve lados por laboriosas pesquizas 
levadas a efeito na A l e m a n h a , na I tá l ia e na S u é 
c ia . C o m p l e t a r á a e d i ç ã o u m a bibliografia c o m 
pleta das obras de C o p é r n i c o e u m a s e l e c ç ã o de 
documentos re lat ivos à sua v ida e à s u a obra 
c i e n t í f i c a . 

O auxi l io da U n i ã o A l e m ã das C i ê n c i a s Nuturais 
permi t iu a e x e c u ç ã o imediata do plano da publ i 
c a ç ã o . A s s i m , o pr ime iro v o l u m e a p a r e c e r á b r e 
vemente no editor R . Oldenbonog ( M ú n i c h - B e r -
l i m ) e os dois seguintes s e r ã o publ icados a inda no 
ano corrente . A c o n c l u s ã o da e d i ç ã o e s t á prev i s ta 
para 1945. 
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REAL INSTITUTO DE ALTA MATEMÁTICA DE ITALIA 

A c h a m o s interessante publ i car n a « G a z e t a de 
M a t e m á t i c a » n o t í c i a dos cursos que t e r ã o lugar, 
no p r ó x i m o ano escolar 1943-44, no Instituto de 
A l t a M a t e m á t i c a de R o m a , centro de i n v e s t i g a ç ã o 
de alta categoria, de c u j a o r g a n i z a ç ã o e f u n c i o n a 
mento já demos ao leitor i n d i c a ç õ e s no nosso n ú 
mero 12. 

O leitor, curioso de conhecer u m pouco mais 
do que o t í tu lo dum curso , e n c o n t r a r á e m « R e n -
diconti di M a t e m á t i c a e del le sue a p p l i c a z i o n i » , 
R o m a , 1943. V o l . I V — f a s e . 1-2 um pequeno pro-
grama-resumo, acompanhado da bibl iografia acon
se lhada para a p r e p a r a ç ã o dos interessados e m 
seguir os refer idos cursos de que s ó t r a n s c r e v e 
mos os t í t u l o s . 

Cursos para o ano escolar de 1943-44 : 

U g o A m a l d i — Problemas de equivalência de sis
temas diferenciais. 

E n r i c o B o m p i a n i — Geometria diferencial das 
transformações. 

Renato Cacc ioppo l i — Os problemas de existên
cia da Análise como problemas de Geometria fun
cional. 

F a b i o Conforto — Funções automorfas e geome
tria algébrica. 

L u i g i F a n t a p p i è — As funcionais não lineares e 
as suas aplicações ao estudo dos auto valores e dos 
núcleos resolventes de um dado núcleo. 

G i o v a n n i G i o r g i — I — Conjuntos e números trans-
finitos ; I I — Matrizes e cálculo respectivo. 

Giul io K r a l l — As equações diferenciais e inte
grais da técnica. 

F r a n c e s c o S e v e r i — Continuação das teorias 
geométricas, topológicas e transcendentes concer
nentes às superficies e variedades algébricas. 

Antonio S ignor in i — Teoremas de confronto na 
Fisica-Matemática, o problema completo da balís
tica externa. , 

A N T O L O G I A 
MÉTODOS ALGORÍTMICOS —MÉTODOS DIRECTOS 

por G e o r g e s B o u f í g a n d 

(de «La causalité des théories mathématiques» págs. 5-7) 

O s m é t o d o s directos afastam-se pe las suas ten
d ê n c i a s dos m é t o d o s de c á l c u l o ou m é t o d o s algo
r í t m i c o s , cujo desenvolv imento , que data de D e s 
cartes e F e r m â t , conheceu a sua é p o c a á u r e a 
depois de Newton e L e i b n i t z . E m lugar de exc lu ir 
os m é t o d o s de c á l c u l o , os m é t o d o s directos t en 
dem a d i s c i p l i n á - l o s orientando-os no sentido do 
melhor rendimento . O algoritmo s e r á n u m a dada 
categoria de prob lemas u m a posteriori cujo 
exame directo t e r á p r è v i a m e n t e reve lado a m e 
lhor a d a p t a ç ã o p o s s í v e l . E n t r e v ê - s e a s s i m u m a 
das s o l u ç õ e s que a act ividade m a t e m á t i c a suge
r i r i a para r e s p o n d e r à pregunta de S e r g e B e r n s 
tein. E como exemplo a r e f o r ç a r , poder-se h ia c i tar 
o da a n á l i s e vectoria l , que acompanhando o s i m 
bol i smo da geometria a n a l í t i c a , se adapta m u i t í s 
s imo melhor do que esta a u m a grande quant i 
dade de problemas . 

E v o c a v a h á pouco a idade de ouro dos m é t o d o s 
a l g o r í t m i c o s . O apogeu do s e u desenvolv imento 
n ã o anda longe de 1799, ano e m que L a p l a c e es

c r e v i a : a a n á l i s e a l g é b r i c a b e m depres sa nos 
faz e sq u ecer o object ivo p r i n c i p a l das nossas i n 
v e s t i g a ç õ e s levando-nos a ocupar com c o m b i n a 
ç õ e s abstractas , e s ó no f i m é que nos reconduz 
ao ponto de part ida. Mas , abandonando-nos à s 
o p e r a ç õ e s da a n á l i s e , somos levados pela gene
ral idade d ê s t e m é t o d o » . 

E i s o que merece s e r meditado. A i d é i a de que 
o c á l c u l o pode, de a lgum modo, arras tar -nos , f u n -
damenta-se e m c o n s t a t a ç õ e s impress ionantes ; 
como exemplo , a possibi l idade, descoberta por 
L agrange , de introduzir , sob o nome de d i n â m i c a 
a n a l í t i c a , m é t o d o s de c á l c u l o a p l i c á v e i s ao estudo 
dos movimentos de que podem ser animados os 
mais var iados s i s temas materiais , mediante a ex-

<" Laplace, Système du monde, 1799. Esta passagem de 
Laplace é frequentemente comentada. Cfr. Pierre Bout roux, 
L'idéal scientifique des mathématiciens, Paris, Alcan> 
1920, cap. III : o apogeu e o declínio da concepção sintetista. 
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c l u s ã o do atrito e de certas l i g a ç õ e s , isto deixando 
ainda aberto o campo a u m a vasta general idade. 

Mas à medida que a complex idade dos prob le 
mas aumentava a ef icac idade do c á l c u l o d i m i n u í a . 
E m q u e s t õ e s de c a r á c t e r f í s i c o , a p r é v i a r e d u ç ã o 
a l g é b r i c a escondia por d e t r á s dos s í m b o l o s os 
aspectos do r e a l e, muito a p r o p ó s i t o , B o u a s s e 
poude fa lar « d a s be las coisas que os m a t e m á t i c o s 
c o b r e m d u m i m p e n e t r á v e l m i s t é r i o » . 

Muitos f í s i c o s sent i ram isto com pena. E foi esta 
a r a z ã o por que se procurou bastantes vezes acom
panhar as d e m o n s t r a ç õ e s r igorosas com provas 
intuit ivas , menos perfeitas, mas menos afastadas 
do concreto. No entanto, julgou-se por largo tempo 
i m p o s s í v e l conseguir o r igor por esta v ia , c o n s i 
derando eivados de v í c i o s r e d i b i t ó r i o s os r a c i o c í 
n ios dos f í s i c o s ou dos g e ó m e t r a s . 

S a b e - s e actualmente que n ã o se trata s e n ã o 
duma o p i n i ã o preconceb ida . O s m é t o d o s directos 
conduzem ao desenvolv imento de r a c i o c í n i o s c u j a 

trama, fortemente acusada, d á a i m p r e s s ã o d a m 
todo s imul taneamente harmonioso e i r r e d u c t í v e l . 
É - s e levado s e m rodeios da i n t u i ç ã o para a l ó g i c a . 
U n i c a m e n t e durante o percurso a p a r e c e m n o ç õ e s 
subtis, que se i m p õ e m r à p i d a m e n t e ao que pro
cura a s o l u ç ã o , mas que necess i tam da parte do i n 
vestigador, que os p õ e e m e v i d ê n c i a , e s f o r ç o s , por 
vezes , penosos. A s v i t ó r i a s d ê s t e g é n e r o s ã o o 
fruto das correntes a x i o m á t i c a s . Mas voltemos, 
por u m instante ao c á l c u l o , p a r a e x a m i n a r os pon
tos fracos . 

Quando se uti l iza n u m prob lema u m ou outro 
modo o p e r a t ó r i o , raro é h a v e r a d a p t a ç ã o perfeita 
à q u e s t ã o posta. É o que se nota pela necess idade 
de h i p ó t e s e s a c e s s ó r i a s , para permit ir a a p l i c a ç ã o 
do algoritmo. E s t a s h i p ó t e s e s auxi l iares r e p r e s e n 
t a r ã o u m papel a n á l o g o ao das l i m i t a ç õ e s de c a r 
gas que u m engenheiro, ao constru ir u m e d i f í c i o , 
evita u l trapassar p a r a lhe garantir estabil idade. 

Trad, de Manuel Zaluar 

ALGUMAS NOTAS CURIOSAS SÔBRE AS RELAÇÕES DE ABEL E CRELLE 

por E . T. Bell 

(da biografia de Abel em Cap. XVII de «Les grands mathématiciens») 

T e n d o deixado o seu pais e m S e t e m b r o de 1825, 
A b e l c o m e ç o u por v is i tar os m a t e m á t i c o s e a s t r ó 
nomos n o t á v e i s da Noruega e D i n a m a r c a ; e m se 
guida, e m lugar de i r ter com G a u s s a Goettingen, 
como era s e u intento, d ir ig iu-se a B e r l i m . A I teve 
a grande fel ic idade de encontrar Augusto L e o p o d o 
C r e l l e (1780-1856), que se tornaria p a r a ê l e u m 
outro H o l m b o ë , m a s de muito maior p ê s o no mundo 
m a t e m á t i c o . S e C r e l l e contr ibuiu bastante p a r a a 
r e p u t a ç ã o de A b e l , ê s t e , pelo seu lado, faci l i tou 
grandemente o ê x i t o de C r e l l e . O n d e q u e r que se 
cul t ive hoje a m a t e m á t i c a , o nome de C r e l l e é 
corrente ; n ã o é o de u m h o m e m , mas o da grande 
rev i s ta que ê l e fundou e cujos t r ê s pr ime iros v o 
lumes c o n t ê m vinte e duas m e m ó r i a s de A b e l . 

A rev i s ta deu a conhecer A b e l , ou, pelo menos, 
a c o n h e c ê - l o mais r à p i d a m e n t e aos m a t e m á t i c o s 
do continente ; m a s a obra de A b e l l a n ç o u a r e 
v i s ta com u m brilho que se propaga por todo o 
mundo m a t e m á t i c o , e por f im a rev i s ta f ê z C r e l l e . 
Ê s t e modesto amador m a t e m á t i c o merece mais do 
que u m a s imples m e n ç ã o : o seu tacto e f ino i n s 
tinto na escolha dos seus colaboradores contr i 
b u í r a m mais para o progresso das m a t e m á t i c a s 
no s é c u l o XIX do que u m a d ú z i a de academias 
c i e n t í f i c a s . 

C r e l l e gostava da m a t e m á t i c a e t inha-a a p r e n 

dido por g ô s t o ; n ã o era u m creador, mas , e n 
genheiro de p r o f i s s ã o , foi o construtor da p r i 
m e i r a l inha f é r r e a da A l e m a n h a , tendo conse 
guido ocupar u m a bela s i t u a ç ã o ; consagrava os 
seus momentos l i v r e s à m a t e m á t i c a , que era para 
ê l e mais do que u m passatempo, porque ê l e p r ó 
pr io contr ibuiu para a i n v e s t i g a ç ã o c ient i f ica , antes 
e depois da c r i a ç ã o , e m 1826, da s u a rev i s ta : 
« J o u r n a l f ûr die re ine und angewandte Mathema-
tik» ( J o r n a l de m a t e m á t i c a s puras e apl icadas) , 
grande impuls ionadora das m a t e m á t i c a s a l e m ã s . 
E s t a rev i s ta foi o pr ime iro p e r i ó d i c o do mundo 
consagrado exc lus ivamente à s investigações mate
m á t i c a s ; n ã o e r a m receb idas f à c i l m e n t e exposi
ç õ e s de obras antigas ; pelo c o n t r á r i o , à p a r t e uns 
trabalhos de C r e l l e , a rev i s ta s ó ace i tava m e m ó 
r ias de que n ã o in teressava o nome do autor desde 
que o assunto tratado f ô s s e novo, rigoroso e de 
i m p o r t â n c i a (qual idade d i f í c i l de def in ir ) suf i 
c iente p a r a m e r e c e r a p u b l i c a ç ã o . « C r e l l e » p u b l i 
cou tr imestralmente com regularidade, desde 1826 
a t é os nossos dias, u m conjunto bri lhante de m e 
m ó r i a s m a t e m á t i c a s originais. 

Quando A b e l chegou, e m 1825, a B e r l i m , C r e l l e 
ia jus tamente l a n ç a r - s e nesta grande aventura 
unicamente com os seus meios . H á duas v e r s õ e s 
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do primeiro encontro entre Abel e Crelle, ambas 
de interesse. Crelle ocupava, naquele momento, 
funções oficiais para que tinha pouca aptidão e 
gosto, as de examinador no «Gewerbe-Institut» 
(Escola Técnica Profissional) de Berlim. E i s como 
o próprio Crelle nos conta êste histórico encontro, 
que nos chegou, é certo, já em terceira mão, por 
uma carta de Crelle a Weierstrass comunicada 
por ês te a Mittag-Leffler ! 

«Um belo dia entrou no meu escritório um ho" 
mem ainda novo, bastante tímido, de cara juvenil 
e de aspecto muito inteligente. Pensando que se 
tratava dum candidato a exame de admissão à 
Escola, expliquei-lhe que teria de fazer vários 
exames diferentes. No fim, o mancebo abriu a 
bôca para me dizer em mau alemão : Não se trata 
de exames mas de matemática». 

Crelle percebeu que Abe) era estrangeiro e ten
tou falar-lhe em francês ; Abel poude fazer-se en
tender nesta língua com alguma dificuldade. Crelle 
preguntou-lhe o que tinha feito em matemática, a 
que Abel, usando de diplomacia, respondeu ter 
lido, entre outras, uma memória do próprio Crelle 
de 1823, recentemente publicada, sôbre as «facul
dades analíticas» (cujo nome moderno é o de 

«factoriais») e que a tinha achado muito interes
sante. Imediatamente em seguida, esquecendo 
tôda a diplomacia, pôs - se a mostrar ao seu inter
locutor os êrros contidos no estudo, e aqui Crelle 
manifestou larguesa de espírito. E m lugar de 
afectar um ar glacial ou irritar-se contra esta pre
sunção audaciosa do rapaz que tinha diante de 
si, prestou atenção e fêz preguntas cujas respos
tas ouviu com a maior atenção. Tiveram assim 
uma longa conversação matemática de que Crelle 
s ó parte abrangeu ; no entanto apercebeu-se niti
damente do valor de Abel. Crelle não conseguiu 
nunca compreender a décima parte do que Abel 
criou, mas o seu fino instinto matemático indi-
cou-lhe que se tratava de um matemático de pri
meira categoria e fêz tudo quanto poude para 
conseguir que fò s sem reconhecidos os méritos do 
seu jovem protegido. Ainda antes do final da sua 
primeira intervista, Crelle tinha decidido que Abel 
havia de ser um dos primeiros colaboradores da 
sua revista. 

A narrativa de Abel difere um pouco da de 
Crelle mas não fundamentalmente. Se lermos nas 
entrelinhas, v ê - s e que as diferenças provêm da 
modéstia de Abel. Trad, de Manuel Zaluar 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de Aptidão às Escolas Superiores (1942) 

Faculdade de Ciências — Licenciaturas em ciências fisico-
-quimicas e em ciências matemáticas, cursos prepara
tórios das escolas militares e de engenheiro geógrafo. 

Ponto n." 5 

1441 — Determine as condições a que devem 
satisfazer os valores de m para que as raízes da 
equação 8x-—(tn—\)x-\-m—7=0 sejam: 1.° Reais 
e iguais. 2.° Iguais e de sinal contrário. 3.° Uma 
recíproca da outra. 4.° Diferentes entre si sendo 
umanula. R: \.°Bastaser A=(m—l) 2—32(m—7) = 0 
ou seja m = 9 ou m = 25. 2.° Deverá verificar-se a 
condição S = ( m —1):8=0 ou seja m = l . 3.° As 
raises serão reciprocas uma da outra se fôr 
P = (m—7): 8 = 1 , igualdade que è verificada para 
m = 15. 4.° Tetn-se P = 0 donde o valor m = 7. 

1442 — Desenvolva, recorrendo à fórmula do bi
nómio de Newton, a expressão (y/o:3 — a:y^S)*. 
Simplifique os têrmos obtidos. 

R : 
a 2 

81 
4a 2 y/a 2a 2 

271/3 9 
4a 3 v/a a 4 

9 v/3 + 9 ' 

1443 — Partindo da fórmula que dá o número 
de combinações de n objectos tomados m a m, 
mostre que se pode obter "^Cm (número de com
binações de n + 1 objectos tomados m a m) 
adicionando "Cm_t a "Cm. R : Como é ni~'Cm = 

(n+1)! n! 
m!(n+l—m)! e "Cm_t+"Cm= (m—1)! (n—m + 1)! T + 

+ m!(n—m)! (m—1)! - m • (n —m + 1)! 
n ! (n —m + 1) n! ( m + n — m + 1 ) 

m 1 (n — m ) ! (n — m + 1 ) m! (n—m + 1)! 
(n + 1)! 

m! (n — m + 1 ) ! vcrifica-se a relação proposta. 

1 4 4 4 — V e r i f i q u e a i d e n t i d a d e sen 3« = 
s = 4 sen a sen (60° — a) sen (60° + a). R : sen 3a — 

= 4 sen a [sen 60° cos a—cos60°sena] [ sen60°cosa + 
+ cos 60° sen a] =4 sen a [3/4-cos 2 a—1/4-sen 2 a] = 
= 3 sen a cos 2 a — sen 3 a o que verifica a relação. 

1445 — Determine sem recorrer às tábuas os 
valores das linhas trigonométricas (seno, coseno, 
tangente, cotangente, secante e cosecante) do ân-
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guio 8x/3 . R : sen 8TT/3 = sen 2^/3 = sen - it/3) = 

= v/3"/2; cos 8ir/3 = - cos w/3 = - 1/2 ; tg8w/3 = 
- — tg w/3 ~ v/3 ; cotg 8 « / 3 ' — — cotg ir/3 = - v/3/3 ; 
sec3u/3 = -secre/3 = - 2 e 0 0 8 6 0 8 1 1 / 3 = 2 ^ 3 / 3 . 

1446 — Determine, recorrendo ao cálculo loga
rítmico, o ângulo ao centro que corresponde à 
corda de 1,23 metros, na circunferência de raio 
1,6721 metros. R : Se fôr a. o ângulo pedido será 
1,23=2x1,6721 sena/2 donde log sen a/2 = log 1,23 + 
+ c o 1 g 3,3442 = 0,08991 +1,47570 = 1,56561 donde 
a/2=21° 34' 47" e a=43° 9' 34" . 

1447 — Indique como se procede à adição de 
números fraccionários e enuncie as propriedades 
dessa operação. 

1448 — Demonstre que um triângulo é isosceles 
quando duas das suas medianas têm o mesmo 
comprimento. R : Considere um triângulo, deter
mine os meios de dois lados e construa as medianas 
que supomos iguais. A linha que une os meios dos 
dois lados é paralela ao terceiro lado. O quadrilá
tero formado por esse terceiro lado, pela paralela 
conduzida pelo meio dos outros dois lados e por 
estes lados è um trapézio de que as diagonais 
(medianas do triângulo) são iguais, logo, é isosceles 
e por isso o triângulo será também isosceles. 

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto 

Ponto n.° 1 

1449 — Calcule com o auxílio de uma tábua 
de logaritmos os valores de x que satisfazem 
à equação tg x = — (1 — cos a) (/sen 1/2 f! para 
a = 3 0 ° e p = 2 0 3 ° 2 7 l . R : Como cos A—cos B = 

/ A + B \ / B - A \ ' . 
= 2sen (—-—j sen r — - — J e como l = c o s 0 ° 

será log tg (—x)=log 2 + log sen 1 5 ° + l o g sen 30° + 
+1/2 log sen 78° 16' 30' =0,30103+1,41300+1,69897 + 
+1,99542 = 1,40842 e x = - 1 4 ° 21' 54" + n • 180° . 

1450 — Defina superf íc ies prismática e pirami
dal. Indique alguns sól idos limitados em parte ou 
no todo por tais superf íc ies 

1451 — Resolva a inequação x—(x—V):(x+l)< 
<ix — 5, calculando as raízes com a aproxi
mação de 0,01. R : A inequação ê equivalente a 
(3x2 — x—6) :(x + l ) > 0 e sendo as raizes do nume
rador x 4 =l,59 e x 2=—1,26, os valores que satis
fazem à desigualdade são x>l,59 e —l,26<x<—1. 

1452 — Escreva o 4.° termo do desenvolvimento 
de (.T : \/~y + 3 ^yf e simplifique. R : T^lOx1. 

1453 — Enuncie as regras de divisibilidade que 
conhece. 

1454 — Diga como constrói um triângulo, dados 
os comprimentos de duas medianas e o valor do 
ângulo cujo vért ice é o extrêmo de uma daquelas. 
R : Traça-se uma das medianas A B e o lugar dos 
pontos dos quais se vê esta mediana sob o ângulo 
dado a ; o vértice do triângulo estará sobre êsse 
lugar. Como as medianas se cortam à distância da 
base de um terço do seu comprimento marca-se D 
a um têrço de A B de B , e com centro em D des-
creve-se uma circunferência, de raio D C igual a 
dois terços da outra mediana, que cortará ou não 
o lugar já achado assim se obtendo o ponto C ; 
unindo C com D c marcando a partir de G a dis
tância DD' igual a um têrço da segunda mediana 
obtem-se D' que unido com A determina o terceiro 
lado do triângulo pedido A C C . 

Soluções dos n. o a 1441 a 1454 de J . da Silva Paulo. 

Instituto Superior de Agronomia 

Ponto n.° 3 

I 

1455 — Efectue o desenvolvimento de 

( v i - s m 
e simplifique o mais poss ível o resultado obtido. 

U /~x~ / 2 y V _ x 3 [~& _ x 3 /"x~ 
R : W 2 7 ~ V T j - 2 y V 4 y 2 5 ' 2^ V 2 ? " 

/ 2y x 2 y 3 / ^ ~ 2 y / 2 y 
• \ / — + 10õ - - 1 0 \ / 3 — i — V / — + 

V x 2 y x V 4 y ' i x V x 

+ ô ' x2 V 2 y x* V x ' 

1456 — Dada a equação xi + mx'+l=0, deter
mine o coeficiente m de modo que sejam reais 
todas as raízes da equação. R : O parâmetro m 
deve satisfazer apenas às condições m < 0 e 
m-—4 > 0. donde m < —2. 

1457 — Defina função inversa de uma dada 
função e escreva a função inversa da função 
_v = 2 log a (2A:—1) . R : A função inversa da função 
dada è x = ( l + a» / 2 ) /2 . 

I I 

1458 — Numa circunferência de raio igual a 
230,08 metros inscreveu-se um triângulo rectân
gulo. Sabendo que um dos seus ângulos internos 
mede 58° 18'12", calcule o comprimento do maior 
cateto do referido triângulo. Utilize logaritmos. 
R : O maior cateto b è o que se opõe ao ângulo 
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dado a.. A hipotenusa è, evidentemete, o diâmetro 
da circunferência. Tetn-se : b = 2 R s e n a , logb = 
= log 2 + log R + l o g s en a = 0,30103 + 2,36188 + 
+ 1,92985 = 2,59276 donde b = 391,53 m. 

1459 — Determine, em radianos, a expressão 
geral dos ângulos que verificam a equação cosjy = 
= cos 150°. R : 150° = 5ir/6 rad ; j>> = 2k.ir±5ir/6 = 

1 2 k ± 5 
ir rad . 

6 
1460 — Sabendo que x é um ângulo do 1.° qua

drante que satisfaz à relação tg*=2sen x. calcule 
o valor de tg x. R : Da relação dada dedus-se 

s enx = ^ o u c o s x = l / 2 i donde s e n ï = ^ e 

tgx = l / 3 . 
I I I 

1461—Demonstre que os meios dos lados-de 
um triâgulo e o pé de uma qualquer das alturas 
são vértices de um trapésio isosceles. R : Sejam 
M , N « S respectivamente os pontos médios dos 
lados A B , A C « B C « designemos por P o pé da 
altura referente ao lado BC. O quadrilátero [MNSP] 
tem os lados MN e P S paralelos (pois o segmento 
MN que une os pontos médios de 2 lados é paralelo 
ao terceiro lado). Por outro lado o ponto M é equi
distante de A e P pois M N è perpendicular ao 
meio de A P (teorema de Thaïes aplicado às trans
versais A B e A P interceptadas pelas paralelas 
MN e B C ) . Logo MB = M P . Como por constru
ção M A = MB conclui-se que MP = MB e portanto 
M P = N S . 

1462 — A secção feita num cilindro de revolu
ção por um plano que contém o eixo, é um rectân
gulo de área igual a 16 cm 2 e cujo perímetro é 
igual a 20 c m . Calcule a área lateral do cilindro-
R : Uma das dimensões do rectângulo é o diâme
tro 2r da base do cilindro e a outra é a geratriz g. 
A área lateral é A = 2irrg=ir • 16 cm2=50,24 cm'-'. 

Soluções dos n.°* 1455 a 1462 de J . Calado. 

Instituto Superior Técnico 

Ponto li." 1 

1463 - Duas bicicletas fazem o percurso AB, 
no mesmo sentido, partindo a segunda 5 minutos 
depois da primeira e chegando 10 minutos antes. 
Ao passarem uma pela outra são fotografadas com 
a exposição de 1/10 de segundo, verificando-se 
pela fotografia que, durante a exposição, cada um 
dos raios das rodas girou de um ângulo corres

pondente a 10 raios na primeira bicicleta e de 
um ângulo correspondente a 12 raios na segunda-
Sabendo que as rodas das duas bicicletas têm de 
circunferência 3,65 m e 3,85 m , respectivamente» 
e que o número de raios de cada roda é 50 na 
primeira e 55 na segunda, calcular o percurso AB • 
R : As velocidades das duas bicicletas são, respec
tivamente. V ! = 10/50 x 3,65 : l/10 = 7,3m/s e v 2=» 
= 12/55 x 3,85:1/10 = 8,4m/s. Por outro lado, ê 

75600 
A B = 7,3xt = 8 , 4 x ( t - 9 0 0 s ) donde t = — — s e 

ÃB=50170,91 m . 

1464 — A equação ax+by + cs=l é satisfeita 
pelos mesmos valores de x para o = 5 , 4=10 e 
c=15 e para a = 6=c=10. Exprimir y em função 
explícita de x. R : Como x = (l—cz—by) : a será 
( l - 1 5 z - 1 0 y ) : 5 = ( l — 10z-10y):10 e por isso 
z = (1—lOy) : 20 valor que substituído na equação dá 
ax + by + c ( l - 1 0 y ) : 2 0 = l donde y = ( 2 0 - c - 2 0 a x ) : 
: (20b-10c). 

1465 — Estudar a variação do trinómio 
_>> = sen 2 x—2 sen x+1 quando * varia entre — 2 T T 

e 2 7 T efazer a sua representação gráfica. R: A fun
ção pode escrever-se y = (senx—l) 2 o que mostra 
ser esta sempre positiva. Por outro lado basta 
faser o estudo da variação da função entre 0 e 2ir 
pois que em virtude da periodicidade de sen x ela 
retomará os mesmos valores no intervalo ( — 2ir, 0 ) . 
Para x = 0 , sen 0=0 e y = l ; de 0 a ir/2, o seno 
cresce e è positivo e portanto em valor absoluto a 
diferença sen|x—1 decresce epara x = ir/2 será y = 0 . 
De ir/2 o ir o seno é positivo e decresce, e a fun
ção y cresce atingindo quando x= i r o valor y - » l . 
No terceiro quadrante o seno é negativo e decres
cente e a função continua crescendo atingindo 
quando x=3ir/2 o valor y=4 ; no quarto quadrante 
a função decresce para voltar a ter em 2T: o valor 1. 

1466 — Calcular a área de um círculo, sabendo 
que no triângulo rectângulo inscrito com um dos 
catetos igual a 2, é igual a 1/3 a razão das tan
gentes dos ângulos agudos. R : O problema tem 
duas soluções conforme considerarmos o ca te to de 
medida 2 oposto a um ou outro dos ângulos agu
dos. Teremos assim tgB/tgC = 3 ou tgB/cotgB=3 
e tg- B = 3 , donde cos B = 1 : ( y/l + tg2 B ) = 1/2. 
No primeiro caso teremos 2r=2x1/2 = 1 e r = l / 2 
donde a área igual a » / 4 . No segundo caso 
c o s C = ç/3/2 e 2r = 2 x ^ 3 / 2 = r = v/3/2 e a área 
mede 

1467 — Dois triângulos de alturas h e h' tem 
as bases b e b' sobre a mesma recta. Tirar uma 
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paralela a esta recta de modo que o segmento 
nela determinado pelo primeiro triângulo seja 
duplo do determinado pelo segundo triângulo. 
R : Sejam s e s' os segmentos da paralela determi
nados pelos triângulos ena distância da paralela 
à base dos dois triângulos, será então s:(h—x) = 
= b : h e • s' : (h 1 — x) = b' : h i como s = 2sr vem 
b(h—x):h=2b r (h l —x):h' e por isso teremos 
x=hh f (2b' -b) : (2b' h - b h ' ) . 

1468 — Dado um paralelipfpedo rectângulo de 
d imensões 2 , 3 e 4 centímetros, determinar o 
ângulo que deve fazer, com a face menor, um 
plano tirado pela maior aresta da mesma face para 

que divida o paralelipípedo em duas partes tais 
que o volume de uma seja triplo do da outra. 
R : V = 2 . 3 . 4=24 cm 3 i o volume do prisma dado, 
e seja v o volume do prisma menor. Será 4v=24 
e v = 6 c m ' ; e se for x o ângulo do plano com a 
face menor será v = 3.1/2 . 2 . 2 . tg x donde 
6=6 tgx e x = 4 5 ° . 

Soluções dos n.°> 1463 a 1468 de J . da Silva Paulo. 

C O R R E C Ç Ã O 

Problema n.° 1344, «G. M.> n.° 15 — O último 
período deve ser substituído por : Os valores de 
m são todos os compreendidos entre 2 e 17/4. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
Exames de frequência e finais 

ÁLGEBRA SUPERIOR-MATEMÁTICAS GERAIS 

I . S. A. — MATEMÁTICAS GERAIS — Alguns pontos dos 
exames de freqiiência e finais do ano lectivo 1942-43. 

1469— i Quantos valores numèricamente dis
tintos toma a expressão x"' quando as variáveis 
tomam cada uma um dos valores 2, 3 e 5? 
O mesmo para x"=. R : A expressão x'1 toma, nas 
condições indicadas, tantos valores quantos o nú
mero de permutações completas de 3 elementos ou 
seja 3' = 27 . Já não sucede o mesmo com xT*. Com 
efeito, o expoente yz toma valores distintos cujo 
número iode combinações completas de3 elementos 
2 a 2 , ou seja r 2 2 = C 4 i = 6, valores estes que com
binados com um dos 3 valores da base dá o número 
total de 6x3=18 valores distintos para a expres
são dada. 

1470 — Quantas raizes tem a equação — k-=Q? 
{« inteiro e positivo). Se * for real como varia o 
número de raízes reais com n ? Justifique as res
postas. 

1471 — Considere o conjunto das raízes da equa
ção cos A:+1=0. Indique a potência dêste con
junto e se é, ou não, denso. Justifique as respostas* 
R : cos x = — 1 -* x = (2k + l ) * . Trata-se evidente
mente dum conjunto numerável e não denso. 

1472 — Determine m de modo que, para • qual
quer, seja ortogonal o determinante: 

cos a —m sen a 
A (m , a) = 

sen a m cos a 
1473 — Dados os 3 vectores u, = 3i + 5j - k , 

U2=3i + 13j—5k e 113 = 1—j-i-k, verifique se são, 

ou não, linearmente independentes. Ko caso de 
dependência determine a relação que os liga. 

1474 — Resolva a equação 
x(x + l ) 3x 2x 

x^—l x—l Sx—3 = 0 . R : Pondo em evt-
x + l 0 x 

dência os factores comuns aos elementos das várias 

filas, tem-se x (x + 1 ) (x 

-2x + 7)=0 

1) 

3 2 
1 3 
0 x 

= 0 ou 

As raizes são pois x ( x + l ) ( x - l ) ( -
- 1 , 0,1 e 7/2. 

1475 — Designando por O e Q dois pontos fixos 
e u um vector constante perpendicular a Q—O, 
indique o logar geométrico do ponto P satisfa
zendo à equação: (Q—0)A(P—0)=tt. R: O logar 
geométrico pertence ao plano que contém O e Q e é 
normal a u . É, evidentemente, uma das duas rectas 

mod u 
do plano paralelas a OQ à distância m o t j ( Q _ Q ) ' 

1476 — Indique o logar geométrico dos pontos 
do espaço caracterizado vectorialmente pela equa
ção mod [(£? — 0)A(P— 0)]=a* a número real)-
Deduza a equação cartesiana dêste logar tomando 
O para origem do referencial cartesiano ortogo
nal e supondo Q (0,0,3). R : Tendo presente o exer
cido anterior è fácil de ver que o logar i a super
ficie cilíndrica de revolução de eixo OQ e raio de 

a* 
secção recta ———- • A equação cartesiana 

m o d ( Q - O ) * * 
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dedus-se com facilidade. Com efeito : Q — O = 
=3k, P - 0 = x i + y j - r z k , ( Q - O ) A ( P - 0 ) = - 3 y i + 
+ 3xj e, portanto, v/9y2 + 9xJ = a 2 ou, racionali
zando, x2 + y 2 = (a'73)2. 

1477 — Determine o número máximo de triân
gulos formados pelas diagonais de um polígono 
plano convexo de « lados. R : Como è sabido o nú
mero de diagonais de tal polígono é N = n (n—3)/2 , 
e de cada vértice partem n —3 diagonais. 

O número de triângulos é, no máximo, dado por 
N \ / n - 3 \ 

O subtractivo desta diferença 3 / V 3 
corresponde (para n>6) aos grupos de 3 diago
nais dentre as n—3 que irradiam de cada vértice 
e que, evidentemente, nunca formam triângulo. 

A existência de elementos de simetria no polí
gono torna paralelos ou concorrentes grupos de 
diagonais, diminuindo o número de triângulos 
formados. Por isso o número acima indicado é 
não excedido. 

Soluções dos n . o s 1469 a 1477 de M. Zaluar. 

I. S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — l.° exame de fre
quência, 1942-43. 

1478 — O afixo A do complexo 3-)-4» descreve 
um arco de circunferência de 45°, com centro na 
origem dos eixos. Qual é o complexo cujo afixo é 
a nova posição do ponto A ? Calcular o resultado 
sob a forma algébrica. R : Será um complexo 

, . x f a = ocosa 
a + bi = p (cos a+i sen a) com \ e em que 

Y b = osen a 
f i o módulo do complexo 3+4i e a=ai + 45° sendo 
ai o argumento dêste mesmo complexo supondo 
a rotação ef ectuada no sentido directo. Por
tanto, por ser p=v/9 + 16 = 5, cos ai = 3/5, senai = 
=4/5, s e n 4 5 ° = c o s 4 5 ° = y/2/2, teremos: cos « = 
=cos(a 1 + 45°)=— v/2/lO, sen <x = sen («i + 45°) = 
= l / 2 / l 0 . Logo a + bi = 5 ( - ^2/10 + v ^ / l O - i) = 
= t / 2 / 2 - ( - 1 + i ) . 

1 

é y'=*(a—x)y3. Calcular também a segunda deri
vada, expressa em a e x. R : Com efeito, por ser 

y'= 5 í— i imediata a verificação pedida. 
(x 2 -2ax- f - l ) 3 ' s J v r 

Derivando y' em ordem a x obtém-se fàcilmente 
y » = ( x 2 - 2 a x + l ) - 3 / 4 • [3 ( x - a ) 2 ( x J - 2 a x + l ) - ' - l ] . 

1480 — Marque, num gráfico, os pontos A(a,0)> 
£(0,b), C ( 2 a , 0 ) e P(0,k). Calcular a orde
nada do ponto de encontro Q de AB com CP. 
Exprima a área S do triângulo [AQP] em função 
de a, b e k (considerando-a como a diferença 
das áreas dos triângulos [ACP] e [ACQ]). Calcule 
o valor de k que torna 5 máxima. R: Suponhamos 
a > 0 , b > 0 , k > 0 . A ordenada do ponto de inter
secção Q das rectas A B e CP obtém-se fàcilmente, 
eliminando x entre as equações daquelas rectas que 
são, como sabemos : 

A B ) = x/a+y/b = l rbx + a y - a b = 0 
CP)EE?x/2a + y / k = l "* í kx+2ay—2ak=0 . 

Efectuando a eliminação acima indicada, vtrál 
y = bk/(2b —k) . A área a determinar será pois: 
S = S j —S2 em que S\ t S2 são respectivamente as 
áreas de dois triângulos de base A C = a e de alturas 
Õ T = k e ÕQ = bk/(2b — k ) . Ter-se-á portanto: 
S = 1/2 • a [k — bk/(2b - k)] =ak ( b - k)/[2 (2b - k ) ] . 
Pretende-se determinar k de modo que a área S (k) 
seja máxima. Derivando e tendo em conta algumas 

simplificações, teremos: S'(k) = a(k 2 -4bk+2b ! ! ) _^ 
r> J * ' 2 ( 2 b - k ) 2 

- . - S ' ( k ) = 0 —k*-4bk+2b 2 = 0 por ser a ^ O , - * 
->• k = (2 +1/2) b , soluções que não anulam o deno
minador de S' (k) . É fácil ver que dêstes valores 
de k, apenas k = ( 2 - ^ 2 ) b torna S " ( k ) < 0 e que 
portanto, apenas êste valor de k torna a área S (k) 
máxima. 

cosec (x—a) 1481 — Calcular: lim 

a determinar redus-se a , 

R : O limite 

sen (x—a) 
1479 —Sendo y . 

lim 

\/x*—2ax + l 
, mostrar que 

Soluções dos n. 
x—a 

11478 a 1481 de O. Morbey Rodrigues. 

F. C. P. — C Á L C U L O INFINITESIMAL 
Junho de 1942. 

1482 — Determinar os máximos e mínimos de s, 
dada a equação 2si+(x—iy+2(y—1)»—2=0. 

1483 — Integrar a equação y = 2xy' + (\+y'¥, 
e determinar as equações paramétricas da linha 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 
Exame Final, 16 de integral que no ponto de abscissa —2/3 tem uma 

tangente paralela à bissectriz do 1.° quadrante. 
1484 - Calcular 

7= J d y J xdx+ J'dy ^ xdx , 

depois de mudar a ordem das integrações. 
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F. C. P. — C Á L C U L O INFINITESIMAL — 2.° exame de fre
quência, 1943 

1485 — Integrar a equação 
p 28+1 1 

= 0, 
«ft « ' 6(8+1)* P 

e determinar as assíntotas da linha integral que 
passa pelo ponto (8=3,p=l/2). R : Trata-se de 
uma equação de Bernoulli, 

• + 
28+1 

= 0. 
« 6(8 + 1)2 

Fazendo p 2=z , a equação linear 
dz z : 26+1 
de 8 6(6+1)2 

O integral geral da equação sem 2." membro ê 
1 

z = Ci6; variando a constante obtém-se z ' 

1 
8 + 1 

+ C6, 

o«, finalmente, f- = - j — - + C6, que è o integral 

procurado. 

Para 8=3 ; p—1/2, yew C = 0 . A direcção assin-

tòtica da linha p2= —— « 8=—1 ; como (S T ) c = _i=0, 
«6= 

6+1 
a equação da assintota é tg8= -tgl , ou sen(8 + l )=0 . 

1486—Integrar a equação j v ^ í ^ — 1 ) jy" + l/2jy" , 
€ determinar a evoluta da linha integral que passa 
pela origem onde é tangente ao eixo das abscissas. 
R : Trata-se duma equação incompleta. Fazendo 
y'=z, y n = z ' , obtém-se a equação de Clairaut 
z=xz'—z' + z' 2 /2, cujo integral geral è z=xC— 
— C + C 2 / 2 . Por uma quadratura obtém-se 
y = C / 2 . x 2 + (C 2 /2—CJx + Q , que ê o integral geral 
procurado. 

As condições iniciais dão-nos C = 2, C i = 0 . A 
linha integral tem, pois, para equação y = x 2 , e a 
sua evoluta é (Y—1/2)3=27/16 . X-'. 

Nota — A equação dada admite ainda a solução 
(x—li 3 

y = _ g -f C 2 , correspondente à solução sin
gular da equação de Clairaut. Na determinação da 
evoluta não se considerou, por não ter interêsse, a so
lução correspondente à determinação C = 0 , Q = 0 . 

1487 — Calcular j j ^ l dx dy . O domínio D 

é limitado pelas linhas y~ = 2x; xy = i; x=i; y=0. 

R : Tem-se l = j j ^ dx dy = j ^ dxJ y d y + 

4 4 /x 2 4 

+ / dx / y d y = / dx+ / d x = 
J x - t l J * 3 J x+1 ~ J x ( x + l ) 

' . *• • / « » 
=9 log 3+8 log 2/5. Podia integrar-se em primeiro 
lugar em ordem a x ; nesse caso viria 

ï 4 / T 

1 = 
0 j > / S 1 

dx. 

1488 — Sendo x=u3+3u ; _y=« 3 —3« ; « = 3 « 2

 a s 
equações paramétricas duma linha, determinar o 
comprimento do arco, a partir da origem, e veri-

n í/t 
ficar a i . a fórmula de Frenet -r- = R : Tem-se 

R ds 
ds=3y /2 (u 2 +l )du e, portanto. s = l/2 (u 3 +3u). 
Cowo A = - 1 8 ( u 2 + l ) , B = 1 8 ( u 2 - 1 ) , C = 36u, 
y«m R = 3 ( u 2 + 1 )2 . Por outro lado, ê 

) 
1 / u 2 - l 2u 

t = 7 ã ( Í + u ^ I , + u T + l k 

1 / u 2 - l 2u \ 
b = ? l ( - Í + ^ + l Í + u I+l k) ; 

2u 1 - u 2 

portanto n = b A t = —;—- j + , —: k 

dt 2u 
u 2 + l u 2 + l 

+ -ds 3(u?+l ) 3 * 3(u 2 + l ) 3 

Atendendo à expressão de R a verificação è ime
diata. 

Soluções dos n . o s 1485 a 1488 de A. Pereira Gomes. 

\. S. C. E. F. — C Á L C U L O — Exame Final — I0-X-I942. 

1489 — Determinar as curvas planas cujo com-
dy 

primento de arco é dado pela equação s ~ a ' ~dx' 
X 

R : Tem-se s = a-y' ou f y/l + y ' 2 dx = a • y' e, de-
*«. 

rivando em ordem axe quadrando, 1 + y ' 2 = = a

2 y " 2 . 
Substituindo y' por t e, portanto, y" por t', vem 

/ d t \ 2 dt , 
1 +1 2 = a 2 — doríde a — = y l +t 2 ou, por sepa-

\ d x / dx 

ração das variáveis. 
adt 

; = dx e, integrando. 
y / i+ t 2 

-alog [ \ / \ + t 2 — t] = x + Ci . Resolvendo em or

dem a t vem, sucessivamente v / l + t2 = t + e a , 
Jtíh _ 2 Í±Í! dy l f i±f! **°r~l 

l = 2te » + e a , t = ̂ | = -Le a - e " J . 

Separando as variáveis, dy=senh —Í-Í dx e 
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tegrando.vem y + c 2 =acosh—-— que e a equação 

das curvas que satisfazem ao enunctado. 

1490 —Determine a , b e c de modo tal que a 
curva oy 2—ax 3 + bx- —4 (a + 1) x+c=0 tenha uma 

U 
reversão no ponto (2,0). R : Tem-se — = — 3ax2 + 

òx 
Of 

+ 2 b x - 4 ( a + l ) , — = 2ay, r = 
«y 

-6ax + 2b, s = 0 , 

t=2a . Para que o ponto (2,0) seja um ponto de 
it$ = — 16a + 4b - t - c - 8 = 0 

M 

reversão deverá ser OXjo 

M 

= - 1 6 a + 4 b + 4 = 0 

= 0 
oy2,o 
( s 2 - r t ) ? 0 = 2 4 a 2 - 4 a b = 0 

donde a = - l / 2 , b = - 3 , c = 12. 

1491—-As equações xy+zt=l, e 
z + t 

y —t o2z 
e — 1 

t —z òx 2 

definem s e t como funções de x e y. Calcular 
Vz o'/ „ . . . I xy+zt = l 
— e R : Derivando o sistema < 
O*2 by* I x + y + z + t = 0 
duas vezes em ordem a x , e resolvendo os sistemas 

. . * z z _ y &l 

obtidos, obtem-se — = • — 
òx t —z ox 

(y 2 ) (y t) 
~ ' (t—z) 3 Notando que o sistema dado è fx y z t\ 
invariante para a substituição ). tem-se, 

\ y x t z / 
. >2t f x - t ) ( x - z ) 
imediatamente — = 2 7 - — 7 x 5 • 

oy2 ( z - t ) 3 

Soluções dos n . o s 1489 a 1491 de A. Sá da Costa. 

I. S. T. — C Á L C U L O — Exame final — Outubro, 1942 

1492 — Dada a congruência de parábolas 
P) a (x—y)2+2b (x+y)-t-l=0; 1.° mostrar que as 
curvas da congruência que são tangentes a um 

dos eixos coordenados são também tangentes ao 
outro ; 2.° determinar a congruência de tôdas as 
parábolas tangentes a ambos os eixos coordena
dos e, entre elas, a família a um parâmetro das que 
pertencem à congruência P. 

1493 — Sendo P0 um ponto fixo duma curva 
plana qualquer e P um ponto variável sôbre a 
mesma curva, mostrar que a equação diferencial 
da curva descrita pelo meio da corda Po P s e 

integra, como a equação de Clairaut, substituindo 
a derivada por uma constante arbitrária. R : Seja 
a curva de equação y=î (x) e os pontos P 0 [a , f (a)] 
e P [x, f (x)] . Seja M (X , Y ) o ponto médio da 

2X = a+x 
corda P 0 P . Tem-se \ „ . . . Eliminando 

I 2 Y = f (a) + f (x) . 
x entre estas equações, obtém-se a equação da famí
lia de curvas a que se refere o enunciado 2Y = 
= f (a) J - f (2X—a). Para obter a equação diferencial 
da família, derivemos ambos os membros desta 
equação em ordem a X e eliminemos o parâmetro a 
entre as duas equações 

j 2Y = f(a) + f ( 2 X - a ) 

j Y ' = f ( 2 X - a ) - > a = 2 X - ? ( Y ' ) 
donde 2Y=f [2X—<p (Y')] +f [o(Y')] • Como imedia
tamente se reconhece o integral geral desta equa
ção obtém-se substituindo Y ' por uma constante 
arbitrária c. Com efeitooblém-se2Y — í [2X—«p(c)] + 
+f [<j>(c)] ou 2 Y = f ( 2 X - a ) - f - f ( a ) . 

1494 — Determinar as curvas planas cujo com
primento de arco é dado pela equação 
s = (y* + mx*yn . R : Tem-se jVl-t-y' 2 dx = 
=(y2+mx2)1'2. Derivando em ordem axe quadrando 

m'x 2 _ m 2 

vem l+y l 2 = ou l + p5 = que ê y-' + mx? * (y/x)2 + m 
uma equação homogénea e cuja integração pode 
fazer-se depois de resolvê-la em ordem a p , ou 
a y/x. 

Soluções dos n . o s 1492 a 1494 de A. Sá da Costa 

M E C Â N I C A R A C I O N A L 

F . C. L. — MECÂNICA RACIONAL — Exame Final — 
Junho de 1942. 

1495—a) Ache os momentos de inércia em 
relação aos planos coordenados, do volume homo
géneo limitado pelo paraboloide xz+ y ' = 2pz, e 
pelo plano z=h. b) A partir dêstes momentos, 
escreva, justificando, a equação do seu el ipsóide 
de inércia, relativo à origem dos eixos coorde

nados, ci A partir desta equação, ache o momento 
de inércia do mesmo volume, em relação à recta: 
x = 2u., y = fx., z = — 2a . R : Empregando coorde
nadas cilíndricas, o elemento de volume, é: dV = 
= pdpd'f dz. a) Momento de inércia em relação a 

X O Y : I„ = f f f ^ 2 dV = xj á<?Jz*âz J P d ? = 
V o o o 
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ir Xph 4 

i „ =Jjj * y 2 d V = * j f j P2 s e n ? 9 • d V = 

= X J sen 2 9d<pJ*dz ^ p3 dp = x w p 2 ~ • Por rasões 
O 0 0 

evidentes de simetria ê I„ = I„ . Querendo exprimir 
estes momentos em função da massa do parabo-

loide basta calcular esta. Tem-se JJJ* d V = T C xp h 2 . 

_ J „ M h 2 M p h 

Donde : I„ — - j r . I I Z = I„ = • equação 
do elipsóide de inércia relativo à origem é : A x 2 + 
+ By 2 +Cz 2 —2Dyz-2Exz—2Fxy = l onde A , B , C 
são os momentos de inércia, do sistema, relativos, 
respectivamente, aos eixos dos X X , dos Y Y e dos 
Z Z , e D , E , F são os produtos de inércia : 

"-///' X yz dV , etc.. No nosso caso o elipsóide 

de inércia é um elipsóide de revolução em tôrno do 
eixo dos Z Z , visto o ser o sistema material consi
derado, pois que, sendo todos os planos passando 
pelo eixo dos Z Z , planos de simetria do sistema, 
são-no também do elipsóide de inércia do sistema 
relativo a qualquer ponto do eixo dos Z Z , e por
tanto, em particular, do relativo à origem. Será 
então: A = B , D = E = F = 0 ; mas A = I , = I „ + I X Z = 

M h 2 M p h 2 M p h 
2—I r - • C = I , = I „ + I „ = — A equação 

do elipsóide de inércia será então 

/ M h 2 M p h \ 2 

T + 3 ( x ! + y ! ) + 3 M p h z ! = 1 

ou: (3h + 2p) (x 2 + y 2 ) + 4p z 2 = — - • e) O momento 
Mh 

de inércia do sistema dado, em relação â recta con-

1 
siderada é : I = ' sendo K o ponto aonde a 

O K 
recta encontra o elipsóide de inércia. Seja [t, o 
valor do parâmetro |A correspondente ao ponto K . 

3 barras articuladas, homogéneas e do mesmo 
material. A sua posição é a indicada na figura. 
Os extremos A e £> estão articulados em dois 
pontos fixos situados na mesma horizontal. Deter
minar a relação entre os ângulos a, 3, - j , caracte

rística da posição de equilíbrio do s i s t e m a 
R : O sistema tem um único grau de liberdade 
como se verifica facilmente, notando que a cada 
valor dado, por exemplo ao ângulo a , a posição 
do sistema fica completamente determinada. Então, 
aquêles 3 ângulos não são independentes, devendo 
ser possível exprimir dois dêles em função do 3.° ; 
por outras palavras, devem existir sempre 2 rela
ções entre aquêles 3 ângulos. Tomemos os eixos 
coordenados indicados. As 2 relações que procura
mos são as que exprimem que a soma das pro
jecções das 3 barras sóbre OX ê igual a 3a , « 
sobre O Y ê nula : 

a cos a + 2a cos |3 + 2a cos 7 = 3a 
a sen a -f- 2a sen 0 — 2a sen f = 0 

cos a + 2 cos p + 2 cos 7 = 3 
sen a + 2 sen 0 — 2 sen 7 = 0 . (1) 

As fôrças que actuam no sistema são os pesos das 
barras, aplicados nos respectivos centros de gravi
dade, situados, em virtude da homogeneidade das 
mesmas, nos pontos médios destas. Tem-se então 

. O . . . ( X!=a /2 • cos a 
Barra A B Peso P \ _ aplicado em \ 

P (y i=a /2 - sena 

Será : I = 
i t f + tf + 4OL,2 9 ^ 

Temos então : 

( 3 h + 2p)(4u,?+ ,«.?) + 4p^? = ~ donde: tf = 

6 
e portanto I : 

Mh (15 h + 1 4 p) 
Mh (15h + 14p) ' 54 

1496 — Um sistema material é formado por 

x 2 = a c o s « + 
+ a cos g BarraBC Pêso^P - aplicado em 

I 2P j y 2 = a s en a - f 
+ a s e n p 

( O I X5=3a—a C O S Y 
Barra CD Peso 2P aplicado em j 

12P ( y 3 = a s e n 7 . 

Pelo principio dos trabalhos virtuais, a posição de 
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equilíbrio será aquela em que : PxSP1 + 2PxSP2 + 
+ 2 P x X P 3 = 0 , sendo SPlt SP 2 , SP, deslocamentos 
virtuais de P, (x, , y , ) , P 2 (x 2 , y 2 ) , P 3 (x 3 , y 3 ) , 
compatíveis com as ligações. Será então: P8y 4 4-
+ 2PSy 2 + 2PSy 3 = 0 ou Sy t + 2Sy2 4- 2Sy3 = O. Mas 
Syi = a/2 • cos a • Sa , Sy2 = a cos * • Sa + a cos p Sp, 
Sy 3 =a cos7 • S7. Será então 1/2 • cos a Sa4-2 cos a" 
• Sa + 2 cos p Sp + 2 cos 7 • S7 = 0 ou 5 cos a • Sa +-
+ 4 cos p • Sp + 4 cos j • S7 = 0 . y ís variações dos 
parâmetros a, p , y , «ão são independentes visto 
que estes devem verificar constantemente as rela
ções^). Ter-se-á então, diferenciando estas relações : 
— sen a • Sa—2 sen p • Sp—2 sen7 • S-j=0, cosa • Sa + 
+ 2 cos p • Sp — 2 cos 7 • S7 = 0. Eliminando 2 das 
variações, por exemplo Sp e S7, empregando o 
método dos multiplicadores indeterminados, tem-se 
sucessivamente : i5 cos a — X4 sen a + X2 cos a) Sa 4-
+ (4 cos p — 2?.i sen p + 2x2 cos p) Sp 4- (4 cos 7 — 
— 2>.! sen 7 — 2x2 cos 7) S7 = 0 , e determina-se X4 e 
X2 de modo que os coeficientes de Sp e S7 sejam 
nulos. Será : 

l (4 4- 2x2) cos p — 2?.j sen p = 0 
) (4 — 2x 2) cos 7 — 2Xi sen 7 = 0 

! 4 + 2x2 - 2Xj tg p = 0 
I 4 - 2x2 - 2x t tg 7 - 0 

, , 4 2 t g p —2tg7 
donde Xj e X 2 = — • Virá 

tgP + tg7 tgp + t g 7 

então: 5 cos a — X( sen a + X2 cos a=0 ou — 4tga + 
+ 7 tg p + 3 tg 7=0 que è a relação pedida. 

Soluções dos n.0 8 1495 e 1496 de F . Veiga de Oliveira. 

I. S. A. — MECÂNICA RACIONAL E T E O R I A G E R A L 
DE MÁQUINAS — l.° exame de frequência, 25-III-I943-

1497 — Demonstre que, havendo num sól ido ,— 
em determinado instante — três pontos não situa
dos em linha recta com a mesma velocidade, o 
movimento instantâneo é de translação. 

1498 — Que relação existe entre a união de 
Oldham e os mecanismos que denominámos haste-
-manivela e elipsógrafo ? 

1499 — Durante o tremor de terra da Califórnia 
Setentrional, em 11 de Setembro de 1938, a com
ponente S W - N E do acelerógrafo de Ferndale 
registou um movimento de período iguàl a 0,18 s 
com a aceleração máxima de 93 cm/s 2 . 

Admitindo, como é uso, que o movimento se 
pode considerar harmónico simples, determine a 
sua amplitude. 

1500 — O «boi» duma super-centrlfuga Sharpies, 
usada na depuração do azeite, gira com a veloci
dade angular constante de 18.000 r/m . 

Determine a aceleração de um ponto do «boi» 
situado a 2 cm do eixo de rotação. 

Esta aceleração é igual a quantas vezes a da 
gravidade ? 

1501 — Um sólido move-se em relação ao trie
dro tri-rectângulo 0 e i e 2 e 3 . E m determinado 
instante, as coordenadas vectoriais do torsor velo
cidade instantânea, em relação ao ponto Q do 

- > — . —> - > —> 
eixo de Mozzi, são Q' = !>ei— e2+ e3 e n = —10*1 + 

—*-

+ 2 e 2 — 2 « 3 . Determine o passo do movimento 
helicoidal tangente ao movimento efectivo do 
sólido no instante considerado. 

1502 — Um veio gira uniformemente com a 
velocidade angular de 300 r/m e comanda, por 
intermédio de uma união universal, outro veio 
com o qual faz um ângulo de 30°. Calcule a) a velo
cidade angular máxima do veio conduzido; b) a 
oscilação da razão de transmissão. 

1503 — Demostre que, no mecanismo de Scott 
Russell, se a manivela tiver movimento uniforme, 
o ponto guiado rectillneamente pelo mecanismo 
está animado de movimento oscilatório harmónico-

1504 — Um ponto está animado de movimento 
uniformemente variado. Sabe-se que, durante o 
4.° segundo decorrido após a origem dos tempos, 
percorreu o dôbro do caminho andado durante os 
três primeiros segundos. Determine a aceleração 
tangencial em função da velocidade inicial. 

I. S. A. — MECÂNICA RACIONAL E T E O R I A G E R A L DE 
MÁQUINAS - Alguns pontos do 2.° exame de fre
quência, I6-VM943. 

1505 — Considere um sistema material qualquer 
de baricentro G. Considere ainda os pontos 0t 

e 0 2 . Demonstre que, se o ângulo G0 1 0 2 fòr recto 
o momento de inércia do sistema em relação 
a 0 2 é igual à soma do seu momento quadrático 
em relação a 04 com o produto da sua massa tota' 
pelo quadrado da distância 0j0 2 . 

1506 — Considere o campo de fôrças definido 

pela função F (£?) = £ (Q—0) , em que k é uma 
constante e 0 um ponto fixo (fôrça repulsiva pro
porcional à distância). Determine as linhas de fôrça 
do campo e verifique que êste admite a função de 
fôrças U=kj2. (Q-0)*. 
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P R O B L E M A S 
As resoluções efe problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia 15 do mês 

anterior ao do aparecimento de cada número da Gazeta. 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de tôdas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 

1507 — Resolver o sistema de equações : 
#•+>*—(x+y)=48, x+y+xy=Sl. 

1508 — Sobre as três arestas de um triedro 
t r i r e c t â n g u l o marquem-se três comprimentos 
OA =a, OB=b, OC=c e trace-se o triângulo 
[ABC] . Determinar : 1.° — a expressão da área 
dêste triângulo; 2.° — a distância OD=d do ponto 
O ao plano ABC; 3 . ° — o que devem ser b e c , 
quando sendo dados a e d, para que o triân
gulo [ABC] tenha uma superfície dada. 

Problemas 1507 e 1508 propostos por J . S. Faria de Abreu 
(de Penafiel). 

1509 — Mostrar que 

2 •••(*+/>) = 
« ( « 4 - 1 ) ••• (n + p + l ) 

p + 2 

1510 — Pelo ponto médio do lado AB dum 
triângulo [ABC] traça-se uma recta arbitrária ; 
designando por N e P os pontos de encontro 
dessa recta com BC e AC respectivamente, mos
trar que têm lugar as relações : 

BN 
ÃP 

Problemas 1509 
(do Pôrto). 

- MN = \ PN 
CP C AC ~ 2 PC ' 

e 1510 propostos por José Morgado 

A L G U M A S D A S S O L U Ç Õ E S R E C E B I D A S 

1081—Mostrar que 2 1 0 0 0 , escrito no sistema 
decimal, termina em 76. R: De (1004-16)16= 
= 1004-56, (1004-16)162=1004-96, (IÓO4-I6) 16 3= 
=1004-36, (1004-16)164=1004-76, (1004-16)16*= 
=1004-16, ( lÓ04-16)16 6 =lÓ04-56, resulta que: 
(100 4-16) 16" terminará em 56, 96 , 36 , 76 ou 16 
conforme o resto da divisão de n por 5 fôr res
pectivamente 1 , 2 , 3 , 4 ou 0 . Ora 2 1 0 0 0 = 2 4 . 2 9 9 6 = 

=16 • (2*) 2« = (O4-I6) 162M = (IÒO4-I6) 1 6 2 « . Mas, 
249 dividido por 5 dá de resto 4. Logo 2 1 0 0 0 no 
sistema decimal terminará em 76 . 

1083 — Mostrar que 1000 / contém 994 vezes o 
factor 2 . (*) R : Na decomposição 1000 ! = 1 • 2 • 3 • 

999 • 1000 há 500 factores pares. Excluindo 
então os factores impares, visto êstes não conterem 
o factor 2, temos: 25w- 5000! Procedendo do mesmo 
modo para 500 ! temos 2*». 22*o • 250 ! e assim su
cessivamente, achamos 2"» • 22"> • 2'" • 2«2 • 231 • 2» • 
• 2 7 - 2 3 - 2 = 2 9 9 Í . 

(*) É êste o enunciado correcto do problema proposto 
n.° 1083 que figura Incorrectamente enunciado no n.° 11 da 
«Qazeta de Matemática». 

1181—Sendo A = sen 2x—k sen x—cos x+k , 
A 

e i3 = cos 2A:—k cos x—sen x, exprimir — em 
O 

x , t-1 
função de t=tg--> e mostrar que é igual a ̂ j ^ " 

R : Atendendo a que sen 2x=2 sen x • cos x e 
A a - j - bk 

cos2x = cos 2 x —sen 2x pode faser-se — ™ ~ 
r * B c + dk 

onde a = cosx(2senx— 1), b = l—senx, c=cos 2 x — 
—sen x (sen x 4-1), d = —cos x . A condição neces
sária e suficiente para que A / B seja independente 
de k é que a,'c = b/d, isto è, ad—bc=0. Ora, neste 
caso ad—bc= —cos2 x (2 sen x—1)— 
[cos2 x (1 — sen x) — sen x (sen x 4-1) (1 — sen x)] = 
= —2 sen x cos 2 x 4- cos 2 x — cos 2 x 4- sen x cos 2 x 4-
4 - senxcos 2 x=0 . Fica assim provado que A / B 
ê independente de k . Façamos então k = 0 , virá : 
A cos x (2 sen x—1) 

cos 2 x—senx (senx4-l) 
_ 2 tg x/2 2t 

l4-tg 2 x/2 _ 1 + t! ' 

e atendendo a que 

l - t g 2 x / 2 
cos x = = 

l4-tg 2 x/2 

l 4 - t 2 
teremos feitas as necessárias reduções : 
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t 4 _ 4 T 3 + 4 t - l 

-2t + l (t»-

- 3 t 2 - 3 t + l ) ( t - l ) 
- 3 t 2 - 3 t + l)(t + l ) B t* -2t3-6t 2 -

t - 1 

Soluções dos n.° 8 1081, 1085 e 1181 de R. Quaresma Rosa. 

1182 — Os 3 lados^de um triângulo e uma das 
alturas são 4 têrmos consecutivos de uma pro
gressão geométrica. Dada uma dessas 4 quantida-
dades, calcular as outras. R : Sejam a , b e c os 
lados dum triângulo por ordem decrescente de 
grandeza eh. a altura. Por hipótese é 4r a : b : c : h , 
donde: a x h = b x c . Trata-se dum triângulo rec
tângulo em que a é a hipotenusa, h a altura res
pectiva, b e c os catetos. Teremos para resolver o 
problema: a 2 = b 2 7 1 - c 2 , b' = a - c , c 2 = b - h , sistema 
de três equações a três incógnitas, visto ser conhe
cido um dos elementos. A razão da progressão que 
fàcilmente se determina, atribuindo um valor qual

quer a um dos lados è V7 » / 5 - l 

Solução de Álvaro Simões (de Sangalhos). 

1183 — Dado o triângulo isosceles [ABC] rectân
gulo em A , e a recta XX', paralela & AC e pas 
sando por B, determinar o lugar geométrico das 
pos ições do vért ice A , quando B se desloca 
sôbre XX', mantendo-se fixo o vértice C, e 
conservando-se o triângulo isosceles e rectân
gulo em A. R : Tracemos pelo vértice C uma 
recta Y Y ' perpendicular a X X ' e seja O o ponto 
de intersecção, Designfmos pur Pj e P / respecti
vamente os pés das perpendiculares baixadas dos 
pontos A[ sôbre X X ' e Y Y ' . Os triângulos rec-

A A 
tângulos Ai P B , e A f P' C são iguais. Com efeito 
Aj B ; = Aj C por hipótese e os ângulos Ai B ; P, e 
Aj C P ; também são iguais, visto terem os lados 
perpendiculares. Logo A Í P Í = A Í P [ . Os pontos A, 
mantêm-se equidistantes de X X ' e Y Y ' . O lugar 
geométrico dos pontos A, é, pois, a bissectriz do 
ângulo recto do triângulo dado. 

Solução de Álvaro Simões (de Sangalhos) 

1249 - Determinar a equação geral das super
fícies S tais que, designando por X, Y, Z os pon
tos em que a normal num ponto M duma delas 
encontra respectivamente os planos YOZ, ZOX 
e XOY, a razão anarmónica (X, Y, Z, M)=k . 

R : Sejam Xx, Y x , Zx e x abcissas de X , Y , Z*e M. 
X - x Y - y Z - z 

Das equações da normal 

tira-se X x = 0 , Yx=x—py/q, e Zx 

q 
=x+pz. 

Tem-se ( X , Y , Z , M) = 

Z x - X r p 

X=W. ( X + P Z ) q y 

- X , 
- k , 

xpz+x — y 
q x - Y , 

donde se tira yxp—kxzq= (k—1) xy . Integremos 
dz dx dy 

estas equações—= • 
yz —kxz 

Do confronto 
( k - l ) x y 

das duas primeiras equações resulta kx' + y * = C i . 
Multiplicando ambos os termos das 3 frações, res
pectivamente por x, y e z , e tendo em vista uma 
propriedade das proporções vemxdx + ydy + zdz = 0, 
que dá x 2 + y 2 + z 2 = c 2 . Portanto a equação geral 
das superficies S 4 x 2 + y 2 + z 2 = <p (kx?+y 2 ) . 

Solução de Laureano Barros (do PÔrto). 

1252 — Lugar do centro dum circulo que se des
loca de tal forma que os seus eixos radicais com 
dois círculos fixos passam por dois pontos fixos. 
R : Sejam C\ e C 2 os centros dos dois círculos fi
xos, Ri e R 2 os respectivos raios ; Pi e P 2 os dois 
pontos fixos, definidos pelas distâncias P i P 2 = r , 
P ) C i = di e P 2 C 2 = d 2 ; C o centro de um dos cír
culos do lugar. 

Supondo R o raio diste último circulo, tem-se, 
pelas propriedades do eixo radical: 

r r f - R * = d ? - R ? = T ? 
I r i - R 2 = d l - R l - T l 

Eliminando R,vem r 2 — r ^ = T f — T l . Está assim 
reduzido o problema a achar-se o lugar dos pon
tos C tais que a diferença dos quadrados das suas 
distâncias a P t e P 2 é constante e igual a T ? — T \ . 
Êsse lugar é, como fàcilmente se reconhece, uma 
recta perpendicular a Pi P 2 ; a intersecção do lugar 

•J-2 -pi! j.1 
com Pi P 2 dista de Pi de g • 

Solução de Laureano Barros (do Pôrto). 
Enviou também solução correcta: José Morgado (do Pôrto) 

1254 — Prove que 

2 2 r tg (2' #)=cotg x—2» cotg (2" x) . R : 
• 1—tg2x 

Da relação cotg 2x= 2 tg x o u " c o t g 2 x = c o t g x — 

— tgx resulta tg x = cotg x —2 c'otg 2x. Mudando x 
em 2 rx„- tg(2 rx) = cotg(2 r x) — 2 cotg (2 r + 1 x) ou 
2 r tg (2r x) =2 r cotg (2 r x ) - 2 r + l cotg (2 r + 1 ) x . Dando 
a r os valores 0 , 1 , '*' , n—1, e somando ordena
damente, vem 

°2 ' 2r tg (2r x)=cotg x - 2" cotg (2" x) , c. q. p. 

Solução de José Morgado (do Pôrto). 
Enviou também solução correcta: Laureano Barros (do 

PÔrto). 
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1335 — Seja OA0 um segmento rectilíneo de 
comprimento igual ao dobro do diâmetro de uma 
circunferência dada. Marque-se, a partir de OA0, 
o ângulo A0ÔAl=45°, e outro ÔoAA^W; a par-

. 1 
tir de OAi, o ângulo AlOAz = 4 5 ° , e outro 

OÂiAz=9Q°; a partir de OAz, o ângulo AzÔAi = 

= — •45° , e outro OÂZA3=90° ; e assim sucessi-
2 2 

vãmente, de modo que seja sempre A„^ÔAn = 

= - ^ • 4 5 ° e O^„_ ,^„=90° . Calcular l i m ÕÃ„, 
2 " 1 rt—*ac 

e verificar que é perpendicular a OAB e igual ao 
perímetro da circunferência dada. R : Do triân-

ÕÃi_, 
guio rectângulo Aj_|OA; hra-se OAj= = 
s 6 cos45'/2 i-' 

2 sen 45°/2i-< 
= OAi_, • ,_ , • Atribuindo a i os valores 

sen 45°' 2'-* 
1,2,- - ,n , multiplicando ordenadamente as igual
dades obtidas e simplificando, vem OA„ = O A 0 -

2" sen 45°/2 n - 1  

• = O A 0 • 2"sen45°/2»-' l i m OA„ = 
sen 90° ••->-*. 

—— sen ir/2n+1 ir 
= O A 0 - l i m 2" sen W2»+ l = O A 0 • l i m = 

n-*» »-*« TC/2"-1-' 2. 
TZ 

= - OAo. Portanto, o limite pedido é igual ao peri-
2 

metro da circunferência dada. Notando que a soma 
dos ângulos A ^ Ô A , , soma dos termos duma pro-

gressão geométrica decrescente, é -—— = - vê-se 
1 — 1/31 ^ 

que OA„, «o limite, é perpendicular a O A 0 . 
Solução de José Morgado ido Pôrto), completada por R-

Quaresma Rosa. 
Enviaram também soluções correctas : Alberto Pais (de 

Lisboa), J . S Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul Richard 
(de Portalegre). 

1336 — Mostrar que sendo 2* • 3"=3* • 4» = 6 , é 
também * 2 - 2 y 2 = 2 * - 3 ) / . R : De 2* • 3r=3" • 2"= 
= 2 - 3 , resultam as igualdades 2 ,~'• 3 Ï _ I =3* - 1 • 
í"22»-i=l. Aplicando logaritmos: (x—l)log2 = 
= - ( y - l ) l o g 3 , ( 2 y - l ) l o g 2 = - ( x - l ) l o g 3 . Divi-

X _ l y _ l 
dindo membro a membro, = r > ou x3— 

2y—1 x—1 
- 2 y 2 = 2 x - 3 y . 

Solução de José Morgado (do Pôrto). 
Enviou também solução correcta Paul Richard (de Por

talegre). 

1337 — D e m o n s t r a r a identidade 8 sen 10°• 
• sen 50° • sen 7 0 ° = 1 . R : A igualdade pode, evi
dentemente escrever-se 

8 sen 10° cos 10° sen 50° cos 50° sen 70° cos 70° = 
= cos 10°cos50°cos70 ou s en20°sen l00° sen 140° = 
= cos 10° cos 50° cos 70" , igualdade verdadeira, em 
virtude de ser: sen 20° = cos 70°, sen 100° = cos 10° 
e s e n l 4 0 ° = 5 0 ° . 

Solução de José Morgado (do Pôrto). 
Enviaram também soluções correctas : Alberto Pais (de 

Lisboa), Alvaro Simões (de Sangalhos), J . S. Faria de Abreu 
(de Penafiel), M. Guerra dos Santos (de Lisboa) e Paul 
Richard (de Portalegre). 

1338 — Resolver a equação sen 5.r • cos 3.* = 
= sen 9* • cos 7* . R : Atendendo a que 
2 sen 5x cos 3x = st-n 8x + sen 2x e 2 sen 9x cos 7x = 
= senl6x+sen2x, a equação proposta transforma
sse em sen8x = senl6x ou sen 8x = 2 sen 8x cos 8x 
ou sen 8x (1—2 cos 8x)=0 logo sen 8x=0 -» x = 
= k T r / 8 e cos8x = l / 2 - * x = kir/4 + it/24. 

Solução de M. Carlos Guerra dos Santos (de Lisboa). 

Enviaram também soluções correctas: Álvaro Simões 
(de Sangalhos), José Morgado (do Pôrto) e Paul Richard 
(de Portalegre). 

1339 Três números x, y e a estão em pro
gressão aritmética, estando x+y, y e y + z em 
progressão geométrica. Calcular ê s s e s números 
sabendo ainda que a soma dos quadrados dos 
extremos x e s é 8 . Calcular a razão das duas 
progressões. R : O enunciado traduz-se pelas 

!

zy = x + z 
y 2 = (x + y) (y-rz) a segunda das 
x 2 + z' = 8, 

quais é equivalente a xy + yz + zx=0 . Então, tem-se 
sucessivamente 9y2 = ( x + y + z ) 2 = x 2 + y ' -)- z 2 = 8 -t- y 2 

donde y = + l - Pira y = + l , vem x + z=2 , x z = 
= —2, donde, a solução x = l + t/3, y = l , z = l + 
+ v/3. Para y = —1, vem x + z = — 2 , xz=—2 
donde a solução x = — 1 + t/3, y = — 1, z = — 1 ip 
+ t /3. As razões são: no caso da progressão ari
tmética Ti — — t/3 ou r 2 = t/3 ; no caso da progres
são geométrica ?, = 2+ ^3 ou 2— y"S . 

Solução de José Morgado (do Pôrto). 
Enviaram também soluções correctas : Alberto Pais (de 

Lisboa), J . S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul Richard 
(de Portalegre). 

1340 — São dadas as circunferências C\,Cf-CK 

tais que : a) os centros estão alinhados ; bj a cir
cunferência C i(» = 2 , ••• 1) é tangente à cir
cunferência Cj_i e à circunferência C i + 1 ; c) as 
circunferências são tangentes às rectas a e 6. 
Conhecendo o ângulo 2a das rectas a e 6 e o 
raio R[ de Cit calcular a soma dos raios das n cir
cunferências. [Considerar os dois casos: i?, < Á y M 

e Rj>Rj+l, ( /=1 , ••• ,n—í)]. R : Primeiro caso 
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Rj < R j + 1 . E evidente a relação sen a • R,- Ri 

ou R i+ .^RiX 
sen a + 1 

A soma de n raios será 
— sena + 1 

a soma de n têrmos duma progressão geométrica em 
sen a + 1 

que o primeiro termo è R, e a razão Por-
— sen a + 1 

^ífr^ 1 )"- 1 ! 
_ I \1 — sen a/ 

tanto S = • No caso de ser sen a + 1 
1 —sen a 

R j > R j ( . i a progressão será decrescente e a razão 
! \ — sen a\ 

1 — sen a 
igual a • » "*• 

1 +sen a 

R, 1 + sen a 

1 - - sen a 
1 + sen a 

Solução de Álvaro Simões (de Sangalhos). 
Enviaram também soluções correctas : J . S. Faria de 

Abreu (de Penafiel) e Paul Richard (de Portalegre). 

1341 — Calcular o valor da soma S = l / 1 + 
+ 2 / 2 + - + W / » . R : n ! n = n ! [ ( n + l ) - l ] = 
= n!(n + l ) —n! = (n + l ) ! —n! Fazendo n sucessiva
mente igual a n —1, n—2 , ••• 3 , 2 , 1, vem n ! n = 
= ( n + l ) ! - n l , ( n - 1 ) ! ( n - l ) = - n ! - ( n - l ) ! , ( n - 2 ) ! 

( n - 2 ) = ( n - l ) ! - ( n + 2) ! ; ••• 3 ! 3 = 4 1-3! , 2! 2 = 
= 3! —2, 1 ! 1 = 1 Somando ordenadamente vem 
l ! l + 2!2+3l '3+. . . +n !n = (n + l ) ! - l . 

Solução de Paul Richard (de Portalegre). 
Enviou também soluçSo correcta : J . S. Faria de Abreu 

(de Penafiel). 
1343 - Consideremos um diedro de rectilíneo 2a 

e um plano que secciona o diedro perpendicular
mente ao plano bissector. Sendo (3 o ângulo for
mado pela aresta e por aquêle plano, determinar, 
em função de a e p, o ângulo de secção do diedro. 
R : Considere-se o triedro que tem por vértice V , 
o ponto de intersecção da aresta do diedro e do 
plano que secciona êste perpendicularmente ao plano 
bissector, e por arestas, a aresta do diedro e as 
intersecções do dito plano com o plano bissector e 
com uma das faces do diedro ; arestas que se desi
gnam por V A , V B e V C respectivamente. Neste 
triedro rectângulo conhecem-se a face B V A = p e o 
ângulo x oposto à face B V C . O triedro está, pois, 
determinado. Resolvendo-o, acha-se : tg B V C = 
= sen ptga donde B V C = arc tg(sen p tga) e 2BVC = 
2 arc tg (sen p tg a) . E o ângulo pedido. 

Solução de Alberto Pais (de Lisboa). 
Enviaram também soluções correctas : José Morgado 

(do Pôrto), J . S. Faria de Abreu (de Penafiel) e Paul 
Richard (de Portalegre). 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livros 

e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares à Redacção 

23 — B U T L E R , CHAS. H . and L Y N N W O O D 
W R E N , F . — The Teaching of Secondary Mathema
tics—Mc Graw-Hil l Gook Co. 1941. X I I + 513 
págs. $3.00. 

É um livro verdadeiramente actual que todo o 
professor de matemáticas do ensino secundário 
deveria inscrever na sua lista de leituras. Deveria 
ser lido também pelos educadores em geral e 
pelos difigentes que têm a seu cargo qualquer 
trabalho sobre matemáticas nas escolas secundá
rias. Escrito por dois professores capazes e expe
rimentados, êste livro é precioso e cheio de suges
tões, particularmente para o grupo de professores 
jovens que, faltando-lhe a experiência do trabalho 
escolar,necessitam de um guia para os seus planos 
diários de l ições. 

O livro está dividido em três partes : 
1. » O lugar e a função das matemáticas na edu

cação secundária. 
2. " Melhoramento e avaliação da instrução na 

educação secundária. 

3. a O ensino do assunto principal das matemá
ticas secundárias. 

Pode-se felicitar os autores por terem escrito 
um bom livro, agradável e cheio de notas de filo
sofia e sugestões para o desenvolvimento da ins
trução ; é são e bem equilibrado. 

Os exercícios do fim de cada capítulo são bem 
escolhidos e a bibliografia é actual. 

(de W. D. R. em «The Mathematics Teacher» 
Vol. XXXV, n . ° 4 - A b r i l 1942 - Trad. J . S. P.) 

24 — F R A N K L I N , P H I L I P - A Treatise on Advan
ced Calculus—John Wiley and Sons, Inc. —New 
York; Chapman and Hall —London; 1940. 

Esta obra constitue uma valiosa contribuição a 
êste campo da matemática. Preenche definitiva
mente a lacuna existente entre o trabalho de forma 
elementar e o de rigor dentro da moderna aná
lise, como é pôsto em evidência pelos titulos dos 
primeiros capítulos. Como ponto de partida os 
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inteiros positivos e negativos, seguindo-se os nú
meros racionais,os irracionais —cujo estudo é feito 
pelo método de Dedekind—a definição de ponto 
limite, e os teoremas de Bolzano-Weierstrass e 
de Heine-Borel. O segundo capitulo trata, de forma 
cuidada, mas não muito longa, de limites, extre
mos, e continuidade ; utilizando o teorema de 
Heine-Borel demonstra-se que uma função contí
nua em todos os pontos de um intervalo fechado 
é uniformemente contínua nesse intervalo, e apre-
sentam-se demonstrações de teoremas relativos 
à continuidade que são geralmente omitidas em 
livros dêste género. O primeiro capitulo termina 
por 34 exercícios propostos que dizem respeito 
aos números algébricos e transcendentes, demons
tra-se que o conjunto dos algébricos é numerá
vel, o que não sucede com o conjunto dos n ú m e 
ros reais, e dá-se a definição da curva de Peano. 

Chegados ao capítulo I I I , encontramos defini
ções aritméticas construtivas das funções expo
nencial, logaritmo e trigonométricas. A aproxima
ção aqui dada é nova, e de um indiscutível 

interêsse e valor ; ao crítico afigura-se ser esta a 
parte mais interessante do livro. O tempo e aten
ção que o seu detalhe requerem deve ser, prova
velmente, o motivo da sua exclusão dalguns cursos 
dêste género. 

Há très capítulos sôbre integração e dois rela
tivos à variável complexa. A integração limita-se 
aos integrais de Riemann, próprios e impróprios. 

Nos capítulos relativos a séries e sucessões de 
funções encontra-se, ao lado do que é usual, 
secções dedicadas aos produtos infinitos, conver
gência em média, e equi-continuldade. O capítulo 
sôbre as sér ies e integrais de Fourier inclue o 
teorema de Féjer, o de aproximação de Weiers-
trass, o teorema de Parseval e transformações de 
Laplace. 

O último capítulo trata da função gama, dos po
l inómios e números de Bernoulli, fórmula de Stir
ling, etc. 

(de R. L . Jeffery em «The American Mathemati
cal Monthly» Vol.48, n.°4, Abril 1941 - T r a d . M.Z.) 

P U B L I C A Ç Õ E S R E C E B I D A S 

Boletin Matemático — (Buenos Aires) — Revista 
argentina de M a t e m á t i c a — Ano X I V — n.° 17, 
Ano X V — n.° s 12-13. 

Matemática Elemental — Revista publicada por 
el Instituto «Jorge Juan» de Matemáticas y Ia 
Real Sociedad Matemática Espanola — 4.a série 
— Tomo III — n.° 6 - 1943. 

Técnica — Revista de Engenharia dos Alunos 
do I. S. T . — n.° s 138 e 139. 

Revista P o l i t é c n i c a — ( S ã o P a u l o — B r a s i l ) — 
Ano 38.° n.0» 141. 

Fuclides — (Madrid) — Revista mensal de Ciên
cias Exactas, Físicas, Químicas y Naturales — 
Tomo III , H . 0 3 28 e 29. 

Seguros — Ano V — n.° 28. 

Seleções do Reader's Digest — Maio de 1943 — 
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tados Unidos da América do Norte. 
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" E U C I I D E S , , 
Revis ta d e c i ê n c i a s m a t e m á t i c a s , f ís icas , q u í m i c a s e n a t u r a i s 

o 
REDACÇÃO E ADMINISTRAÇÃO . A N T Ó N I O M A U R A , 7 — M A D R I D 

Preço da assinatura anual (12 números! —100$00 

Para efeitos de assinatura em Portugal, dirigir-se a 

Prof. Manue l Zaluar Rua de Serpa Pinto, 17, 4. Esq. —Lisboa 

PUBLICAÇÕES D O 

C E N T R O D E E S T U D O S D E MATEMÁTICA D O PÔRTO 

N.° 7 — Elementos da Teoria dos Grupos |esgotado) 
Almeida Coste 

N.° 2 — Cá/cu/o Tensorial 
Manuel Gonçalves Miranda 

N.° 3 — Grupos Abelianos e Anéis e Ideais não comu
tativos Almeida C o s t . 

N.° 4 — Sôbre os Grupos Abelianos 
Almeida Costa 

N.° 5 — Sur la possibilité d'une Cinématique générale 
Guido Beck 

P O R T U G A L I A E P H Y S I C A 
REVISTA DE C O L A B O R A Ç Ã O I N T E R N A C I O N A L 

• 
R E D A C Ç Ã O E A D M I N I S T R A Ç Ã O 

L A B O R A T Ó R I O D E F Í S I C A 

F A C U L D A D E D E C I Ê N C I A S D E L I S B O A 

P O R T U G A L I A E M A T H E M A T I C A 
Revista trimestral de colaboração internacional, editada por A. Monteiro 

E a ún ica r e v i s t a p o r t u g u e s a q u e p u b l i c a e x c l u s i v a m e n t e t r a b a l h o s o r i g i n a i s d e M a t e m á t i c a 

Volume 1 11938-19401-200$00 ; Vo lume 2 119411-150$00 

Volume 3 119421-150$00 ; Vo lume 4 (1943| em publ icação 

P a r a o s sóc ios d a S o c i e d a d e P o r t u g u e s a d e M a t e m á t i c a : 

Volume 1: 1 0 0 , $ 0 0 ; Vo lume 2 e seguintes: 5 0 $ 0 0 

Tôda a correspondência deve ser dirigida a 
«Porlugaliae Mathematical— Faculdade de Ciências de Lisboa 

Estes a n ú n c i o s n ã o s ã o pagos 



A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 
publicará em 1943 cinco números nos meses seguintes : 

J a n e i r o , M a r ç o , M a i o , J u l h o e N o v e m b r o 

PONTOS DE EXAME 

Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate
mática é constituída pelos pontos de exame de aptidão 
às universidades e pontos de exame de frequência e 
finais das cadeiras de matemática das escolas superio
res. A distribuição normal dêstes pontos, pelos diferen
tes números da Gazeta de Matemática é a seguinte: 

Exames de aptidão — N . o s de Março, Maio e Julho. 
1 . ° exame de frequência—N. o S de Novembro e Janeiro. 
2 . » exame de frequência — N . o s de Março e Maio. 
Exames finais — N . o s de Maio e Julho. 
Cada um dêstes números poderá publicar e publicará, 

em geral, outros pontos além dos indicados. 
A Gazeta de Matemática n3o é um mero arquivo 

de por.tos, mas um jornal de cultura matemática. 

CONDIÇÕES DE ASSINATURA 

A Administração da Gazeta de Matemática aceita 
assinaturas anuais de cinco números, ao preço de 
Esc. 2o$oo, para o que basta dar a indicação do 
nome, morada, local da cobrança e do número em 
que deve ter início. A assinatura será renovada, auto-
màticamente no seu têrmo, salvo aviso prévio em 
contrário. 

Para simplificar o trabalho da cobrança, todas as 
assinaturas serão acertadas de modo tal que passem a 
ter inicio com o número de Janeiro de cada ano, pelo 
que a primeira cobrança das assinaturas, com inicio em 
qualquer outro número, será de Esc. 4JS00, Esc. 8$oo, 
Esc. 12JS00 e Esc. i6$oo, correspondendo a 1, 2, 3 ou 4 
números. 

NÚMEROS ATRAZADOS 

Encontram-se completamente esgotados os N . o s 1 , 2, 
4, 5, 6, 9 e 10. Vendem-se avulso: N.° 3 Esc 6$$o, 
N.° 7 Esc. 6foo, N.° 8 Esc. 4 Í 0 0 , N." 11 e seguintes, 
Esc. 5|co. 

COLECÇÕES COMPLETAS 

Com excepção duma pequena reserva que a Admi
nistração da Gazeta de Matemática retirou do 
comércio, estão inteiramente esgotadas as colecções 
completas. 

A S S I N E A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 

concorrerá, assim, para o fuluro melhoramento duma revista que não constitui, 

de modo algum, um empreendimento comercial 


