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HOMENAGEM AO PROFESSOR REY PASTOR 

Os discípulos e colegas do matemático espa
nhol, Prof. J. Rey Pastor, decidiram come
morar os vinte e cinco 
anos de ensino na Ar
gentina deste ilustre 
professor e organizar a 
publicação cm volume 
dos seus trabalhos de 
investigação científica. 
A i Gazeta de Matemá
ticas, pretendendo asso-
ciar-se à homenagem tão 

justamente prestada, ao 
distinto matemático e 
pedagogo, publica neste 
número um artigo sobre 
a influência de Rey Pas
tor no desenvolvimento 
e ressurgimento das ma
temáticas espanholas, de 
(pie é autor um dos seus 
discípulos, o nosso cola
borador em Madrid 
Prof. Sixto Rios. 

O nome de Rey Pas
tor e sua obra são, de 
há muito, conhecidos e 
apreciados em Portugal; 
muito o admiramos e estimamos. Rey Pastor 
tem manifestado, também frequentemente, apreço 
e simpatia pelos raros matemáticos portu
gueses. Recordemos a este propósito a publi-

Rey Pastor na é p o c a d o s seus primeiros triunfos científicos 

cação duma interessante biografia do Prof. F. 
Gomes Teixeira no primeiro volume da Revista 

da Sociedade Matemá
tica Espanhola (Ano 1, 
n.° 3) e a especial aten
ção que dedica na sua 
obra a Los Matemáticos 
Espano!es del siglo x v i » 1  

à produção portuguesa 
representada, nesta 
época de esplendor da 
cultura ibérica, pelos 
dois matemáticos A/varo 
Tomás e. Pedro Nunes. 
Lembremo-nos ainda de 
que Rey Pastor foi o 
primeiro secretário e é, 
actualmente, o //resi
dente da Associação 
Luso - Espanhola piara 
o Progresso das Ciên
cias. 

Que o exemplo deste 
cientista e da sua in-
cansávél perseverança 
na formação de novos 
investigadores e conti
nuadores da obra por 

ele realizada, sejam incentivos piara nós e para 
o progresso das ciências matemáticas! 

1 Junta de Investigacion.es Histórico-Bibliográficas-
-Monografia n.° 1 —Madrid, 1934. 

SOCIEDADE PORTUGUESA 
OE MATEMÁTICA 

ÇoninOuwH» N* SÛ* 065 ?W 

http://Investigacion.es
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Influencia de Rey Pastor en la Matemática Espahola 
por Sixro Rios (professor da Universidade de Madrid! 

Valora r la in f luenc ia del gran m a t e m á t i c o espano], 
Rey Pastor, en la evo luc ión de nuestra cu l tura mate
m á t i c a exige, como c u e s t i ó n previa , bosquejar elestado 
de dicha cu l tu ra en el momento de la aparicion de este 
sol de la m a t e m á t i c a espanola. 

E l estado de la M a t e m á t i c a en Espana, en 1911, 
cuando Rey Pastor, que contaba a la sazón 23 aí íos , 
expl ica por p r i m e i r a vez un curso de A n á l i s i s mate
m á t i c o como C a t e d r á t i c o de la Univers idad de Oviedo, 
puede resumirse en la frase : ttHoy nuestro retraso en 
Geometr ia es solamente de medio siglo. y en A n á l i s i s 
poco m a y o r » . 

Son las palabras con que termina el b r i l l an te dis
curso i naugu ra l dei curso de 1912-13, pronunciado por 
e l maestro en l a Univers idad de Oviedo Detal lando 
t in poco m á s podemos decir que en las Universidades 
espanolas el n ive l m a t e m á t i c o de aquella época lo 
representaban Cauchy en A n á l i s i s y Staudt en Geo
m e t r i a ' " , cuando y a los nombres de Riemann, Weiers -
trass, P o i n c a r é , Lebesgue, Ba i re , H i l b e r t , etc., son 
fami l ia res en l a e n s e î i a n z a m a t e m á t i c a europea. 

Se han pasado 30 anos y hoy puede afirmarse que 
en Espana existe una cu l tu ra m a t e m á t i c a moderna y , 
para j u z g a r de la c o n t r i b u c i ó n de Rey Pastor a este 
hecho s ingular en l a h is tor ia de la cu l tu ra m a t e m á 
t ica , basta se ï i a la r que Rey Pastor ha explicado, por 
p r imera vez, en E s p a ù a y A r g e n t i n a cursos sobre 
Topo log ia , Funciones en espacios abstractos, A lgeb ra 
moderna, R e p r e s e n t a c i ó n conforme, Series divergentes, 
Series de D i r i c h l e t , Fundamentos de la Geometria, 
Geometr ia p royec t iva superior, etc. Muchos de estos 
cursos, recogidos por d i s c í p u l o s y colegas dei gran 
maestro, han sido publicados y consti tuyen exposicio-
nes magistrales en que son de admirar , tanto el estilo 
conciso y claro, como la o r ig ina l i dad y el r i go r extraor
d i n á r i o s . 

E n sus obras m a t e m á t i c a s y en sus escritos de ca
r á c t e r general el id ioma Castellano alcanza matices de 
p e r f e c c i ó n e x t r a o r d i n á r i a , que nos hacen considerarle 
como autentico c lá s i co en l a l i t e r a tu r a espahola. E n 
nuestra opin ion , entre las cosas que Espana debe a su 

flj Los matemáticos espanoles dei siglo xvi, 
<*> Nos referimos a la tónica general de la ensenanza uni

versitária, lo que no excluye la existência dealgún Profesor 
totalmente destacado en este marco típico. Permitasenos 
indicar, siquiera sea depaso, que el ProfesorTerradas. cuya 
influencia en el desarrolo de la Matemática espanola es 
también extraordinária, explico, en 1908, un curso de Ecua-
ciones intégrales. 

eminente h i j o Rey Pastor, es l a pr imera un puesto en 
la Academia de l a Lengua. 

Mayor , si cabe, es la b i i l l an t ez del maestro en la 
e x p l i c a c i ó n oral , en la que su entusiasmo se t ransmite 
desde las primeras palabras al a u d i t ó r i o . Es corriente 
que cuando un alumno sale de una lecc ión e s t é m u y 
conforme s i ha entendido lo que se le ha explicado. 
Pues bien, recuerdo que siempre los alumnos de Rey 
Pastor t e m i n á b a m o s la clase sabiendo l a lecc ión que 
habiamos escuchado al gran maestro. De t a l modo son 
claras y admirables sus lecciones orales. He aqui por 
que los espanoles, al sumamos al homenaje al maestro, 
lo hacemos de todo co razón , p ê r o d e s è a m o s , al mismo 
t iempo, que sus p e r m a n ê n c i a s entre nosotros sean m á s 
prolongadas, pues si bien su labor en A m é r i c a ha de 
tener una trascendencia h i s t ó r i c a mayor que s i Rey 
hubiera permanecido todo ese t iempo en Espana, 
nosotros anoramos constantemente el contacto directo 
con el maestro insuperable : sus lecciones, sus proble
mas, su entusiasmo contagioso, su v i t a l i d a d opt imis ta , 
sus cualidades excepcionales de for jador de eseuela, a 
l a vez que de gran m a t e m á t i c o . Pero n i n g ú n espanol 
que tenga un sentido claro de lo que es pa t r io t i smo 
d e j a r á de reconocer que la obra de Rey Pastor adquiere, 
por su permanecia en H i s p a n o - A m é r i c a , una d imen
sion h i s t ó r i c a incomparablemente mayor, que nos com
pensa a los espanoles de nuestras anoranzas. 

E n su discurso de ingreso en la Real Academia de 
C i ê n c i a s de M a d r i d , pronunciado en 1914, dice Rey 
Pastor : « A v e r g o n z a d o cada vez que de l áb ios ex t ran-
jeros oigo exclamacioncs de estupor al conocer nuestra 
o r g a n i z a c i ó n u n i v e r s i t á r i a , nuestro o r i g i n a l procedi-
miento de prov is ion de C á t e d r a s y la índo le de las 
cuestiones m a t e m á t i c a s en que todavia nos ocupamos, 
p r o p ú s e m e contagiar a otras conciencias m i i n d i g n a -
c ión y comunicarles mis e n t u s i a s m o s » . 

Pues bien, p o ç a s veces p o d r á citarse en la h i s to r ia 
el caso de un hombre que en el breve plazo de un 
cuarto de s iglo haya podido ver realizada una i l u s i ó n 
que a él mismo pudo parecerle u t ó p i c a en aquela 
fecha l 3 ' . 

E n é p o c a p r ó x i m a a la de la lectura de su discurso 

13» En el mismo discurso se lee: «Y en alas de mi opti
mismo llegué a soflar que también la Matemática viva, 
actualmente en elaboraclón por artifices eminentes, que no 
es preciso citar, Uegaria a interesar a algunos de nuestros 
jóvenes, no inferiores en inteligência y aplicación a los de 
aquellas otras naciones». 
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a c a d é m i c o . Rey Pastor fundo en M a d r i d la Revis ta 
M a t e m á t i c a Hispano Amer icana y el S e m i n á r i o Mate
m á t i c o , y en c l , rodeado de selectos d i s c í p u l o s y cola
boradores, puede decirse que se inc i a un nuevo periodo 
de l a M a t e m á t i c a espanola. A l cabo de algunos aî ios 
las contribuciones de Rey Pastor y su escuela son es t i 
madas en E u r o p a y aparecen publicadas en las m á s 
impor tantes revistas : « A c t a M a t h e m a t i c a l , « M a t h e -
matische A n n a l e n » , « E r g e b n i s s e dei C o l ó q u i o de 
V i e n a » , « A b h a n d l u n g e n de H a m b u r g o » , « R e n d i c o n t i 
d i P a l e r m o » , « M e m o r i a s de la Academia de I t á l i a » , 
'Mathematische Ze i t sch r i f t ' , 'Duke Mathemat ica l ' , etc. 

Expuesto esto, resulta s u p é r f l u o rese r ía r una vez 
m á s todos los elogios que m a t e m á t i c o s extranjeros han 
hecho repetidas veces dei maestro. 

No es nuestra f i n a l i d a d , y a que ello requeria un 
espacio m u y superior a l que nos hemos se í i a l ado , hacer 
un a n á l i s i s de las obras y t rabajos de Rey Pastor-
U n a r e se í i a de los mismos puede leerse en l a in tere-
sante monogra f i a de L o r i a « L e m a t e m a t i e h e i n Spagna 
e i n A r g e n t i n a » , pub l icada en l a Revis ta de l a U n i ó n 
M a t e m á t i c a A r g e n t i n a (1938). Refir iendose a la p ro -
d u c c i ó n m a t e m á t i c a espanola, dice L o r i a en dicho 
a r t í c u l o : « E n e l la el puesto de honor corresponde por 

derecho a Rey Pastor, cuya marav i l losa p r o d u c c i ó n 
c i e n t í f i c a abarca todos los campos de la M a t e m á t i c a ; 
se encuentran. en efecto, t rabajos re la t ivos a las s i gu i en -
tes ramas : A r i t m é t i c a elemental y t eor ia de n ú m e r o s , 
A l g e b r a c l á s i c a y moderna, A n á l i s i s a lgebraieo e i n f i 
n i tes imal , Teor i a de series e i n t é g r a l e s , T e o r i a gene
r a l de funciones y funciones especiales, C á l c u l o de d i f e 
rencias f i n i t a s , R e p r e s e n t a c i ó n conforme, T e o r i a de 
conjuntos, Geometria dei t r i angu lo , Geometr ia p royec-
t i v a , Geometr ia no e u c l í d e a , T o p o l o g i a , P r o b a b i l i d a 
des, Espacios abstractos, F í s i c a m a t e m á t i c a , F i l o s o f i a 
e H i s t o r i a » . 

L a in f luenc ia de Rey Pastor en el desarrollo de 13 
M a t e m á t i c a en Hispano A m é r i c a es aun mayor , s i cabe, 
que en Espana. Sus cursos de l a Un ive r s idad , de la 
Facu l t ad de I n g e n i e r í a , l a f u n d a c i ó n de S e m i n á r i o s 
de I n v e s t i g a c i ó n , de revistas ( B o l e t í n dei S e m i n á r i o 
M a t e m á t i c o argentino, Revis ta de l a U n i ó n M a t e m á 
t i ca A r g e n t i n a , etc.), l a p l é y a d e de d i s c í p u l o s y sus 
notables publicaciones que tan a l to han puesto el 
nombre de Espana en H i s p a n o - A m é r i c a , ev idenc ian 
que nunca con mayor opor tunidad y mot ivos se h a b r á 
hecho un homenaje como el que ahora recibe de sus 
colegas y d i s c í p u l o s el gran m a t e m á t i c o espanol. 

Una nueva demostracion de los teoremas de Legendre y Lexell 
p o r J o s é Gallego Diaz (professor da Universidade de Madrid] 

L a demostracion c l á s i c a dei teorema de Legendre, 
r e l a t ivo a los t r i â n g u l o s e s fé r i cos cuyos lados son m u y 
pequenos con relacion a la esfera, exige, como es bien 
sabido, c á l c u l o s ar t i f ic iosos y largos. Nos proponemos 
aqui dar una demostracion g e o m é t r i c a , sencilla, me
diante la proyeccion e s t e r e o g r á f i c a , que creemos no 
e s t á desprovista de i n t e r é s d i d á c t i c o . Tiene, a d e m á s , 
l a ven ta ja de hacer patente el va lor dei exceso de un 
t r i â n g u l o e s f é r i c o cualquiera, p u d i é n d o s e , pues, deter
mina r con sencillez su á r e a . F inalmente , damos o t ra 
apl icacion dei m é t o d o , demostrando, de manera inme-
dia ta , el teorema de L e x e l l . 

Sea el t r i â n g u l o e s f é r i c o ABC ( f i g . 1) y OB' C 
su proyeccion e s t e r e o g r á f i c a sobre el plano dei ecua-
dor. Sean B' t y C i las tangentes en B' y C a l 
arco B' C proyeccion e s t e r e o g r á f i c a dei BC. Se cum-

ple : OB't—B, OC't=C. L l amando x al â n g u l o 
C B't=B'C't, resulta, en el t r i a n g u l o r e c t i l í n e o 
OB< C : B - x + C - x + A = n, 2x=A + B + C—n = 2E 
luego x = E ; es decir que el â n g u l o que fo rma la 
cuerda B1 C con la tangente en uno cualquiera de 
los extremos es i g u a l al semi-exceso e s f é r i co dei t r i â n 

gulo ABC. Hac iendo : OB' C = B\, 

B< OC — Ai podemos escr ibir : B=Bi + E 

OC"B'=Ci, 

, c - à i + ê , 

/ \ '• ^""T" [4 K 4 ^ \ 
/ • 

*• ~f—r^)» 

F i g . l 

A=A\ y , si efectuamos una permutacion c i rcu la r o, 
lo que es a n á l o g o , p r o y e c t á s e m o s e s t e r e o g r á f i c a m e n t e 
desde los puntos diametralmente opuestos a los B y C, 
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resul tar ia , con notacion semejante : B = B j , C = 

= C 2 + Ê , -4 = - í 2 + Ê ; (5= (? 3 , B = Â 3 + Ê, .4 = . í , 4- -Ê, 

es decir : SÂ = .4, + -4 2 + .4 3 -+- 2 £ , 3B = £ f + £ 2 + 

+ B 3 + 2£ , ' , 8 Ô - f 3 , - r - ( ? i + < ? i + 2 . Ê . Pero ^f , , B, , 
son los â n g u l o s dei t r i angu lo cuyos lados valen 

R sen o/2 
OB' = R- t g c / 2 , O C -

cos 6/2 • cos c /2 
= R-tgb/2 segun f ó r m u l a s conocidas de Tr igonomet r ia , 
siendo a , ò , c los lados dei t r i â n g u l o es fér ico ABC-
luego, s i a , 6, c, son muy pequenos con re lae ión a i í , 
podemos tomar como equivalentes a sus arcos las 
l í n e a s t r i g o n o m é t r i c a s seno y tangente, con lo cual, 
en el l i m i t e , los lados dei t r i â n g u l o se p o d r á n reem-
plazar por : Raj2 , Mb/2 , Rc/2 ; los â n g u l o s : Ai, 
A2, A3 ; Bi, B2, By ; C t , C 2 , C j ; t e n d e r á n , respec
t ivamente , a los â n g u l o s dei t r i â n g u l o cuyos lados son 
Ra/2, Rb/2, Rc/2 o a los de su semejante cuyos 
lados va lgan : Ra , Rb , Rc , y s i a estos â n g u l o s los 
l lamamos, respectivamente : ot'., p' , 7' , r e s u l t a r á 
A = *' + 2E/3, B - p " + 2 .E/3, 0 = 7 ' + 2Ej3; que era 
lo que q u e r í a m o s demonstrar. 

Para la demostracion dei teorema de Lexel l , obser
vemos en l a f i g . 1 que s i es 3' l a p r o y e c e i ó n estereo-
g r á f i c a de g y siendo 3 el punto diametralmente 
opuesto al B, el angulo B' 3' C es i g u a l a l B' C t 
y por tanto i g u a l a E . 

A h o r a , sean A y B dos puntos de la esfera ( f i g . 2) 
y llamemos a y 3 a los diametralmente opuestos a 
ellos. Sea M un punto g e n é r i c o del circulo menor de 
d i â m e t r o af3 y cuyo plano es perpendicular a AOB . 
E l t r i angu lo es fé r ico ABM se proyecta e s t e r e o g r á f i -
camente en el mix t i l i neo OB' AI' . L a p r o y e c e i ó n 

Fig. 2 

e s t e r e o g r á f i c a dei c i rculo menor o.M$ s e r á l a recta 
3' M ' y la c o n s t â n c i a dei â n g u l o Op' AI' —cuando M 
describe el c i rculo menor considerado — nos prueba 
que el á r e a dei t r i angu lo es fé r i co ABAI es constante. 
Y , reciprocamente, dado el lado AB ; si el t r i a n g u l o 
ABAI ha de ser de á r e a constante, el angulo Op' M ' = i í 
debe ser f i j o y para ello, el lugar g e o m é t r i c o de , At 
debe ser un circulo menor que pase por a y 3 • 

A IDEIA DE DIMENSÃO 
por Benno Eckmann 

(Encarregado de curso na Faculdade de Ciências e na Escola de Engenharia da Universidade de Lausanne 
e privât dosent na Escola Politécnica Federal de Ziirich) 

Lição inaugural proferida em 1943, Fevereiro, 5 e publicada na Reoue de Théologie et de Philosophie, 
n.° 127, Abril-Junho de 1943 

( C o n t i n u a ç ã o do n ú m e r o anterior) 

5 . Tudo isto n3o nos impede, naturalmente, a nós 
matemáticos , de fa ar do espaço a quatro dimensões ou 
mais, considerado unicamente como sistema lógico, e 
de examinar as suas propriedades. Conserva-sea mesma 
linguagem geométrica e fala-se de pontos, de rectas, 
de planos, de ângulos , etc., se bem que, em geral, 
estas coisas n3o possam ser postas em correspondên
cia com os objectos do espaço real ! Todavia, esta cons
trução é muito importante e eficaz pelas razões seguin
tes : 

Permite ao matemático a tradução em linguagem geo
métrica de factos e problemas analíticos ou algébricos, 
o que simplifica, por vezes grandemente, a resolução e 
sugere métodos e resultados ; quasi se pode dizer que, 

ao praticar esta geometria, se alcança uma certa intuição 
do espaço a « dimensões — nao sei se é a grande ana
logia com o espaçosa três dimensões (que, naturalmente, 
pode também enganar-nos !) ou, muito simplesmente, 
o háb ! to de pensar nestas coisas. 

Mais importante ainda é a aplicação seguinte : quer 
no mundo da experiência e da intuição, quer na fisica, 
quer ainda nos diferentes ramos das matemáticas , há 
objectos e fenómenos relativamente aos quais é vanta
joso tomar o espaço a n dimensões como esquema, no 
sentido de que è les podem descrever-se por n números 
reais variando independentemente, como as coordenadas 
no espaço a » dimensões . Este diz-se então, um conti
nuo a n dimensões ou a n graus de liberdade. 
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Encontram-se exemplos disso em todos os domín ios 
da ciência : 

a) Uma curva é um continuo a uma dimensão ; é pos
sível numerar os seus pontos com um n ú m e r o var iáve l , 
isto é , pelo comprimento 'do arco da curva a part ir de 
um certo ponto f i x o . Por outras palavras, pode fazer-se 
corresponder aos pontos da curva os pontos de uma 
recta ( e s p a ç o a uma d i m e n s ã o !) de modo tal que a dois 
pontos distintos correspondem dois pontos distintos e 
que a dois pontos vizinhos correspondem dois pontos 
vizinhos. Neste caso a cor respondênc ia diz-se b iun ívoca 
(isto é, u n í v o c a nos dois sentidos e c o n t í n u a . 

b) O u t r o exemplo : o tempo é um con t ínuo a uma 
d i m e n s ã o , pois fixam-se os instantes por um n ú m e r o . 

c) Uma porção de superfície, por exemplo de uma 
esfera, é um c o n t í n u o a duas d i m e n s õ e s , cujos pontos 
podem ser descritos por dois n ú m e r o s , as duas coorde
nadas duma carta topográf ica da superf íc ie (por exem
plo, a longitude e a lat i tude). 

d) Os movimentos no plano (por exemplo, de um 
segmento) constituem um c o n t í n u o a t r ê s d i m e n s õ e s : 
qualquer movimento é dado por duas t rans lacções inde
pendentes e por uma ro tação . Diz-se que um corpo 
possui, para os movimentos no plano, t r ê s graus de 
liberdade e podem representar-se êsses movimentos por 
t r ê s n ú m e r o s , portanto, pelos pontos de um espaço a 
t r ê s d i m e n s õ e s . 

e) A n à l o g a m e n t e , os movimentos de um corpo no 
espaço t ê m seis graus de liberdade : t rês ' t r ans l acções 
independentes e uma ro tação que é dada por t rês n ú m e 
ros. Os movimentos no espaço , dados por seis n ú m e r o s , 
podem, portanto, representar-se por pontos do espaço 
a seis d i m e n s õ e s . (Se se fixa um ponto de um corpo em 
movimento, ê s te tem apenas t r ê s graus de liberdade, 
os da ro t ação . Se se fixam dois pontos, fica só um grau 
de liberdade, o da ro tação em torno da recta definida 
pelos dois pontos.) 

Os f ís icos t ê m bem presente a muito particular im
por t ânc ia do n ú m e r o destes graus de liberdade, por 
exemplo, na teoria do calor especifico. 

f ) Para fixar o lugar e o tempo de um ponto que se 
desloca, ou de uma o b s e r v a ç ã o , necessitamos de quatro 
n ú m e r o s : o c o n t í n u o espaço-tempo é a quatro dimen
s õ e s , podemos r ep i e sen t á - lo pelos pontos do espaço a 
quatro d i m e n s õ e s o que é de uma grande impor t ânc i a 
na teoria da relatividade. 

g) O estado de uma molécula em movimento pode 
ser dado por seis n ú m e r o s : as t r ê s coordenadas do lugar 
e as t r ê s componentes da sua velocidade. Na teoria 
cinét ica dos gases, o estado de um gaz cons t i tu ído por 
N molécu las s e r á dado, e n t ã o , por (>N n ú m e r o s e os 
diversos estados do gaz podem ser representados pelos 
pontos do e spaço a 6N d i m e n s õ e s , digamos i o - 1 dimen

s õ e s " ' . P o d e r á parecer exquisi to, mas é mui to p r á t i c o 
na teoria e s t a t í s t i c a das mo lécu l a s . 

Nâo quero referir-me aos numerosos exemplos que o 
m a t e m á t i c o encontra na geometria a lgébr ica e na a n á l i s e . 

6. Em resumo : 
A pregunta: Porque se diz que o nosso e spaço tem t r ê s 

d i m e n s õ e s ?, responder-se à : Porque tem por esquema 
o espaço geométr ico a t r ê s d i m e n s õ e s ou coordenadas. 

E, à pregunta : i Qua l é a r a z ã o pela qual ê s t e ou 
a q u ê l e con t ínuo tem n d i m e n s õ e s ou n graus de liber
dade ?, r e s p o n d e r - s e - à : Porque pode ser descrito por n 
n ú m e r o s , variando independentemente, como as « c o o r 
denadas no espaço a n d i m e n s õ e s , por outras palavras : 
porque os elementos d ê s s e c o n t í n u o podem ser repre
sentados pelos pontos d ê s t e e s p a ç o , ou postos em cor
respondência com os pontos dêste espaço a n dimensões. 

Tudo isto parece muito simples e é bem o que durante 
muito tempo foi aceite como def in ição da d i m e n s ã o , sem 
precisar muito o que se entende por esta correspondên
cia (talvez pensando, sobretudo, em c o r r e s p o n d ê n c i a s 
dadas por f ó r m u l a s simples). Mas, é neste momento 
que se erguem graves dificuldades, de c a r á c t e r mate
mát i co , isto é, intervindo na c o n s t r u ç ã o lógica e que 
devem ser vencidas antes que a def in ição de d i m e n s ã o 
seja just if icada. 

7 . Eis as dificuldades : 
Se se consegue a descrição de um c o n t í n u o por, diga

mos, dois n ú m e r o s , i nao se poderá f a z ê - l a t a m b é m por 
t r ê s (ou quatro, ou u m ) — naturalmente, procedendo 
de uma maneira inteiramente diferente? i H a v e r á , em 
suma, d i ferença entre os espaços a diversas d i m e n s õ e s , 
por exemplo, entre o de duas e o de t r ê s ? ^Nao p o d e r á 
estabelecer-se uma correspondência entre os pontos 
d ê s t e s dois espaços que permitisse a s u b s t i t u i ç ã o , pura 
e simples, de um pelo outro, sobretudo para a desc r i ção 
de um con t ínuo f 

Ve jam : A noção de d i m e n s ã o que se af igura t â o 
simples e que é t3o importante para numerosas aplica
ções , parece n3o possuir um sentido 1 

Responder-me-So : O que pode descrever-se com dois 
n ú m e r o s , variando independentemente, nao o pode ser 
com t r ê s , visto que no plano n3o h â tantos pontos como 
no espaço ! 

O r a , isto n3o é verdade num certo sentido ( m u i t o 
embora, se se considera um plano imerso no e s p a ç o , 
haja pontos fora do plano ! ) . Com efeito, dois factos 
extremamente surpreendentes, descobertos nos fins do 
século X I X , o puzeram bem em e v i d ê n c i a . 

Primeiramente, a escola de Cantor encontrou corres-

i" Observar-se-à que IO 2 4 nSo é um múltiplo de 6. Note-
-se que, se em 6N se substitui N pelo número de Avogadro 
tem-se §N~Wli. (N. do T.) 
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p o n d ê n c i a s entre dois espaços a diferentes d imensões 
(por exemplo, entre o plano e o esp ço, ou recta e espaço 
a quatro d i m e n s õ e s , etc.), c o r r e s p o n d ê n c i a s que s â o 
b i u n í v o c a s , isto é, que a dois pontos diferentes fazem 

-corresponder dois pontos diferentes. Poderia dizer-se 
que, dês te modo, os dois e spaços c o n t ê m o mesmo nú
mero de pontos, e poderia, com efeito, substituir-se um 
dos espaços pelo outro ! 

E, i agora ? i S e r á necessár io , por isso, abandonar a 
idéia de d i m e n s ã o como a f o r m u l á m o s ? N â o . Porque 
esta co r r e spondênc i a de Cantor, embora seja b iun ívoca , 
não é continua, isto é, que a pontos vizinhos corres
pondem pontos afastados no outro e spaço , ou no contí
nuo que se pretende descrever e cuja conexão será assim 
completamente d e s t r u í d a ! Mas, para definir a d imensão , 
n3o se encararam, seguramente, tais c o r r e s p o n d ê n c i a s ; 
elas devem excluir-se. 

O segundo facto é a célebre curva de Peano. É uma 
curva no sentido de que é um conjunto de pontos per
corridos por um ponto que se desloca no plano : é pos
sível numerar ê s t e s pontos por in t e rméd io do tempo, 
portanto, de um n ú m e r o , isto é, é possível pô-los em 
co r r e spondênc i a com os pontos de uma recta O r a , esta 
curva de Peano possui a propriedade de preencher com
pletamente um quadrado, portanto, um con t ínuo a duas 
d i m e n s õ e s e estabelece, assim, uma co r re spondênc ia 
entre recta e plano. Desfa vez a co r r e spondênc ia é 
c o n t í n u a — mas, não é biunivoca, visto que h á pontos 
do quadrado que são percorridos v á r i a s vezes, e por 
isso ela deve t a m b é m excluir-se. 

8. Se ê s t e s resultados vos parecem um pouco estra
nhos, nâo esqueça i s que se trata de espaços geométr icos 
abstractos ; nâo se trata, portanto, da in tu ição , mas da 
c o n s t r u ç ã o lógica que, embora inspirada no real, ultra
passa — mesmo na sua base ax iomát ica ! — as possibi 
lidades da nossa in tu ição e exper iênc ia . E, como esta 
cons t rução es tá na base da idéia de d i m e n s ã o , expressa 
na def inição, v ê - s e agora o que é necessár io para salvar 
esta idéia de d i m e n s ã o : é necessár io demonstrar a 
impossibilidade do estabelecimento, entre dois espaços 
de diferentes d i m e n s õ e s , de uma cor respondênc ia que 
seja, ao mesmo tempo, b iun ívoca e c o n t í n u a . Por outras 
palavras : que é imposs íve l construir uma imagem 
biun ívoca e c o n t í n u a do espaço a n d i m e n s õ e s num espaço 
de n ú m e r o inferior de d i m e n s õ e s , por exemplo, de um 
plano numa recta. 

Isto pode demonstrar-se. Desta vez a in tu ição nâo 
nos engana. A primeira d e m o n s t r a ç ã o foi dada em i g n 
por Brouwer <3' ; em 1 9 1 3 , ê le própr io deu uma outra, 
mais profunda do que a primeira, precisando as ideias 
enunciadas em 1 0 1 2 por Pomcaré na sua célebre me
mór ia : Pourquoi l'espace a trois dimensions m . As 
inves t igações de Brouwer e a impor t ânc ia dos seus 

resultados permaneceram ignorados durante vár ios anos. 
Em 1 9 2 2 , as mesmas ideias foram retomadas, indepen
dentemente, por Menger e Vrysohn '-' e muito apro
fundadas . É e n t ã o que uma bela teoria surge com a 
co laboração de um grande n ú m e r o de m a t e m á t i c o s . Pode 
dizer-se que o ponto final dêste desenvolvimento, em
bora muitos problemas aguardem resolução , é o l iv ro 
de Hurewicz e Wallmann, Dimension Theory, publ i 
cado em 1 0 4 1 , em Princeton 

9 . U m dos principais resultados de t ô d a s estas inves
t igações , — mas nâo o único J — é, portanto, que a 
antiga def inição comum de d i m e n s ã o , tal como a f o r m u 
l á m o s , subsiste, tem sentido. <> Qua l é no fundo , o 
significado dês t e facto? j A que ordem de ideias per
tence ? 

O ponto essencial, vimo-lo nós , reside nas correspon
d ê n c i a s ou imagens b iun ívocas e c o n t í n u a s . Conside
remos, por exemplo, uma c i rcunferênc ia e uma circun
fe rênc ia mal desenhada, isto é, uma de fo rmação da 
primeira . Esta é, sem d ú v i d a , uma imagem biunivoca 
e c o n t í n u a da c i r cun fe rênc ia . Constata-se que q u á s i 
t ô d a s as propriedades geomét r icas se perderam, compri
mento, â n g u l o s , direcções, a curva j á nâo tem centro, 
etc. Contudo , h á qualquer coisa que subsiste : a curva 
é sempre u:n con t ínuo a uma d imensão e é fechada 
( n â o aberta). Estas propriedades que nâo se modificaram 
s â o de uma ordem diferente da das que se consideram 
em geometria o rd iná r i a , d i r -se-à de uma ordem mais 
elementar. A disciplina que de tais propriedades se ocupa 
chama-se analysis situs ou topologia. 

Por e emplo, nâo há d i ferença topológica entre uma 
esfera e um ovo, ou um elipsóide, ou ainda uma super
fície fechada dês te géne ro , o que j á nâo sucede entre 
uma esfera e um toro. E, afirma-se uma propriedade 
topológica ao dizer que duas curvas fechadas num 
espaço e s t ão e n l a ç a d a s ou n â o . O célebre teorema de 
Euler relativo aos poliedros (a soma dos vé r t i ces e 
das faces menos a soma das arestas é igual a dois) é 
de ca rác te r topológico ; visto que é somente necessár io 
que o poliedro tenha a conexão , o género de uma esfera; 
a forma, os â n g u l o s , os lados das faces não desempe
nham papel algurn^ neste caso. 

E, o sentido do teorema de Brouwer, que era neces
s á r i o para salvar a idéia de d i m e n s ã o (que afirma a 
impossibilidade de alterar o n ú m e n de d i m e n s õ e s por 
uma simples de fo rmação 1 — é que a dimensão de um 
espaço é uma propriedade topológica, embora tenha 
sido definido por in te rmédio das coordenadas, portanto, 
atravez de elementos nâo topológicos, a saber â n g u l o s , 
comprimentos, rectas, etc. 

Pode dizer-se — os exemplos mostraram b e m — q u e 

Veia-se a nota bibliográfica final. 
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as propriedades topológicas sao.sugeridas pelas e x p e r i ê n 
cia e pela in tu i ção puramente geomét r i cas , ao passo 
que, na geometria o r d i n á r i a , se recorre a noções a r i tmé
ticas e ana l í t i ca s de uma outra ordem. Por outras pala
vras : Para chegar à geometria o rd iná r i a , é necessár io 
restringir o domín io das c o r r e s p o n d ê n c i a s consideradas 
a t é aqui ; por exemplo, se se considera, em vez das 
de fo rmações b i u n í v o c a s e c o n t í n u a s , somente os movi
mentos no e spaço , e n t ã o , os comprimentos e os â n g u l o s , 
etc., permanecem invariantes, e estas sâo as coisas de 
que se ocupa a geometria elementar métr ica . Ass im, os 
diferentes pontos de vis ta geométr icos s3o caracterisados 
pelas c o r r e s p o n d ê n c i a s admitidas ; o caso mais geral é 
o da topologia ; o caso mais restricto, o da geometria 
mét r ica , e h á casos i n t e r m é d i o s . 

10 . Constatou-se, e n t ã o , que a idéia de d i m e n s ã o é 
de ca rác te r topológico ; deve, portanto, procurar-se uma 
def in ição que o ponha em e v i d ê n c i a , isto é, uma defi
nição uti l izando apenas noções topológicas . 

Para isso,' deixemo-nos inspirar muito simplesmente 
pelo espaço real. Nos Elementos de Euclides encon-
tra-se a idéia seguinte : A extremidade de uma curva 
é um ponto, o bordo de uma superficie é uma curva, 
a fronteira de um corpo é uma super f í c ie . Na memór ia 
já citada, Poincaré p ropõe que se caracterize a dimen
s ã o por tais propriedades ou por propriedades mui to 
vizinhas. A def in ição de Menger e Urysohn, admitida 
hoje como a melhor, q u á s i nao difere disso. 

Considera-se um ponto do c o n t í n u o em q u e s t ã o e 
uma v i z i n h a n ç a completa dês se ponto; tenta-se extrair 
a v i z i n h a n ç a do c o n t í n u o . Para isso é forçoso cortar ou 
rasgar o c o n t í n u o em certos pontos que se chamam 
pontos da fronteira da vizinhança. 

Se se trata de um c o n t í n u o a uma d i m e n s ã o — con
sideremos uma curva ou um f io de ferro — basta cor
t á - lo em alguns pontos isolados (que n3o constituem 
êles própr ios continuo a lgum) . 

Se se t rata de um continuo a duas d i m e n s õ e s — con
sideremos uma supe r f í c i e — n3o basta cor tá- la em al
guns pontos isolados, deve-se cor tá- la segundo uma 
curva (portanto, um c o n t í n u o a uma d i m e n s ã o ) . 

Se se t rata de um c o n t í n u o a três d i m e n s õ e s — con
sideremos o espaço — nem pontos isolados, nem curvas 
bastam ; a fronteira de uma v i z i n h a n ç a (por exemplo, 
de unia bola sól ida) é c o n s t i t u í d a por uma super f íc ie 
(portanto, um continuo a duas d i m e n s õ e s ) — e assim 
por diante. 

Di r - se -á , portanto, que um continuo é a n dimen
sões guando os pontos da froileira de uma vizinhança 
constituem um continuo an — 1 dimensões. 

Pode demonstrar-se, e n t ã o , que o espaço abstracto 
a » coordenadas goza precisamente desta propriedade; 
isto mostra que a antiga e a nova def in ições sao equi

valentes. Mas, a nova nâo ut i l iza , nem comprimentos , 
nem â n g u l o s , nem rectas, somente v i z i n h a n ç a s que sà"o 
de carác te r puramente topológico (a sua forma nâ"o de
sempenha qualquer papel ! ) . É talvez o melhor m é t o d o 
para pôr em evidência o facto de que a d i m e n s ã o , o 
n ú m e r o de graus de liberdade, exprime uma propriedade 
topológica de um c o n t í n u o . 

11. Poderia ainda falar-vos de outros m é t o d o s que 
permitem a ca rac te r i zação da d i m e n s ã o de uma maneira 
topológica , por exemplo, o proposto por Lebesgue u t i 
lizando a noção de cobertura ; ele fo i mui to impor tan te 
para o desenvolvimento da teoria. Poderia t a m b é m d i 
r igir a vossa a t enção para os e s p a ç o s a u m n ú m e r o 
in f in i to de d i m e n s õ e s , ou para os e spaços (abstractos) 
mais gerais ainda do que os dados por i n t e r m é d i o de 
coordenadas ; s3o os espaços topológicos, nos quais se 
n3o tem q u á s i senSo uma ún ica noç3o g e o m é t r i c a , a de 
v i z i n h a n ç a ; mas, como vimos , estas v i z i n h a n ç a s per-
mitem-nos falar da d i m e n s ã o e obteve-se mesmo o re
sultado interessante de que, em pr inc íp io , todos estes 
espaços generalizados sao partes dos e s p a ç o s dados por 
in te rmédio de coordenadas. Poderia fa lar-vos ainda dos 
problemas nao resolvidos, das apl icações à algebra e à 
aná l i se — mas, isso conduzir-me-ia mui to longe e é 
tempo de concluir. 

1 2 . Todos constataram, decerto, que todos os m é t o 
dos geométr icos sao caracterizados por uma c o l a b o r a ç ã o 
muito particular entre a i n t u i ç ã o , a e x p e r i ê n c i a e a 
a b s t r a c ç ã o , na qual se distingue sempre estrictamente 
entre o real e a teoria que pode ser o seu esquema. 
Ë , de resto, t ípico no trabalho m a t e m á t i c o e mesmo nas 
ciências , sobretudo na física t eór ica . 

Nem sempre assim f o i . Tempo houve em que se pen
sou que o espaço geométr ico e o e spaço real, que u m a 
teoria e o seu objecto, eram a mesma coisa. E , no f u n d o , 
digamos de um modo nao of ic ia l , talvez se pense o 
mesmo ainda hoje. 

Se se foi fo rçado a abandonar esta idéia, se se diz 
sem ambiguidade que tudo o que uma teoria enuncia 
nao se refere à realidade, mas apenas ao seu esquema 
abstracto — i nao é isto fazer da necessidade v i r t u d e ? 
i Nao é a intel igência assim mais modesta do que que
reria s ê - l o ? 

Talvez se deva formular a coisa de um modo u m 
pouco diferente. Pois o que se chama realidade nao 
pode, a f ina l , ser visto e descrito s e n ã o a t r a v é s de u m 
certo esquema abstracto. Sem a idéia pre-existente de 
um con t ínuo , tôda a e x p e r i ê n c i a seria i m p o s s í v e l , re-
duzir-se-ia a s ensações isoladas sem relações . Conceitos 
simples, considerados como pertencentes à e x p e r i ê n c i a 
e à i n t u i ç ã o — como o da d i m e n s ã o — já s u p õ e m , a f i 
nal, uma teoria abstracta. Frequentemente, mesmo as 
m a t e m á t i c a s , com as suas cons t ruções e formal ismos 
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abstractos, permitiram a concepção de novas ideias i n 
tui t ivas e o descobrimento de novos factos experimen
tais ; a h is tór ia das ciências d á - n o s disso numerosos 
exemplos, 

Permitir-me-ao, portanto, que eu veja nas m a t e m á 
ticas não só um instrumento muito útil para as ciên
cias e a técnica nâo só a linguagem que nos permite 
relacionar os f e n ó m e n o s , formular leis e deduzir conse
q u ê n c i a s , mas muito mais : Vejo nelas a expressão da 
nossa maneira de pensar. E, se o ma temá t i co , como 
um geógrafo que se não contenta com o conhecimento 
da geografia da sua aldeia natal, parece afastar secada 
vez mais dos esquemas correntes e ousa passar de uma 
abs t r acção e genera l ização a outra, nâo se afasta mais 
do real por isso ; pelo con t r á r i o , cria novas possibili
dades de pensar, de encarar e compreender o nosso 
mundo. 

N O T A B I B L I O G R Á F I C A 

Não ind i cámos as memór i a s e l ivros que tratam dos 
problemas ma temá t i cos abordados nesta conferênc ia . 

Encontram-se citados nas duas obras seguintes consa
gradas à teoria da d i m e n s ã o : 

K. M e n g e r , Dimensionslheorie (Leipzig, 1 9 2 8 ) . 
W . H u r e w i c z e H . W a l l m a n n , Dimension Theory 

(Princeton, 1 9 4 1 ) . 
Consulte-se t a m b é m a obra de P. Á l e x a n d r o f f e 

H . H o p f , Topologie I (Ber l in , 1 9 3 5 ) , da qual vá r io s 
cap í tu los s ã o dedicados à noção de d i m e n s ã o 

Estes problemas s ã o tratados de uma maneira mais 
geral em : 

H . P o i n c a r é , Dernières pensées (Paris, 1 9 1 3 ) , o 
cap í tu lo int i tulado Porquoi l'espace a trois dimensions, 
P- 57-97 i 

Krise un d Neuaufbau in den exakten Wissen-
schaften (Leipz ig und W i e n , 1 9 3 3 ) , cinco confe rênc i a s , 
das quais, em particular, as seguintes : 

H . H a h n , Die Krise der Anschauung, p. 4 2 - 6 4 . 
G . N c e b e l i n g , Die vierte Dimension und der 

krumme Jíatf.-n, p . 6 6 - 9 2 . 

Tradução de A. SÁ DA C O S T A 

P E D A G O G I A 
ACERCA D O ENSINO DA MATEMÁTICA N O S LICEUS 

por J o s é C a r d o s o Guerra 

H á realmente qualquer coisa de mui to grave no en
sino da m a t e m á t i c a elementar, e por isso n ã o nos 
causou surpresa a lguma o a r t igo do professor Bento 
C a r a ç a . 

Deve acrescentar-se ainda que os alunos que pres
t am provas de exame de a p t i d ã o , fazem parte do um 
reduzido n ú m e r o que conseguiu saltar as barreiras 
do sexto e s é t i m o anos, onde a percentagem de repro
vados chega a ser pavorosa ! 

No ano passado, por exemplo, na época de Julho, 
num l iceu em que prestavam provas cê rca de 241 
examinandos, só 41 conseguiram a p r o v a ç ã o , o que 
corresponde a uma percentagem de r e p r o v a ç õ e s d é 
8 3 % ! N u m outro houve uma p e r c e n t a g e m de 
79 °/o e em muitos outros os resultados foram seme
lhantes. 

Isto no 2.° ciclo e só em M a t e m á t i c a . Os examina
dores t ive ram ocas i ão de observar o elevado grau de 
i g n o r â n c i a que os alunos revelam a t r a v é s dos pontos. 
Os disparates s ã o tantos e t ã o variados que nem vale 
a pena e x e m p l i f i c á - l o s . 

Verdade seja que a percentagem de r e p r o v a ç õ e s nos 
alunos internos dos liceus é de uma maneira geral 
bastante in fe r io r à percentagem f i n a l , o que se explica 
mu i to faci lmente. O aluno do l iceu va i geralmente a 
exame se der provas de bom aproveitamento, para o 

que tem de estudar com re la t ivo cuidado, mas se por 
qualquer mot ivo f raque ja e resolve n ã o se m a ç a r , 
passa para o ensino pa r t i cu la r em qualquer a l tu ra a t é 
ao f i n a l do 2.° p e r í o d o escolar e e n t ã o v a i de certeza 
a exame puramente à sorte, depois de ter comprado 
t ô d a s as colecções de exerc íc ios do mercado, porque 
tem c o n f i a n ç a cega nos r e c e i t u á r i o s da ú l t i m a hora, 
que uns malfadados professores se v ê e m na necessi
dade de lhes minis t rar . Mui tos destes alunos realmente 
f requentam o l iceu como quem frequenta um parque 
de d i v e r s õ e s . 

De uma maneira geral a ma io r i a dos alunos do 
ensino par t i cu la r não estuda convenientemente, por
que sabe que v a i a exame, facto ê s t e que se trans
fo rma em causa f i n a l . 

O professor pode querer r e p r o v á - l o mas o p a i exige 
o exame porque p a g a . . . 

E n ã o convém analisar profundamente qua l é f i 
nalmente o mora l do professor, o do p a i do aluno 
e sobretudo o do p r ó p r i o aluno. A p r o j e c ç ã o d ê s t e 
estado do coisas na e d u c a ç ã o em geral , é fác i l de ca l 
cular. 

U m a outra causa que a nosso ver i n f l u i no grande 
n ú m e r o de r e p r o v a ç õ e s , comparadamente ao que era 
aqui h á uns anos a t r á s , é da maneira como são feitos 
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os exames. A q u i melhorou-se mu i to . Os alunos são 
coloeados todos em igualdade de c i r c u n s t â n c i a s , o que 
sob o ponto de v i s t a da j u s t i ç a é ó p t i m o . 

Apenas n ã o nos parece bem a e x t e n s ã o dos pontos 
que cont inua a ser demasiada e a p r e o c u p a ç ã o de 
mui tas preguntas re la t ivamente m i ú d a s , que por vezes 
n ã o chegam a dar a ide ia das verdadeiras poss ib i l i 
dades m a t e m á t i c a s , digamos assim, do examinando. 
E m m a t e m á t i c a l iceal , desde que a p rova escri ta seja 
bem fe i ta , n ã o se j u s t i f i c a m duas provas independen
tes sobre o mesmo assunto e m u i t o menos uma prova 
ora l . 

A e x i s t ê n c i a de p o n t o s - m o d ê l o s estabelecendo 
normas r í g i d a s para a manufac tura dos pontos, 
f o i u m a u t ê n t i c o desastre para o ensino. O ponto 
deu aparentemente ao aluno a ide ia da desneces
sidade do conhecimento da d e m o n s t r a ç ã o , interes-
sando-lhe apenas a simples a p l i c a ç ã o de regras e de 
f ó r m u l a s . 

D a í resulta u m conhecimento demasiado super f ic ia l 
dos assuntos e a i l u s ã o de que se e s t á apto, depois de 
se terem resolvido superf ic ia lmente centenas de exer
c í c ios semelhantes aos do ponto modelo. 

Depois do i n e v i t á v e l fracasso v ê m as habi tua is 
i m p r e c a ç õ e s contra a p rova escrita, geradora de ner-
vosismos mais ou menos h e r e d i t á r i o s e a amargura da 
i n e x i s t ê n c i a de uma prova ora l em que o aluno mos
t r a r i a os seus grandes conhecimentos. . . 

O enfado evidenciado pelos estudantes perante tudo 
que lhes p a r e ç a d e m o n s t r a ç ã o e a r e s i s t ê n c i a ao estudo 
da mesma, const i tuem mot ivo de surda l u t a que o 
professor tem que manter h à b i l m e n t e , se n ã o quere 

concorrer demasiado pa ra o d e s p o v o a m e n t o dos 
liceus, facto grave que se tem acentuado de ano 
para ano. 

U m dos object ivos d ê s t e sistema de pontos é o de 
l i m i t a r tanto quanto p o s s í v e l a i n f l u ê n c i a pessoal do 
classificador. P o r é m , isso è m u i t o d i f í c i l e como se 
sabe, basta por vezes u m d é c i m o de va lo r p a r a u m 
aluno reprovar . 

Ora vejamos um pequeno exemplo: N u m a cer ta p r e -
gunta de geometr ia do 1." ciclo do ano t ransacto, 
t ivemos o c a s i ã o de observar a variedade de p o n t u a ç ã o 
a t r i b u í d a à mesma resposta, desde zero a t é seis pontos 
e provavelmente deve ter havido quem desse sete ou 
mesmo oito pontos, m á x i m o a t r i b u í d o . 

E ês tes casos n ã o s ã o , infe l izmente , m u i t o raros . 
Parece-nos que as provas dever iam ser classif icadas 
independentemente por, pelo menos, dois professores 
e comparados os resultados. E v i t a r - s e - i a m p o s s í 
veis enganos dada a grande a c u m u l a ç ã o de s e r v i ç o 
e uni formizar -se- iam mais os c r i t é r i o s da c l a s s i f i 
cação . 

Depois das c l a s s i f i c a ç õ e s af ixadas, o aluno pode 
recorrer, o que é jus to . Por vezes h á realmente enga
nos. Quando o examinador do recurso reconhece que 
o aluno tem r a z ã o , ê s t e ganha a q u e s t ã o , mas p a r a 
isso teve que pagar, o que é i n ju s to . O idea l ser ia 
que todos os alunos pudessem analisar as suas 
provas depois de classificadas. Quem quizesse recor
re r i a , mas os casos anormais seriam tratados dev ida 
mente. 

SÔBRE OS EXAMES DE APTIDÃO 

por W . L. Stevens 

N u m a d i s c u s s ã o dos resultados dos exames de a p t i 
d ã o , no n.° 17 da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » , num a r t i g o 
i n t i t u l a d o « A l g u m a s r e f l e x õ e s sobre os exames de 
a p t i d ã o » , o Sr. Prof. D r . Bento C a r a ç a apresenta 
alguns dados sobre o nUmero de a p r o v a ç õ e s e repro
v a ç õ e s nos referidos exames dos candidatos vindos do 
l i ceu e do ensino t é c n i c o m é d i o . 

D ê s t e s dados conclui o autor que, duma maneira 
gera l , as percentagens de r e p r o v a ç õ e s são superiores 
nos candidatos vindos do ensino t é c n i c o do que n a q u ê -
les que v ê m do L iceu . 

A q u e s t ã o pode, no entanto, ser encarada de maneira 
um tanto diferente . 

Com efei to os dados referentes às duas é p o c a s de 
exame, depois de convenientemente agrupados, são os 
seguintes : 

Aprovações Reprovações Sub-totais 

Liceus. . . . 92 51 143 

Ens.Téc. . . 28 2 á 52 

Sub-totais. 120 75 195 

Se a a p r o v a ç ã o do candidato n ã o dependesse da 
natureza da escola f requentada (liceu ou escola 
t é c n i c a ) os n ú m e r o s esperados correspondentes às 
quat ro entradas desta tabela de c o n t i n g ê n c i a seriara: 
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Aprovações Reprovações Sub-totais 

Liceus. . . . 88,00 55,00 143 

Ens.Téc. . . 32,00 20,00 52 

Srtb-totais. 120,00 75,00 195 

Ê s t e s n ú m e r o s fo ram calculados de acordo com a 
h i p ó t e s e anterior , is to é, na s u p o s i ç ã o de que a per
centagem de a p r o v a ç õ e s é a mesma para os dois g r u 
pos de candidatos. 

A v a r i â n c i a de qualquer das entradas na tabela 
dada é aproximadamente i g u a l ao r ec íp roco da soma 
dos r e c í p r o c o s dos valores esperados : 

1 = 1 + 1 + 1+ 1 =0 ,1108 
V 88 55 32 20 ' _ 

V = 9,003 Desvio p a d r ã o = v/V = 3,00 

O desvio observado é 92 — 88,00 = 4,00 mas par; 
j u l g a r da sua s i g n i f i c â n c i a é conveniente, por um! 
q u e s t ã o de r igor , aplicar a c o r r e c ç ã o de Yates, o qui 
d á para o referido desvio o valor f i n a l 3,50. A razã t 

3,50 
entre ê s t e e o seu desvio p a d r ã o é, por tan to 

3,00 

Ora uma tabela de á r e a s da curva normal mostra 
que ê s t e desvio corresponde a u m n í v e l de s i g n i f i 
c â n c i a de P = 2 4 ° o- Isto é, mesmo que os dois g ru 
pos de estudantes fossem amostras casuais da mesma 
p o p u l a ç ã o seria de esperar, aproximadamente, uma 
vez em cada quatro, u m desvio da proporcional idade 
calculada, t ã o grande ou maior que o revelado pelos 
dados. 

N ã o h á por tanto r a z ã o para suspeitar que as esco
las t é c n i c a s sejam menos eficientes do que os liceus 
no ensino das m a t e m á t i c a s v is to os dados n ã o forne
cerem e v i d ê n c i a que j u s t i f i q u e t a l conc lu são . 

ESTATÍSTICA M A T E M Á T I C A 
CONTRIBUCIÓN AL ESTÚDIO DE LAS MÉDIAS DE U N A SERIE ESTADÍSTICA 

por O . Fernandez Banos (professor da Universidade de Madridl 
e Jimenez Montoya (licenciado em Ciênc ias ) 

Es sabido que s e g ú n la def in ic ion corriente, se l lama 
valor medio de una serie e s t a d í s t i c a cuan t i t a t iva a 
todo valor i n t e r m é d i o entre el menor y el mayor de ella, 
no siendo todos iguales ; y , por consiguiente, es obvio 
que toda serie e s t a d í s t i c a cuan t i t a t i va de t é r m i n o s no 
todos iguales admite i n f i n i t a s medias. 

Muchas son las f ó r m u l a s ideadas para expresar 
valores m é d i o s de una serie e s t a d í s t i c a de n ú m e r o s 
reaies ; y segun la de f in ic ion g e n é r i c a dicha se p r é 
senta naturalmente el problema de hal lar una expre-
sion general que represente todas las medias posibles 
en func ion de un p a r â m e t r o real , que sea de cá l cu lo 
sencillo y que, a ser posible, eontenga como casos 
par t iculares a las usadas habitualmente. 

L a cuestion queda resuelta mediante l a l lamada 
media general : 

/ («) = •>- V J = v — (1) 

siendo m un n ú m e r o real , n un n ú m e r o entero y posi
t i v o y Xt n ú m e r o s posi t ivos reaies ; condicion esta 
ú l t i m a que no res t r inge el valor p r á c t i c o de la f ó r m u l a 
porque basta un simple cambio de origen en l a serie 
p r i m i t i v a dada. 

L a f ó r m u l a (1) cumple las condiciones siguientes : 
o) el l i m i t e de f (m) cuando m decrece i nde f in ida 

mente es el m á s pequeno de la serie y cuando crece 
indef in idamente tiene como l i m i t e al mayor de l a 
misma. 

E n afecto, ordenando los Xt en orden creciente, 
tendremos : 

Xt—o, X . ; af < 1 f — 1 , 2 , » . T i - l 
Xi=$iXl ; & > 1 í = 2 , 3 , ••• n 

iog/o) - l i o g I x : « r + « r + - + c , + i ] = 
m L N 

•.loga.+liogl g t g L i ± 5 i ± n 
m |_ n 

log/M-Ilog X?1±%L±%± -
m n 

- l , g ^ + l l , g [ 1 + g + g + - + g ] 
m l n J 

l i m l o g / ( m ) = l o g A'„ ; \\mf(m)=Xn 

l i m l o g / ( » i ) = l o g X , • 1 i m / ( m ) = X , 

b) Dando valores enteros a m se obtienen las medias 
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mas usuales en Estadis t ica . E n efecto : 

/ (—1) = la media a r r n ó n i c a —M-\ 
/ ( 1 ) = » » a r i t m é t i c a —M, 
/ ( 2 ) — » » c u a d r á t i e a = j l / j 
/ ( 3 ) = « » c ú b i c a =M3 

y el l i m i t e de / (ni) cuando m —>- 0 es l a media geo
m é t r i c a . 

Como para m=0 l a func ion toma l a f o r m a no d e f i 
n ida aplicaremos el procedimento o r d i n á r i o de 
bailar su l i m i t e y tendremos segun la reg ia de 1'Hopital 

1 
H m ! o g / ( m ) = l i m — l o g —1 + ••• +x: 

l i m l o g / ( m ) = l i m 
m—M) m—X) 

x r i o g x , + ••• +xriogA;, 
x"+ ••• +x"n 

2 l o g * i 
(2) 

de donde : 

lim / ( m ) = V x r A%' • X™ = i l / 0 = media g e o m é t r i c a . 

e) L a / (m) a d e m á s de 3er cont inua en todo el 
campo r ea l s in ot ra s ingu la r idad que la dicha dei 
punto cero — lo cual es elemental en M a t e m á t i c a s — 
es f u n c i o n creeiente ; y por consiguiente esta p rop r i e -
dad en un ion de las dos anteriores permi te a f i r m a r 
que a cada va lor de m f i n i t o corresponde un valor 
medio de l a serie estadistica dicha y reciprocamente 
a cada valor medio de esta un valor de m. 

Para esto basta demostrar que l a der ivada de f ( m ) 
es pos i t iva . E n efecto : 

y - l o g / (m) _ I [ l o g ( * r + X7+ • • • + A ' D - l o g n] 

X" log X , + • • • -rX" l o g X n dy 

dm 

l o g 

X,+X™+-

XT+--+X*. 

•+xl 

1 (4) 

que es pos i t iva , porque : 

xriog*.+-- +x:\oftxn 

x"+---+x" 

l o g t c x D ^ C Y ^ 
A 7 + A , + - Y 

- > l o g 1 S xT 

l o g [(xry? (x?)x?... (*:)*"] 

l o g[gr±gr± 
; > 1 

(x7)X7(x?)x?.. (x:)x' 

2 ^ 
V " > 1 

lo cual reduce la cuestion a demostrar que l a expre-
d 1 " = Z sometida a l a condic ion de sion a** a 1 ' 

1 2 
que : a, -t- a 2 -

4 + a „ = a , - f - a 2 - ) + a„ = œ t o m a s u 

valor m á x i m o cuando: 0 ; = ^ » — 1 , 2 , - • . n . P a r a 
demostrarlo aplicamos el m é t o d o de L a g r a n g e a las 
primeras derivadas respecto a las Oj y tendremos : 

è 1 0 ^ - * ^ " ^ - ^ 0 P a r a * ' = l , 2 , . . - n ; o sea: 

a , - f a , - ) -

a i cta a , <jj + a 2 -f- - - * + an 

Finalmente , para comprobar que a tales valores cor
responde un m á x i m o y no un m i n i m o de la f u n c i o n Z 
tomemos la fo rma c u a d r á t i c a formada por las segun
das derivadas y veremos que es nega t iva porque : 

d' 
dã} 

5* 

iar ia, 

para i = l , 2 , 

l o g Z=*0 para r ^ = s 

recordando que las a ; y sus iguales las a( son, por 
h i p ó t e s i s , n ú m e r o s mayores que cero en nuestro 
caso. 

L a curva representat iva de l a f u n c i o n y = f ( m ) 
t iene como asintotas las rectas paralelas a i eje de 
de abscisas m a las distancias Xt y X„ entre las 
cuales se conserva y crece con un punto de i n f l e x i o n 
correspondiente a l valor de la media g e o m é t r i c a . 

Es obvio que no dependiendo de m el va lo r de l a 
mediana de la serie —• la qual es convencional cuando 
el n ú m e r o de t é r m i n o s es par — no. existe un va lor f i j o 
de m para el qua l siempre corresponda en / (m) la 
mediana de la serie ; aunque siempre se v e r i f i c a que, 
dada la serie estadistica de termos posi t ivos no todoa 
iguales hay u n n ú m e r o real m para el cual / M i 
toma el valor de l a mediana por l a fo rma dicha de l a 
curva. 

A las formas par t iculares de la funcion f(m) cuando 
m toma valores enteros correspondeu propiedades 
caracteristicas de cada una que las hacen ut i les o per-
judic ia les para ciertos fines, tales como son, v e r b i g r a 
t i a , l a construccion de n ú m e r o s indices. 

L a propiedad p r á c t i c a mas impor tan te de la / (m) 
— aparte la de tomar todos los valores entre el menor 
y el mayor de l a serie •— es que estabelece una orde-
nacion senci l la de m a g n i t u d entre todas las medias de 
l a cual resulta que siempre es menor la media a r m ó -
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nica que l a g e o m é t r i c a , é s t a menor que la a r i t m é t i c a , 
é s t a menor que la c u a d r á t i c a , etc. 

Es obvio que, conteniendo / (m ) todos los valores 
m é d i o s de l a serie si se liace a lguna clasif icacion entre 
todas las medias u t i l i zando a lguna propriedad carac
t e r í s t i c a de la c las if icacion no es posible que t a l p ro -
piedad pertenezca a f (m) en general. A s í sucede, 
por e j . a la c las i f icacion en e r r á t i c a s y f i j a s (Fur l an 
V . « S u r une formule g é n é r a l e de la m o y e n n e » , «Me-
t r o n » marzo 1928) siendo estas las que cumplen la 
propiedad de que l a media de l a serie to t a l no altere 
a l subs t i tu i r un numero de t é r m i n o s de la serie por su 
media pa rc i a l respectiva. Es ta propiedad es evidente
mente cumpl ida por la media a r i t m é t i c a y no por la me
diana y a l analizar l a / ( m ) tendremos que si ha de cum-

i 

pl i rse t a l propiedad, se v e r i f i c a r á : I —3 í I = 

s i e n d o 

k<n lo cual solo se v e r i f i c a cuando m toma los 
valares 0 y 1 lo cual va lora las medias g e o m é t r i c a 
e a r i t m é t i c a en orden a l e s t ú d i o de la va r i ab i l i dad de 
las series e s t a d í s t i c a s . 

Para encontrar m u l t i t u d de relaciones entre las 
diversas medias consideremos l a func ion : 

Sx: M: 
! 0 ) - ^ — - (6) 

para m > 0 , y 

S XT" M~2 MZZ 
; = - ^ T = T ™ (7) 

2*r 
para m < 0 

Q ( l ) = / ( l ) = A / i , Q ( 0 ) = / ( - l ) - * / _ , , fZ,,-MZ (8) 
tenemos que l a func ion il/™ es cont inua en todo e l 
campo real con l imi tes cero e i n f i n i t o al va r i a r m de 
menos a mas i n f i n i t o cuando las X{ son mayores que 
l a unidad o con los mismos l imi tes inver t idos cuando 
las Xi son menores que l a unidad en el supuesto de 
ser todas posi t ivas por lo cual no cumple l a condi-
cion b á s i c a de valor medio de una serie e s t a d í s t i c a 
excepto cuando m se conserva dentro dei rango en 
que t a l func ion toma valores entre el menor y el 
mayor de la serie. 

D e las anteriores relaciones resul ta inmediatament 

Ml = Q 0») MZZ\ = Q (m) Q (m - 1 ) M^X' 
°Q («) Q (TO—1) ••• Q (2) M para m pos i t ivo (( 

1 - 1 
M U> 

Q {—m) Q {—m+l) ~mH 

1 

* - 6 * - » í Q (—í») ~ - ~ 

o sea : 

id— 

I ( _ m ) Q ... Q(-1) M_t 

1 

! ( - T O + 1 ) Q ( - T O + 2 ) . . . Q ( - 1 ) M_, 
(10 

para m negat ivo. 
Estas formulas permiten escribir un n ú m e r o indefi

n ido de relaciones entre las diversas medias talei 
como : 

Ml =M, Q (2) (11) 

Ml =Mt Q (2) Q (3) (12) 

(13) 

que nos dicen, respectivamente, que la media c u a d r á 
t i ca es media g e o m é t r i c a entre la a r i t m é t i c a y la 
a n t i a r m ó n i c a ; l a media c ú b i c a es media g e o m é t r i c a 
entre l a a r i t m é t i c a , l a a n t i a r m ó n i c a y l a Q (3) que no 
recibe nombre especial ; l a media / (—2) es media 
g e o m é t r i c a entre la a r m ó n i c a y la Q (—1) , etc., etc. 

L a fo rma sencilla de la func ion Q (m) permi te com
pararias f á c i l m e n t e entre si, cuando m toma valores 
enteros consecutivos, para ver cuanto es una mayor 
que su consecutiva. E n efecto : 

Q(m) 
Q ( m - l ) 

2 x? 2 x? 

S x " 

2^'"""+ s xfxT* 
i T 

( 1 « 2 »» ' - S * f I I n
 í 

L 1 I  

5 (X.-XtfXT^XT* 

que puede verse en Mor ta ra , « L e z i o n i d i S ta t i s t ica 
M e t o d o l ó g i c a » p g 108. 
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T E M A S D E E S T U D O 
A N O Ç Ã O DE GRUPO T O P O L Ó G I C O — CORRECÇÃO IMPORTANTE 

p o r Hugo Ribei ro 

(Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura) 

Acabamos de reler o nosso a r t i go da « G a z e t a » 
n.* 17, de Novembro de 1943, sobre a n o ç ã o de grupo 
t o p o l ó g i c o e notar que a nossa p r e o c u p a ç ã o de p ô r em 
relevo uma propriedade dos grupos t o p o l ó g i c o s que a í 
i n d i c á m o s e cu jo interesse se estende a outros c a p í t u l o s 
da M a t e m á t i c a , aparentemente distantes daquele, nos 
levou a f o r m u l a r erradamente a c o n d i ç ã o de c o n t i n u i 
dade normalmente imposta ao produto de elementos 
dum grupo t o p o l ó g i c o . A propriedade em q u e s t ã o é a 
de que se deve ter X - Y c X - Y, quaisquer que sejam 
OB complexos X e Y do grupo. E s t a propriedade é 
de facto, como i n d i c á m o s , v á l i d a em qualquer grupo 
t o p o l ó g i c o e equivalente à cont inuidade da o p e r a ç ã o 
de produto re la t ivamente a cada uma das v a r i á v e i s 
factores, que nós exigimos na d e f i n i ç ã o apresen
tada. Porém não é simplesmente esta espécie de conti
nuidade a que intervém no conceito do grupo topológico, 
mas mais : x • y deve ser uma função continua no 
e s p a ç o p roduto do espaço T t (que os elementos do 
grupo devem cons t i tu i r ) por si mesmo ( e s p a ç o cujos 
elementos s ã o os pares ordenados <x,y> de ele
mentos de G, sendo uma v i z i n h a n ç a de u m par, 
< x , y > , o conjunto de pares ordenados cujos ante
cedentes s ã o os elementos de uma v i z i n h a n ç a de x e 
cujos consequentes s ã o os elementos de uma v i z i n h a n ç a 
de y : pense-se, por exemplo, na topo log ia do plano 
como u m t a l produto das de duas rectas). E é t r i v i a l 

que a cont inuidade de uma f u n ç ã o de duas v a r i á v e i s 
é coisa d i s t in ta da cont inuidade dessa f u n ç ã o r e l a t i 
vamente a cada uma das v a r i á v e i s . T a m b é m p a r a o 
produto x • y num grupo t o p o l ó g i c o a con t inu idade 
relat ivamente a cada u m dos factores é i m p l i c a d a 
pela continuidade do produto x • y , mas n ã o a i m p l i c a : 
O exemplo do grupo ad i t i vo dos n ú m e r o s complexos 
com uma topo log ia que difere da o r d i n á r i a porque , 
dada uma recta f i x a , no plano, se e x c l u í r a m das v i z i 
n h a n ç a s o r d i n á r i a s de cada n ú m e r o complexo a os 
pontos dist intos de a pertencentes à para le la à q u e l a 
recta, pelo a f ixo de a , mostra, com s impl ic idade , ê s se 
facto ; com efei to, os n ú m e r o s complexos cons t i tuem, 
assim, relat ivamente à a d i ç ã o , u m grupo , a t o p o l o g i a 
v e r i f i c a t ô d a s as cond ições dos e s p a ç o s T\ , tem-se 

X~l = X 1 e X- Y c X - Y mas a cont inuidade e x i 
g ida aos grupos t o p o l ó g i c o s não se d á . 

Devemos, pois, acrescentar, (para a definição de grupo 
topológico) às condições que impuzemos no ?iosso artigo, 
uma nova que poderá exprimir-se assim : quaisquer que 
sejam os elementos x e y e o complexo Z tais que 

x • y ^ Z há complexos X e Y com x f) X , y $ Y e 
( l - X ) - ( l - Y ) c l - Z . ( 1 - X , 1 - F , 1-Z repre
sentam os complementares dos conjuntos X , Y , Z , 
respectivamente). A c o n d i ç ã o X • Y a X • Y torna-se 
e n t ã o s u p é r f l u a . Mas t ô d a s as q u e s t õ e s postas subsistem. 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
JUNTA DE INVESTIGAÇÃO MATEMÁTICA (J. I. M.) 

C O L Ó Q U I O S D E A N Á L I S E G E R A L 

Por i n i c i a t i v a da Jun ta de I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á 
t i ca , realizam-se todos os s á b a d o s , à s 16 horas, a par
t i r do d i a 15 de Janeiro no Centro de Estudos Mate
m á t i c o s do Por to uma sé r ie de c o l ó q u i o s de A n á l i s e 
Gera l que t e r ã o por object ivo d i v u l g a r entre os estu
diosos portugueses as correntes p r inc ipa i s do pensa
mento m a t e m á t i c o moderno. 

Este ano os co lóqu ios s e r ã o d iv id idos nas cinco secções : 
I — A l g e b r a Moderna — sob a d i r e c ç ã o do Prof . D r . A . 

A l m e i d a Costa. 

I I — T e o r i a das Estrutureis—sob a d i r e c ç ã o do Prof . 
D r . A . Monte i ro . 

III— Topologia Geral—sob a d i r ecção do Prof . D r . A . 
Monte i ro . 

I V — Teoria Geral da Medida—sob a d i r e c ç ã o do Prof . 
D r . R u y L u í s Gomes. 

Y — T e o r i a Geral da Integração — sob a d i r e c ç ã o do 
1 Prof . D r . R u y L u í s Gomes. 
E m cada se s são , que d u r a r á c ê r e a de 1 hora e 3 0 

minutos r e a l i z a r - s e - ã o 3 co lóqu ios . 
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1." Ses são 
1) Á l g e b r a Moderna : Grupos — por J o s é Morgado. 
2) Topo log ia Geral : Espaços de Sierpinski— por 

Dr.« M a r i a Odette Botelho. 
- 3) Teor ia Geral da M e d i d a : Introdução—por D r . 
Laureano de Barros. 

No p r ó x i m o n ú m e r o da « G a z e t a » se rão indicados os 
programas de t rabalho de cada uma das secções . 

J á fo ram publicados : 
« C a d e r n o s de A n á l i s e G e r a l » n . ° ' 1 e 2 cujos títt 

s ã o respectivamente : 
T o p o l o g i a Geral — 1 — E s p a ç o s de S ie rp insk i 

A n t ó n i o Anice to Montei ro ; Teor i a gera da Medida 
— I n t r o d u ç ã o por Laureano Barros. 

Para cond ições de assinatura da co lecção vide ani 
cios na capa d ê s t e n ú m e r o . 

A D E S Õ E S À J U N T A D E I N V E S T I G A Ç Ã O M A T E M Á T I C A 

Desde que f o i anunciada a c r i a ç ã o da J . I . M . , no 
ú l t i m o n ú m e r o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » , fo ram 
comunicadas as adesões de : Prof. Sarmento de Beires ; 
Prof . Bento C a r a ç a ; dos seguintes trabalhadores do 
Centro de Estudos M a t e m á t i c o s do P ô r t o : Prof. A l 
meida Costa, Drs . L u í s Neves Real, A . Pereira Gomes, 

Laureano M . de Barros, J o s é Gaspar Te ixe i ra , M a t 
Odette Botelho, M a r i a Helena Costa Ferre i ra , En 
Bernard ino de Barros Machado e J o s é Morgadi 
Nuno Fide l ino de Figueiredo Cotter ; Fernando Nevt 
F e r r ã o ; D r . J o s é D . da S i lva Paulo ; Prof . M a n a i 
Zaluar Nunes. 

SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMÁTICA 

A S S E M B L E I A G E R A L — C U R S O S A REALIZAR 

No dia 14 de Janeiro de 1944 reltniu-se no A n f i t e a 
t r o de M a t e m á t i c a da Faculdade de C i ê n c i a s de L i sboa 
a Assembleia Geral da S. P. M . Foram lidos e apro
vados o r e l a t ó r i o da D i r e c ç ã o e as contas re la t ivas 
ao p e r í o d o de 30 de A b r i l a Dezembro de 1943. Para 
o cargo vago de S e c r e t á r i o Geral da Sociedade f o i 
eleito o D r . Carlos Fernandes de Carvalho e para o 
l uga r de 1." s e c r e t á r i o o D r . J . X a v i e r de B r i t o . 

Pela D i r e c ç ã o da Sociedade fo ram propostos e apro
vados os seguintes votos : 

1.° — de agradecimento à Faculdade de C i ê n c i a s 
pelas facil idades concedidas. 

3." — de louvor à « G a z e t a de M a t e m á t i c a » e à 
« P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a » pela forma como tais 
revistas t ê m c o n t r i b u í d o para o desenvolvimento do 
g ô s t o pela M a t e m á t i c a em Por tuga l . 

3." — de agradecimento à Imprensa, com especial 
m e n ç ã o da « G a z e t a de M a t e m á t i c a » , pela a t e n ç ã o 
com que seguiu a act ividade da Sociedade. 

D o r e l a t ó r i o destacamos : 

a) a d e c i s ã o da D i r e c ç ã o de publ icar o B o l e t i m d j 
S. P. M . nos pr imeiros meses de 1944 para o que está 
j á c o n s t i t u í d a a respectiva C o m i s s ã o de R e d a c ç ã o : 

b) a n a r r a ç ã o dos e s fo rços feitos pela D i r e c ç ã o da 
Sociedade para levar a bom caminho a c r i a ç ã o da 
« B i b l i o t e c a Ibero-Americana de M a t e m á t i c a » jun to 
da « S o c i e d a d e M a t e m á t i c a E s p a n h o l a » de quem se 
encontrou a melhor boa vontade para o empreendi
mento. 

c) a concessão de um donat ivo de 500300 fe i to pela 
S. P. M . à « G a z e t a de M a t e m á t i c a » . 

N a ú l t i m a r e u n i ã o da D i r e c ç ã o , em 21 de Janeiro 
de 1944, f o i resolvido in tens i f icar a act iv idade da 
Sociedade tendo-se j á tomado, entre outras r e so luções , 
a de efect ivar um pequeno curso sobre Diferenças 
finitas de que se encarregou o S e c r e t á r i o Geral da 
Sociedade, D r . Carlos A . F . Carvalho. Oportunamente 
s e r ã o not if icadas outras m a n i f e s t a ç õ e s de act ividade 
da S. P- M . 

CENTRO DE ESTUDOS MATEMÁTICOS D O PÒRTO 

S E M I N Á R I O DE F Í S I C A T E Ó R I C A 

Desde Outubro passado é o S e m i n á r i o de F í s i c a 
T e ó r i c a anexo ao C. E . M . da Faculdade de C i ê n c i a s 
do P ô r t o d i r i g i d o superiormente pelo Prof. A . Proca, 
que com as palavras seguintes estabeleceu as normas 
e m é t o d o s de t rabalho adoptados, def inindo com cla
reza a o r i e n t a ç ã o da act ividade do S e m i n á r i o : 

«O object ivo d ê s t e s e m i n á r i o é duplo : 
1. ° — Estudar as m e m ó r i a s e obras recentes de F í s i c a 

T e ó r i c a Moderna, de maneira a fornecer uma base de 
p a r t i d a para a e l a b o r a ç ã o de trabalhos or ig ina is . 

2. ° — Desenvolver não somente entre os estudantes 
mas t a m b é m num p ú b l i c o especializado, t ã o numeroso 
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quanto possível, o gosto pelas investigações físicas, 
de modo a criar um clima favorável e um meio propí
cio às descobertas no domínio mencionado. 

Para atingir êste duplo objectivo sem que, ao mesmo 
tempo, se dispersassem esforços, decidiu-se agrupar 
êste ano os trabalhos do Seminário à volta de um 
assunto central, suficientemente vasto para oferecar 
interesse geral, mas preciso bastante para evitar tôda 
a dispersão. 

O assunto escolhido foi um dos que dominam actual
mente as investigações de Física Teórica, a saber : 
o Estudo teórico gerai das partículas elementares. 

Foi estabelecido um programa, dividindo êste estudo 
em sessões cada uma das quais comporta a análise 
duma memória, dum grupo de memórias ou mais ge
ralmente duma questão, permitindo examinar sucessi
vamente os diversos aspectos do problema geral. Esse 
programa prevê tanto a análise de memórias de natu
reza teórica, como conferências de conjunto sobre os 
resultados de ordem experimental destinados a preci
sar as bases físicas dos fenómenos de que se estuda a 
teoria. 

As memórias inscritas no programa devem ser estu
dadas e expostas no seminário, tanto quanto possível 
pelos próprios alunos; essas exposições devem ser segui
das duma discussão ou de observações críticas, que 
permitem situar a questão no quadro dos conhecimentos 
j á adquiridos e apreciar as suas relações com outros 
problemas, exercício duma importância capital para 
todos os que se dedicam ao trabalho de investigação». 

O Prof. A.. Proca iniciou as sessões de trabalho com 
uma lição subordinada ao tema : 1 —Les particules élé
mentaires : position du problème, métlwdes d'attaque, 
principes fondamentaux des mécaniques nouvelles ; a que 
se seguiram outras lições do mesmo professor com o 
tema seguinte: I I — Rappel des notions fondamental.es  
de mécanique ondulatoire : théorie générale, opérateurs, 
matrices, grandeurs observables, probabilités. 

Enquadrada no programa acima traçado, efectuou 
o Assistente Carlos Braga uma comunicação sob o 
t í tu lo : I—As partículas elementares do ponto de vista 
experimental, em que foram referidos os dados expe
rimentais mais recentes sobre o assunto. 

Dando a sua valiosa colaboração à actividade do 
Seminário, o Prof. R. Sarmento de Beires fêz um con
junto de quatro notáveis lições sôbre os temas se
guintes : I—Equações de Lagrange, principio de Hamil
ton e princípio da menor acção. M —Teor > a de Hamilton 
— Jacobi. I I I — Equações de Maxwell, propagação das 
ondas. IV — Trem de rodas, velocidade de grupo ; onda 
associada a um corpúsculo ; destinadas a completar os 
conhecimentos de mecânica clássica de uma parte do 
auditório, indispensáveis ao desenvolvimento ulterior 
dos trabalhos. 

Em trabalho dedicado mais especialmente aos cola
boradores do Seminário, o Prof. A. Proca analisou as 
duas memórias originais seguintes: I —de Belifante : 
On the spin angular momentum of mesons. I I — de 
Iskraut : Bemerkungen zum Energie — Impids— Tensor 
der Feldtheorien der Materie. A . P. Q. 

C E N T R O D E E S T U D O S D E M A T E M Á T I C A A P L I C A D O S A E C O N O M I A 

No Instituto Superior de Ciências Económicas e 
Financeiras, iniciou-se em 20 de Janeiro de 1944 um 
curso intitulado «Complementos de Análise» organi
zado por êste Centro. As três primeiras lições são pro
feridas pelo Prof. Bento Caraça nos últimos dias de Ja
neiro e versarão os seguintes temas : Funções r e p. 

Sistemas ortogonais. Em Março, em dias a fixar, serão 
tratados ainda os seguintes assuntos : Polinómios de 
Legendre; Polinómios de Hermite; Derivaçãoe integração 
numérica; Interpolação. Estes temas serão expostos 
pelos assistentes do Instituto Drs. Alfredo Miranda, 
João Rerny Freire e Orlando Morbey Rodrigues. 

C O N C U R S O PARA A C T U Á R I O D O I N S T I T U T O N A C I O N A L D E T R A B A L H O 

Do «Diário do Governo», 3.* série, n.° "20, de 25 de 
Janeiro de 1944, julgamos curioso transírever, para 
levar ao conhecimento dos nossos leitores, a parte 
relativa ao programa das provas a efectuar. 

«O concurso constará das seguintes provas escritas : 

a) Duas provas de resolução de problemas envol
vendo conhecimentos das matérias seguintes : 

Noções gerais sôbre : análise combinatória, conver
gência de séries, derivação e diferenciação das fun

ções de variável real, integração (integração como 
operação inversa da diferenciação, integração das 
funções racionais, mudança de variável, integração 
por partes, aplicação ao cálculo de áreas planas, inte
gração por séries) e equações diferenciais (generali
dades, equações de 1.* ordem e do 1." grau—diferencial 
exacta, separação de variáveis, equação homogénea, 
equação linear—). 

Fórmula de Moivre na teoria dos números comple
xos. Relação entre a função exponencial e as funções 
circulares. Fórmula dos acréscimos finitos. Desenvol-

http://fondamental.es
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vimentos em série de Taylor e Maclaurin. Uso das 
derivadas no estudo da variação de uma função de 

BO 

um? variável real. O integral Je~* dx. 
o 

Diferenças de uma função. Notação simbólica, os 
símbolos A o E - Notação factorial. Diferenças de um 
polinómio. Fórmula de interpolação de Newton e sua 
extensão às diferenças divididas. Fórmula de interpo
lação de Lagrange. Subdivisão de intervalos. 

Somação. A função V x V x ; somação por partes. O 
operador 2 e a sua relação com o operador A • Deter
minação da soma de séries. 

Operador D = — e operador A • Aplicações sini-
dx 

pies a derivação numérica. 

Fórmula de Euler-Maclaurin. Aplicações simpl ( 

integração numérica. 
Probabilidade. Probabilidades totais. Probabilj 

des compostas. Esperança matemática. Provas re 
tidas. Probabilidades geométricas. A lei da probal 
dade de Gauss. 

b) Uma prova elementar sobre os princípios get 
do sistema português de previdência social. 

As provas indicadas na alínea a) poderão tei 
duração de duas horas e meia cada uma e a ment 
nada na alínea b) a duração de uma hora. 

O concurso é válido por um ano». 

A N T O L O G 
C I Ê N C I A E T É C N I C A 

I A 

Passagem da alocução de Paul Langevin proferida na Sorbonne em 18 de Maio de 1939 
no jubileu cientifico de Élie Cartan 

Há quatro ou cinco anos, um engenheiro americano, 
Gabriel Kron, resumia uma série de artigos destina
dos aos técnicos numa memória intitulada «Dinâmica 
não riemanniana das máquinas eléctricas rotativas». 
Aí mostrou o autor que as novas geometrias permitem 
realizar ao electrotécnico o equivalente do que La
grange conseguiu com a mecânica analítica. Afirma 
que o problema da rede eléctrica mais geral, isto é, 
dum conjunto de máquinas eléctricas rotativas asso
ciadas dum modo qualquer, se reduz ao problema do 
movimento duma partícula num espaço não rieruan-
niano a um número de dimensões igual ao número de 
graus de liberdade do sistema, com conexão afim disi-
métrica, isto é, com torsão, sendo a partícula subme
tida a uma força não congervativa determinada pela 
sua posição e a uma resistência de atrito proporcional 
à sua velocidade. 

O intuito desta memória é o de mostrar aos enge

nheiros electrotécnicos que existe um novo e podero 
ramo das matemáticas admiravelmente adaptado 
verificação das teorias respeitantes aos inúmeros tip 
de máquinas rotativas. 

O emorêgo dêste novo método permite, nos cálcul 
práticos, uma economia de tempo considerável t 
relação aos processos actuais. 

Além disso, e em contrapartida, as máquinas eléct 
cas parece fornecerem uma representação muito ma 
concreta das geometrias não riemannianas do que 
teoria do campo unitário na Relatividade General 
zada. O leitor da memória de Kron constatará cot 
êste está familiarizado com a maioria das noçõ 
novas, mas que em logar de lhes dar os nomes de te 
sor métrico ou de símbolo de Christoffel, as conhe 
j á sob os nomes de indutância ou de força electa 
-motriz induzida. 

Tradução de M. ZALUAR 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de Aptidão às Escolas Superiores (1943) 

Curso de habilitação para professores de desenho nos liceus 

Ponto n.° 1 

1 

1556 — Forme a equação biquadrada de que 
s ã o r a í ze s os n ú m e r o s que constituem uma solu
ção inteira e positiva da equação 5* +• 3_j> = 1 1 . 
R : Uma solução inteira da equação proposta é: 

X j = 1 , y i = 2 e as soluções gerais x = 3 + 3 r í 
y — 2—5m o que mostra ser X i , y i a única soluça 
inteira e positiva. A biquadrada terá então po 
raises 1 , — 1 ,2 e — 2 e será x 4 —5x 2 4-4=0 visto á 
raizes da resolventc serem 1 e 4 . 

1557 — Indique as cond ições a que devem satis 
fazer os coeficientes da equação axz + bx + c= 
para que as suas ra ízes sejam reais e o valor d 
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uma delas seja inverso do da outra. R : b 2 —4ac>0 
e c — a, ou seja b ' — 4 a 2 > 0 com c = a . 

1558 — Defina radicais semelhantes. Efectue a 
o p e r a ç ã o j/810 - ^ / 2 l ) + v/40. R : v /810-l /250 + 
+ ^ 4 0 - 9 / 1 0 - 5 ^ 1 0 + 2 / 1 0 = 6 ^ 1 0 . 

I I 

1559 — Determine, por logaritmos, a á r ea de 
u m t r i ângu lo isosceles inscri to num circulo de 5 
metros de raio, sabendo que é de 24° 15' a medida 
do ângu lo oposto à base. R : A metade do lado 
da base do triângulo é dada pela expressão: 
5 sen 24° 15', visto o ângulo ao centro cujos 
lados passam pelas extremidades da base, medir 
49° . A altura do triângulo é 5 + 5 cos 24° 15' = 
= 5 ( l + cos 24° 15') = 10cos2 12°7 ' 30" e a área terá 
por medida A - 5 • 10 • s en24° 15' cos 2 12°7 '30" donde 
l o g A = l + l o g 5 + l o g s e n 2 ' ° 1 5 ' + 2 1 o g c o s l 2 ° 7 ' 3 0 " = 

=1+0,69897+1,61354+1,98040=1,29291 e A=19,63m 2 . 
1560 - Determine, sem recorrer às t á b u a s , o 

valor de sec 960° . R : sec 960° = 1 : cos 9fi0° = 
= 1 : cos 240°= —1 : cos 6 0 ° = - 1 : 1 / 2 = - 2 . 

I I I 

1561 —Desenhe u m paralelogramo e uma sua 
diagonal; por um ponto desta t i re paralelas aos 
lados do paralelogramo. Formam-se assim quatro 
novos paralelogramos, dois dos quais n ã o s ã o 
atravessados pela diagonal t r açada ; demonstre 
que ê s t e s são equivalentes. R : Seja [ABCD] o 
paralelogramo e CB uma das suas diagonais. 
Seja E um ponto dessa diagonal e C D ' uma 
paralela ao lado CD e A ' B ' uma paralela ao lado 
A C passando ambas pelo ponto E . Consideremos 
na figura os paralelogramos [AC 'EB ] e [ A ' E D ' D ] i 
cuja equivalência queremos demonstrar. Os triân
gulos [ABC] e [BCD] são iguais assim como 
A [ C ' E C ] = I [ C E A ' ] e b. [BED 1 ] = 4 [BB'E] . Ora 
A r . [A 'ED 'D] = A r . [BCD] - A r . [BD E] - A r . [EA'C] 
« A r . [ A B ' E C ] = A r . [ A B C ] - A r . [ B ' B E ] - A r . [ C ' E C ] 
donde resulta A r . [A 'ED'D] = A r . [ A B ' E C ] . 

1562 — a) Considere um t r i ângu lo escaleno. ^.Po
d e r ã o não ser agudos os â n g u l o s internos adja
centes ao seu lado maior? Just if ique a resposta. 
R : Não ; porque ao lado maior opõe-se o ângulo 
maior e se um só que fôsse dos ângulos adjacen
tes a isse lado fôsse recto ou obtuso, como o ângulo 
oposto ao lado maior seria maior que êste, a soma 
dos ângulos do triângulo seria maior que 180° . 

b) Defina o ângu lo e d i s tânc ia de duas rectas 
n ã o complanas. 

I V 

1563 — Demonstre que a soma de duas f r a c ç õ e s 
i r r edu t íve i s cujos denominadores sejam n ú m e 
ros primos entre si é uma f r a c ç ã o i r r e d u t í v e l . 
R : Sejam a/p e b/q as duas fracções em que 
(p , q) = l ; (a , p) = l e (b , q) = l . A soma das duas 

. aq-t-bp 
fracções e ——— ; ora para que esta fracção não 
fôsse irredutível era necessário que os seus termos 
admitissem um divisor comum diferente de 1 . Êsse 
divisor dividindo pq teria que dividir ou p ou q . 
Se dividisse p como divide aq + bp diviairia aq e 
como não divide q dividiria a o que è impossível 
visto que (a , p) = 1 . Se dividisse q , dividindo 
aq + bp dividiria bp e não dividindo p dividiria b 
o que è também impossível pois (b , q i = 1 . Então 
não existe divisor comum ao numerador e denomi
nador e a fracção è irredutível. 

Soluções dos n.°" 1556 a 1563 de J . da Silva Paulo. 

Instituto Superior de Ciências Económicas e Financeiras 
29 de Julho de 1943. — Ponto n.° 1. 

ARITMÉTICA 

1564 — Def in ições , propriedades e determina
ção do m. d. c e m . m . c . Determine os n ú m e r o s 
de quatro algarismos que s ã o m ú l t i p l o s comuns 
de 24, 72 e 150. R : Os múltiplos comuns de 
24, 72 e 150 com quatro algarismos são os múlti
plos do m. m. c. i24 , 72, 150)=18'K) compreendidos 
entre 1000 e 10000 que são 1800 , 3600 , 5400. 
7200 e 9000. 

ÁLGEBRA 

1565 — ^Existem valores reais de x para os 
quais a soma l + 1/ar + l/.a;2 seja negativa? P o r q u ê ? 
R : Para a soma l + l / x + l / x ? = ( x 2 + x + l ) / x 2 ser 
negativa, deve ter-se x 2 + x + l < 0 , para x real 
qualquer, por ser x 2 > 0 . Ora esta inequação è 
impossível visto que os zeros do trinómio, pri
meiro membro, são —^=2 ' . números comple
xos, e, como sabemos, nesta hipótese, para x real 
qualquer, será x 2 + x + l > 0 . Não há pois valores 
reais de x que tornem negativa a soma em questão. 

CÁLCULO NUMÉRICO 

1566 — Calcule a á r e a de um t r i ângu lo e q u i l á 
tero cujo lado é igual a 273,47 metros. R : É fácil 
ver que, num triângulo equilátero de lado a , 
é ^3 • a2/4 a sua área. No nosso caso teremos: 
S = l / 4 • (273,47)2 • v/3 e portanto, aplicando logari
tmos, log S = 2 log 273,47 + 1/2 • log 3 + colog 4 = 
= 4,873824 + 0,23856 + 1,39794 = 4,510324 , donde 
S = 32458,769 m 2 . 



18 G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 

GEOMETRIA PLANA 

1567 — a) S e m e l h a n ç a de pol ígonos ; de f in ições , 
propriedades e r e l ações n u m é r i c a s mais impor
tantes, b) S ã o dadas duas c i r cun fe rênc i a s de raios 
r e R, tangentes exteriormente. Calcule o p e r í 
metro e a á rea do quadr i l á t e ro determinado pelos 
dois centros e os dois pontos de tangènc ia corres
pondentes a uma tangente exterior comum. R : Se 
chamarmos O e O' os centros das circunferências 
de raios respectivamente R e r , tangentes exte
riormente, A e B os pontos de tangència corres
pondentes a uma tangente exterior comum, respec
tivamente sobre as circunferências O e O', teremos, 
no quadrilátero [A.BO'0] , que è fácil ver ser um 
trapésio rectângulo: G Õ ' = R-|-r, Õ Ã = R , O B = r 

e A B 2 = ( R + r ) 2 - ( R - n ' = 4rR-
portanio : 

aj - perímetro de [ABO'Oj-=2 [R 
bj — área de [ABO'O] = ( R + r) l / r R 

A B = 2 ( / r R . Virá 

GEOMETRIA NO ESPAÇO 

1568 — Calcule o volume e a á r ea do só l ido 
gerado pela ro tação , em tô rno da hipotenusa, de 
um t r iângulo r ec t ângu lo de catetos 2a e 3a. 
R : O sólido gerado ê constituído por dois cones de 
revolução de geratrizes 3a e 2a, de base comum, 
cujo raio i a altura, referente à hipotenusa, do 
triângulo dado, e de alturas m e n , sendo m e n 
os segmentos determinados sôbre a hipotenusa do 
triângulo pela sua altura referente a esta; m + n = 
= v/Sa2 4- 4a 2 =a t/13 . O raio da base dos cones em 
questão, determina-se fàcilmente atendendo à rela
ção R • a t / Ï 3 = 3a • 2a -» R = 6a/ ^13 mum triân
gulo rectângulo, o produto dos catetos é igual ao 
produto da hipotenusa pela altura referente a esta). 
Teremos portanto : 

\) — árca S = *R (g 4-g') , com g = 3a e g 1 = 2a , 
^-S = l l v / Ï3a2 w /13 ; 

2) — volume V = TTR2 m + TTR2 n — i rR 2 (m + n) = 

= 12- t / Ï 3 a ' T C / 1 3 . 
TRIGONOMETRIA 

1569 — Expr ima a soma S = sen a + sen 2a + 
4-sen 3a em f u n ç ã o de sena e cos a. R : S = sena4-
+ 2 sen a cos a + sen 2 a cos a 4-sen a cos 2 a=sen a 4-
-1-2 sen a cos a 4-2 sen a cos 2 a 4-sen a cos ' a—sen3 a = 
= sen a 4- 2 sen a cos a + 3 sena cos 2 a — sen 3 a •= 
= 2 sen a cos a [14 2 cos a] . 

Soluções dos n.°» 1564 a 1569 de O. Morbey Rodrigues. 

Instituto Superior Técnico — 30 de Julho de 1943. 

1570 - T r ê s ciclistas fazem o mesmo percurso. 
A velocidade do pr imeiro é superior à do segundo 

em 5 km. à hora. O terceiro, depois de acompa
nhar o pr imeiro durante 30 km., toma a velocidade 
do segundo, chegando à meta 18 minutos antes 
dê l e , mas 42 minutos depois do pr imeiro. Calcule 
a velocidade de cada ciclista e o n ú m e r o de q u i 
l ó m e t r o s do percurso. R : Designemos por v km/h 
a velocidade do primeiro ciclista e por e km. o 
percurso. O tempo t j por êle dispendido no percurso 
de e km. será t|—e/v (referiremos todos os tempos 
à unidade hora). A velocidade do segundo ciclista 
è, portanto, de (v —5) km/h e o tempo por êle dis
pendido no percurso será pois, t 2 = e/(v—5) . O ter
ceiro ciclista percorreu e km. no tempo t j igual à 
soma dos tempos gastos em percorrer 30 km. à 
velocidade v k m / h e (e — 30) km. à velocidade 
(v —5) km/h ; isto è : 

30 , e - 3 0 \ t 3 = t 2 - 0 , 3 
U — • Sabemos ser \ 

1 v v - 5 I t 3 = t14-0,8 
Estamos em face dum sistema de duas equações a 
duas incógnitas, que resolvido dará : 

É fácil calcular as velocidades 
} v = 25 k m / h . J 

dos outros dois ciclistas. 
1571 — É dado um t r i ângu lo equ i l á t e ro de 

lado a. Forme outro t r i â n g u l o cujos v é r t i c e s 
sejam os pootos méd ios dos lados dês t e t r i ângu lo . 
Proceda em re lação ao t r iângulo obtido como 
procedeu com o t r iângulo dado e assim sucessiva
mente. Expr ima em f u n ç ã o de a o l imi te da soma 
dos p e r í m e t r o s das c i r c u n f e r ê n c i a s circunscritas 
aos t r i ângulos . R : Tendo em atenção o teorema 
que nos dis, que è paralelo à base e igual a 1/2 
desta, o segmento de recta que tem por extremos 
os pontos médios dos outros dois lados dum triân
gulo qualquer, è fácil ver que os lados dos triân
gulos equiláteros que se vão formando pelo pro
cesso de construção indicado, têm respectivamente 
por medida a, a/2, a/2 1, a/23, • • a/2"-1, • • •. Sabendo 
qu. o lado 1 dum triângulo equilátera inscrito 
numa circunferência de raio R i 1 = R t/3 -»• R = 
= 1^3/3, é fácil concluir que os perímetros das 
circunferências circunscritas àqueles triângulos, 
são respectivamente : 

2*3 v/3 2<ray/3 2*a y/3 2-a t/3 
' ' " 2"-' -3 ' " ' ' 
limite da soma de n 

3 2-3 2 2 - £ 
O limite da sua soma, è o 
termos duma progressão geométrica de i.° termo 
2ita t/3/3 e cuja rasão ê 1/2. Teremos pois que 

2*3 i/3 / 1 1 
calcular L = — ã — l i m ^ l + g + ^ H 

2rcal/3 1-
• — 5 — l i m 

•1/2" 
•1/2 

4*aj /o 
3 ' 
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1572 — Ve r i f ique a identidade cos (25— C) = 
= (3a 2 — 4b2) • bja* sendo B e C ângu los de um 
t r i ângu lo r e c t â n g u l o em A , e b , c e a os lados 
opostos a ê s s e s ângu los . R : Como B = TC/2 — C , 
teremos (1) cos ( 2 B - C ) = cos ( w - 3 C ) = - c o s 3C = 
= cos C (3—4 cos 2 C) . No triângulo rectângulo em 
questão, sabemos que se verifica a relação 
b = a cos C —> cos C = b/a que substituído no s.° 
membro de (1) conduzirá a cos (2B — C) = b/a • 
• (3—4b 2/a 2) = b / a ' • ( 3 a 2 - 4 b 2 ) c. q. v. 

1573 — É dado um t r i ângu lo i sósce le s [ABC] 
de base AB = 2a, Expr ima a d i s tânc ia entre os 
centros das c i r c u n f e r ê n c i a s inscrita e circuns
crita ao t r i ângu lo em f u n ç ã o da base e do ângu lo 
oposto. Ve r i f i que a part i r da r e l ação obtida que 
o t r iângulo é equ iângu lo se os dois centros coinci
direm. R : Designemos por O e O' , respectiva
mente, os centros das circunferências circunscrita 
e inscrita ao triângulo dado e por C H a altura 
relativa à base A B . E sobre a recta C H que se 
encontram, evidentemente, O e O' ; escolhendo sobre 
ela um sentido positivo, e considerando segmentos 
orientados, teremos em qualquer caso, isto è, para 
qualquer valor de C , a relação: O O = O H - 0 ' H . 
Desenhando uma figura deduz-se facilmente que : 
Õ H = a c o t g C e ( 7 H = a tg (TV/4-C/4) e, portanto, 
Õ Õ ' = a [ c o t g C - t g ( W 4 - C / 4 ) ] . O caso de coinci
dência dos centros O O ' = 0 corresponde aos valores 
de C (0 < C < 2ic) , raises da equação . 

cotg C—tg(ir/4 — C/4)=0, que é fácil de ver ser veri
ficada para C = n/3, caso do triângulo equilátero. 

1574 — N u m circulo de centro C e raio R trace 
dois raios CA e CM que fo rmem entre si um 
ângu lo dado a. Calcule, em f u n ç ã o de R e de a, 
o volume do só l ido gerado pelo t r i ângu lo \('.AM\ 
quando faz uma ro t ação completa em tô rno da 
tangente à c i r cun fe r ênc i a no ponto A . R : O vo
lume gerado V i a diferença dos volumes V 4 e 

V Z ) respectivamente dos dois sólidos seguintes .-
1) — Tronco de cone de r e v o l u ç ã o , de raios das 

bases R ë M P , d» geratriz R e de altura A P em 
que P è o pê da perpendicular baixada de M sobre 
a tangente à circunferência no ponto A . 

2) — Cone de r evo lução , de geratriz A M , altura 
A P « raio da base M P . 

Vê-se fàcilmente que ÃM = 2R - sen x/2, M P = Ã M -
• sena/2 = 2R-sen 2a/2 , Ã~P = A M • cosa/2= R s e n * . 
Tendo em atenção às expressões dos volumes dum 
tronco de cone de revolução e dum cone circular 
recto, respectivamente : V = irh T * + r j -+- r r , ) / 3 
(h altura, r e r, raios das bases), V ' = r r r ! h / 3 
(r raio da base e h altura) teremos, no nosso caso: 
V , = 17/3 • R sen a • (R 2 + 4R 5 • sen 4 a/24 2R 2 • sen"a/2) t 

V 5 - n/S • R sen a • 4R • sen 1 a,-2 , 
V = V , - V 1 = 7 r R 3 / 3 - s e n a - (1 + 2sen 5 a/2) . 

1575 — S ô b r e as t r ê s arestas de um tr iedro t r i -
r ec tângu lo de vé r t i ce V marque respectivamente 
os comprimentos í M = 3 a , VB = ~VC = 3a \'2 . 
Determine a d i s tânc ia do vé r t i ce V ao plano do 
t r iângulo [ABC\ . R : A distância V H do vértice 
V ao plano do triângulo [ABC] não é mais do 
que a altura relativa à hipotenusa dum triângulo 
[VAD] rectângulo em V , de cate tos V A = 3a e 
V D (altura do triângulo [BVC] rectângulo em V 
e isósceles) e hipotenusa A D (altura do triângulo 
[ A B C ] ) . É fácil ver que se tem V D = 3a, Ã D = 
=3a t/2 e que portanto 3a • 3a = V H • 3a \fô -* V H = 
=3a v/2/2. 

Soluções dos n.°" 1570 a 1575 de Orlando M. Rodrigues. 

C O R R E C Ç Ã O 
Problema 1524, pág. 22, do n.° 17, onde se lê diâ

metro deve ler-se raio. A ser o diâmetro e não o raio 
igual a 13,17 m deveria ter-se 17 = 13,17 sen 25° 43' 51" = 
= 5,714 m . J .S .Pau lo . 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
Exames de frequência e finais 

ÁLGEBRA SUPERIOR-MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR—1.° exame de frequência, 
1943-44. — Ponto n.° 4. 

I 
1576 — Para que valores de x converge a série 

2x 1 / 2x \ 2 1 / 2x \ 3 
+ — ) "t*~( ) + • • • ? R : A série dos 

x-1 2 Vas— l) 3 \ x - l / 

mádidos converge para os valores de x tais que 
2 I x I 

• x j i ^ l j *•<*., para os valores de x cujas imagens 
são os pontos do interior da circunferência com centro 
na imagem de —1/3 e raio 2/3 ; para êsses valores a 
série dada converge absolutamente. Para os pontos da 
circunferência a série dos módulos é a série harmónica 
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e a convergência nunca é absoluta. Para x = l /3 a serie 
converge ; para x = — 1 a série diverge. 

1577 — Primitivar 

(2x) 2 log X + : + -
sen 2x + eos x 

yik' — x2 cos 2x—1 
R : Primitive-se o 1." termo por partes pondo v' = x 2 ; 
obter-se-à 4/3 • x 3 (log x—1/3) . O 2." termo é a derivada 
de arc sen x/2k . No 3." termo, considere-se que sen2x = 
2 sen x cos x e cos 2x—1 = —2 sen2 x ; decomponha-se : 
os termos obtidos serão as derivadas de —log | sen x I 

1 
e • 

2 sen x 
578—Calcule o valor da derivada da função 

y«=log e1"0""™"""* parax = 2. R : Será y = a r c s e n l / x = 
= arccosecx e portanto 

1 
V x - 1 

e y ' (2) ^ 
1 

2v/3~' 

I I 

1579 — Sendo At e A 2 as secções que definem [/ô 
quais são as que definem 3~^b ? R : Consideremos 
todos os racionais C j , tais que para algum número a2 

de A 2 , se tenha Cj < 3~"%. Êsses números constituem uma 
secção inferior C j , da totalidade dos números racionais. 
3~^b é por definição o número definido pela secção Gj . 
*4 secção C 2 , contígua de Ci, é a outra que também 
define o número e é constituída pelos números racionais 
C j toit que para algum número â  de A j se tenha 
c 2 < 3 - ° i . 

1580 — Diga quais são para o conjunto 
1 + (— 1)" + (—l)"/?i os números L , X , A e os seus 
pontos de acumulação. R : 1 = — 1 , L = 5/2, X = 0 e 
A = 2 ; 0 e 2 são os únicos pontos de acumulação. 

1581— Mostre que a sucessão 1+1/3, 1 + 1 3 + 1/9, 
1 + 1/3-1-1/9 + 1/27 , • é convergente e indique o seu 
limite. R: Admitindoque u „ = l + l / 3 + l / 9 H 1-1/3"= 

3 1 . = s—Õ; tem-se l im u„= 3/2 e a sucessão é conver-2 2 • á" ° ' 
gente. 

1582— Determine os complexos cujos afixos são os 
outros dois vértices do quadrado de que são dois vér
tices opostos os afixos de 2—i e 2 + 3Î . R : São 
i e 4 + i . 

1583 — Escreva na forma trigonométrica o número 
cujas raízes quárt icas têm por afixos os vértices do 
quadrado inscrito na circunferência de centro na ori
gem e raio 2 , tal que o afixo situado no 1." qua
drante tem por argumento TC/6 . 
R : 2* (cos 2* /3+i sen 2w/3) . 

1584 — Indique a razão pela qual a série alterna 
5/4—7/6 + 9/8-1 é divergente, embora seja 
I u„+t I < [ a„ I . R : Porque l im u„ = l . 

1585 — Por que motivo é x:> log ( l + x"/n .') ? 
R : Para j £ > 0 e" = l + • •+x"/n ! + • • • > l + x"/n ! e 
portanto x > log (1 +x"/n !) . 

1586 — Como é constituída a sucessão un—+a, 
caso a não seja ponto de acumulação de (u„) ? 
R : Todos os termos a partir dessa certa ordem são 
iguais a a . 

1587 — O cociente de duas funções / ( x ) e cp (x) , 
continuas no ponto x = a , é também contínua nesse 
ponto? Justifique a resposta. R : E se cp(a)=£0; 
não é se cp (a) = 0 . Neste caso a função toma para x = 0 
um valor infinito ou indeterminado. Neste último caso 
pode restabelecer-se a continuidade pondo que o valor da 

f (x) 
função para x = 0 é l im - ^ • 

1588 — Como diferem duas funções cujas derivadas 
diferem por uma expressão da forma eT + ox? 
R : A sua diferença é uma função e*+ax2/2 + b em 
que b é uma constan te. 

I I I 

1589 — Verifique se a função 
= sen x/x para x=£0 

para x = 0 
R : E, porque l im f (x) = 1 = f (0) . 

{= se 
= 1 

é contínua no ponto x = 0 . 

1590 — A partir da relação entre a derivada duma 
função e a da sua inversa, deduza a expressão da de
rivada da função inversa da tangente hiperbólica. 

sh y 
R: De y = A r g t g t h x tem-se, invertendo x = t h y — c ^ ~ 

dx ch 2 y — sh 2y dy . ch 2y 1 
donde -— = — — e -— — —— 7V = Z T" 

dy ch 2 y dx cn 2 y- sn'y l—x2 

1591 —Justifique a convergência absoluta da série 
1—l/23 + l / 3 3 e conclua, daí, justificando também, 

J5- sen nx 
a natureza da série 2J ( — 1)" + 1 ;— para os vários 

i « 3 

valores de x . R : Considerando a série 2 u n dos 

1 n 3 
módulos da 1." e pondo 1 + a (n+1) 3 tem-se 

I sen nx | 1 
l im na = 3 e a série converge. Visto que ; < — 

1 1 n 3 

a 2." série também é absolutamente convergente, qualquer 
que seja x , finito. 

Soluções dos n.°" 1576 a 1591 de G. Ramos de Castro. 
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F. C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR—Pontos do l.° exame 
de frequência, 1943. — Ponto n.° 3. 

I 
1592 — Primitivar 

2 x - 3 cos x 2 

„ + x 2 arc t g x 3 + x -
( x - 2 ) 2 + l 6 senx 2 

1593 — Derivar y = 2e , r c *»» • w« I . 

1594 — Com uma das combinações 
j y = l o g | I / " + 1XCOSTCU I j y = 2 arc sen (M+1) 

[ u=sen ( i + i c ) I w = x v + l 
componha uma função e calcule o valor da l . " derivada 
para x = 0 . 

I I 
1595 — Por que motivo dois números irracionais 

correspondem entre si outros números irracionais ? 

1596 — Se (x) tem elementos em (r 
1 

— por maior que seja o número natural n e qualquer 
que seja o número racional r em (a , 6) — quais são 
os pontos de acumulação de (x) neste intervalo (a,b)? 

1597 — Substituindo-se x pelo número irracional 
1 
— no polinómio de coeficientes inteiros ax 2 + ò x + e , 

obtém-se como resultado certo número inteiro d . 
Nesta hipótese, por que operações algébricas se pode 
calcular A partindo de números inteiros. 

1598 — Que relação há entre os limites máximos 
dos conjuntos " j/o„ e " s/n^„ ? («„ > 0) . 

1599—Quando a série è simplesmente con

vergente, de que natureza é 2( — -O" u » ' Porquê ? 

1600 — Como se dispõem no plano os pontos em 

que a série >J é convergente ? 
(z —a)" 

1601 — Por que razão é e " > ^ í (x > 0) 
i n 

1602 — Calcule as raízes n do número i'2 . 

1603 — De que natureza é a sucessão dos valores 

de sen — quando x tende para zero ao longo da suces-

71 ir + • 

1604 — Conhece alguma função contínua no inter
valo (0 , 1) cujos valores nêsse intervalo possam exce
der 7 por menor que seja e ? 

I I I 
1605 — Provar que, tendo / (x) derivada (f ini ta ou 

infinita) no ponto x = a , também / (x )+Xx (X cons
tante) tem derivada nêsse ponto. 

1606 —Quando os afixos dos valores X , , s e oa de 
K " 3 «ão vértices dum hexágono regular, que re lação 
liga X e r ? 

1607 — Sabe achar rapidamente a derivada de 
x 

ordem n de ? 

F. C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR—1.° exame de frequência, 
1943-44. — Ponto n.° 5. 

2/ = 

1608 — Primitivar 
(senx—cos x ) 2 l2—x log x 3 _ 

1-cos 2x V 2 + x x 2 " -

1609 — Calcule o valor da derivada da função 
2 /= [ l — (e*)*]' r c c" s* para x = 0 . 

1610 — Com alguma das combinações 
j / = arc sec (log l/u) ( y = log (are tg e") 

l / x l « 2 = l + t g 2 ( x 2 - ! ) 
componha uma função de função e calcule o valor da 
6ua 1." derivada para x = l . 

I I 
1611 — Se a soma e o produto dos números i r ra

cionais A e B são conjuntamente racionais que ope
rações algébricas é necessário executar partindo de 
números inteiros para obter A e B? Porquê? 

1612 — Se u„ não tende para limite algum, mas 

tende para um certo limite que valor tem êste 

limite? 
1613 — Tendo-se 0 < u„ — a < X a partir de certa 

ordem n ($) , a partir de que ordem se tem «jj — a*<&? 
i 

1614 — Qual a natureza da série 2 {e"+t ~ 1) ? 

1615 — Quais são os valores de i'* ? 

1616 — Qual o valor exacto do módulo da soma 
de dois números imaginários de módulos 2 e 3 cujos 
argumentos diferem por jt/4? 

1617 — Sendo 2 "» simplesmente convergente, 
que se sabe da sucessão | S„ | ? 

1618 — Como se enuncia o teorema de Weierstrass 
para as funções contínuas ? 

1619 — Seja f ( x ) uma função contínua e diferente 
de zero no ponto x = 0 , e seja >.„ o limite inferior dos 
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valores de no intervalo ( — l / / i , l / n ) . Tende X„ 
/ ( * ) 

para algum limite ? Porquê ? 

1620 — Aplicando-se a fórmula de Taylor ao poli
nómio f (z) no' ponto z = i, que forma toma esse po
linómio ? 

I I I 

1621—Tomando-se os n primeiros termos da sé

rie l + l / 2 2 + l / 3 2 + l / 4 2 + •• obtém-se S com erro i n 

ferior a l/2m e superior a Porquê? 
* 2(n + l ) 4 

1622 — .Qual o menor valor (inteiro) de a quando a 
" 1 

série >J -= é convergente ? 

1623 — Supondo / ' (z) diferente de zero no ponto a 
provar que existe um círculo de centro neste ponto 
•dentro do qual / ( z ) só tomao valor f (a) quando z — a. 

F. C. L. — MATEMÁTICAS GERAIS—l.° Exame de fre
quência, 1943.—-Ponto n.° 1. 

[ 

1624 — Calcular, com erro inferior a I O - 3 , o valor 
de shz para a—1. R: Tem-se sh l = l + l / 3 ! + l / 5 H . 
Pondo k = u p + 1 /u , ,= ( 2 p - l ) ! ( 2 p + l ) ! = l / 2 p ^ p + T) re-
conhece-se que o critério de d'Alembert permite concluir 
da convergência da série. Seguindo o método indicado 
na Gazeta de Matemática n." 11, p. 5, tem-se 

L (p) — • Eeconhece-se que tomando 
W ( 2 p + l ) ! - ( 2 p - l ) l q 

3 termos o erro sistemático é inferior a 0,0002 e por
tanto que calculando 1/6 e 1/120 até aos décimos-milé-
simos sh l vem calculado a menos de 0,0004 < 0,001. 
Será s h l = l + 0 , 1 6 6 7 + 0,0083 = l,1750. 

1625 — Primitivar 
1 V i r + 3 _ j -

y x sen (2x-t-l) 
+ sen x ch x . 

R : 01° termo é a derivada de e^1**3 . Para o 2." termo, 
recorde-se que P cosec u • u' = log | tg u/2 | . Para o 3", 
primitive-se por partes (Puv' = uv — Pu 'v ) pondo 
v ' -*chx , uma vez para obter esta identidade, outra 
para calcular Pu' v . Obtém-se finalmente 
e v ^ i + 3 4-1/2 log t g | x +1/21 +1/2 (sen x ch. x - cos x sh x) . 

1626 — Calcular para x=ic a segunda derivada da 
primitiva pedida no problema anterior. R : A 2." deri
vada da primitiva duma função y (x) é a 1." derivada 
dessa função. Neste caso 
y'(x) = ( l /x —l/2x 3 «) e * / ï r + 3 —2cot (2x+l ) cosec(2x+l)+ 
4-cos x ch x + sen x sh x donde y 1 (TT) . 

I I 
1627 — Corno se distingue na representação deci

mal um número racional dum número irracional ? 
R : A dízima dum racional é periódica, a dum irra
cional não. 

1628 — Qual o limite de uma sucessão decrescente 
limitada ? 

1 +» 
16i9 — Módulo e argumento principal de ;• 

B : 1 e w/2 . 

1630 — Quando é real o produto de dois imaginá
rios ? R : Quando um é o produto do conjugado do outro 
por um número real, como se conclui procurando as 
relações entre a , b , x e y para que (a 4- bi) (x 4 - iy) 
tenha nulo o coeficiente de i . 

1631—Definindo-se e' como limite duma potência 
de expoente » , qual a base dessa potência? 
R : e* = l im ( l + z/n)°. 

n—>d . 

1632 — De que natureza é a série formada pelos 
cubos dos termos duma série alternada simplesmente 
convergente ? R : A série é alternada e como do 
1 i m u„ = 0 vem 1 i m u 3 = 0 , convergente. Pode ser sim-

pies ou absolutamente convergente como se infere nos 
casos correspondentes a u „ = ( — l ) n / n " ï c u n = ( — l ) ° / n -

1633 — Para que valores de x converge 2 r e x*"' 
n + 1 

R Pondo u n = I nx*1 | tem-se | x | 2 4 H 4 

» . n 
A série é absolutamente convergen te para | x | < 1 , diver
gente para | X | > 1 . Para x = 11 | a serie dos módulos 
diverge e portanto a série dada só pode convergir sim
plesmente ; para x = + 1 , por exemplo, diverge. 

1634 — Que se quere significar ao dizer que f ( z ) 
tende para A ao tender z para o ? R : Que f (z) e 
definida para os valores pelos quais z tende para a e 
que os valores que assume constituem uma sucessão con
vergente de limite A . 

1635 — Que valor tem no ponto x = 0 a 4.* deri
vada de j / = x s cos x4-x 3 ? R : A 4." derivada de x 3 e 
nula ; a de x" cos x é um polinómio do 5." grau em i 
sem termo independente cujos coeficientes são finitos 
para x = 0 e que portanto também se anula para x = 0 . 

1636 — Em que teorema se fundamenta o método 
de primitivação por substituição ? R : No teorema da 
derivação duma função de função. 

I I I 
1637 — Pode aplicar-se o teorema do limite da soma 

1 1 1 
ao cálculo do limite de — + - — ! " • • • + — (n—3 par-

2n 2JI 2n 
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celas) ? E : O limite da soma a—3/2n c 1/2 e a soma 
dos limites das parcelas O . 

1638— Exprimir sh 2x em sh x c chás. 

R : sh2x = 
(ex — e*) (e' + e") 

2 
= 2 sh x eh x . 

1639 — Com alguma das combinações 
( y = x arc sen u l y = arc sen u 

1 
jí = 2e t ! 

compor uma função de função e achar-se a derivada 
para x = 0 . R : Na 2.", u > 2 e a função y (u) não e 
definida no conjunto dos valores dá função u (x) . Na 1." 
já o é. Aplicando o teorema da derivação duma função 
de função obtem-sc ao cabo y' (0) = arc sen cos 2 l . 

F. C. L. — MATEMÁTICAS GERAIS — l.° exame de fre-
qflência, 1942-43. —Ponto n.° 3. 

I 
1640 — Derivar 

2/ = l /» J —(sen x 2 + l ) _ 3 / 2 + a r c see log 3l+" . 

1641—Primit ivar * 
x x + 4 

y— x— y / l + x* ( x + l ) 2 + 4 
+ COS* X . 

1642 — Calcular, com êrro inferior a —- a soma da 
IO 3 

- . 1 4 / 2 1/3 \/n 
sene -J " 1- — 1 - . . . 4 u . . . . 

2 ^ 2 2 + 1 ^ 3 -' + 1 n 2 + 1 ^ 
1 1 I 

1643 — Quando o número positivo a não é cubo de 
algum número racional, que se entende por 3 l /a ? 

1644 — Que são o limite superior Leo limite mí
nimo X de um conjunto (x) ? 

1645 — Que valores têm 1, L, X e A no conjunto 
dos têrmos de uma sucessão crescente formada por 
números do intervalo (0,1) ? 

1646 — Que módulo e argumento principal têm o 

quadrado de ? 
( 2 - t ) * 

1647 — Se o segmento que une os afixos de s e s' 
é paralelo ao eixo dos yy, de que natureza é a dife
rença z—z' ? 

1648 — Pode uma série convergente conter uma 
infinidade de têrmos superiores aos têrmos correspon
dentes de uma série divergente de números positivos ? 

1649 — Se numa série de têrmos positivos S I n tende 
para um limite, de que natureza é a sér ie? Porquê? 

1650 — Para que valores de a; converge a soma das 

séries X « 3 í e S — x" ? 

1 6 5 1 — S e / ( x ) cresce com x no intervalo (a , b) , 
que valores têm os limites l e L no conjunto dos va
lores de / (x) ? 

1652 — Que expressão tem a derivada de ordem n 
de um polinómio inteiro em x . de grau n . 

I I I 

1653 — Quando u„ ••* a e 

cluir-se da sucessão o. ? 

• è , que pode con-

1654 — Cinco pontos equidistantes sobre a circun
ferência | a | = 3 são sempre afixos das raízes quintas 
de um número ? Porquê ? 

a ( a - l ) 
1655 —Averiguar se a série 1 + » + 2 / + 
. ( , _ 2 ) 

3 / 
inteiro). 

+ • • • é convergente. (« é real, não 

F. C. P. — MATEMÁTICAS GERAIS — l.° Exame de Fre
quência — Fevereiro de 1943. 

1656 — Considere-se o plano ir , determinado de 
modo a conter o ponto ( 1 , 2 , 1 ) como pé da perpen
dicular baixada da origem sobre êle. Determinar 
seguidamente a equação dum novo plano que conte
nha o ponto de cota 2 do eixo Oz e que intercepte ir 
segundo uma recta paralela ao plano xOz, de modo 
que os pontos desta recta se encontrem à distância 1 
do último plano. R : Equação do plano i r : Este plano 
contem o ponto P ( 1 , 2 , 1 ) e e' perpendicular à recta 
x—l=(y—2)/2=z—1 definida pelos pontos P e 0 (0 ,0 ,0 ) . 
A sua equação é, portanto, x + 2y + z = 6 . Equação do 
plano a.: Seja Ax + By + Cz = l a equação do plano a 
(segundo plano do enunciado). Como contém o ponto 
A ( 0 , 0 , 2 ) , tem-se 2C = 1 , ou C = l /2 . A sua inter-

1 • , J * + 2 y + z = 6 secção com o plano ir e a recta 1) l 
' l A x + B y - t - C z = l 

ou seja (x—a)/p = (y—b) /q=z / l com 
a = ( 2 - 6 B ) / ( 2 A - B ) ; b = ( 6 A - 1 ) / ( 2 A - B ) 
p = = ( B - 2 C ) / ( 2 A - B ) e q = ( C - A ) ( 2 A - B ) . 

Como a recta r tem de ser paralela ao plano xOz (y — O), 
tem-se (C — A ) / ( 2 A - B ) - = 0 ou A = C = l / 2 . Por outro 
lado, a recta r está à distância 1 do plano xOz . Por
tanto (6A-1) / (2A - B ) = louse;'a4A + B = l eB = — 1-
A equação do plano é, pois, x — 2y + z=2 . 

1657 — Determinar as equações da circunferência» 
definida como se segue: a) Passa pelo ponto (2,3, 1/2) 
da recta x=<-)-2, y=2t + 3, z = í + l / 2 ; b) encontra-se no 

plano definido por aquela e pela recta l - i = — -



24 GAZETA D E M A T E M Á T I C A 

•" : c) tem como centro a intersecção das duas 
2 ' J 

rectas. R : Determinemos, em primeiro lugar, as coor
denadas do centro da circunferência. Como diz o enun
ciado, é o ponto de intersecção das rectas r) x —2 = 
= ( y -3 ) /2 = z - ' l / 2 (visto que t = x - 2 , t=(y—3)/2 e 
t = z - l 2J e s) ( x — 1 ) / — 1 - y - f - l 2—z/—2. Portanto, 
é o ponto comum aos três planos 2x—y = l ; 2x—2z = 3 
e 2x —z = 2 . Querfi dizer C (1 /2 ,0 , — 1) . A circunfe
rência dada será definida pela equação da esfera de 
centro no ponto C e que passa pelo ponto A (2 ,3 ,1/2) 
e pela equação do plano das rectas r e s . Raio da 
esfera r2=(2-l/2)"!+32 + (1/2 + 1)2=27/2. Equação da 
esfera (x— .1/2)* -t-y* + (z + 2 7 / 2 . Equação do 
plano. 4̂ equação dos planos que contêm a recta r é : 
2 x - y — 1 + k ( 2 x - 2 z - 3 ) = 0 , ou seja (2k + 2 ) x - y -
— 2kz— (1 + 3k) = 0 . Para que êste plano seja paralelo 
à direcção definida pela recta s 4 preciso que : 
—(2k + 2)—l+4k=>0, donde k = 3'2 . A equação do 
plano e', portanto, lOx —2y —6z = l l . Finalmente, a 
circunferência fica definida pelo sistema : 

f ( x - l / 2 ) ' + y 2 + ( z + l )2=27/2 
1 1 0 x - 2 y - 6 z = l l . 

1658—Determinar (em geometria plana) : a) a equa
ção da parábola cujo vértice tem, em relação ao sis
tema de eixos fixado, as coordenadas ( 2 , 1 ) , cuja 
directriz é paralela a Oy e cujo parâmetro p tem o 
valor 2 . b) determinar as coordenadas do foco e a 
equação da directriz. R : Como a directriz da pará
bola é paralela ao eixo Oy , o seu eixo e' a recta y = 1 . 
Mudando a origem dos eixos para o ponto M ( 0 , 1 ) , a 
equação da parábola é y ' s = 4 x ' visto que se tem p = 2) . 
No sistema de eixos dado será, portanto, y 2—2y = 4x—1. 

1659 — Determinar a equação da superfície cónica 

que tem como directriz a elipse — + yi + - = 1 
4 y 9 

z = 0 

e cujo vértice é o ponto que divide ao meio o segmento 
de comprimento 6 , que une o ponto ( 0 , 4 , 4 ) com 
um ponto da parte positiva do eixo Ox. R : Determi
nação das coordenadas do vért ice: Seja P ( m , 0 , 0 ) 
o ponto da parte positiva do eixo Ox a que refere o pro

blema. Tem-se ^ m 2 +16 + 16 = 36 e, por tan to, ra = 2 . 
O vértice e' o ponto médio cio segmento definido pelos 

pontos P(2,0,0) e M(0 ,4 ,4 ) . Quere dizer V ( l , 2 , 2 ) . 
Determinação da equação da superfície cónica : 
A equação obtem-se eliminando o parâmetro k entre 
as equações 

( l + k x ) 7 4 + (2 + k y ) 2 + (2 + kz)79 = l e 2 + k z = 0 . 
Portanto: 4x 2 + 16y 2 + 13z-— 4xz—16yz = 0 . 

1660 — Sendo dado o sistema linear 2x+?/ + a = 0 , 
x + ky + z = 0, 4x—y + 3 z = 0 , fazer a sua discussão, 
supondo k arbitrário. Determinar k de modo que o 
sistema admita soluções diferentes da solução nula e 
escrever a expressão geral daquelas. 

Soluções dos n.°* 1656 a 1659 de L . G. Mendonça de 
Albuquerque. 

I. 8. C. È. F. — 1.* CADEIRA — l.° exame de frequência. 
17 de Fevereiro de 1943. 

1661 — Estudar a igualdade 
( * * ) " « - ( » " « ) * • ( i 2 = - l ) . 

R : É sabido que a igualdade ' l/z" = (" \/z)° só e 
válida sem restrições no campo complexo se p e q forem 
primos entre si. Logo, se n for impar, a igualdade 
dada é válida sem restrições, isto e, os dois radicais 
que nela figuram têm o mesmo número n de determina
ções que são respectivamente iguais. Se n for par 
n = 2ra , o radical que figura no primeiro membro tem 
n = 2m determinações de módulos iguais à unidade e de 
argumentos (TT + 2k7v)/2m (k = 0 , 1 , 2 , . - 2m—1) entre 
as quais se encontram as n/2 = m determinações do 
radical do segundo membro. Com efeito, estas são tam
bém de módulo unitário e os seus argumentos são ' 

(jv + 4k' 7r)/2m (k' = 0 , l , 2 - . - m - l ) . 

1662 — Determinar um polinómio de grau não 
superior a 4 que tome os mesmos valores que a fun-

x + 1 
ção y (x) = para x = —4 ,—2 ,0 , 2 , 4 . 

x—1 
1663 — Num círculo dado inscreve-se um hexágono, 

neste um círculo, neste um novo hexágono e assim 
sucessivamente até se construírem n hexágonos e n 
círculos. Sejam At At •• • An, A\ A't • • • A„ , respectiva
mente as áreas dos círculos e as dos hexágonos cons
truídos. Calcular o cociente 

A,+At + • • +A„ 2ir 
A\+A'i+ •••+A'n' 3 i / 3 ' 

Soluções dos n." 1661 e 1663 de A. Sá da Costa. 

I. 8. C. E. F. — 1.* CADEIRA—-I." exame de frequência 
extraordinário, 25 de Fevereiro de 1943. 

1664 — Resolver a equação (ax — 6)" = (a — bx)n . 
Considerar, em particular, o caso n = 4 . 

i x + y+z—3<=0 
x — y + z— t—2u=0 
x—y — s + t—2u = 0 
x+y-z— t = 0 

è determinar aquelas soluções em que duas e só duas 
incógnitas tomam o valor zero. £ Existe alguma solu
ção própria em que mais de duas incógnitas tomem o 
valor zero ? 

1665 — Resolver o sistema 
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1666 — S ã o dadas duas circunferências de raios R 
e r com os centros à distância d. Determinar sôbre 
a linha dos centros um ponto P tal que os segmentos 
das tangentes tiradas dêle para cada uma das circun
ferências sejam iguais. Calcular, nessa hipótese, as 
áreas dos triângulos isosceles com vértice em P e 
circunscritos às duas circunferências. 

I. 8. T.—MATEMÁTICAS GERAIS—l.° ex. de freq. 1942-43. 

1667 — Prove que, sendo to-" — o afixo de 
i a + 2 

w=u-r iv descreve a circunferência de raio 1 , com 
centro na origem dos eixos (u*+»*-=l) , quando o 
aiixo de z = x + t?/ descreve a mesma circunferência 
(a:*+2/ J=l) . R : Tem-se, como facilmente se vê : 

2 x + ( 2 y - l ) i 
w —2 — v + 1ue m o s t r a r 1ue I w | = 1 . Aten
dendo às condições impostas no problema e a que o 
mádido dum quociente é o quociente dos módulos do divi
dendo e do divisor, virá : 

\/4x' + ( 2 y - l ) 2 _ y/'4x2 + 4 y 2 - 2 y + l _ 
v / ( 2 - y ) 2 + x 2 " " ^ / 4 - 2 y + y 2 + x 2 

y /5-2y 
1/5^2^" '1 , c.q.p. 

1668 — Trace os eixos rectangulares Ox e Oy. 
Desenhe os quadrados de vértices P (a , 0) , Q ( 0 , o) , 
R ( - a , 0 ) , 8 ( 0 , - a ) e A (1,1), B ( - l , l ) , 
C(—l,—T), D(l,—1). Suponha as figuras dese
nhadas em cartão e que se suprimem os triângulos 
[APD] , [DSC] , [CRB] , [BQA] . Levantando os 
triângulos [APQ] , [BQR] , [CRS] e [DSP] em 
torno respectivamente de PQ. QR, RS e SP, for-

ma-se uma pirâmide. Calcular a de modo que o volume 
dessa pirâmide seja máximo ( o < J) . R : E fácil ver 
que PQ = QR = RS = SP = a \/2 e que a altura da pirâ
mide é um cateto dam triângulo rectângulo, pior exemplo 
[VOP], em que V e o vértice da pirâmide, VP a hipo
tenusa (VP = AP) e OP o outro cateto, semi-diagonal 
do quadrado, base da pirâmide. Como é OP = a e 
V P = j / ( l —a)2 + l = v/a*—2a+2 , virá : 
V O = V/a2—2a + 2 - a 2 = \/2 (1 —a) . O volume da pirâ
mide [VPQRS] será pois f (a) =2/3 • a* v'2 ( 1 - a ) . Há 
que determinar a de modo que esta função real, por ser 
a < 1 (por hipótese), seja máxima, ou, o que é o mesmo, 
que o seja a função F (a) = a 4 (I — a) . Tem-se : F' (a) = 
= 4a 3 -5a* = a 3 (4 -5a) -* F' (a) = 0 — a = 0 (solução 
sem interesse) e a = 4/5. E fácil ver que F " (4/5) < 0 
e que portanto a = 4/5 é o valor de a para o qual o 
volume em questão é máximo. 

1669 — Mostre que, se é y = — > será 
"» ' y v / l - 2 a x + x2 

(x—a) j / + ( l —2ax+x 2 ) j / ' = 0 . Derivando y obtem-sc 
y ' = — (x—a) (1— 2ax + x ' ) _ 3 / 2 e facilmente se deduz a 
relação proposta. 

1670 — Calcular o verdadeiro valor de 
2 sen 6—sen a cos 8—8 

tïTgZTjj para 8 = 0 . R : A função dada, 
para 6 = 0 , apresenta uma indeterminação da forma 
0/0 . Aplicando a Regra de l'Hospital, vem : 

2 cos 8 —cos2 8 +sen- 8 — 1 2 cos 6 —cos 28—1 
— = Hm -l i m 

e->- " 

l i m 

sec2 8—1 
— 2 sen 8 + 2 sen 2e 

t g 2 8 

l i m cos3 0 (2 cos 8 -
8->-o 

D = l . 2 tg 6 see2 8 

Soluções dos n."" 1667 a 1670 de O. Morbe? Rodrigues. 

G E O M E T R I A 

F. C. C. —GEOMETRIA DESCRITIVA—l.° exame de frequên
cia. Fevereiro de 1943. 

1671 — Geometria de Monge — São dadas duas rec
tas enviesadas, uma de perfil e outra frontal. Conse
guir, por uma mudança de planos de projecção, que 
as suas p r o j e c ç õ e s horizontais fiquem paralelas. 
R : Considere-se o plano que contém uma das rectas e é 
paralelo à outra. A mudança de planos de projecção 
que transforma aquele plano num plano vertical resolve 
o problema. 

1672 — Geometria de Monge — Determine o ângulo 
do primeiro plano bissector com um plano paralelo à 

D E S C R I T I V A 

L. T . , dado pelos traços. R : Mudando de plano ver
tical (ou liorizontal) de projecção para qualquer plano 
de perfil, transformam-sc os planos dados em planos dc 
topo (ou verticais) : o seu ângulo é o dos seus traços. 

1673 — Geometria cotada — São dados: um ponto A 
de 4,3 m de cota e duas rectas de declives 1 e 1/2 
que o não contêm mas pertencem a um plano projec-
tante que passa por êle. Representar a recta que con
tém o ponto A e define com as rectas dadas um tr iân
gulo isosceles. Escala 1 : 100 . R : Rebatc-se o plano 
dos dados sobre o plano de comparação. 

Soluções dos n.°" 1671 a 1673 de L . G. M. Albuquerque. 
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C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L - A N A L I S E S U P E R I O R 

F. C. P. — CÁLCULO INFINITESIMAL — Exames finais — 
Novembro de 1943. 

1674 — Calcular a área limitada pela curva 
í/ = x 2 / 2 - f 2 / l / x , os eixos coordenados e uma paralela 
ao eixo dos yy tirada pelo ponto de ordenada mínima. 
K : Para abscissa do ponto cie ordenada mínima, 
obtém-se x —1 . A área pedida será: 

A = J _2_ 
2 {/x 

dx = -
'2.r> 

1675 — Calcular o comprimento do arco da curva 
2/ = 2cos (/aí , ~ = 2sen \'x a partir do ponto corres-

X 

pondente a x = 0 . R : Será s= J í X dx = 

= l /x (1 + x) - log ( v'î+^ - / x ) . 

d-y d y 
1676 — Dada a equação 2.« 1 r y = x, fazer 

rfx2 ÍÍX 
a mudança de variável x = ç ( í ) e determinar <p de 
modo que a transformada não contenha y' . Integrar 
a equação. R: Obtém-se 2<ft?'y" + (tp'2 — 2^®'') y' + ul3y = 
= if!p' 3; donde ca'2 — 2sx?" = 0 . i ? s / a equação leva a 

t 2 b 
cp = 1 t-r-b 2 : fazendo, por exemplo, a = l / 4 , b = 0 , 

4a a 
e substitnido na equação transformada, vem y ' ' + 2 y = 
= 2t 2 . Integrando esta equação, tem-se, 
y = C 1-eos v/2t + C 2 -sen v /2 t+ t -—1, ou, finalmente, 
y = C,cos j/2x + C 2sen l/2x + x—1 . 

Soluções dos n . o s 1674 a 1676 de A. Pereira Gomes. 

I . S. A. — CÁLCULO INFINITESIMAL E DAS PROBABILIDADES 
— Alguns pontos dos exames de frequência e finais 
do ano de 1942-1943. 

1677—Mostre que sen x (1 + cos x) é máximo 
quando cc = w/3 . R : y 1 = 2 cos2 x + cos x + 1 . Como 
x=w/3 é uma das raizes de y ' = 0 e y" (u/3) < 0 , e 
de facto x=w/3 a abscissa ch um dos pontos de máximo. 

1678 — É dado o rectângulo [ABCD] e um ponto P 
em BC. Prolongue AP e DC e determine o ponto 
de encontro Q . Que posição deve ter a recta APQ 
para que a soma das áreas ABP e PCQ seja mínima? 

R : Fazendo ÃB = I , , BC = 1 , BP = X será S4 = 
l L ( l - x ) 2 1 2 x ' - 2 x l + l 2 

= L - x / 2 e S 2 = * '-• Logo S = - L • -
' * 2 x 2 x 

1 2x 2 + l 2 , ,_ 
•-'Li- — • Prosseguindo obtem-se x = l / y 2 

ou, chamando % ao ângulo PAB , tg a 1 

L v / 2 

1679 — Determine um ponto P numa linha recta 
dada tal que a soma das distâncias de P a dois pon
tos fixos que não jjertençam à recta seja mínima. 
Supõe-se que a, recta e os pontos são complanares. 
R : Sejam Pj e P 2 os pontos fixos era recta dada. 
Tornese a recta para eixo das abscissas e para eixo das 
ordenadas a ortogonal passando por P j ; sejam Pj (0 ,y j ) 
e P 2 (x 2 , y 2 ) . Representemos por di e d 2 08 distâncias 
de P j e P 2 ao ponto V (x , O) a determinar. Procurasc 
o mínimo de f (x) = d j + d 2 = \J x 2 -f- y; ->- [/ (x 2 — x) 2-j-y:] . 

Derivando e igualando a zero, obtemse : 

x 2 - x 
l / ( x 2 - x ) 2 + y 

: ou cos a = cos 3 (fazendo s = PjPO 

e p=7r — P 2P0J , e como f" (x) < 0 trata-se, de facto, de 
um min imo. 

1680 — A soma dos perímetros duma circunferên
cia e dum quadrado é constante. Mostre que a soma 
das áreas das duas figuras é mínima quando o diâ
metro do círculo fôr igual ao lado do quadrado-
R : Será P=77d + 41 = C e S=(C-41) 2/4m = 1-'. Deri
vando, igualando a zero e atendendo à primeira igual
dade vent l = d e como S" > 0 trata-se de facto dum 
mínimo. 

1681—Calcule / = y x sen 2xrfx . R : Fazendo 
sen 2x — 2x cos 2x 

= x e dv=sen 2xdx vem I ™ 

1682 — Calcule 
x (3 — x 2) arc tg x 

( 1 - x 2 ) 3 " 
x ( 3 - x ' ) 

partes fazendo u = arc tgx e dv = /^^T^ã / í 

+ C . 

dx. R : Por 

obtemse 

f x ( 3 - x 2 ) arc tg x 1 + x 2 

( l _ x 2 ) 3 / í 
dx= 

v/i-
: arc tg x — arc sen x + C. 

1683 — Calcule Jxdy — ydx ao longo da elipse 

x 2 V-
1- "— = 1 percorrida no sentido directo. 

9 4 r 

1684 — Qual é o carácter da série de termo geral 
tt„=3"»'+to* ? Será "v /«^=3 a "+ k . Para a>0 diver
gente; « < 0 convergente; a = 0 o termo geral da 



G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 27 

série é uma progressão geométrica de razão 3b con
vergente para b < 0 ó divergente para b > 0 . 

Soluções dos n.°" 1677 a 1684 de F . Carvalho Araújo. 

J . S. C. E. F . — 2 . ' CADEIRA —1.° exame de frequência, 
17 de Fevereiro de 1943. 

X ao 

1685 — Mostrar que, se a série dupla S—• 2 -2°a8 

fôr absolutamente convergente, a série simples JE u « , 
a=i 

cujo termo geral é Ma = a a i + a a - i 2 + "a-23-l raix « 
uma série convergente e o seu valor é S . R : Uma 
série dupla absolutamente convergente pode ser substituída 
pela série simples constituída pelos mesmos termos, logo, 

ao ao 

S = 2 2 a»0 = a 4 1 + au + a 2 j + a » + a 2 2 + a 3i -i 

a=l p=l 

.1 série simples é absolutamente convergente e, por con
sequência, podemos substituir um número f inito pela sua 
soma efectuada 
S = an + a í j + a 2 1 + a 1 3 + a î 2 + a 3 t H = a M +- ( a ) 2 +a 2 ) ) + 

+ (au-)-a22 + a : l ) + • - = u 1 4 - u 2 + u 3-i . 
ao 

A série 2 tt* é, portanto, convergente e a sua soma é S. 

1686 — Estudar a convergência do integral impró-
í 

u du prio / 
l / ( l — u-) arc sen u 

R : Façamos a substi-

ir/i 

/
sen xdx 

7=— que é, como I , um 
l /x 

o 
integral impróprio da 1." espécie convergente por ser 

sen x 
hm x a ._ = 0 para a = l / 2 . 
*-«) l /x 

1687 — Estudar a dependência linear do sistema 
. / i ( Œ ) = a ; + 3 , / 2 ( x ) = x v + 3x + l , / 3 ( x ) = x 2 — x , / 4 ( x ) = 
= 4 x ' + 2x+7 , / j (x) = 2x- + 7x + 5 . R : l.« resolução : 
O wronskiano do sistema é identicamente nulo, pois tem 
duas linhas de zeros. Pela mesma razão, são nulos os 
complementos algébricos dos elementos de qualquer linha. 
Consideremos o sistema funcional constituído, por exem
plo, pelas primeiras quatro funções dadas. O ivrons-
Inano deste sistema é nulo identicamente por possuir uma 
linha de zeros. Os complementos algébricos dos elementos 
da última linha são respectivamente 44 , 22 , G6 , — 22 . 
Logo as quatro funções são linearmente dependentes e 
os parâmetros serão, por exemplo, 4 , 2 , 3 , —2. Por
tanto as cinco funções dadas são linearmente dependen
tes sendo 4 , 2 , 3 , —2, 0 , por exemplo, um sistema 

de parâmetros. 2.* resolução : Se as funções dadas 
forem linearmente dependentes será possível determinar 
um sistema de cinco números a , b , c , d , e , não simul
taneamente nulos, tais que o polinómio a f j (x) + b f 2 (x) + 
+ cf 3 (x) + df( (x) + ef 5 (x) seja identicamente nulo. Esta 
condição leva ao sistema Itomogeneo 

b +c + 4d + 2e = 0 
a + 3 b - c +2d + 7e = 0 
3a + b +7d + 5e=0 

donde  

que fornece para quaisquer valores não simultanea
mente nidos atribuídos a d e a e um sistema de parâ
metros da combinação linear homogénea existente entre 
as funções dadas. Por exemplo, para e = 0 e d = — 2 
encontra-se o sistema a que conduziu a 1." resolução. 

1688—Determinar os máximos e mínimos da função-

F 

R : Note-se que 

P ( y ) = — 4 = j x 2 d x = — 7 = 
U l / l + y . / 31 /1+v 

donde f u> 6 (1 + y ) 3 ' 2 ' 
A equação F ' ( y ) = 0 admite as raízes y = 0 , y = —4/3, 
a segiaida das quais não pertence ao domínio da função 
F (y) que é definida no campo real para y > — 1 . 
A primeira raiz y = 0 corresponde a um mínimo para 
F (y) visto que é sempre F (y) > 0 . 

Soluções dos n . o s 1685 a 1688 de A. Sá da Costa. 

I. S. C. E. F. — 2.» CADEIRA — l.° Exame de frequência 
(extraordinário). 24 de Fevereiro de 1943. 

1689 — Estudar o integral / M - / 
dy 

»/2 (log y)" 

H inteiro e > 1 e x > 1 . Relacionar /„ (x) com 
/ > I - M (•") i utilizando uma integração por partes. 

1690 — Calcular o integral 
I 

l ' 1 + Ã'X dx 1 i. -r KX a x ^ ^ 
) 1 — kx l /x — x 2 

0 < 6 < * - / 2 

1691 —Verificar que as equações paramétr icas 

r x = l o g tg e/2 + 2 cos e 
l y = 2 s en õ 

J x = t - 2 t g h < 
1 « = 2/eosh t 
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representam a mesma curva. Calcular a área limitada 
pela curva, pelo eixo dos xx e por duas ordenadas. 

1692 — Mostrar que / (x) = x 3 • 3 \J x—1 e f x (x) =~ 
= x 3 • 3 y'x são infinitamente grandes equivalentes 
quando x é infinitamente grande. Achar a parte prin
cipal da sua diferença / (x) — / j (x) . 

I. S. T. — CÁLCULO —1.° exame de frequência, 1942-43. 

1693 — Mostrar que as derivadas segundas 

52 u 
òxby 

e -̂ —^ das funções implícitas z e u de x e de y, 

i f- - j i - ^ \ x+y + z + u = 0 definidas pelo sistema j 
/ logx + logy+logz + logu = 2 

se tornam infinitas em qualquer ponto (x , y , z , u) no 
qual as duas variáveis z e u são iguais. 

1694 — Sendo ç,, (x) = 
dx 

log ( l + ?l 2 X-) 

log (n+1) 

= <p„ (x) — ç „ + I (x) , a série 2 /„ fa) será integrável 

termo a termo no intervalo (0, x) ? 

1695 — A que condição deve satisfazer a função 

/ ( x ) para que o integral J log / ( x ) dx seja uma p r i -

mitiva de l o g x ? Se fôr / ( 1 ) = 1 , qual é a expressão 
de / (x) quando x é inteiro e positivo ? 

1696 — Estudar a convergência do integral impró-
17 

i ' (sen í ) " - 1 • cos t 
pno / — — — dt. 

J 1 - 2 sen t 

I. S. T. — CÁLCULO — l.° exame de frequência. 1942-43. 

1697 — Mostrar que as derivadas parciais 
i z 9a _ . 
— e — da lunr.ao implícita z de x e y, definida 
08 by 
pela equação a3 -\-z (mx J + ny2) — (m—n)3 são indepen
dentes de m. e n no ponto ( 0 , 0 , m — j?) . Calcular, 

ô ? z 
no mesmo ponto, a derivada 

bxby 

1698 — Estudar a convergência do integral irnpró-

prio : J (u + a)-' sen [IÍ (« + a)2] du . 

coes : < 

1699 — Estudar a dependência do sistema de fun-

, f t (x)=4x 3 —3x 2 + l 
/ 2 ( x ) = 2x2+4 
/ 3 (x) = 2 x * - 7 x 3 - x 2 + x - 1 
f i (x) = 2x*—5x 3 -x 2 + 5 . r - l . 

1700 — Estudar a convergência do produto i n f i 

nito 71 (l+u„) sendo ! í 0 = » t i = U 2 = 0 , e, para n > l , 

1 1 1 1 
u1n— I /— ' "2a /— T + • 

F. C. P. — ANÁLISE SUPERIOR — 2.° exercício de revisão. 
1942-43. 

1701 —Integrar a equação 

( l + x2) r+4i /2 t—i (1 + x) i/s + 62/2 = 0 . 

«) Temos o sistema 

j - ( l + x )2rfj / + 2 (1 + x) ydx=0 

l (1 + x)2 dp-2 (1 + x) y dq + dyqdx=0. 

A 1.* equação dá y ( l + x ) 2 = C e, substituindo na 2.*, 

2C 6Cq 
vem dp= ^ + x ^ 3 dg— « + j B w Integrando: 

2> = f ^ 2 + C ' l • Portanto ^ - j - ^ ç = / (1 + x)2\ . 

Integrando, temos z = xf \y (1 + x) 2 ] + ty | i / ( l 4 - x ) 2 | . 
b) Fazendo z = ( 1 + x ) 2 i/P e substituindo, temos : 

(a-2^) ( a - 2 g - l ) = 0 , a = 2g, a = 2 p - l 
z = I (1 + x)2 y\ P : z= ! (1 + x ) 2 j/1 3 (1 + x) . 

A solução é : z = xf | y ( l + x ) 2 | + v |y ( l + x ) 2 | . 

1702 — É dada a linha x = < , ?/ = <2, z = z 3. o) Por 
um ponto A desta linha tirar uma recta a paralela 
ao plano xOy que encontre o eixo dos zz . b) Mos
trar que a recta a existe no plano osculador à linha 
no ponto A . c) Determinar as linhas assintóticas que 
passam pelo ponto ( 2 , 2 , 1 ) da superfície lugar das 
rectas a. R : a) z = t 3 , y = tx . b) Plano osculador: 

r 2v =x2 r y = x 
3 t 2 X - 3 t Y + Z = t 3 . C ) " e \ : 

L z x 3 = y 3 l 7. = 1 . 

1703 — Determinar a relação que deve existir entre 
u e v para se obterem linhas de curvatura da super
fície x = u + v, y = v—u, s=uv. R : Temos: 

dM I N A d N = 0 ou ( u 2 + 2 ) 1 / i dv = (v2 + 2 ) " 2 du . Inte

grando, temos l/u2-*-2—u = C j v / 'v 2 + 2 — v j . 

Soluções dos n,c* 1701 a 1703 de.I. Rios de Sousa. 
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P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia if do mês 

anterior ao do aparecimento de cada número da Gaze ta . 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra

tados), com a indicação do nome e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto pub/ica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 

1704 — Num círculo de centro O, marque-se sôbre 
o raio OA , um ponto C ; encontrar sôbre a circunfe
rência um ponto P tal que o ângulo OPC seja má
ximo. 

(Bach. Letras e Matemática — Poitier — Nov. 1888). 

1705 — Demonstrar que se num triângulo, os três 
ângulos A,B, C, são respectivamente proporcionais 
aos mimeros 2,3,4, tem-se: cos .1/2= (a + c)/26 . 

1706 — Sabendo-se que o número 13xy4Sz é d i v i 
sível por 792 , achar os três algarismos x , y , z . 

1707 — Três operários executam em certo praso 
uma obra que, dividida igualmente pelos três, toma
ria o mesmo tempo a um dêles, menos dois dias a 
outro e mais três ao terceiro. De quantos dias é o 
praso "? 

Problemas 1704 a 1707 propostos por J . S. Faria de Abreu 
(de Penafiel). 

A L G U M A S D A S S O L U Ç Õ E S R E C E B I D A S 

1440 — Calcular o limite da soma de uma suces
são de fracções, cujos numeradores estão em progres
são aritmética e os denominadores em progressão 
geométrica. Condição de convergência. (Aplicação 
numérica: l / 2 + 2/4 + 3/8 + 4/16-l ) . R : O limite 
pedido é a soma S da série de termo geral 

_ a + r ( n - 1 ) 
b q - (b 4= 0) . Tal série é absolutamente 

vê-se que a série pode ser conside-

convergente para | q | > 1 , como se pode verificar pelo 
u n + ) 1 

critério de D' Alember t. Com efeito, hm = — • 
n - » u„ q 

Para | q | = 1 é visivelmente divergente. Escrevendo 
r n a—r 

™" " b ' c f 3 " bq"-' 
rada como a somoJ das duas séries de termos gerais 
T n a —r 
— • e > concernentes absolutamente para 
b q° - ' bq"-' J * 
] q I > 1 . Ora, estas séries têm por valores ': a segunda, 

a—r soma dos termos duma p. g. decrescente S2 = : 
b ( l —l /q) 

e a primeira, produto do factor finito r/b pelo valor 

da série de termo geral Com 
b ( 1 - 1 / q ) 2 

' 1 + x + x 2 H , donde, por 
1 —x 

derivaqão, se obtém a série de termo geral nx" - 1 cujo 
1 1 

para 

efeito, para | x | < 1 

valor é, por consequência, 
( l - x ) « 

; < 1 . É, pois, S = S, + S2 

( i - i / q ) ' 
q j a ( q - l ) + r ] 

b ( q - l ) 2 

t . . , . 1 2 3 
Aplicação numérica : —1 1 h 

r - 2 4 8 
Fazendo na fór

mula precedente a = 0 b = l r = l q = 2 , acha-se S = 2 . 

Solução de Alberto Pais (de Lisboa). 

1507 — Resolver o sistema de equações : 
xl+y2— (x-r y) =48 , x + y + xy = 31 . R: Pondo x + y = u 
xy = v , será x 2 + y 2 = u J — 2v e o sistema proposto escre-
ve-se: u2—2v — u = 48 e u + v = 31. Eliminando v, resulta 
a equação u 2 + u—110 = 0 , donde Uj = 10 u 2 = — 1 1 , 
valores a que correspondem os de v, v j = 2 1 , v 2 = 42-
Tem-se, então, para determinar x e y os dois sistemas 
x + y = 1 0 , xy = 21 e x + y = — 1 1 , xy = 42, de que são 
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resolventes as equações t 2 — lOt + 21 = 0 e t 2 + l i t + 
-t-42=0. respectivamente. Acha-se x j = 7 , y i = 3 ; 
x 2 = 3 , y 2 = 7 e x , - - l l / 2 + v/47i/2, ys 11 /2 -
1/47Í/2, x 4 = - l l / 2 i / 4 7 i / 2 , y 4 = - 1 1 / 2 + v/47i/2 . 

SoluçBo de A4berto Pais (de Lisboa). 
Enviaram também so luções correctas: Angel Chain (de 

Gijon-Espanha), Carlos A. Gonçalves Gomes (do Pôrto)> 
Paul Richard (de Portalegre) e T. Ferreira Rato (S. Tiago-
-Cabo Verde). 

1508 — Sôbre as três arestas de um triedro t r i -
rectângulo marquem-se três comprimentos OA = a, 
OB = b, 0C=c e trace-se o triângulo [ABC] . Deter
minar: 1.° — a expressão da área dêste t r iângulo; 
2. ° — a distância OD=d do ponto O ao plano ABC; 
3. " — o que devem ser b e c , quando sendo dados 
a e d, para que o triângulo ABC tenha uma super
fície dada. R : 1." — Seja BC = a , A B = - f , CA = p e 
p = (a + p + 7),'2 . Será a. = v/b2 + c 2 , p = l /a 2 + c 2 . 
7 = j / a 2 + b 2 . Ora, a área S do triângulo é dada 'pela 
expressão conhecida da Geometria elementar com o nome 

de fórmula de Herão : S = j / p (p — c.) (p — p) (p— 7) 
donde, substituindo p , a , p e y pelos valores a traz acha
dos e efectuando as operações e necessárias simplifica
ções, se tira S = v/'a b ' + a-' c'; + b 2 c2/2 . 2."—O volume 
do tetraedro [COAB] é dado pela expressão 

3.' De d = 
abe 
2S~ 

A distância d é a altura do 

Sd/3 = 
abe 

2S »/a 2 b ^ a ^ ' c ^ + P ' c 2 ' 

conduise que bc = 2Sd/a, isto é. 

V = - ( - ab I c = - abe 
3 \2 j 6 

tetraedro referida ao vértice O . Portanto V 
abc abe 

= abc/6. Logo d = — = 

b e c .são inversamente proporcionais. 
Solução resumida baseada na solução de Paul Richard 

(de Portalegre). 

1509 — Mostrar que 
n 

(i+p) 2 «-(i + l ) 
n (n + 1) ••• (n + p + 1) 

j>+2 

R : Da identidade 2 i (i 4-1) ( i + 2) • • • (i + p +1) — 

- 2 i (i + l ) ••• (i + p + l ) = n(n + l ) (n + 2) . . . ( n+p + 1) 
Í=1 

deduz-se 

2 i ( i + l ) ••• ( i + p + l ) = 2 ( i - l ) i (i + l ) ••• ( i + p ) -
n - 1 

Substituindo na 1.' identidade 2 i (i + l ) " • ( i + p + 1 ) 
1=1 

i=n n 

por 2 ( i — 1) i • • • (i + P) cem 2 i ( i + 1) • • • 
Í = I 1 

. . . ( i + p) [ i + p + l - ( i - l ) ] = n ( n + l ) . . . (n+p + 1) 
n 

ou (p + 2) 2 i ( i + l ) ••• (i + p) = n (n+1) . . . (n + p + 1 ) . 
1 

Dividindo por (p + 2) ambos os membros da última 
iden tidade : 

2 i ( i + l ) ••• ( i + p ) ' 
1=1 

n (n + 1) (n + 2) ••• (n + p + 1) 
p + 2 

q. e. d. 
Solução de Paul Richard (de Portalegre). 
Enviou também solução correcta J . S. Faria de Abreu 

(de Penafiel). 

1510 — Pelo ponto médio do lado AB dum tr iân
gulo [ABC] traça-se uma recta a rb i t r á r i a ; desi
gnando por iV e P os pontos de encontro dessa recta 
com BC e AC respectivamente, mostrar que têm 

BN NC M~N 1 PN 
lugar as relações : = -=zr e = - • 

' AP CP AC 2 PC 
R : Pelos vértices do triângulo dado abaixem-se per-
pendiculares (AQ , BR , CS ,) sôbre a recta arbitária 
e do vértice A , trace-se A T paralela ao lado oposto 
BC = a; resulta: [AMT] = [BMN] .-. Ã T = NB , MT = 

•MN , BR = AQ donde 
A P AQ . CN CS , 
C P ~ C S ' NB ~~ BR ' 

multi-

AP CN 
wlicando membro a membro, vem •= X = = 1 donde 

F CP N B 
CN 
CP 

B N 
Ã P 

PN 
PC 

T N 
ÃC 

2MN 
ÃC 

MN 1 P N 
Ã C ~ 2 * PC 

Solução de J . S. Faria de Abreu (de Penafiel). 
Enviaram também soluções correctas: Alberto Pals (de 

Lisboa) e Paul Richard (de Portalegre). 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas criticas de livros 

e outras publicações de matemática de que os autores ou editores enviarem dois exemplares à Redacção 

2 9 - I L l O V I C l , G. ET ROBERT, P. — G é o m é 
trie— L ib r a i r i e de L'enseignement Technique — 
L é o n Eyrolles, Editeur—Paris, 1937. V I I + 3 8 0 págs . 

Esta obra que faz parte da colecção «Les m a t h é 

matiques pour l'Enseignement Seconda i r e» desti-
na-se aos alunos da classe de ma temá t i cas , aos 
candidatos às grandes Escolas (Saint-Cyr, Institut 
Agronomique, etc.) e aos alunos das Escolas Nor
mais superiores e de ensino p r i m á r i o . 
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E m F r a n ç a , c o m o e m P o r t u g a l , o n d e os p r o g r a 
m a s t ê m s i d o c o m o que u m r e f l e x o dos p r o g r a 
m a s f r a n c e s e s , a g e o m e t r i a é a p a r t e das m a t e 
m á t i c a s q u e n o e n s i n o s e c u n d á r i o t e m u m t r a t a 
m e n t o q u á s i d e f i n i t i v o . Mas ao passo q u e e m 
F r a n ç a n a ciasse das m a t e m á t i c a s s ã o m i n i s t r a d a s 
n o ç õ e s c o m p l e m e n t a r e s de g e o m e t r i a , e m P o r t u 
g a l , p o d e d i z e r - s e , q u e o s e u e s t u d o t e r m i n a n o 
2." c i c l o . O p r o g r a m a de m é t o d o s de g e o m e t r i a , 
q u e c o n s t i t u i a m a t é r i a do 7.° a n o de c i ê n c i a s n ã o 
é m a i s d o q u e u m c a p í t u l o de i n t r o d u ç ã o q u e se 
e n c o n t r a e m q u a l q u e r F . G. M. P o r q u e se é c e r t o 
q u e a m a t é r i a c o m p o r t a g r a n d e d e s e n v o l v i m e n t o , 
n ã o é m e n o s c e r t o q u e a f o r m a ç ã o do a l u n o do 
7.° ano o n ã o p e r m i t e , e t e r e m o s d e f i c a r n o seu 
e n s i n o pe las n o ç õ e s gera is , p e l a s c r e c e i t a s » que 
p e r m i t a m ao a l u n o r e s p o n d e r m a i s ou m e n o s b e m 
à s preguntinhas das p r o v a s escr i tas . 

Os a u t o r e s da o b r a , r e c o n h e c e n d o q u e a g e o m e 
t r i a é a p a r t e d a s m a t e m á t i c a s q u e m a i s c o n t r i b u i 
p a r a a f o r m a ç ã o d o r a c i o c í n i o , a l é m de q u e é u m 
e x e m p l o f r i s a n t e do m o d o c o m o a c i ê n c i a se cons 
t i t u i , a p a r t i r do c o n c r e t o , d o q u a l ela g u a r d a os 
v e s t í g i o s na f o r m a das p r o p o s i ç õ e s q u e p e r m i t e 
e n u n c i a r , s a i n d o u m p o u c o f o r a do p r o g r a m a , d ã o , 
a l é m dos c o n h e c i m e n t o s s u f i c i e n t e s p a r a a p r e p a 
r a ç ã o p a r a os exames , u m a i d é i a dos m é t o d o s 
c u j o e m p r ê g o se e n c o n t r a e m todas a s q u e s t õ e s 
d e m a t e m á t i c a . S o b ê s t e a spec to o l i v r o é ú t i l 
e s p e c i a l m e n t e aos p r o f e s s o r e s do nosso e n s i n o 
s e c u n d á r i o . A l é m disso t e r m i n a o l i v r o p o r c ê r c a 
de 400 e x e r c í c i o s e p r o b l e m a s q u e v ã o da s i m p l e s 
a p l i c a ç ã o d o c u r s o a q u e s t õ e s q u e e x i g e m u m a 
i n v e s t i g a ç ã o c u i d a d a , i n d i c a n d o - s e , a l é m disso , 
a o r d e m d e d i f i c u l d a d e dos p r o b l e m a s . U m 
r e s u m o d o í n d i c e d a r á i d é i a dos assun tos t r a 
t a d o s : 

L i v r o i — Transformações — N o ç õ e s p r e l i m i 
n a r e s ; d e s l o c a m e n t o s e s i m e t r i a s ; t e o r i a dos v e c 
to re s l i v r e s ; h o m o t e t i a e s e m e l h a n ç a ; p e r s p e c t i v a ; 
p o t ê n c i a ; e i x o s r a d i c a i s ; p o l o s e p o l a r e s ; i n v e r 
s ã o . 

L i v r o i i — C ó n i c a s — P r o p r i e d a d e s e l e m e n t a 
r e s e p o n t u a i s das c ó n i c a s ; I n t e r s e c ç ã o d u m a 
c ó n i c a c o m u m a rec ta ; t angentes , p r o p r i e d a d e s 
t a n g e n c i a i s e f o c a i s das c ó n i c a s ; e l ipse , h i p é r b o l e 
e p a r á b o l a ; s e c ç õ e s p lanas d e cones de r e v o l u ç ã o ; 
g e n e r a l i d a d e s s o b r e as o p e r a ç õ e s c i r c u l a r e s do 
p l a n o . 

J. da S i l v a Paulo 

3 0 — O T E R O , E . y M A T A , R. — P r o b l e m a s de 
T e c n i c a - F i s i c a — Co leee ión C i e n t í f i c a « K o e l » , M a d r i d , 
20 pesetas. 

É um pequeno manua l de problemas de F í s i c a e de 
Q u í m i c a - F í s i c a de n í v e l correspondente ao dos exa
mes de a p t i d ã o à s escolas superiores e mesmo dos 
primeiros anos destas escolas. 

A lguns problemas reduzem-se à simples a p l i c a ç ã o 
de f ó r m u l a s e apresentam, por isso, u m c a r á c t e r pouco 
fo rmat ivo : noutros problemas as unidades em que 
deveriam estar expressos os dados ou os resultados, 
n ã o são indicadas ou s ã o - n o de maneira insuf ic ien te . 

A f o r a ê s t e s defeitos, j u lgamos que s e r á ú t i l aos 
estudantes a sua consulta. 

A . M . da S i l v a 

31 — C A M P O , JOSÉ L U I Z F . DEL — P r o n t u á r i o 
M a t e m á t i c o —Colecc ión C i e n t í f i c a « K O E L » — M a d r i d 
— 1." e d i ç ã o . 1941. P r e ç o 6 Pts. 

O P r o n t u á r i o M a t e m á t i c o , com o s u b - t í t u l o de con
j u n t o de t á b u a s m u i t o p r á t i c o , é u m l i v r i n h o de f o r 
mato reduzido, que cabe na a lg ibe i r a do colete o que 
o torna bastante p r á t i c o . Com 136 p á g i n a s c o n t é m 
tabelas de diversa naturesa como logar i tmos decimais 
e naturais, f u n ç õ e s t r i g o n o m é t r i c a s , p o t ê n c i a s , n ú m e 
ros pr imos, etc. T a i s tabelas s ã o sempre ú t e i s , em 
especial aos estudantes, pelo seu baixo p r ê ç o , se bem 
que sejam s u b s t i t u í d a s com vantagem pela m á q u i n a 
de calcular ou a t é mesmo pela r é g u a de c á l c u l o . 
Merece-nos, no entanto, alguns reparos o P r o n t u á r i o . 
O pr imei ro diz respeito à d u p l i c a ç ã o d e s n e c e s s á r i a de 
tabelas de logar i tmos das p á g s . 63 e 98 e das p á g s . 129 
e 132. Es ta ú l t i m a d u p l i c a ç ã o p r o v é m do facto de se 
j u l g a r e m diferentes os logar i tmos naturais dos h iper 
ból icos . Acresce a inda usar-se a d e s i g n a ç ã o de l o g a 
r i tmos naturais para os decimais. Mais graves s ã o os 
ê r ros que se notam na tabela da p á g . 31, in te rva los 
de tempo, que e s t á na sua q u á s i to ta l idade errada ; 
assim, na 3." l i n h a aparece 8.766 por 8.764 e 3.156 
por 3.160 ; na 4.* l i n h a 169 por 168, 1.068 por 1.008 e 
8.848 por 6.048 ; na 5.' l i n h a 10- por IO» ; na 7.« l i n h a 
4,16-7x102 por 4,166x10-2 ; na 8.* l i n h a 10-' por I O - 2 ; 
e na 9.» l i n h a 15 3 por IO" 4 e 10* por 10~z . A i n d a 
nesta tabela se emprega indis t in tamente o . pa ra 
separar as casas decimais ou as dos milhares, o que 
se presta a c o n f u s õ e s . 

A r e p r o d u ç ã o por f o t o g r a v u r a de tabelas de con
f i a n ç a , como se faz nas p á g i n a s 63, 85 e 98 é de acon
selhar para ev i ta r ê r r o s da e spéc i e dos apontados. 

J . da S i l v a Paulo 
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PUBLICAÇÕES MATEMÁTICAS RECEBIDAS POR PERMUTA 

NACIONAIS : 
P o r t u g a l i a e M a t h e m a t i c a — V o l . 4 (1943), F a s c í 

culos 1 e 2 — Gaetano Fichera . Intorno al passaggio 
al limite sotto il segno d'intégrale — Hugo Ribeiro-
Sur les espaces à métrique faible — A . de M i r a Fernan
des. Pseudo-extensori — J . Vicente G o n ç a l v e s . Sur la 
formule de Rodrigues — H u g o Ribe i ro . Corrections à 
la note «Sur les espaces à métrique faible» — A . de 
M i r a Fernandes. Funzioni continue sopra una superfí
cie sferica — H e n r y Schãr f . Ueber links-und rechtsseitige 
Stieltjesintegrale und dcren Anwendungen. 

P u b l i c a ç õ e s d a J u n t a d e I n v e s t i g a ç ã o M a t e m á 
t i c a — Cadernos de A n á l i s e Geral : 

Caderno n.° 1 —• Topologia Geral — Espaços de Sier-
pinski — por A n t ó n i o Anice to Monte i ro . 

Caderno n.° 2 — Teoria Geral da Medida — Intro
dução — por Laureano Barros . 

ESTRANGEIRAS : 

Argentina 
B o l e t i n M a t e m á t i c o — (Buenos Ai res ) — Revis ta 

a rgent ina de M a t e m á t i c a — Ano X V I , n . ° ' 3 a 1 1 . 

Cuba 
R e v i s t a d e l a S o c i e d a d C u b a n a d e C i ê n c i a s F í s i 

c a s y M a t e m á t i c a s — Univers idad de L a Habana — 
V o l . I , n.° 3, 1943. 

Espanha 
E u c l i d e s — (Madr id) — R e v i s t á mensal de C i ê n c i a s 

Exactas , F í s i c a s , Q u í m i c a s y Naturales — Tomo I I I , 
n .°- 32, 33 e 34. 

M a t e m á t i c a E l e m e n t a l — (Madr id) — R e v i s t a p u b l i 
cada por el Ins t i t u to « J o r g e J u a n » de M a t e m á t i c a s y 
l a Real Sociedad M a t e m á t i c a Espanola — 4.* sé r i e , 
tomo I I I , n .° 47, 1943. 

OUTRAS PUBLICAÇÕES RECEBIDAS 
A g r o s — B o l e t i m dos Estudantes de Agronomia — 

A n o X X V I , n.° 3, Maio-Junho de 1943. 

R e v i s t a P o l y t e c h n i c a — (São Paulo) — A n o X X X I X , 
n.° 142. 

T é c n i c a — Revis ta de Engenhar ia dos Alunos do 
I . S. T . — n . ° ' 141 e 142. 

J e a n P e r r i n — A comemoração em Lisboa do pri
meiro aniversário da sua morte — (confe rênc ia s profe
ridas, no Ins t i t u to F r a n c ê s em Por tuga l , pelos Profs. 
Manuel Valadares e A . Celestino da Costa) — L i v r a r i a 
Francesa — Lisboa, 1943. 

S e g u r o s — A n o V , n.° 29. 

P r o n t u á r i o M a t e m á t i c o — C o l e c c i ó n C i e n t í f i c a 
« K o e l » — M a d r i d , 6 ptas. 

P r o b l e m a s d e T é c n i c a - F í s i c a — por E . Otero y 
R. M a t a — Colecc ión C i e n t í f i c a «Koel» — M a d r i d , 
20 ptas. 

O P l a n o B e v e r i d g e C r i t i c a d o — Por F . Ramos da 

Costa — Cadernos da « S e a r a N o v a » — Li sboa , 1943. 
P u b l i c a ç õ e s da Embaixada B r i t â n i ç a ern L isboa . 
P u b l i c a ç õ e s da L e g a ç ã o dos Estados Unidos da 

A m é r i c a do Norte. 

A O S « A M I G O S DA G A Z E T A » 
As contas sistematicamente publicadas durante dois 

anos não s ã o , parece, suficientemente esclarecedoras 
da s i t u a ç ã o f inancei ra da revis ta . N u m dos p r ó x i 
mos n ú m e r o s , a A d m i n i s t r a ç ã o pensa poder apresen
tar aos nossos leitores e assinantes um quadro t ã o 
claro quanto pos s íve l desta s i t u a ç ã o , que, neste mo
mento, não é, infe l izmente , o que seria para desejar. 
O n ú m e r o dos assinantes n ã o tem aumentado no r i t m o 
que e s p e r á v a m o s e a t é no in í c io d é s t e ano se deu uma 
r e d u ç ã o sens íve l (mais de uma centena !) acusada na 
a l tu ra da r e n o v a ç ã o da assinatura, cu ja causa n ã o 
sabemos, completamente, explicar . 

H á , evidentemente, erros e pontos fracos que pro
curaremos e l iminar ou reduzir . Nem todas as d i f i c u l 
dades p o d e r ã o ser vencidas — sabemo-lo antecipada
mente — e algumas p e r s i s t i r ã o . 

T e n t a r - s e - á uma maior propaganda da revis ta e, 
para isso, contamos, como sempre com os nossos l e i 

tores esperando estes cont r ibuam largamente para a 
tornar mais conhecida. 

H á , p o r é m , t a m b é m algo de a g r a d á v e l a assinalar. 
Ass im, notaremos o aumento de colaboradores e a 
e x p a n s ã o crescente da revista, fo ra da m e t r ó p o l e . 
A « G a z e t a . d e M a t e m á t i c a » c o m e ç a a ser l i d a em E s 
panha e esperamos o seja em breve, nas r e p ú b l i c a s 
Ibero-Americanas ! A t é de A n g o l a nos chega por 
m ã o s amigas o pedido de uma dezena de assinaturas ! 

N ã o queremos t a m b é m , para terminar , deixar de 
assinalar u m facto que sensibiliza bastante. O de u m 
certo n ú m e r o de Amigos da Gazeta, conhecedores da 
crise f inance i ra que esta atravessa, terem espontanea
mente enviado o montante das assinaturas para 1944 ! 
Trata-se de alguns dos nossos colaboradores que 
desde o in i c io recebiam gra tu i tamente os n ú m e r o s 
sa ídos e a t é de alguns componentes da R e d a c ç ã o . 

M . Z . 

http://%c2%abGazeta.de
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REDACÇÃO E ADMINISTRAÇÃO.- A N T Ó N I O M A U R A , 7 - M A D R I D 

P r e ç o da assinatura anual (12 n ú m e r o s l — 100S00 

P a r a efei tos de ass inatura em Portugal, d ir ig ir -se a 

Prof. Manue l Zaluar Rua de Serpa Pinto, 17, 4. Esq. —Lisboa 

PUBLICAÇÕES D O 

CENTRO DE ESTUDOS DE MATEMÁTICA DO PÔRTO 

N.° I — Elementos da Teoria dos Grupos tesgoladol 
Almeida Cos/a 

N . " 2 — C á / c u / o Tensorial 
Manuel Gonçalves Miranda 

N.° 3 — G r u p o s A f a e l / a n o s e A n ó / s e Ideais não c o m u -
talivos Almeida Cosia 

N.° 4 — S ô b r e o s Grupos Abel ienos 
Almeida Costa 

N.° 5 — Sur la possibilité d'une Cinématique générale 
Guido Beck 

N." 6 — S u r u i e g é n é r a / i s a / i o n de l'opérateur de projec
tion S (I) Ruy Luis Gomes 

N . ° 7 — Elementos da Teoria dos Anéis 
Almeida Costa 

J U N T A D E I N V E S T I G A Ç Ã O M A T E M Á T I C A 
C O L Ó Q U I O S DE A N Á L I S E GERAL 

R e p r o d u ç ã o l i tografado dos c o l ó q u i o s realizados no P ô r t o , por iniciat iva 
da «Jun ta de I n v e s t i g a ç ã o M a l e m á l i c a > , em c o l a b o r a ç ã o c o m o « C e n t r o 
de Estudos M a t e m á t i c o s d o P ô r t o » , de i n t r o d u ç ã o ao estudo das modernas 
correntes do pensamento m a t e m á t i c o . C s primeiros c o l ó q u i o s s e r ã o p u b l i 
cados ainda no m ê s de Janeiro, ò r a z ã o de 2 c u 3 c o l ó q u i o s por semana. 

Para ês le ano es tá prevista a p u b l i c a ç ã o das seguintes s e c ç õ e s ! 

I — ÁLGEBRA M O D E R N A - sob a d irecção do Pro/. Almeida Cosia 
I I — T O P O L O G I A G E R A L — s o b e direcção do Prof. António Monteiro 

III — T E O R I A D A S E S T R U T U R A S —sob a d irecção do Prof. António Monteiro 
I V — T E O R I A G E R A L DA M E D I D A — sob a direcção do Prof. Ruy luis Gomes 

V - T E O R I A G E R A L D A I N T E G R A Ç Ã O - sob a direcção do Prof. Ruy Luis Gomes 

Todas as pessoas que desejarem assinar esta c o l e c ç ã o devem enviar 
a quantia de 30$00, correspondente è sua in sc r i ção , ao Dr. A. Pereira Gomes, 

Centro de Estudos M a t e m á t i c o s — Faculdade de C i ê n c i a s — P ô r t o . 

O P R E Ç O DE C A D A FASCÍCULO SERÁ A N U N C I A D O O P O R T U N A M E N T E 

Todos êsres anúncios não s S o pagos 



G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 
Número extraordinário a publicar em Março dedicado às 

MATEMÁTICAS ELEMENTARES e EXAMES DE APTIDÃO 

Conterá : 
Artigos sobre assuntos que interessam especialmente os candidatos à s Escolas Superiores, pedagogia das mate
má t i ca s elementares, bibliografia, problemas com resolução completa ou com as principais fases da resolução 
e numerosos pontos dos exames de ap t idão às Faculdades de C i ê n c i a s , Letras, Institutos da Universidade Técn ica 

e Escola Superior Colonia l , acompanhados das respectivas so luções . 

Ês te n ú m e r o se rá enviado à cobrança a todos os nossos assinantes (6$5o). 

Pede-se a todos aquê le s a quem nílo interesse ê s t e n ú m e r o o favor de prevenirem a Redacção a té i de Março, para 
evitar despesas e trabalho com a expedição que v i r i a m agravar a s i t uação financeira da revista. 

A O S A S S I N A N T E S 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A E D E A Q U I S I Ç Ã O D E N Ú M E R O S A V U L S O 

Preço de capa por cada n ú m e r o 6$5o 
Preço de assinatura anual de quatro n ú m e r o s a publicar em Janeiro, A b r i l , Julho e 

O u t u b r o , 2o$oo 
P r e ç o de capa do n ú m e r o ex t raord iná r io a publicar em 1944 io$oo 
A aquis ição d ê s t e n ú m e r o pelos assinantes fa r - se -á a Esc 6ÍS50 

N Ú M E R O S A T R A Z A D O S 

O pequeno n ú m e r o de colecções completas, ainda existente, destina-se exclusivamente às Bibliotecas de Escolas e 
dalguns Estabelecimentos Ofic ia is sendo a sua aquis ição feita ao preço de Esc. i2o$oo (colecção dos 17 primeiros 
n ú m e r o s ) . Ao público se rão vendidos avulso os n ú m e r o s ainda n3o esgotados (3, 7, 11, 12, 13, 14, 15, 16 e 17) 

ao preço de Esc. 6550 cada. 

A Lógica Matemática e o Ensino iVédio com aplicação aos métodos da matemática 
por J o s é Sebas t i ão e Silva — Separata dos n . o s 5, 6 e 7, Esc. 5$oo. 

A S S I N E A « G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A » 
concorrerá, assim, para o futuro melhoramento duma revista que não constitui, 

de modo algum, um empreendimento comercial 


