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Os teoremas de Neiio

por J.

e de Luroth e o conce/70 de dimenséao

Albuquerque

(bolseiro em Roma do I, A.C.)

A histéria de um conceito comega sem duvida quando
esse conceito é apenas uma nogdo intuitiva; as cau-
sas da formacdo dessa nocdo, os objectos ou os feno-
menos naturais que a originaram, o modo como nasceu
6 tomou corpo, a maneira como resistiu a possiveis
esquecimentos e como passou a fazer parte de um pa-
triménio, as relacdes desde entdo sempre moventes
com os conceitos e nogdes que ja existiam, sdo sem
duvida a preistéria do conceito, quasi sempre miste-
riosa para nos homens de hoje.

A histéria de um conceito € necessaria porque €
conhecendo-a que o homem pode voluntariamente enri-
quecé-la e até certo ponto orienta-la, sendo e ndo sendo
escravo dessa histéria. A histéria de um conceito é
necessaria sobre tudo ao investigador porque tentara
adivinhar as leis da evolucdo désse conceito e tentara
aplica-las nos seus esforcos de generalizacdo e criacao.

Infelizmente para cada conceito falta fazer a res-
pectiva histdria.

N&o é numaconferéncia ou num artigo que se pode
fazer a histéria de um conceito, geralmente longa e
susceptivel de preencher o programa de um curso uni-
versitario.

Se vamos aqui falar do conceito de dimensdo de um
espaco, é apenas para em linhas muito largas dizer-
mos qualquer coisa da sua evolugdo para finalmente
nos fixarmos nos teoremas deiVeitoe de Liiroth e cha-
mar a atencéo dos leitores da «Gazeta de Matematica»
para um dos problemas mais interessantes das mate-
maticas modernas.

A nocgdo intuitiva de numero de dimensdes de um
espago durante muito tempo esteve apoiada nas se-
guintes consideracOes : sobre a recta so se podem me-
dir comprimentos, e portanto a recta tem uma dimensao;
no plano podem fazer-se medi¢gdes de comprimentos
o larguras, e portanto o plano tem duas dimensdes ;

no espag¢o euclideano podem fazer-se medigbes de com-
primentos larguras e alturas, e entdo o espaco eucli-
deano tem trés dimensdes.

Aos segmentos, areas planas e volumes eram tam-
bém atribuidas respectivamente, uma, duas e trés
dimensoes.

Certamente que uma nocdo intuitiva como esta,
dava ocasido a grandes discussdes filoséficas, alta-
mente apreciadas pelos contemporaneos mas absoluta-
mente improductivas. Os matematicos ndo procuravam
aprofundar esta nocédo e evitavam falar nela.

Descartes introduzindo as coordenadas veio criar a
possibilidade de uma modificacédo, e essa modificacédo
deu-se, aparecendo uma primeira definicdo de namero
de dimensdes de um espago : 0 numero de dimensdes
de um espaco era precisamente o nimero 1, 2 ou 3
de coordenadas necessarias para definir a posicdo de
um ponto do espaco.

Em seguida os fisicos alargaram a nocdo de nimero
de dimensbes com a necessidade de considerar siste-
mas em que 0s pontos nao s6 dependiam das coorde-
nadas que lhes fixavam a posicdo no espago, mas
ainda de outras grandezas fisicas tais como o tempo,
a pressdo ou a temperatura. A posi¢ao do ponto era
pois determinada por valores das coordenadas e por
valores de grandezas fisicas ; o elemento do sistema
era determinado pelos valores de certos parametros
numeéricos e tais parametros perdiam o caracter de
uma distancia, que as coordenadas tinham, e eram
apenas indices numéricos, podendo cada parametro
ser substituido por uma fungao désse parametro.

Chegamos assim a uma segunda defini¢cdo de ndmero
de dimensdes de um espacgo : 0 numero de dimensodes
de um espaco era entdo o nimero de parametros ne-
cessario e suficiente para determinar a posi¢do deum
ponto do espaco.



Vé-se que a nogdo de nimero de dimensdes de um
espaco sofria uma evolucdo e passava a uma fase maia
larga, acompanhando uma evolucdo paralela da nogéo
de espaco.

A confianca dos matematicos nesta segunda defini-
cdo era ilimitada e durante anos se manteve até ser
abalada por uma sacudidela brutal dada por um ma-
tematico de génio.

A descoberta fundamental de Georg Cantor estabe-
lecendo uma correspondéncia biunivoca entre os pon-
tos de um quadrado e os pontos de um segmento, en-
tre os pontos de um plano e os pontos de uma recta,
vinha deitar por terra sem piedade aquela definigédo.

A genial obra de Cantor esta perfeitamente enqua-
drada numa época em que os fildsofos revolucionaram
o mundo, quebrando como vidro conceitos milenarios,
criando novas leis do pensamento que lhes permitiram
evidenciar- a fragilidade das coisas estabelecidas.
E Cantor teve contra si a massa reaccionéria dos ma-
tematicos seus contemporaneos.

Uma correspondéncia biunivoca entre dois conjun-
tos é uma lei que a cada elemento de um dos dois con-
juntos faz corresponder um e um s6 elemento do outro,
e inversamente. Entdo poderia determinar-se a posi-
¢do de um ponto M do plano pela posi¢cdo do ponto m
da recta que se lhe fazia corresponder. A posicdo do
ponto M do plano era determinada por um s6 para-
metro, a abscissa do ponto m correspondente.

A intuicdo levava a conceder ao plano uma nobresa
superior a da recta, e a correspondéncia de Cantor
negava essa hobresa, nivelando de um modo brutal os
dois espacos. E era de aceitar como um facto um tal
nivelamento.

Mas se a conclusdo que Cantor impunha, tinha o
meérito de destruir o que na intuicdo impedia um pro-
gresso, tal conclusdo destruia igualmente tudo o que
na mesma intuicdo poderia levar a ultrapassa-la.

Era necessario abandonar a segunda definicdo e
substitui-la por uma outra que a contivesse e que
simultaneamente tomasse em consideracdo a observa-
¢cdo de Cantor.

Notou-se entdo que na correspondéncia biunivoca
entre o plano e a recta, se um ponto de um déles va-
riasse com regularidade em relagdo a organizagéo
topoldgica do conjunto, o outro ponto que lhe corres-
pondia n&o respeitava a topologia do seu espaco e
«entregava-se a uma danca louca» executando um
movimento formado de saltos bruscos e sem conti-
nuidade.

A nocdo de continuidade vinha assim facilitar a
sintese, conciliando a nossa intuicdo, as aspiracdes
secretas da nossa estructura de matemaéticos, com a
fria, desumana, mas justa e precisa observagdo de
Cantor.

Neto (1899) demonstra que é impossivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca e bicontinua entre os
pontos de um quadrado e os pontos de um segmento.

Luroth (1907) demonstra que é impossivel estabe-
lecer uma correspondéncia biunivoca e bicontinua
entre os pontos do plano e os pontos da recta, entre
0s pontos do espago e os pontos do plano.

O conceito de dimensdo entra numa nova fase e a
sua histéria num periodo aureo.

Conceito e histéria atravessaram uma crise, crise
bela, e é no auge das crises quando tudo parece subver-
ter-se, que nos devemos encher de esperanca e olhar
a propria crise como uma forga tremenda de pro-
gresso.

Os resultados de Netto e de Liiroth domonstravam
que 0 numero de dimensdes de uni espaco, respondendo
a nossa intuicdo que criava uma diferenca fundamen-
tal entre o plano e a recta, ndo podia ser definido
considerando somente 0s espagos como caos de pontos.
Punha-se em relevo o caracter topolégico dessa
nocéao.

Em 1909-1910, Fréchet daya a sua definicdo de tipo
de dimenséo : sdo do mesmo «tipo de dimensdo» todos
0s conjuntos entre os quais é possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca e bicontinua.

Os tipos de dimensdo de Frécltet dispéem-se numa
escala simplesmente ordenada e continua; ha portanto
espagos que nao tém um tipo de dimensdo inteiro,
nem mesmo racional. A definicdo de Fréchet ndo satis-
faz plenamente a intuicéo.

0 mesmo sucede a teoria de Hausdorff (1918) ba-
seada sbbre a nogdo de medida de um conjunto.

Em 1912, Poincaré indicou uma via para a solucéo
do problema, explorada quéasi imediatamente por
Drouwer, Menger e Urysohn. A definicdo de Poincaré
consiste em permitir passar de um modo topolégico
de n parare+ 1 dimensdes, e daria somente dimen-
sbes inteiras aproximando-se assim muito da intuigéo.
Em seguimento destas idéias e ja nos nossos dias,
estéo os resultados das escolas polaca (Janizewski, etc.)
e francesa (Doidigand, Ky Fan, etc.).

1 Mas de facto o conceito de dimensao é de natureza
topoldgica ? Evidentemente que a definicdo de nimero
de dimensdes ndo pode considerar 0s espagos coOmo
simples colec¢des de pontos. jMas néo bastara consi-
dera-los ordenados, como uma ordem simples ou com
uma ordem dupla ?

E neste sentido que a escola americana (Birkhoff)
tenta hoje uma solucdo do problema estudando siste-
tematicamente os sistemas ordenados e as estructuras.

O problema tem mais do que nunca uma extraordi-
naria importancia e depois de tdo grande impulso
como o que sofreu de Cantor perdeu muito da sua
velocidade e parece esperar hoje uma nova crise, que
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llie vird talvez da fisica, e que é para desejar seja
terrivel e fecunda.

Na base de t6das estas tentativas de resolugdo en-
contram-se com notével relevo os teoremas de Netto
o iJirotk ; vamos dar déstes teoremas uma «demonstra-
cdo livre», isto é, uma demonstragdo que expurgamos
de nocdes estranhas e de complicacdes inUteis. Quando
tal se faz a uma demonstracdo tornam-se salientes aa
verdadeiras razdes do facto a demonstrar.

Uma correspondéncia biunivoca entre dois conjun-
tos, como anteriormente dissemos, € uma lei que a
cada ponto x de E faz corresponder um ponto / (X)
de F de tal modo que se x\ e Xi sdo pontos distintos
de E os correspondentes / (xi) e/ (xj) sao distintos ;
e inversamente, a cada ponto y de F faz corresponder
f* (y) em E de tal modo que para yi yz se tem
f-r(2/i)*f-"(N).

Temos pois uma transformacédo / do conjunto E no
conjunto F e uma transformacao inversaque pode ser
representada por f~' e que transforma F em E .

Se os conjuntos E e F estivessem mergulhados em
espacos topolégicos ou fossem espagos, cada ponto
déstes conjuntos teria as suas vizinhancas e entéo
poderiamos falar de transformagdes continuas ou cor-
respondéncias continuas.

Uma transformacdo / como a anterior sera continua
no ponto x do conjunto E se para cada visinhanca
V,) do ponto / (x) existe uma vizinhanga V, de X
tal que :

f(V)czV,,.

A transformacéo / é continua em E ou simplesmente
continua se for continua em cada ponto de E. Se a
transformacdo f~' é também continua entdo a trans-
formacgado / diz-se bicontinua.

Uma correspondéncia biunivoca e bicontinua é uma
transformacdo / univoca e continua de E em F tal
que a sua inversa /-* € também univoca o continua.

Poincare’ em 1895 chamou homeomorfismos as trans-
formacdes biunivocas e bicontinuas ; estas transfor-
macdes formam um grupo.

A topologia ou analysis situs estuda as proprieda-
des dos conjuntos que permanecem invariantes quando
se executam homeomorfismos.

A designacdo de analysis situs é de Poincaré, e a
designacdo de topologia é de Listing (1847).

Demonstremos agora o teorema de Netto.

Teorema de Netto. Umquadrado n&opode ser ftomeo-
morfo a um segme ito.

Demonstremos por absurdo. Tomemos um qua-
drado Q e um segmento S e suponhamos que existe
uma correspondéncia / univoca e continua de Q em S
tal que/-* é também univoca e continua.

Seja (a, b) um segmento de pontos do quadrado Q,
que podemos supdr todo formado com pontos interio-
res ao quadrado o que é possivel e permitira tirar
déste teorema um corolario importante.

A correspondéncia / da-nos em particular uma cor-
respondéncia biunivoca e bicontinua entre o segmento
(a, b) e um certo conjunto de 8 de que conhecemos
ja dois pontos : os transformados/ (a) ef (b) . Vamos
demostrar antes de mais nada que o intervalo (a, b)
e transformado por/no segmento [/(a) ,/(b)] -

Seja com efeito p um ponto de [/(a),/(b)] e supo-
nhamos que nenhum ponto de (a,b) se transforma
em p.

Representemos por E o conjunto dos pontos de (a,6)
cujos transformados caem em [f(a),p]

Representemos por F o0 conjunto dos pontos de
(a, 6) cujos transformados caem em [p./(F>)].

Facilmente se vé que: E + F=(a ,b) eque E * F=0,
isto é, os conjuntos E e F sdo disjuntos e retinidos
ddo o segmento (a,b).

Tomemos um ponto x de F, portanto com / (x) em
[p ;/(*)] sendo por hipotese f(X)j=p.

Como / é continua, acada visinhanca V,,, de/ (x)
corresponde uma visinhanca V, de X, cujos pontos
sdo todos transformados em pontos de V,,,,. Isto basta
para provar que existe uma V, sem pontos de E e
este resultado é verdadeiro para todo o x de F.

Entdo o conjunto F naotem pontos de acumulacéo
do conjunto E, e do mesmo modo se demonstraria
que E nao tem pontos de acumulacao de F, o que é
impossivel porque E-t-F*é o segmento (a, b). De-
monstrou-se assim.que o transformado do segmento
(a,b) é um segmento.

Se tomarmos agora um outro ponto ¢ do quadrado Q
fora do segmento (a, 6), e que. podemos também
supor interior ao quadrado, os trés segmentos (a,é),
6,c) e (c,a), lados de um triangulo, tranformam-se
emsegmentos [/(a),/(b)], [/(b),/(c)], [/(c)./(a)]
formando um triangulo «achatado» do segmento S,
onde encontramos um ponto pertencendo simultanea-
mente a dois lados do triangulo achatado e que sera
o transformado de dois pontos distintos do quadrado Q
facto em contradigdo com a biunivocidade de /.

Uma transformacéo biunivoca e bicontinua entre os
pontos do quadrado e do segmento conduz sempre a
esta contradi¢do e por isso ndo existe, c.q.d.

Antes de tirar do teorema o corolario que anun-
ciamos, vejamos uma consequéncia imediata e impor-
tante do teorema.

Um conjunto plano homeomor/o a um segmento nao
pode ter pontos interiores. Esta consequéncia é real-
mente imediata porque se pode considerar o segmento
como o transformado do conjunto plano pelo homeo-
morfismo, e se o conjunto plano tivesse um ponto in-



terior conteria também um quadrado, visto que uma
das familias admissiveis de visinhangas de um ponto
do plano ¢ a familia dos quadrados, por exemplo, cen-
trados no ponto. Chama-se arco simples de Jordan a
um conjunto homeomorfo a um segmento finito, e por-
tanto o arco simples de Jordan n&o tem pontos inte-
riores.

Notemos agora que o facto de se poder tomar o
tridngulo de vértices a,b,c, da demonstracdo do
teorema com todos os pontos dos seus trés lados inte-
riores ao quadrado, permite enunciar imediatamente o
seguinte corolario :

Corolario. O conjunto dos pontos interiores a um
quadrado n&opode ser homeomorfo ao conjunto dos pon-
tos interiores a um segmento.

O mesmo raciocinio do teorema, marcha com efeito
sem obstaculos até ao fim, demonstrando-nos assim o
corolario.
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Com este corolario demonstraremos o teorema de
Luroth de que se pode dar o seguinte enunciado :

Teorema de Luroth. Nao pode existir um homeomor-
fismo entre oplano e a recta.

Com efeito, 0o conjunto dos pontos interiores a um
quadrado é homeomorfo ao plano, e 0 conjunto dos
pontos interiores a um segmento é homeomorfo a recta.
Entdo se o plano e a recta fossem homeomorfos tam-
bém o seriam os interiores de um quadrado e de um
segmento, o que contradiz o coroléario, c.q. d.

Luroth demonstrou ainda que nao pode existir um
homeomorfismo entre o espaco euclideano e o plano.
A demonstragdo deste segundo teorema de Luroth é
uma generalizagdo da anterior e deixamo-la como
exercicio aos nossos leitores.

Roma, 24 de Marco de 1944.

ASTRONOMIA

IRREGULARIDADES DO MOVIMENTO DE ROTAGAO DA TERRA

por Anténio Pereslrello

A nocdo do tempo é uma das que mais tém preo-
cupado o espirito humano. Em constante evolucédo, a
idéia de tempo tem sofrido através das idades duras
vicissitudes e sdbre ela se tém escrito, e continuam a
escrever, dezenas de livros.

Cada filésofo, desde Heraclito, apresenta uma nocéo
nova e 0 aspecto que oferece o confronto das idéias
expendidas é, por vezes, bastante confuso. Assim, por
exemplo, enquanto Kant sustenta a existéncia subjec-
tiva do tempo, Spencer julga-o inconcebivel quer
objectiva quer subjectivamente considerado.

Ao astronomo nao é, sem duvida, indiferente éste
debate em que opinides tdo curiosas se entrechocam,
e sobre as quais 0 bem conhecido quid est ergo tempus ?
de Santo Agostinho paira possivelmente ainda. ..

No entanto, o astronomo nao intervém nas discus-
sbes sObre a «esséncia», sbbre a «natureza intima»
do tempo ; como diz Eddington, qualquer que possa
ser a natureza do tempo de jure, o tempo do astro-
nomo € o tempo de facto. Na verdade éle sabe que
pode medir intervalos de tempo e ao aperfeicoamento
dessa medida dedica o melhor do seu esforgo, convicto
de que procedendo desta maneira novos e interessan-
tissimos horizontes se vao abrindo a ciéncia, simulta-
neamente no campo especulativo e no campo da apli-
cagao.

O «padrdo» de medida de intervalos de tempo, ha
muito adoptado, € o movimento de rotacdo da Terra.

Botelheiro

Entre as qualidades essenciais a que deve obedecer
um bom padréo sobressai a da «permanéncia» : obe-
decera o nosso relégio fundamental a esta caracteris-
tica indispensavel para que as suas indicagbes nos
possam merecer confianca ?

Creio ter sido em 1752 que a naopermanéncia do
nosso padrao de tempo foi pela primeira vez abordada.
A Academia das Ciéncias de Berlim, presidida nessa
época pelo francés Maupertuis, instituiu um prémio
para galardoar o melhor trabalho que lhe fosse apre-
sentado em resposta as seguintes preguntas :

— Teve ou ndo 0 movimento de rotacdo da Terra
sempre a mesma velocidade ?

— Que meios existem para o comprovar ?

— No caso de se descobrir alguma irregularidade,
qual seria a sua causa ?

Entre os trabalhos recebidos pela Academia da
Berlim em resposta aos quesitos formulados figurava
um no qual, com extraordinaria intuicdo, era apre-
sentado pela primeira vez o atrito das marés oceani-
cas como causa retardadorado movimento de rotacdo
da Terra: assinava-o Kant.

O prémio foi atribuido ao trabalho apresentado
pelo matematico italiano Paulo Frisi...

Anos e anos decorreram sem que o problema fosse
retomado e sé a espagos uma ou outra voz se levan-
tava — como que receosa de fazer desabar o grande
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edificio tdo laboriosamente arquitectado, tal o res-
peito que infundia a «permanéncia» dos nosso padréo
de tempo.

E s6 um século depois de Kant ter apresentado,
sem bases experimentais qua a apoiassem, aquilo a que
éle chamou uma «histéria natural» do céu que Robert
Mayer ataca de novo o problema tanto tempo ador-
mecido.

A questdo comega a interessar os astronomos e 0s
trabalhos sobre este tema vao-se sucedendo agora : o
assunto é tratado sucessivamente por Ferrei, Croll,
Delaunay, Adams, Thomson, Darwin...

Mercé de tais cultores a teoria evoluciona incessan-
temente e atinge nos primeiros anos déste século, com
Simon Newcomb, um extraordinario brilho, .l1a ndo
restam duvidas de que o comprimento do dia esta
continuamente aumentando por efeito do atrito das
marés oceanicas !

A técnica das observagdes aperfeicoa-se, entretanto»
cada vez mais; o erro médio de uma determinacgdo
de tempo diminui de forma continua desde o
século xvi. Assim, éste érro que era, no periodo aureo
dos descobrimentos portugueses, de dois minutos é
hoje de cerca de doze mil vezes menor, isto é, inferior
a uma centésima de segundo.

O atraso do movimento de rotacdo da Terra devido
ao atrito das marés é apenas de um milésimo de se-
gundo por século. Pequeno, embora, éste atrazo en-
volve um grande dispéndio de energia.

Um calculo simples mostra que a energia dissipada
em calor é de I,5x10" ergs por segundo, ou sejam
mais de dois mil milhdes de cavalos-vapor !

As medidas efectuadas directamente no sentido de
so avaliar a quantidade de energia dissipada pelas
marés nas costas e no fundo dos mares, apesar de
incompletas e do seu caracter necessariamente gros-
seiro, forneceram o ntimero |,1x10** ergs por segundo
que concorda bem com aquéle que a teoria indica.

E interessante notar gue enguanto nos mares pro-
fundos é relativamente pequena a dissipacdo de ener-
gia ela é muito elevada nos mares fechados e de
pouca profundidade, como o mar do Norte, a Man-
cha, etc. Cérca de dois tercos do nimero encontrado
sdo devidos a um Unico mar — o de Bering —onde a
dissipacdo de energia é muito forte.

Como as marés oceanicas sdo um fendmeno regular
e constante a perturbacdo que elas trazem ao movi-
mento de rotacdo da Terra ndo teria, se fosse Unica,
importancia de maior : uma férmula simples nos daria
a correccdo devida ao atraso do nosso relégio funda-
mental.

Mas o problema é mais complicado e tem sido, com
frequéncia, posto de uma forma pouco nitida mesmo
em trabalhos de responsabilidade.

De facto, além do atraso constante originado pelo
atrito das marés oceanicas 0 movimento de rotagdo
da Terra esta sujeito a outras perturbacdes, airregu-
laridades imprevisiveis, de causa ainda desconhecida,
«saltos» na marcha semelhantes aquéles que sao ine-
rentes as melhores péndulas construidas pelo homem.

Foi a comparacdo entre as observacgOes das posicoes
dos astros e aquelas que a teoria lhes assinalava que
revelou a existéncia destas irregularidades. Na reali-
dade, a observacdo mostrava ora um avango ora um
atraso sobre a teoria; como isto sucedia para todos
os astros e duma quantidade proporcional ao respectivo
movimento médio na 6rbita, s6 uma explicacdo havia
que satisfizesse, salvando ao mesmo tempo o edificio
da Mecéanica Celeste —a variagdo do «padrdo» de
medida.

A importancia excepcional do assunto foi magis-
tralmente posta em relevo por William Brown, o
grande impulsionador déste estudo e «um dos gigan-
tes da Astronomia», como lhe chamou um seu bidgrafo.

Para a Luase voltaram entdo as atencdes gerais,
pois € a Luao astro que é dotado do maior movi-
mento’ médio diario (13°,2) e aquéle que, por ésse mo-
tivo, nos pode dar uma maior preciséo.

A sua teoria, o problema mais dificil de toda a
Mecanica Celeste, foi levada por Brown a um grau de
perfeicdo nunca dantes atingido e dificilmente ultra-
passavel. Para dar uma idéia, embora ligeira, do seu
gigantesco trabalho basta dizer que nas tabelas por
éle elaboradas, tabelas que nos dao a posi¢cdo do Nnosso
satélite em qualquer data com a aproximacdo de um
centésimo de segundo, cérca de mil e quinhentas per-
turbacdes foram calculadas. (Hansen, nas suas tabuas
da Lua, tinha considerado apenas trinta perturbacoes).

No Observatério de Yale comegaram, sob a direc¢do
de Brown, a s@" retinidas e discutidas todas as obser-
vacldes da Lua que podem contribuir para o esclare-
cimento do problema: entre estas ocupam lugar' de
destaque as observacdes de ocultagbes de estrélas, pois
nelas nao intervém os erros instrumentais. O Observa-
torio da Tapada inclui, desde 1938, no seu plano de
trabalhos o estudo das irregularidadesdo movimento
de rotacdo da Terra ; desde aquela data que éle con-
tribui com as suas observacOes de ocultagbes para a
campanha internacional, e esta colaboragdo tem neste
momento um especial interesse pois a grande maioria
dos observatérios europeus esta impossibilitada de
trabalhar no mesmo sentido.

Gracgas ao clima, as observacdes da Tapada ultra-
passam ja em numero as de qualquer outro observa-
torio ; sobre a sua qualidade s6 diremos que nunca
nenhuma observagdo deixou de ser aproveitada pelo
organismo que superintende internacionalmente no
assunto.



No quadro abaixo é dado um resumo dos resultados
obtidos (em correcgdes a longitude tabular da Lua)
em comparagdo com os valores determinados pelo ser-
vico internacional :

Tapada S. 1.
1938 2'",09 1,88
1939 132 134
1940 0'",96 0",92
1941 0",93 —
1942 0,24 —
1943 0",20 —

Kmbora continue a servir para as necessidades da
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geodesia e da navegacdo, 0 nosso padrao de medida
de tempo, durante tantos séculos julgado permanente,
deixou de merecer confian¢a aos astronomos.

Ja hoje éle ndo é empregado no calculo rigoroso dos
eclipses totais do Sol, no estudo das estrelas duplas
espectroscopicas e das variaveis de curto periodo.

Qual a causa destas irregularidades do nosso padréo
de tempo ? Havera possibilidade de o substituirmos
por outro mais rigoroso ?

A resposta a estas preguntas é de capital impor-
tancia para a Astronomia; num outro artigo apre-
sentaremos a nossa opinido, numa tentativa para o
esclarecimento do problema.

PEDAGOGIA

SOBRE O TREINO DE ESTUDO DOS NOSSOS PROFESSORES
por Hugo B. Ribeiro (bolseiro em Ziirich do 1.A. C.)

No seu artigo «Algumas reflexdes sobre os exames
de aptiddo» («Gazeta de Matematica», n.° 17) o prof.
Bento Caraca indica-nos resultados dos exames de
aptidao na sua escola que podem fornecer elementos
para o estudo da coordenagdo entre 0s NOSSOS ensinos,
secundario e superior, de Matematica. Em conclusao,
sublinha como as insuficiéncias dos candidatos a estes
exames revelam falta de espirito critico e automatismo
e apela para um longo debate sébre esta questdo que
aenvolve muito profundamente o interesse nacional»-
Muitos dos nossos professores considerardo, natural-
mente, como um simples dever profissional o contri-
buirem com a suaexperiéncia para se esclarecer, nesta
oportunidade, origens e remédios de tais deficiéncias
e, especialmente, para se averiguar da extensdo delas.
Mas as experiéncias dos estudantes interessam tam-
bém no debate. Por isto nos resolvemos a indicar o
que segue, com 0 que nao pretendemos senao subli-
nhar observacfes oportunas, algumas das quais, ja re-
petidamente foram feitas, mesmo neste jornal <"

1. Falta de espirito critico e automatismo em Mate-
matica, aparecem naturalmente juntos e significam
ignorancia e inconsciéncia da ignorancia, ai, onde o
conhecimento n&o se tem sem exercicio aturado da
faculdade critica e com o puro automatismo (talvez
porque na utilizacdo, com éxito, dos resultados mate-
maticos ésse predicado do conhecimento em geral in-
tervém a cada passo). O mal colectivo diagnosticado
ndo resultara, decerto, de deficiéncias fisiolégicas a
manifestarem-se em determinadas geracdes : mas as
suas causas, nem todas novas, residem num meio social

<) Leia-se, por exemplo, o artigo de Anténio Monteiro
«O prémio nacional Doutor Francisco Gomes Teixeira»,
Gazeta de Matematica», n." 15.

propicio, e parece que se manifestam entre nos,
neste momento, mais agudamente. N&o podemos espe-
rar que todas essas causas se conhe¢am e facilmente
possam resolver-se para actuarmos de uma forma pro-
gressiva : € também na medida em que soubermos
encarar os problemas singulares e, nestes, as causas
singulares, que tomamos consciéncia das relagbes de
interdependéncia entre estas, que nos fortalecemos
para apressarmos a construcdo de novas relacgdes e,
finalmente, da solugao aceitavel. Isolaremos, aqui, uma,
entre as causas proximas, que provavelmente é deci-
siva : i Ndo serda normal, entre nés, a impreparacgdo
matematica dos que ensinam e se destinam a ensinar.
«Matemadtica ?* E, se assim é, £ndo resulta ja, esta
normal falta de treino de estudo dos nossos professo-
res, de que soO excepcionalmente a Matematica tera
sido considerada, entre nés, como um objecto, proprio,
independente, de estudo? 0 que estas interrogagdes
significam, aqui, é o0 que rapidamente procuramos
explicar no que segue.

2. Na hipotese mais favoravel, o nosso, comum, pro-
fessor de Matematica tem, depois da preparacdo mate-

Né&o se pdem aqui em questdo os esforcos individuais
dos nossos professores de matematica no sentido da ele-
vacao do nivel da sua preparacgdo profissional ; trata-se so-
mente da qualidade de treino que é exigida para a sua pro-
fissdo.

A Sociedade Portuguesa de Matematica, e especial-
mente o prof. Bento Caraca, tem procurado reunirinforma-
¢Bes sObre a preparacéo exigida no estrangeiro aos profes-
sores de matematica das escolas secundarias. S6 agora
podem enviar-se a S. P. M. alguns dados, com éste fim,
relativos a Suica. Publicar-se-&o provavelmente na «Gazeta
de Matematica»; e estdo em inteiro acrdo com as impres-
sbes que deixamos néste artigo.
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matica que o liceu lhe fornece (preparacdo compativel
com os resultados daqueles exames de aptiddo) um
treino de estudo numa licenciatura em Ciéncias Mate-
maticas (para o ensino”io liceu requerem-se, ainda,
determinadas leituras**%)raticas de natureza pedago-
gica). Examinando agora, s6 globalmente, aestrutura
da licenciatura em Ciéncias Matematicas (que cons-
titui ainda os nossos estudos oficiais de nivel mais
elevado) somos levados a concluir que o' objecto do
estudo é, ai, constituido por certos capitulos da Fisica
classica e certas técnicas, precisamente : a Mecanica
e, especialmente, a Mecanica Celeste, a Astronomia, a
Geodesia e 0 Calculo das Probabilidades (com os
objectivos especiais da Teoria dos erros e da Técnica
dos seguros). Com efeito; estes capitulos especiais de
aplicac0es da Matematica formam os escaldes da estru-
tura que deverao abordar-se indispensavelmente e em
altimo lugar ; e as nocbes propriamente matematicas
e certas técnicas gerais de Calculo (Analise, Geome-
tria) adquirem-se previamente (a0 mesmo tempo que
as de Desenho, as de Fisica e as de Quimica) com
uma — natural relativamente a tal estrutura— fre-
quente preocupacdo dominante, a daqueles escalBes
finais. Por outro lado, o estudo da Matematica, pro-
priamente, ocupa (e assim orientado) aproximada-
mente metade do tempo escolar, os seminarios mate-
maticos sdo inexistentes,, ndo fazem parte do plano de
estudos, ao passo que trabalhos proprios e de grupo
no dominio das aplicagbes sao, por vezes, fomentados.

Encaramos a hipotese mais favoravel. O caso dos
professores do ensino técnico é ainda mais expressivo:
frequentemente preparam-se ésses com O expresso
objectivo de se exercitarem em técnicas especiais»
adquirindo, para isso, no¢des matematicas e técnicas
gerais e especiais de Calculo. Normalmente, sédo, para
cies, mais reduzidos ainda o tempo de estudo e o do-
minio dos capitulos abordados em Matematica'".

Parece, pois, que os nossos professores de Materna-
Uca nao estudam, normalmente, Matematica sendo na
medida em que esta Ciéncia tem que ver directamente
com certas aplicacdes especiais, certas técnicas, das
quais se pode dizer, embora grosseiramente, que nao
interessam a sua profissdo. (Nos liceus normais tam-
bém néo é a Matematica, repetimos, mas a técnica do
ensino da Matematica elementar, o objecto das preo-
cupagOes do futuro professor).

3. Como se sabe, a linha geral do desenvolvimento
da Matematica é naturalmente tragada pela do desen-

<< No ponto de vista da preparagdo normal dos professo-
res ndose percebe que. como sublinha o prof. Caraga, haja
qualquer coisa néo certa quando se constata que a percen-
tagem de reprovacdes de candidatos do ensino técnico
seja, em matematica, superior a dos candidatos do ensino
liceal.

volvimento social e, mais directamente e frequente-
mente, a partir das solicitagdes das técnicas e das
ciéncias a que se aplica de uma forma imediata. Esie
facto e 0 de que a matematica é por sua vez origem
de novos problemas e novas solucdes no dominio des-
tas mesmas ciéncias e técnicas n&o se contradizem.
A matematica é, assim, considerada, tanto quanto isso
é possivel, um objecto de estudo isolado, independente.
E onde ela assim né&o for considerada, em primeiro
lugar, néo so6 terd o seu desenvolvimento proprio en-
travado mas ainda limitada a su3 aplicabilidade,
diminuida a sua qualidade de reveladora da falta do
espirito critico e do automatismo, etc. Os estudos
matematicos, mesmo o0s, aparentemente e momentanea-
mente, mais afastadas das aplicacdes ensinam-nos
ainda (isto é posto em relevo com muita felicidade
por Eckmann na sua licdo sobre a «idéia de dimen-
sdo») sbbre a realidade que é a nossa propria maneira
de pensar. E o conhecimento em Matematica nao se
adquire sem o exercicio continuado do estudo, da re-
solugdo da curiosidade propria pelo esfor¢co proprio,
que exigem, se querem ser proveitosos, nm treino
longo convenientemente dirigido, inicial. ()

Tudo o que precede legitima agora as seguintes
interrogacdes :

JE a Matematica considerada, entre nos, normal-
mente, como uma ciéncia em desenvolvimento, sobre
a qual ha que actuar para a conhecer, e que, embora
relacionada com outras actividades, tem problemas
proprios exigindo um treino especial e aturado nao
delimitado (e muito menos normal e estritamente deli-
mitado) pelas ciéncias e técnicas que ela serve?

~Este treino, éstes problemas, sdo normalmente
abordados pelos que héo-de ensina-los ?

Os resultados conhecidos dos exames de aptiddo
(«se se pensar que se trata de pessoas a volta dos
18 anos cujo trabalho foi acompanhado por professo-
res durante anos e que se sugeitaram depois com éxito
a provas finais de saida. ..»), a estrutura da nossa
licenciatura em ciéncias matematicas, o desenvolvi-
mento da investigacdo matematica, a mumificagao
corrente, dos nossos cursos, as nossas bibliotecas ma-
tematicas, a histéria do «Prémio Nacional Doutor
Gomes Teixeira», <*' etc., etc., respondem negativa-
mente aquelas interrogacoes.

Se estd, de facto, em causa uma tal oposi¢do entre
concepcgdes tdo distantes do estudo da Matematica
(esta distancia - fornecera uma primeira medida do
nosso atraso neste campo) a resolucdo de tal oposicdo
é um problema primario ;e. sem ela, sdo ilusérias, por

f* Leia-se sdbre isto o artigo de J. Albuquerque - Duas
demonstra¢cées dum mesmo facto» na Gazeta de Matema-
tica, n.°16.



longinquas, as posicdes da maioria dos outros proble-
mas pedagdgicos, como os de programas, métodos es-
peciais, etc., etc.

0 remédio, para esta causa especial, consistia em,
sistematicamente, fornecer aos futuros e actuais profes-
sores uma preparacdo capaz (complementar para os
ultimos) com a frequéncia intensiva de seminarios,
dos mais diversos niveis, orientados por auténticos
estudiosos. Mas parece que nao sera facil comecar :
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porque os etudiosos sé&o raros e nem sempre (temos o
mais convincente exemplo de que assim €) os que apa-
recem encontram no nosso meio apoio suficiente mesmo
quando o seu desinteresse, a sua dedicacao, o valor
do seu exemplo, o sru entusiafemo, ;i sua ac¢do se
mostram, nitidamente excepcionais. A nossa habitua!
dispersao das ocupacg0es, das energias esta em melhor
acordo com a idéia, facil, duma «Matematica» que,
simplesmente, serve diversas técnicas rendosas.

SOBRE O ENSINO DA MATEMATICA NO CURSO LICEAL

por Anténio

Augusto

Lopes

(Prof, do Liceu Alexandre Herculano, Porto)

0 artigo publicado pelo Senhor Dr. Bento Caraca *

no n.° 17 da «Gazeta de Matematica» sobre os exames
de Aptiddo ndo deixa de interessar os professores do
Ensino Secundario e, em particular, os dos liceus.
Embora caloiro nas coisas do ensino — matéria onde
s6 se deixa de ser novato ao fim de muitos anos—
apresento sobre o assunto as seguintes consideracdes:

1 — N&ao me parecem de muito interésse os dados
fornecidos pelos Exames de Aptiddo para o problema
da coordenagdo do ensino secundario com o superior
porque, como pode verificar-se pelos pontos saidos
nésses exames, 0s actuais programas do ensino liceal,
na disciplina de Matemaética, contém téda a matéria
exigida para a entrada nas Universidades. De resto,
ndo deve ser exigida matéria diferente da do ensino
liceal. O contrario seria, manifestamente, injusto. Por
outro lado, mesmo defendendo a tese de as Universi-
dades se destinarem unicamente a aquisi¢cdo de «cul-
tura especial», a situacdo agravar-se-ia porqgue, se é
certo que a finalidade especifica do ensino liceal é
dotar os portugueses de uma cultura geral Gtil para
a vida (art. 1» do dec. 27084 de 14-10-936) —a grande
maioria dos alunos que termina o curso liceal pretende
ingressar nas Universidades.

2 — A falta de correlacao entre o ensino secundario
e o superior é manifesta e, pelo que diz respeito ao
ensino liceal, resulta de nao fazerem parte dos pro-
gramas algumas matérias essenciais para uma boa
iniciacdo dos cursos superiores. Dessas matérias cito,
como as mais requeridas por todos os professores, uma
grande parte da Trigonometria Plana, elementos de
Geometria Analitica Plana e o estudo elementar das
derivadas. A situagao torna-se particularmente critica
quando, logo de entrada, os professores universitarios
expbem as suas licdes com base em matérias que os
seus novos alunos desconhecem completameute. Por
exemplo, na cadeira de Fisica Geral, professada nas

Faculdades de Ciéncias, desatam a diferenciar e a
integrar sem qualquer explicacdo prévia. Os alunos,
pasmados, limitam-se a um simples encolher de om-
bros. Bem sei, que a Fisica Geral, no plano de estu-
dos da Faculdade, faz parte do 2.° ano, mas, ndo é
menos verdade que os alunos com destino as Escolas
Militares tém que frequentar aquela cadeira no 1" ano.

Chegamos, portanto, a esta conclusdo : —ou 0s pro-
gramas dos liceus sao modificados de modo a inclui-
rem as matérias indispensaveis para bem iniciar uni
CUrso superior ou entdo 0s cursos universitarios séo
feitos de modo a evitar as anomalias actuais.

3 — Quando o Senhor Dr. Bento Caraga nos indica
algumas das desastradas respostas apresentadas nos
Exames de Aptidado por alunos vindos do liceu, eu gos-
taria que se tivessem empregado antes as palavras
alunos com o curso liceal ja que éles sao, pelo menos,
de trés origens : alunos internos dos liceus, alunos do
ensino particular e alunos individuais. Acrescentarei
que os alunos individuais frequentam por conta pro-
pria alguma escola particular ou néo frequentam ne-
nhuma e constituem parte importante da grande
massa de alunos que nos exames liceais apresentam
respostas ainda mais aterradoras do que as citadas
no artigo do Senhor Dr. Bento Caraca.

O quadro seguinte é extraido da revista «Liceus
de Portugal», boletim da accdo educativa do ensino
liceal, e apresenta as percentagens das reprovacdes
nos exames de Matematica realizados, em todos os
liceus, em trés anos consecutivos.

Da observagdo déste quadro, salta a vista que, nos
exames liceais, o comportamento dos alunos internos
é¢ notavelmente melhor que o dos alunos externos.
O mesmo facto é verificado em todas as outras disci-
plinas. A diferenca € mesmo muito anormal e néo sei
que explicacdo cabal possa ter. Questdo de professo-
res ? Creio que nao. Note-se, contudo, que uma grande
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parte dos professores do ensino particular ndo tem a
preparacdo profissional dos professores do liceu e que
outra parte é constituida por pessoas para quem umas
tantas aulas sdo maneira de ocupar as horas vagas.
Diversidade de métodos ? Talvez, mas, como resultado
de uma diferenga de finalidades. Infelizmente um
grande numero de escolas particulares ndo tém o en-
sino por unico e primeiro objectivo, coisa que nao
pode acontecer nos liceus.

Ao por em evidéncia a diferenca anormal verificada
nos exames liceais entre alunos internos e externos

1 Ciclo Il Ciclo Il Ciclo/ 7. ano

ANOS
Internos ~ Externos Internos Externos Internos  Externos
1939-40 g9op 23% 1996 45% 18% 44 %
1940-41 18% 35% 37% 75% 43% 69%
1941-42 6% 24% 24% 62% 8% 32%

* Naoindico os resultados de 1942-43 por ainda nédo terem
sido publicados em «Liceus de Portugal.»

faco-o com a dupla convicgdo de que o mesmo deve
suceder nos exames de Aptiddo e que os factos apon-
tados constituem uma das causas do mal muito grave
apontado pelo Senhor Dr. Bento Caraga. Um caso in-
teressante : — no ano de 1942-43, época de Julho, um
rapaz, aluno interno do liceu, concorreu ao exame de
Aptiddo para trés cursos diferentes (Engenharia, Es-
colas Militares e Medicina) ; uma sua irmé, jarepro-
vada no ano anterior, concorreu a Engenharia e Mate-
matica ; os resultados deixaram a pequena verdadei-
ramente desolada com uma dupla reprovagdo e o
rapaz satisfeitissimo por ter tido trés aprovacdes.
Acrescento que o rapaz foi classificado com 12 valores
no exame do 7.° ano e a irmé, aluna do ensino parti-
cular, tinha obtido 16. Conclusao : — Entendo que a
maioria das reprovacdes nos exames de Aptidao deve
pertencer a alunos do ensino particular. Se alguém me

ALGUMAS

por Anténio dos Santos

Na «Gazeta de Matematica» n.° 17, de Novembro de
1943, apresenta o Professor Dr. Bento de Jesus Caraca
um artigo subordinado ao titulo «Algumas reflexdes
sobre os exames de aptiddo».

demonstrar o contrario, dou a mao a palmatoria.

4 — Finalmente, tomo a liberdade de responder ne-
gativamente, no que diz respeito ao ensino nos liceus,
a pregunta formulada pelo Senhor Dr. Bento Caraga
sObre se os resultados dos exames de Aptiddo permi-
tem dizer alguma coisa sébre o nivel do ensino. Res-
pondo negativamente porque considero ésses dados
insuficientes em ndmero e qualidade. Eu digo porqué:
nos programas do 7.° ano, se os nossos alunos falham
durante o ano em questfes como as do exame de Apti-
déo, ficam reprovados, se falham no exame final tém
sorte idéntica ; no respeitante aos programas dos anos
anteriores (principalmente em Trigonometria e Geo-
metria) ndo estda na mao dos professores garantir a
necessaria revisdo nem na dos alunos o fazerem-na no
correr do ano lectivo, par néo lhes sobejar tempo para
iss0.

Por via de regra, os alunos fazem as suas revisoes
a ultima da hora, depois de terem feito os exames
liceais. No entanto as caisas estdo melhorando neste
aspecto ; muitos professores, em regime de salas de
estudo, estdo preparando os alunos naquelas matérias
em que a deficiéncia é maior.

Se desejamos chegar a alguma conclusao definitiva
sObre o assunto, creio que deve ser adoptado caminho
bastante diferente. Por exemplo éste:

a) Estudo critico dos exercicios realizados nos di-
versos liceus e em diferentes épocas do ano lectivo,
para poder analisar todo oprograma.

b) Inquérito junto, de professores e alunos sdbre se
«nos liceus, é mais dificil realizar o exame em condi-
cdes de aprovacgdo ou ser admitido a éle ?»

c) Estudo critico do comportamento dos alunos in-
ternos, nos exames, em comparagdo com os alunos
externos.

d) Estudo comparativo dos resultados obtidos pelos
alunos internos de todos os liceus nos exames de
aptidéo.

Procedendo desta maneira, creio que serd possivel
esperar esta conclusao : No liceu, nem tudo esta bem,
mas, as coisas nao estdo tdo mal como o artigo do
Sr. Dr. Bento Caraca pode sugerir. Ao lado dos liceus
de S& da Bandeira e Jodo de Deus enfileiram, com
honras iguais, muitos outros — para néo dizer todos.

CONSIDERACOES

Almeida

Nesse artigo diz-se que as consideracOes feitas sédo
baseadas nos resultados dos exames de aptiddo ao
Instituto Superior de Ciéncias Economicas e Finan-
ceiras, e, por deles ee tratar é que tomo a liberdade
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de usar da faculdade que é conferida no referido tra-
balho para apresentar algumas sugestdes e conclusdes,
parte delas resultantes do corpo daquele artigo, e ou-
tras da experiéncia.

Pretende o Prof. Bento Caraca provar que 0 ensino
da matematica nos cursos médios (liceu e ensino técnico)
contém «qualquer coisa que ndo esta certo», e que 0s
alunos provenientes do ensino técnico médio daouma
maior percentagem de reprovagdes nos exames de
aptiddo ao L S. C.E.F. do que aquilo que seria de
esperar, dado o facto de se tratar de cursos especiali-
zados.

N&o vou fornecer dados estatisticos calculados ma-
tematicamente, mas apenas apresentar factos verifi-
cados.

1 — Quando pretende demonstrar que 0 ensino té-
cnico médio fornece resultados desoladores nos exames
de aptiddo, o Prof. Bento Caraga apresenta-nos alguns
exemplos de respostas dadas naqueles exames, indi-
cando entre paréntesis a procedéncia dos candidatos.

Poderia a primeira vista supor-se que estas respos-
tas disparatadas foram dadas por candidatos do en-
sino técnico, pelo menos na sua maioria. Mas nao.
De nove dessas respostas citadas como exemplos justifi-
cativos, sete sdo de candidatos provenientes do Liceu.

Ora isto, como é 6bvio, néo justifica a conclusao a
que o Prof. Bento Caraca chegou.

2 —Mas nao fiquemos por aqui. Ha& mais e muito
importante.

Se fizermos um estudo comparativo dos programas
de matematicas dos liceus e ensino técnico com o do
exame de aptiddo chegaremos a uma conclusdo que
podera fornecer-nos elementos orientadores, elementos
estes que podem resumir-se em poucas palavras, mas
que nao dispensam a elas um ainda que pequeno
comentéario : «Os programas dos exames de aptidao
estdo organizados num nivel superior aos dos liceus e
ensino técnico médio».

Efectivamente assim é. Mas podera dizer-se™ que
aquéle programa contém as nogOes consideradas in-
dispensaveis ao ingresso no L S. C.E. F.

Encaremos agora a questdo doutraforma.

O I.S. C.E.F. nao é exclusivamente uma escola
superior de matematicas (embora nos seus cursos este-
jam incluidas quatro cadeiras de matematica) por isso
que ja existe de ha muitos anos a licenciatura em
matematicas nas Faculdades de Ciéncias. Se partirmos

desta verdade e verificarmos que no 1.S. C.E. F.

existem quatro seccdes, das quais apenas duas inse-
rem matematicas, que a funcdo a desempenhar pelos
seus diplomados é essencialmente econdémica e que a
preparagdo dos actuarios (que sdo em numero dimi-
nuto) poderia ficar adstricta a licenciatura em mate-
maticas, concluiremos que o desenvolvimento e a im-
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portancia atribuidos aquelas cadeirasno I.S.C.E. F.
sdo errados.

A partirmos desta conclusdo, que néao é apenas pes-
soal, chegaremos a uma outra, idéntica : «que a exi-
géncia tal como existe para os exames de aptidao é
também desmedida» (isto sem contar com a diferenca
de nivel dos programas acimacitada).

Mas prossigamos, analisando as provas dos exames
de aptidao.

3— Diz o Prof. Bento Caraca que se nota na maio-
ria dos candidatos um completo alheamento pela vero-
similhanca dos resultados dos problemas propostos.

Como poderao os candidatos revestir-se de calma
necessaria para analisar o problema, se lhes sdoapre-
sentados seis pontos, dos quais pelo menos trés sao
charadas, e ainda que déstes éle tera que resolver
quatro (entre os quais esta incluida uma charada como
obrigatéria) e tudo no reduzido espaco de tempo de
duas horas ?

Evidentemente que esta pregunta podera ter duas
respostas : ou que o tempo é pouco para prestacao da
prova, ou que os pontos sdo inadequados ao fimem
vista.

Pois a mim afigura-se-me que ambas as respostas
sdo apropriadas, porque nao s6 devemos contar com a
preocupacdo do candidato em prestar uma prova que
lhe permita ser admitido, como também devemos con-
cordar que nédo € ocasido propicia para resolver cha-
radas, demais a mais com tempo mareado para apre-
sentar uma solucdo, que se exige seja exacta.

Prossigamos ainda.

4 — A questdo tal como foi apresentada envolve
ainda os resultados obtidos nos preparatorios sob dois
aspectos :

1." —porque se o candidato, obteve aprovacao no
exame liceal ou no ensino técnico médio, a qual lhe é
dada s6 quando o aluno demonstrou ter cumprido o
respectivo programa, vem mais uma vez provar que o
do exame de aptiddo se encontra num nivel superior ;

2.°—porque a lei ndo diz que para a classificacdo
dos pontos dos exames de aptiddo sejam tomados em
consideracdo os resultados obtidos nos preparatorios,
mas que das duas provas prestadas seja considerada
a melhor.

Certamente se poderda dizer quanto ao primeiro
aspecto da questdo, haver alunos que, vindos de qual-
quer das procedéncias (liceu e ensino técnico), obtém
aprovacdo. Mas a isto respondo eu informando o
Prof. Bento Caraga que, para prestar prova de mate-
matica no exame de aptiddo, € necessario que o can-
didato se prepare durante um ano, s6 ou com um ex-
plicador (quando a sua situacéo financeira o permita)
num programa diferente daquele que estudou.
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5.— Apresentados 0s pontos capitais, resta-me para
finalizar, fazer uma consideracdo de caracter pedago-
gico, visto que aquéle artigo também abordou esta
guestao.

O Prof. Bento Caraga faz uma apreciagdo sobre as
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condicOes pedagoégicas dos professores do ensino mé-
dio, mas ndo se lembra que nas suas aulas deu no
prazo de um més (0 que corresponde a 12 ligdes) o
primeiro volume das suas «LicOes de Algebra e
Analise».

NOTA

Publicaram-se na integra as respostas ao Nosso ar-
tigo do n.° 17 da «Gazeta». Se é verdade que o debate
ndo foi tdo largo como desejavamos (alguns pontos
ficaram ainda no escuro) a verdade é que foram le-
vantadas algumas questdes de grande importancia
cujo estudo aprofundado pode ser do maior interésse.
No préoximo numero farei um resumo das opinides
dadas e das questdes levantadas e darei sobre algumas
a minha opinido.

Mas ha uma das respostas — a do sr. Antonio dos
Santos Almeida — a que quero fazer referéncia desde
ja, para nao ter depois que me ocupar dela ao lado
das outras. A meu ver, poderia esta ter sido uma das
interessantes e das mais importantes se o seu autor,
em vez de se colocar no ponto de vista polémico do
ataque pessoal, tivesse preferido dar-nos objectiva-
mente o ponto de vista de um candidato (se erro con-
siderando o sr. Santos Almeida como um candidato, é
0 tom da sua carta que me leva a ésse érro). O desejo
do ataque pessoal obscureceu completamente aos olhos
do sr. Santos Almeida as verdadeiras perspectivas da
guestdo, levando-o a fazer um amontoado de inexacti-
dbes e injusticas que vai desde a afirmacdo de que
«0S programas dos exames de aptiddo estdo organiza-

dos num nivel superior aos dos liceus e ensino técnico
médio» (tdda a gente sabe que ndo existe programa
dos exames de aptiddo e que éstes sao feitos sobre a
matéria do liceu, exclusivamente) até a afirmacéo fi-
nal do seu artigo que é ridiculamente falsa e s6 pode
ser feita por quem de todo ignore aquilo de que fala.

Isto passando pela apreciacdo pitoresca das chara-
das. Evidentemente que o grau charadistico duma
guestdo depende daquele que tem de a apreciar... e,
para um analfabeto, umapagina da Cartilha Maternal
é sem davida uma charada...

Ha uma parte do artigo do sr. Santos Almeida que
tem a primeira vista um ar mais sério — aquela em
que discute o papel e extensao da cultura matematica
numa Escola Superior de Economia. Infelizmente, os
seus argumentos, que estariam bem nos tempos da
economia lirica, estdo agora atrazados de algumas de-
zenas de anos. E é, afinal, esta a parte mais desola-
dora do seu artigo. Porque se tivéssemos de julgar,
por éste exemplo, da mentalidade da nossa juventude
estudantil perderiamos a esperanca de ter de deixar
andar eternamente na cauda de tudo quanto se diz, faz
e pensa no resto do mundo.

Bento Caraca

CONSELHOS AOS ESTUDANTES DE MATEMATICA

Conselhos aos Estudantes da Sec¢do de Mateméatica e Fisica da Escola Politécnica Federal de Zurich (>

A. Estrutura e objectivo final dos estudos.

O plano de estudos da seccdo | X da E.T.H é orga-
nizado de modo que permite por intermédio da dura-
¢cdo minima de 8 semestres de estudo exigidos pelo
seu regulamento — uma formagao tédo universal quanto
possivel em Matematica e Fisica. S6 nos dois primei-
rot semestres (para alguns cursos também no 3." semes-
tre) o ensino dos estudantes da nossa sec¢ao € comum
ao dos engenheiros ; dai por diante desenvolve-se com
inteira independéncia. O péso principal do estudo
podera dirigir-se ou para a Matematica ou entédo para
a Fisica.

A finalidade de estudo é a aquisicdo do diploma em
Matematica ou Fisica (com indicacdo particular sébre

a capacidade para o0 ensino nas escolas superiores), 0
qual pela sua validade federal e pela ampliddao das
suas bases permite o recrutamento do seu possuidor
em todo o territério da federacdo e no estrangeiro.
O exame de diploma, a propésito do qual aconselha-
mos a leitura do «regulamento de diploma», é dife-
rente para os candidatos das direcgdes matematica e
fisica ; éle ndo se estende s6é a ambos os ramos prin-
cipais, mas requere ainda demonstracdo de conheci-
mentos num outro ramo que podera, dentro de varias

(1) A nossa correspondente em ZUrich Maria do Pilar
Ribeiro enviou a Comissdo Pedago6gica da Sociedade Por-
tuguesa de Matematica a presente traducdo que a «Gazeta
de Matematica» apresenta desde ja aos seus leitores.
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possibilidades, ser livremente escolhido pelo candidato.
Aqueles estudantes que queiram dedicar-se ao profes-
sorado recomenda-se que adquiram, com base num
exame especial, indica¢Bes sbbre a sua formagdo e
capacidade pedagogicas.

B. Conselhos garais sdbre o estudo.

1. Matematica. A dificuldade principal do estudo da
Matematica reside em que a compreensao perfeita das
verdades matematicas pressupde uma capacidade de
abstraccdo em alto grau. E desaconselhavel o estudo,
aqueles que ndo possam assimilar com uma certa faci-
lidade as li¢bes, transformando-as em intuicdes claras
e em conceitos puros e exactos. De resto, o estudo
desenvolve com o habito resta capacidade até ao grau
necessario ; e por isto néo se pode comecar pelos fun-
damentos, ultimos, da Matematica mas sim pelo meio.
Quando, a partir daqui, se erige o edificio da ciéncia,
€ sempre necessario a0 mesmo tempo, assentar mais
profundamente as bases. Em ambas as direc¢bes o
aluno prosseguird a sua tarefa.

Uma outra separagao, nao menos necessaria, é entre
o0 conhecimento especial dos problemas particulares
concretos e sua solugdo até ao resultado numérico,
por um lado, e as intui¢bes gerais e idéias por outro
lado. Os novos pontos de vista gerais, progressivos,
encontram-se em Matematica, sempre em relagdo com
problemas concretos ; sem relacdo com os resultados
particulares em que se confirmam eles sdo esquemas
vazios. E por outro lado o conhecimento especial é
matéria morta, quande éle se ndo liga a um todo uni-
ficado.

Durante todo o estudo controla-se, por meio da apli-
cacdo de teoremas de matematica a exemplos e pela
resolucdo de problemas, se se apreendeu completamente
0 conteddo. S6 quem épor si proprio capaz, pode ver-
dadeiramente compreender o que os outros tenham dito :
nao se pode deixar difundir dentro de_nds um contetdo
espiritual duma maneira puramente passiva. Para nos
movermos livremente no mundo do pensamento mate-
matico é indispensavel o dominio da técnica do cal-
culo ; os primeiros semestres do estudo sdo 0s mais
favoraveis, para exercitarem fundamentalmente nisto.
Todavia tome-se cautela perante as aplicagdes maqui-
nalmente realizadas; em cada caso deve o uso das
formulas ser acompanhado da clara recordacao do seu
significado !

O aluno nao espere que se lhe ofereca nas licdes
tdbda a espécie de conhecimentos necessarias a sua
cultura. A palavra falada é precisamente apropriadada
para implantar novas idéias no espirito do ouvinte e
leva-las, ai, a um sucessivo desenvolvimento ; os livros
ddo a exposicdo sistematica fechada. O manejamento
da literatura matematica é, por isto uma parte muito
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importante do estudo. Para esta parte do estudo ser-
vem a rica biblioteca da E. T. H., a sala de leitura e
a biblioteca do seminario. Também quanto a leitura
sdo a meditacdo pessoal e a execucdo (executar s6
calculos e construgdes com significado) indispensaveis
a uma receptividade frutifera. Na leitura, fara bem o
estudante, principalmente nos primeiros semestres, em
se deixar aconselhar pelos professores ; éles diligencia-
rdo também auxilid-lo nas suas dificuldades. Porém o
estudante né&o peca que a cada passo lhe desembara-
cem o caminho; o érro e a sua ultrapassagem por
esforco proprio é mais util do que a verdade aceite
sem custo.

O servico™ de ensino, orientado pelos professores,
traduz-se em licdes, exercicios e seminarios. Enquanto
que as licdes proporcionam o assunto do ensino, ser-
vem 0s exercicios nos graus mais elevados (aproxima-
damente a partir do 5.° semestre) e o seminario ao
fomento da actividade cientifica prépria. Por-se-do
problemas e dar-se-do indicacdes para a descoberta
prépria dos mais simples resultados matematicos. Ou
procuram-se memodrias originais para conferéncias
acérca das quais o estudante da noticia ; aqui devem
por-se em relévo, a partir do revestimento das formu-
las, a substancia, as idéias fundamentais, a estrutura
dos conceitos e demonstracbes matematicas. Dos
assuntos tratados no seminario resultam, em regra, os
temas dos trabalhos de diploma.

2. Fisica.

3. Ramos afins. A matematica e a fisica estdo em
estreita conexdo com outros dominios da ciéncia ; pelo
menos num déles deve o estudante familiarizar-se ted-
rica e praticamente. Em primeiro lugar aparece a
Astronomia como de igual importancia para os mate-
maticos e para os fisicos (visto que as escolas médias
0s encarregam ordinariamente do ensino da Astrono-
mia). A mecanica superior, estreitamente entrelacada
com os dominios classicos e modernos da Matematica
e da Fisica, tem sempre interesse para ambas as
direccOes. A analise pratica conduz a seguir as idéias
matematicas até aos métodos numéricos mais seguros
e mais comodos e é de importancia na técnica. A ma-
tematica de seguros e ao célcido das probabilidades, que
facilitam o caminho para uma profissao pratica, nédo
deixardo os alunos da nossa seccao de procura dedi-
car-se. As aplicagdes da fisica ramificam-se profun-
damente dentro da técnica ; um dominio muito tratado
é o da técnica de alta frequéncia. A quimica interessa
directamente ao fisico, visto que os novos desenvolvi-
mentos da fisica trouxeram consigo um contacto cada
vez mais amplo, mesmo uma compenetragdo da qui-
mica e da fisica. A mineralogia geral é de importancia
para os fisicos em face da significacdo dos cristais,
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para aestrutura da matéria e para obtencéo e verifica-
¢o das suas leis elementares ; para o matematico é
ela o exemplo duma morfologia dominada pelo ponto
de vista da teoria dos grupos. A geodosia é um dos
ramos mais importantes da matematica aplicada. In-
dependentemente dos ramos a escolha devia o estu-
dante duma escola superior técnica tomar a peito
conhecer as aplicagbes técnicas junto dos colegas da
seccdo de engenharia. De maior significagdo prética
tornou-se hoje a fisica técnica, cujo estudo contém
importantes possibilidades. Ele é realizadono E. T. H.
no Instituto de Fisica Técnica e suasecgdo para inves-
tigacdo industrial, onde também existem possibilida-
des de manifestacdo para os jovens fisicos. A todos é
de aconselhar a participacdo regular num curso peda-
gogico-pratico  (licbes e exercicios) ; os semestres meé-
dios de estudo s&o para isso os mais comodos. Os
grandes problemas do conhecimento que a matematica
e a fisica propdem, constituem para os trabalhadores
nestas ciéncias a passagem natural para a filosofia.
"Finalmente abrem-se aos estudantes da E.T. H. na
«seccdo dos cursos livres» licdes e exercicios de todos
os dominios do conhecimento. Contudo, ndo deve o
estudante sobrecarregar o seu plano de estudos e deve
reservar tempo para o estudo préprio.

C. O programa normal de estudos.

No que respeita a li¢cBes e exercicios distinguem-se:

I. As li¢des introdutérias e a préatica para princi-
piantes que ocupam aproximadamente os trés primei-
ros semestres. S&o fundamentalmente constituidas por:

Calculo diferencial e integral. Mediante pequenas
licbes de introdugdo a teoria das fungdes, destinadas
em primeiro lugar, aos estudantes da nossa sec¢do,
deve dar-se ao rigor dos conceitos o lugar que
éle tem nos fundamentos, mas naturalmente de modo
que estas ligbes basilares, indicadas também para os
engenheiros, ndo fiquem demasiadamente pesadas.

As licdes de mecanica por um lado, de fisica geral
por outro lado constituem o fundamento para o estudo
das ciéncias exactas. Um instrumento matematico
indispensavel a fisica é a analise vectorial, que os
estudantes devem aprender, particularmente nas li¢des
sdbre geometria descriptiva e vectorial e aplica¢des da
matematica.

As geometrias descriptiva, vectorial, analitica e pro-
jectiva constituem a introducdo ao estudo da geome-
tria superior. O Ultimo déstes cursos pode ser pdsto
de lado pelos fisicos, nao porém o de geometria ana-
litica no qual se encontraem primeiro lugar a algebra
linear e quadrética. Em lugar da geometria projectiva
ha, para os fisicos, uma licdo de introducdo a qui-
mica.

II. O corpo de licbes a manter regularmente em que
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sdo expostas teorias matematicas e fisicas classicas
fundamentais e, em primeiro lugar :

a) na direccdo matematica :

Algebra e teoria dos numeros.

Teoria das funcoes.

Teoria das superficies (geometria infinitesimal).

A teoria das funcdes complexas é o nlcleo de téda
a anélise ; ela ensina-se em regra em duas partes.

b) na direccdo da fisica :

Estas li¢cdes principais constituem um ciclo de 4 se-
mestres.

1. As licBes especiais com conteldo variavel, que
sai fora das necessidades indispensaveis as aplicacoes;
a sua escolha é livre, de maneira que o estudante dei-
xar-se-a4 guiar pelo seu interésse pessoal. O corpo das
licdes constitue, em geral, aquilo que se pressupde
conhecido para a compreensdo das licbes especiais
correspondentes. Indicam-se alguns assuntos princi-
pais de tais licoes :

a) na direccdo matematica :

Equacdes diferenciais, capitulos especiais sobre
fun¢bes analiticas de uma ou de mais variaveis, teo-
ria dos grupos (teoria de Galois), corpos de numeros
algébricos, teoria analitica dos numeros, célculo das
variagOes, teoria do potencial, desenvolvimento em
série e condigdes nos limites em fisica matematica,
séries de Fourier, equagdes integrais, curvas e super-
ficies algébricas, geometria n-dimensional, represen-
tacdo conforme, axiomatica da geometria, geometria
ndo euclideana, topologia, teoria dos conjuntos.

b) na direccdo da fisica:

1V. Préticas.

V. LigBes cpréaticas dos cursos a escolha (licdes espe-
ciais entre paréntesis) :

ASTRONOMIA — li¢Bes : astronomia geral, pratica
de astronomia, em especial a determinagdo das coor-
denadas geograficas, introducdo a astrofisica, (deter-
minacdo das oOrbitas dos corpos celestes, capitulos
especiais de astrofisica) ; pratica : exercicios sbbre
observacdes astrondmicas (no semestre de verdo) e
célculos astronémicos (no semestre de inverno). i

MECANICA SUPERIOR—Ilig6es: capitulos escolhidos
de mecénica, de conteddo variavel, (dominio da di-
namica [mecénica Il1], mecanica analitica, mecanica
celeste, licBes avancadas de resisténcia de materiais,
hidrodindmica) ; prética : exercicios e seminario de
mecanica.

ANALISE PRATICA— ligBes : métodos gréficos, instru-
mentos matematicos e maquinas de calcular, nomogra-
fia, métodos numéricos ; pratica—ligada com as licdes.

MATEMATICA DESEGUROS E CALCULO T>AS PROBABILIDA-
DES— ligBes: calculo das probabilidades (com comple-
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mentos ou capitulos especiais), matematica de seguros
com introducdo e capitulos especiais, teoria do risco;
pratica—ligada com as licdes, seminario de matema-
tica de seguros, repeticgoes.

TECNICA DEALTA FREQUENCIA.

QUIMICA :

MINERALOGIA GERAL :

GEODESIA — licdes—técnica de medicdes, calculo
tie compensacdes pelo método dos minimos quadrados;
Eréticas—exercicios de medicdes.

D. Oblectivo do ensino.

a) Na matemaética pura: o que os estudantes da di-
reccdo matematica, sbbre quaisquer circunstancias,
deverdo atingir, pode resumir-se, pouco mais ou menos,
como segue :

(Analise). Compreensdo da edificacdo do dominio
numérico, em particular das grandezas irracionais e
imaginarias, assim como dos fundamentos rigorosos
da analise. Nocdes fundamentais do calculo diferencial
e integral ; dominio técnico do céalculo. Teoria das
fungdes duma variavel complexa, sua relacdo com a
teoria do potencial e com as tranformacdes conformes.
Os métodos especiais mais simples de integracdo no
dominio das equacdes diferenciais e construgdo geral
das solugdes (teoremas de existéncia.)

(Algebra). Teoria da divisibilidade no dominio dos
nameros inteiros e das funcdes inteiras. Funcdes simé-
tricas com aplicagfes a resolucédo algébrica das equa-
cdes. Conceitos fundamentais da teoria dos grupos e
da teoria dos corpos algébricos. Teoria das congruén-
cias incluindo a lei da reciprocidade quadratica.

(Geometria). Compreensdo completa darelagdo entre
a geometria por um lado, a algebra e a analise por
outro lado, por intermédio da nocao de coordenadas,
assim como dos grupos de transformagdes mais impor-
tantes, nomeadamente o métrico, o afim, o projectivo,
0 da geometria conforme e o da analisis situs. Os mé-
todos mais importantes de transformacdes geométricas.
Formulas fundamentais da geometria analitica eucli-
deana. Conhecimento da edificagdo da geometria pro-

TEMAS
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jectiva, sua formulagdo sintética e analitica. Geome-
tria infinitesimal (curvas planas e torsas, teoria da
curvatura das superficies, geometria s6bre uma super-
ficie) ; axiomatica, geometria n&o euclideana.

b) Na fisica:

Promogdes. —Sociedades cientificas.

Raramente as circunstancias de vida ambiente per-
mitirdo a um jovem dedicar-se exclusivamente a inves-
tigacao cientifica ; na maior parte das vezes quererédo

voltar ao estudo por inclinagédo propria, por forga do
ensino ou por outra necesilda e*de ?rdem pratica.
. ' u °

>l obstante, deve, quem tenha tocado em materia
.... «n. trabalho cientifico proprio, desejar concluir
ssssss estudos com a promocdo a doutor. Junto da
E. T. H. oferece-se aos licenciados a possibilidade
desta conclusdo, com os numerosos lugares de assis-
tentes. Uma possibilidade semelhante oferecem as
colocagbes provisérias nas escolas de cantdo suicas
ou os lugares de professor auxiliar nas escolas médias
cie Zurich.

As oportunidades para a continuidade da orientacédo
cientifica encontram-se nas sociedades cientificas,

Ao lado do coléquio de fisica ha também (n&o indi-
cado no programa) um coléquio de matematica.

A Sociedade Fisica de Zurich mantém regularmente
seccdes nas quais os estudantes tém entrada livre.
Outras sociedades cientificas séo :

A Sociedade Suica de Matematica ;

A Sociedade Suica de Fisica ;

A Unido Suica de Matematica de Seguros ;

A Unido dos Professores de Matematica SUICOS ;

-4* Sociedades Suiga e Cantonais de Ciéncias Natu-
rais ;

A Unido Suica dos Professores do Liceu.

Todas estas sociedades acolhem prontamente os
jovens que se interessam pelos seus objectivos. Os es-
tudantes dos semestres superiores fazem bem em visi-
tar estas sociedades, ainda por ocasido das suas rett-
nides anuais e exposi¢Oes cientificas, para receberem
incitacdes e travar conhecimento pessoal com os indi-
viduos das profissdes a que se destinam.

ESTUDO

LOGICA MATEMATICA —INDICACOES BIBLIOGRAFICAS

por Bernardino

Em 1847 publicou-se em Cambridge «The Mathe-
matical Analysis of Logic» do inglés George Boole.
Seguiu-se-lhe, «An Investigation of the Laws of
Thought», London, 1854. Boole pretendia nestes livros
«estabelecer a ciéncia da Logica e construir o seu

Barros

Machado

método» a partir «da linguagem simboélica do Cal-
culo» e «fazer do préprio método a base dum método
geral para a aplicagdo da doutrina matematica das
probabilidades».

A aplicacdo da Matemética a Ldgica no intento de
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formar uma Algebra ou Estructura da Légica em que
os resultados conhecidos e porventura outros novos
gque proviessem até mesmo soO da exactiddo que assim
se conseguia, aparecessem como formulas matematicas
foi continuada por C. S. Peirce (1880), «On the alge-
bra of logic», «Am.Jour», 3, 15-57 ; (1884), «On the
algebra of logic», ibid.,, 7, 180-202; E. Schroder
(1890-5), «Algebra der Logik, 3 vols., Leipzig, e outros
que adiante citaremos.

Tentava-se a construcdo dum sistema formal deduc-
*tivo que abarcasse os processos e métodos ldgicos
mudaveis e vagamente definidos que eram utilizados
nas ciéncias. Uma parte mais simples desta tarefa foi
a composicdo das proposi¢coes para formar outras no-
vas proposicdes cuja verdade ou falsidade dependia
apenas da verdade ou falsidade das proposi¢cdes com-
ponentes. Formou-se 0 «Calculo das Proposi¢Oes»-
Entre os trabalhos modernos sobre esta parte da L6-
gica sobressai 0 de Jan Lukasiewicz e Alfred Tarski
(1930), Untersuchungen ueber den Aussagenkalkuel
«C. r. Soe. Sei. Lett. Varsovie», Classe I11I, vol. 23,
pp. 30-50. Os processos de composicdo de proposi¢des
por negacdo, disjuncdo, conjuncdo e implicacdo foram
todos reduzidos a um linieo : a nega¢do conjunta,
«nem-nem» por Sheffer.

As proposigbes chamadas universais como «todos
0s homens sdo mortais» e outras como «alguns homens
sdo loiros» exigiam um formalismo doutra espécie
que correspondesse ao uso das palavras «todos» e
«alguns». Criou-se para isso a quantificacdo e foi-se
formando o «Calculo das Funcdes Proposicionais» ou
«Calculo dos Predicados» com ligacdo estreita com a
teoria dos conjuntos, j& que um predicado podia ser-
vir para definir um conjunto ou classe: a daqueles
elementos a que éle pudesse ser atribuido. A quanti-
ficacdo consiste em colocar uma das variaveis que
aparecem na proposicdo, entre paréntesis antes dela,
assinalando assim que a proposi¢do permanece valida
qualquer que seja o elemento por que se substitua essa
variavel. Se i representa o predicado «ébranco» $ (a)
significa «a é branco» e (X)i (x) «x é branco qual-
quer que seja X».

Gottiob Frege, Richard Dedekind e Giuseppe Peano
(vejam-se os trabalhos citados no final) dedicaram-se
ao estudo dos fundamentos da Aritmética, e foia
partir das suas contribuicdes nesse campo que pode
ser formulada a tese de que a Aritmética era reducti-
vel a Ldgica. Consiste esta reducgdo em que, por de-
finicdes adequadas em teoria das classes—que é uma
parte do Calculo dos Predicados — se conseguiria
construir a nogdo de numero natural. (Veja-se Ber-
trand Russell (1938), «The Principles of Mathematics»,
2." ed., New York).
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Modernamente, com os trabalhos de Johann non Neu-
mann, (1925), Eine Axiomatisierung der Mengenlehre,
«Jour. f. d. reine und angew. Math.,» vol. 154, pp. 219-
-240 ;— (1927), Zur Hilbertschen Beweistheorie, «Math.
Zeitschr.», vol. 26, pp. 1-46) parece possivel construir
a Aritmética elementar a partir de um sistema de
proposi¢des primitivas que definam axiomaticamente
as fungbes proposicionais necessarias em teoria dos
conjuntos. Como depois de Dedekind e George Cantor
0s numeros reais podem eonstruir-se logicamente a
partir dos nimeros naturais, a Matematica viria deste
modo a consistir no estudo de algumas férmulas espe-
ciais do Calculo dos Predicados : aquelas que consti-
tuiam a axiomatica da teoria dos conjuntos. Algumas
proposicdes ou sistemas de proposicdes ndo primitivas
da teoria dos conjuntos axiomatizada poderiam mere-
cer atencdo especial : seria 0 caso das proposicdes
referentes aos conjuntos ordenados, cujos estudo axio-
matico seria o objecto da Teoria das Estructuras.
Outras teorias da mesma categoria seriam a Topologia
Geral e a Algebra Abstracta. Dentro destas novamente
haveria sistemas de proposi¢des capazes de ser objecto
dum estudo axiomaético.

Em todo o estudo légico é pressuposta a nogdo de
verdade. A sua definicdo é feita numa outra ciéncia,
a Semantica, que trata das rela¢des do formal com o
real. Veja-se a éste respeito : A. Tarski (1936), Der
Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen, «Stu-
dia Phil.» ; vol. |, (pp.261-405). Verifica-se que preci-
samente na teoria dos conjuntos e também na teoria
dos numeros, uma proposicdo pode ser verdadeira e
contudo nao se poder demonstrar a partir das propo-
sicdes primitivas nem ela, nem a sua negacgédo. Veja-se
Kurt Goedel, Ueber formal unentscheidbare Saetze der
«Principia Mathematica und verwandter Systéme I,
Monatsh. fuer Math. u. Phys., vol. 38 (1931), pp. 173-
-198 e Thoralf Skolem (1941), Sur la portée du théo-
reme de Loewenheim-Skolem, in «Les Entretiens de
Zurich sur les Fondements et la Méthode des Sciences
Mathématiques», (Zurich). Chama-se entdo ao sistema
de. proposi¢des em questdo incompleto.

Como se vé a Logica inclui ndo somente as propo-
sicdes formalmente verdadeiras, mas também propo-
sicdes acérea delas, ou proposices sintaticas. Estas
devem igualmente ser formuladas numa linguagem
simbélica ou formalismo que pode ser o mesmo das
primeiras ou outro diferente. No livro de David 1Jil-
bert e Paul Bernays, (1934-1940), «Grundlagen der
Mathematik», zwei Baender, Berlin, as proposicdes
sintaticas sdo expressas na linguagem vulgar, enquanto
que no livro de W. V. Quine, «Matliematical Logic»,
1940, New York, se usa para elas um formalismo
proprio.

E a Ldgica Matematica um dominio de investiga-
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cdo em activa formacdo. Porque nao se vé em Portu-
ga] como em alguns paises do mundo lancar-se os
matematicos novos a trabalhar néle, parece-me.opor-
tuno dar estas indicagdes esquematicas aos leitores da
«Gazeta» no intuito de despertar talvez nalgum deles
0 interesse por tal assunto e guia-lo nas primeiras
leituras.

Como livros de iniciacéo cite-se aqui :

Max Black, «The Nature of Mathematics», (A cri-
ticai survey), London, Kegan Paul.

Bertrand Russel, «Tlie Principles of Mathematics)”
ja citado.
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Para um conhecimento mais profundo do assunto
servem os livros de Hilbert-Bernays e Quine citados
acima.

Pelo seu interésse histérico cite-se :

Gottlob Frege, «Grundgesetze der Aritmetik», vol. 1
(1893), vol.2 (1903), Jena.

Richard Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen ?» 4.» ed. Brunschwig (1918).

Giuseppe Peano, «Formulaire de Mathématiques»,
Introduction (1894) ; vol. 1. (1895); vol. 2. (1897-9)
Turin ; vol. 3 (1901) Paris ; vol.4 (1902-3); vol. 5
(1905-8) Turin.

A NTOLOGIA

O VALOR SOCIAL DA INVESTIGAGAO CIENTIFICA

por Ruy Lois Gomes

(palestra lida ao microfone de Radio Club Lusitania em 6 de Maio de 1944)

Todos temos ouvido falar de grandes sabios e das
suas descobertas, algumas como a Teoria da Relati-
vidade acessiveis exclusivamente aqueles que possuem
uma cultura altamente especializada, outras como
o cinema, a radiodifusdo, o avido, etc., que pela sua
enorme importancia pratica e ampla utilizagdo séo
hoje familiares a toda a gente.

Mas todas estas descobertas, embora andem quasi
sempre associadas ao nome de um matematico, um
fisico, um quimico, um biélogo, etc., ndo surgiram
assim prontas e acabadas, na forma por que as utili-
zamos e delas beneficiamos, de uni Gnico cérebro, por
uma intuicdo genial, dom superior que sO a raros
¢é dado possuir. Se as analisarmos bem, se percorrermos
cada uma das étapas fundamentais do seu desenvol-
vimento, desde uma primeira sugestdo ou simples
analogia, até a ultima fase, a da sua industrializacéo
em termos de ser colocada ao alcance de todos nos,
entdo, verificamos que nesse processo colaboraram
efectivamente, embora nem sempre se apercebam disso,
numerosos investigadores—experimentadores com uma
formacdo técnica altamente diferenciada, professores
operarios, simples amadores — numa palavra, todo
um mundo de individuos que pela sua viva curiosi-
dade, forte poder de imaginacdo, grande habilidade
manual de inquebrantavel tenacidade contribuiram
com alguma coisa de positivo para aumentar o patri-
monio cientifico da humanidade.

Assim, cada descoberta, longe de ser obra de um so,
pressupde, nos diferentes momentos da sua gestacao
— trabalho de équipe, conjugacdo de esforcos, sentido
de solidariedade, subordinacdo a um plano de con-
junto — . E, pelo seu alcance pratico, pela sua pro-
jeccdo sobre a vida de cada um de nés, redunda sempre

num enriquecimento das nossas préprias possibilidades
de luta pela existéncia : condicionada pelo meio am-
biente em que se realizou é mais tarde um poderoso
factor da sua prépria transformacéo.

Uma descoberta é pois uma obra colectiva e dein-
terésse colectivo — feita por muitos, a todos interessa
e dela todos devem poder beneficiar.

A luz destas consideragdes e colocando-nos sempre
dentro do principio de que a actividade de cada um
de nos deve ter como finalidade e como estimulo a me-
lhoria das condicdes de vida de todos, surge natural-
mente a questdo de analisar o processo de aumentar
o ritmo dessas descobertas.

E a investigacdo cientifica, por outras palavras,
a técnica das descobertas com o fim de melhorar as
condi¢bes de vida do homem, transpfe assim a fase
actual, de actividade para-universitaria, de ambito
restricto e existéncia precaria, para ser uma fungao
inerente a toda a organiza¢do — fabrica, laboratério,
hospital ou escola onde se faz naturalmente trabalho
de équipe o onde o espirito de lucro ou o simples
aperfeicoamento dos servigos é a origem de uma for-
mulagdo constantemente renovada de problemas de
interésse colectivo.

Entre nés, e mesmo noutros paises, quando se fala
de investigadores, pensa-se exclusivamente naquéles
que, ao lado de uma funcgdo principal, a maior parte
das vezes no ensino, se dedicam também a pesquisas
cientificas, no plano da ciéncia pela ciéncia, sem
qualquer contacto com a realidade ; e a investigagdo
cientifica tem ainda as caracteristicas de um luxo que
as Universidades se permitem sustentar em home-
nagem a determinadas exigéncias dos tempos que
correm.
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Nos paises mais progressivos, de ampla industria-
lizacdo e intensa vida social, como a América, a Ale-
manha, a RuUssia e a Inglaterra, acentua-se, pelo
contrario, cada vez mais, uma forte tendéncia para
a organizacao racional cientifica da propria investi-
gacdo cientifica, subordinando-se ou orientando-se
a actividade de cada investigador ou grupo de inves-
tigadores, onde quer que eles se encontrem—nas Uni-
versidades, nas Academias, na Industria, etc., para
a resolucdo dos problemas que mais directamente
e mais rapidamente podem concorrer para aumentar
o nivel de vida de um povo : os problemas de alimen-
tacdo, desde o melhor aproveitamento da terra e a
criacdo do gado, até a distribuicdo e confeccdo dos
alimentos ; o problema da habitacdo, compreendendo
0 estudo dos materiais e técnicas de construcéo, a ar-
quitectura, a adaptacdo ao meio ambiente e a sua
funcdo social, etc. ; o problema do vestuéario, em de-
pendéncia com o clima de cada pais e a actividade de
cada um dos seus tipos sociais ; o problema da salde
publica, no seu duplo aspecto de profilaxia e trata-
mento das doengas ; o problema dos transportes e da
energia, etc. ; os problemas da organizacdo do traba.-
lho e de previdéncia social, etc.

A investigacdo cientifica deixa portanto de ser uma
actividade mantida com grandes dificuldades e algum
artificio num ou noutro estabelecimento de ensino,
.para se tornar numa func¢do ligada intimamente a re-
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solucdo das questdes de ciéncia pura-Fisica, Quimica,
Matematica, Biologia, etc.-que surgem naturalmente
com os problemas de interesse social.

E a profissdo de investigador perde certos aspectos
de diletantismo que ainda hoje tem, para ser uma
forma de actividade em tudo analoga a de um maddico,
um engenheiro, um operario, etc. Podemos at6 dizer
que 6 o denominador comum a que todas as outras se
podem efectivamente reduzir.

Em conclusdo e no plano nacional, podemos afirmar
que :

a investigacdo cientifica € hoje um factor essen-
cial de qualquer organizacdo de interésse colectivo ;

a funcgdo de investigador tem o caracter de perma-
néncia de qualquer outra fungdo de interésse social
e assim deve ser encarada, tanto pelo Estado como
pelos particulares ;

a ciéncia pura ndo se poderéd desenvolver em boas
condicdes de continuidade e eficiéncia sem entrar em
intima colaboracdo com a industria, fornecendo-lhe
resultados e recebendo emtroca sugestdes para novos
problemas.

A Universidade ndo pode justificar a sua existén-
cia, a Industria ndo pode legitimar os seus lucros,
sendo na medida em que, factores essenciais da eco-
nomia da Nacdo, se tornem elementos activos e cons-
cientes de uma elevacdo do nivel de vida do povo
portugués.

MATEMATICO

MOVIMENTO MATEMATICO ESPANHOL — I

A («azeta de Matematica insere no presente nimero algumas noticias que dardo aos seus
leitores uma ideia do movimento matematico espanhol contemporaneo.
Indicam-se no n.° 19 alguns dos cursos que durante o ano 1943-44 se realizaram em
varias institui¢des cientificas de Madrid. Esperamos poder nos nimeros seguintes relatar
0 movimento matematico de outros centros culturais de Espanha. Devem-se ao Prof.
Dr. Sixto Rios, nosso colaborador em Madrid, as informacdes que incluimos.

Fundamentos feéricos de la homogeneidad y semejanza en Fisica y en Aerodinamica
Curso explicado en la Catedra de Fisica de la Fundaciéon Conde de Cartagena por el Profesor R. San Juan

Aplicacion de las aproximaciones diofanticas a la
resolucion de la ecuacion funcional f(x+y)=f(x) +
+I(y)- Casos particulares de Cauchy, Darboux y
Key Pastor. Espacio vectorial do los nimeros reales
sobre el cuerpo de los niumeros racionales ; soluciones
discontinuas. Ecuacién k f (@ + y)=f (x) +/(y) *
Ecuacion, kef (x ey) =f (X) *f (y) . Ecuaciones fun-
cionales con varias variables ; estudio de todos los
tipos anteriores con varias variables. Generalizacion
para campos abstractos formados por grupos con la
n* parte de cada elemento.

La nocion de homogeidad en Fisica y en Analisis
Matematico. Funciones homogéneas generalizadas ;
condicional e incondicionalmente homogéneas. Expre-
sion general de la funciones condicionalmente homo-
géneas con ecuaciones de condieién, monomias. Critica
de los resultados.

Teorema fundamental sobre la homogeneidad de una
funcién cuyos valores forman grupo aditivo abeliano
con la n* parte de cada elemento y cuyas relaciones de
igualdad y suma se conservan invariantes al multi-
plicar las variables por factores independientes o |i -
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gados. Casos particulares de funciones continuas o
monotonas. Generalization de la teoria para eirerpos
abstractos ordenados.

Constantes caracteristicas y constantes universales;
la parto abstracta y la de ciéncia natural contenida
en Fisica. Expresion general de las magnitudes esca-
lares derivadas. Grupos de los factores de transforma-
tion fondamentales de cada teoria fisica. Sistemas de
invariantes y sizygias. Analogia con el principio de
Cayley-Klein. Nocion generalizada de sistemas acor-
des ; su tipo mas amplio ; permanéncias de las regias
para sus cambios, interpretacion de los coeficientes
parasitos como medidas sin dimension.

Sistemas semejantes ; interpretacion de los factores
de transformation como razones de semejanza ; facto-
res de forma; semejanza cinemdtica y dindmica cla-
sica y relativista; ley de Newton. Condiciones inicia-
les suficientes de semejanza. Sistemas semejantes con
cantidades comunes ; numero méaximo de constantes
universales en cada teoria fisica ; incompatibilidad de
la semejanza real ; Sistema de Planck ; constante de
Sommerfeld ; leyes de Wien. Modelos navales vy
aéreos ; analisis de las magnitudes comunes eu los
ensayos.

Teorema de (A. Vascliy-E. Buckingham) : Su de-
mostracion rigurosa en el caso general de factores de
forma. Método dimensional ; determination de la fun-
cion caracteristica y eficacia dei método. Obtencidn
sistematica de los productos cero dimensionales inde-
pendientes. Aplicaciones aerodindmicas; leyes de Ma-
riotte-Newton ; Reynolds-Iteyleyeh ; Reech-Froude ;
Darrieus; Carminchel-Escarde-Ricaud; Sarrau-Beirs-
ton-Brooth, etc. Estidio con la temperatura. Aplica-
ciones fisicas a las leyes de Stefan Wien, Kirchhoff,
etc. Critica de las teorias de Straneo y de la escuela
norteamericana. Influencia de los factores de formaen
el paso de las teorias clasicas a la relativistay de
Planck. Interpretacion de los coeficientes parasitos
como factores de forma.

UEMM
Circulo de Estudios Cientificos de Madrid

Con la colaboracion dei Instituto Jorge Juan de
Matematicas, y de la Sociedad Matematica Espanola,
se ha fundado el Centro de Kstudios Cientificos por
iniciativa dei Profesor José Oiiate. *

En la primera sesion dei Circulo, celebrada enDii-
ciembre de 1943, el Sr. Oiiate hizo un resimen de los
trabajos ya iniciados en el Centro de San Sebastian
(precursor de este), y publicados en su Revistay en
otras varias, ai objecto de rjue los circulistas pudiesen
seguir desarrollando tales trabajos, que serefieren,
entre otros, a los asuntos siguientes : Homologia corre-
lativa ; Representation en el Sistema de planos para-
lelos ; Soluciones infinitas de las ecuaciones ; Sucesi-
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vas ampliaciones dei tampo numérico ; Teoria de las
magnitudes y unidades fisicas, etc.

En las otras dos sesiones, celebradas en Febrero y
Marzo, se ha proseguido el estidio de las magnitudes
escalares y vectoriales, poniendo de manifiesto las
numerosas imperfecciones que se notan en los autores,
y tratando de corregirlas, ton un estGdio mas riguroso
de los asuntos.

El Profesor Sixto Rios, propuso un Tema de estl-
dio sobre intégrales de Stieltjes, del que se ha encar-
gado un alumno becario dei Instituto Jorge Juan.

De un modo general, las finalidades dei Circulo son
estimular la aficion cientifica y el trabajo personal
entre los jovenes alumnos y exalumnos de las Facul-
tados dc Ciéncias y Estuelas Especiales, proponien-
doles temas adecuados, sobre Matematica principal-
mente escolastica, y sus aplicaciones; y al mismo
tiempo, contribuir al perfeccionamiento légico y didac-
tico de numerosas cuestiones cientificas, de las que
tienen que ensenar en sus tlases los Profesores de las
Ensenanzas Superior y Media.

iiviinri

Universidad de Madrid

Ha sido treado el Seminario de estidio» superiora*
de Fisica y Matematica dependiente de la Facultad
de Ciéncias de Madrid. Esté& dirigido por cl Prof. E.
‘ferradas y forman parte dei mismo los Profs. J. Pa-
lacios, R. San Juan, R. P. Rafael, Sixto Rios, J. Balta
y E. Roman. Celebra un coléquio mensual, dedican-
dose actualmente a trabajos iniciados por el Prof. E.
Terradas sobre Fundamentos de la Teoria de la Elas-
ticidad.

vrnwm

Consejo Superior de InvesHgaciones Cientificas

En el Instituto Jorge Juan de Matematicas el Prof.
T. R. Bachiller explica un tursillo sobre Topologia
combinatoria.

El Prof. S. Rios dirige un seminario sobre el pro-
blema de la reordenacion de series funciotuxlet y sus

aplicaciones.
PMMB

Representacion analitica de funciones

indice dei curso que explica el Prof. Sixto Rios
en la Catedra de Matematicas de la Fundacion Conde
< Cartagena de la R. Academia de Ciéncias :

Funciones analiticas. —Desarrollos en series de fun-
ciones rationales y polindmios.—Métodos de surna-
cion.—Series de facultades, de Dirichlet, de Lambert,
etc.—Sueesioiies de funciones analiticas. —Problema
general de la representacion de funciones analiticas.
—Relacién con la prolongacion analitica.

Funciones reales. —Aproximacion lineal de funcio-
nes.—Convergéncia en media.—Series ortogonales.—
Sistemas completos y cerrados.—Espacio de Hilbert.
—Desarrollos -de Legendre, Tschebyseheff, Haar, etc.
—Convergéncia y sumabilidad.

Problema general de la representacion analitica de
funciones reales.
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CENTRO DEESTUDOS DE MATEMATICA APLICADOS A ECONOMIA
Curso elementar de Diferentes Finitas

A conviteria «Sociedade Portuguesa de Matematica»
e do «Centro de Estudos de Matematica Aplicados a
Economia» realizou em principios de Fevereiro o
Sr. Doutor Carlos A. Fernandes Carvalho no Instituto
Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras um
conjunto de licdes subordinadas ao titulo acima.

Damos uma resenha dos assuntos tratados :

1.* lichio—Diferencas de uma funcdo. Os operadores
4 e E. Suas propriedades. Calculo simbdlico.

2.* licdo —Funcdes factoriais. Seu emprégo na de-
terminacdo dasdiferencas deum polindmio.

A andloga da formula de Leibnitz. Diferencas de
zero. Aplicacbes das diferengas de zero.

3.*licdo —Interpolacdo. A formula de interpolagéo
polinomial de Newton. Diferencas divididas. Formula
geral de interpolacdo de Newtonj o termo do resto.

Subdivisédo de intervalos.

Formula de interpolagdo polinomial de Lagrange.
Processos de obtencdo de outras formulas de interpo-

lacdo usando, como exemplo, as formulas em zig zag
de Gauss de diferencas centrais.

4.* licdo—O operador A™*. O problema da somagéo
ou odadeterminacdo dassolugbes daequacdo asdi-
*erencas Af(x)=*(x). A determinacdo de soma de
séries ; exemplos. Somacgao por partes. Outros métodos
de somacdo utilizando o calculo simbélico. Equac0es
as diferencas : consideragfes gerais e comparagdo com
as equacdes diferenciais usando a equacdo linear de
ordem n de coeficientes constantes.

5.*licido—Derivacdo numérica. Arelagdo simbdlica
1+AE Derivagdo sucessiva.

Integracdo numérica : o problema geral, a formula
de Euler—Maclaurin e a formula de Lubbock. Outras
aplicagbes da férmula de Euler—Maclaurin.

No final de cada licdo eram distribuidas aos ouvin-
tes listas de exercicios propostos cuja resolucao era
apresentada resumidamente nasessdo seguinte.

Curso de Complementos de Analise

Como foi indicado no n.° 18 da «Gazeta de Mate-
matica» realizou-se durante éste ano lectivo no Ins-
tituto de Ciéncias Econémicas e Financeiras um curso
sobre certos capitulos de Analise Matematica. Damos
adiante aindicagdo dos assuntos tratados bem como
dos respectivos expositores.

FUNCOES r E (3 SISTEMAS ORTOGONAIS, pelo Professor
Bento Caraga.

A funcdo I"—1) definicdo dafungdo r por um inte-
gral euleriano de 2.* espécie e por um produtoinfinito
(Weierstrass). Identidade das duas definicdes. 2) Pro-
priedades e aplicagdes.

A funcdo (5—1) Definicao. 2) Propriedades ; relacdes
com a funcdo r ; aplicagdes.

Funcbes ortogonais (elementos) — 1) Definicdes ;
sistemas de funcdes ortogonais e normais ; sistemas
completos 2) Ortogonalizagdo. 3) Desenvolvimento
duma funcdo em relacdo a umsistema ortogonal e
normal.

POLINOMIOS DE LEGENDIIE E DE HEKHITE, pelo Assis-
tente A. da Costa Miranda.

Dando continuidade as licdes feitas pelo Professor
Dr. Bento Caraca sobre sistemas ortogonais, mostrou-se
como os Polinémios de Legendre e de Hermite se podem
obter, a menos de certos factores independentes da
variavel, por ortogonalizagdo dos sistemas [U,—ai*]

[no intervalo (—1,4-1)] e[V,,=k*x"v/e-*""] [noin-
tervalo (-00,4-00)j, respectivamente.

Definidos aqueles polindmios por esta via, foram
estudadas : Propriedades —valores numéricos essen-
ciais—Equacdo diferencial e suaaplicacdo ao célculo
dos coeficientes—Fo6rmulas de recorréncia—desenvol-
vimento de um polinémio inteiro em x em polindmios
de Legendre ou de Hermite—Ilegitimidade do desen-
volvimento de uma fun¢do em série de polindmios de
Legendre ou de Hermite.

Polindmios Q,,(xX)—No caso de a variavel n&o ser
continua, mostraram-se as condi¢des a que devem sa-
tisfazer polinémios Q,, (x) para que a,Q,(ai)-fa,Q,(x) +
-i - fa,Q,(x) represente, tdo aproximadamente quanto
possivel, umafungdo f(x) de que sdo conhecidos os
valores f(x,,), f(x,),..., f(x,)(m>n) e por forma que
os coeficientes a-, sejam independentes do nimero de
polinémios utilizados.

No caso particular de os argumentos X, variarem
em progressdo aritmética, apresentou-se a expressdo
dos polinémios Q,,(x) e deduziram-se as propriedades
e relacbes fundamentais. Na hipotese de a diferenca
dos argumentos tender para zero, mostrou-se que estes
polinémios coincidem com os polinémios de Legendre.

Polindmios G,,(x) —Quando avaridvel x toma valores
inteiros compreendidos entre —00 e+ 00, os polindmios
de Hermite podem ser substituidos por polindmios
G,,(x) de que se apresentaram a expressdo geral e as
propriedades fundamentais.
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INTERPOLACAO, pelo Assistente O. Morbey Rodrigues,

1. Representacdo aproximada duma lei empirica
por uma soma trigonométrica de ordem p.

2. Método de Prony para a interpolacdo por meio
de exponenciais.

INTERPOLAGAQ, pelo Assistente J. Remy Freire.

1) Problema da derivagcdo numérica : a) Caso em
que os valores conhecidos constituem progressdo ari-
tmética ; b) Caso geral.

2) Problema da integracdo numérica : a) Férmula
de Euler—Maclaurin ; b) Férmula de Gregory.

3) Problema da somacdo: a) Férmula de Woolhouse;
b) Férmula de Lubbock.

4) Resolucdo numérica das equacdes diferenciais
ordinarias : Método de Adams, sua aplicagdo as
equacdes do 1.° grau, justificacdo da aplicacdo do
método as equacdes de qualquer grau.

GAZETA DE MATEMATICA

EQUACOES INTEGRAIS, pelo Professor A.de Mira Fer-
nandes.

) Equacdo de Fredholm —Forma limite dum sis-
tema de equacdes lineares — Analise de Fredholm —
Expressdo da resolvente como funcdo moromorfa de <

II) Sistema completo de funcdes caracteristicas —
Género dum parametro — Solu¢do da equagdo homo-
génea e da ndo homogénea de 2." espécie.

II) Teoria de Volterra— Nucleo resolvente — For-
mula de Liouville-Neumann—Reciprocidade —
Nducleos iterados.

IV) Ndcleos simétricos — Teorema de Hilbert -
Schmidt — Propriedades dos valores préprios — Teo-
rema de Hilbert - Mercer — Série de Fredholm—Re-
ducdo do caso geral ao caso simétrico—Equacdo dei
primeira espécie de Volterra—Relagdes com a equagao
diferencial linear.

JUNTA DE INVESTIGAGAO MATEMATICA

Por lamentavel esquecimento ndo foi citada no
n.° 18 da nossa revista a adesdo a Junta de Investi-
gacdo Matematica, logo ap6s a sua creacdo, de Ar-
mando Gibert, Augusto Sa da Costa e Hugo B. Ribeiro,

CENTRO DE ESTUDOS

Além das habituais reunides do Centro onde se
expdem e discutem os resultados obtidos nos tra-
balhos em curso, realizou em fins de Maio o Prof.
A. Proca trés conferéncias subordinados aos titulos
seguintes :

1) Sur la notion de particule élémentaire, consti-

MATEMATICAS
EXAMES DE APTIDAO AS

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto—
2 de Agosto de 1943. — Ponto n.° 2.

1708 — Dé a forma de um polinémio ordenado, de
coeficientes inteiros, igualado a 0, a equacdo
(x/3 +2)3=(0;-1/3)2-(5JC-1)/6 .
3 2 2 15

1
R: +-X"+4x+ 8= X° xH X + - donde
57 73" 379 67 G
11 139
sH = ¢0 ou 2x3-18x"'+297x+417=0.
27 3 2 18

1709 — Determine os valores de m que tornem po-
sitivo, para qualquer valor de x, o itrinémio
(«i-la;2+ (i«+ 1)x-3.

bolseiros do L A. C. em Zurich. No préximo ndmero
da Gazeta seré relatada detalhadamente a actividade
da Junta bem como a do Centro de Estudos Matema-
ticos do Porto.

DE FiSICA DA F. C. L.

tuant ultime de la matiere. 2) Sur une nouvelle par-
ticule élémentaire. 3) Quelques remarques sur la
notion de temps physique.

Sdo de notar a elegéncia e clareza de exposigdo
e a elevacdo com que foram tratados os assuntos
indicados.

ELEMENTARES

ESCOLAS SUPERIORES [19431

R : Devendo ser positivo o coeficiente do 1." termo e ima-
ginarias  as raizes do trindbmio, m deve satisfazer as
condicBes seguintes: m>1 e (m+1)*+12(m—1)<0.
Destas relagoes deduz-se que o problema nao tem solugéo.

1710 — Defina cone, tronco de cone e cone recto de
base circular.

1711 —Determine por logarimos, cora 5 algarismos
decimais e com a aproximacdo que estespermitirem,
os valores de a que satisfazem a equacéo

see®a=0,34562xsen 133» 22' 20" .
R : Como & \0,34562xsen 133°22'20"|< 1, o pro-
blema é impossivel.
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. ~ 2743
—p. Como verifica qual das fraccoes e
2225

1712

2753 ., Lo
¢ maior, atendendo a uma relagdo simples a que
éatisfazem 0s seus termos? R: e >
2225 2235
a unidade diminue, quando a am-
0 mesmo nuamero, Com efeito,

porque

uma frac¢do superior
bos os termos se junta
a+ «Ma '

< — quando ab < aa ou b< a.
b-f-ff. b

1713 — Defina arranjosde 4 objectos, 3 a 3. Forme
estes arranjos com as 4 primeiras letras do alfabeto e
verifique o seu nimero pela férmula respectiva.

1714 — Escreva o 3.° térmo do desenvolvimento de
(1/3.0\Jx +a')° e simplifique-o.
R:T,= ga—z’\n ’\)‘:—axv/xt..

1715 — jJEm que consistem os métodos geométricos
do problema inverso e das figuras semelhantes? Apli-
que-os a resolucdo do seguinte problema : Sendo dadas
sObre o plano trés rectas que se cortam e uma circun-
feréncia, inscreva nesta um triangulo com os lados pa-
ralelos aquelas. R : Circunscrevendo uma circunferéncia
ao triangulo [A'B' C] , determinado pelas 3 rectas,
basta construir o triangulo [ABC], inscrito na circun-
feréncia dada e homotético de [A'B' C] em relacdo a C
(centro de homotetia directa das duas  circunferéncias).
Poderiamos  obter uma outra solugdo considerando o
centro de homotetia inversa.

Solugbes dos n.°" 1708 a 1715 de F. RoldSo Dias Agudo,
aluno do 1.°ano da Faculdade de Ciéncias de Lisboa.

Licenciatura em Ciéncias Geogréaficas— Outubro de 1943

— Ponto n.° 2.

1716 — Diga quando é que a equagao px+qy=r
ndo admite solugdes inteiras e quando é que as admite.
R : Nao admite se p e g ndo sendo primos entre si 0 seu
m. d. c. ndo dividir r. E admite solugbes inteiras se
p e q forem primos entre si ou quando o ndo forem o
seu m. d. c. for divisor de r.

1717 — Qual é a condicdo necessaria e suficiente
para que as fraccOes a/b e ab/d sejam iguais?
R: ad=ab" ou d= b".

1718 — Imagine um cone de revolucdo. Corte-o por
um plano paralelo & base e que passe pelo meio da
geratriz. Diga qual é a relacdo entre a &rea do cone
e a do tronco. R : O enunciado e'pouco rreciso. A rela-
cdo que pede diz respeito ao cone primitivo e tronco
obtido pela truncatura, ou ao cone e tronco em que se
decompde o cone inicial ? No primeiro caso serd : Area
do cone irr (g+r) se forem geia geratriz e o raio da
base do cone. A érea do tronco & «r (g+r)—irrg/4+
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+irr’/4=irr (3g+5r)/4 e a razdo e ret(g+r) : (3g +
+5r)/4=4 (g+r):(3g+5r) . No segundo caso como a
area do cone menor é ur (g+r)/4 vira irr(g+r)/4:
*r (3g+5r)/4=(g+r) : (3g+5r) .

Solucgdes dos n.°* 1716 a 1718 de J. da Silva Paulo.

Instituto Superior de Agronomia— 9 de Outubro de 1943

— Ponto n.° 2.

|

1719 — Um lavrador vendeu 30 hectolitros de ce-
reais (trigo e aveia) por 1.890100. O preco total do
trigo foi 0 mesmo que o preco total da aveiae o preco
de cada hectolitro de trigo excedeu em 60100 o preco
de cada hectolitro de aveia. ® Quantos hectolitros de
cada cereal vendeu e quais os precos de venda do
hectolitro de cada um dos cereais? R : Designando  por
X 0 numero de hectotitros de trigo vendido e por Y o
preco em Escudos de cada hectolitro de trigo, o ndmero
de hectolitros de aveia serd& 30—X, e o pre¢o de cada
hectolitro de aveia Y—60 Escudos. Como os valores
vendidos sdo iguais, temos: XY=(30—X) (Y —60) =
=1890/2. Por substituicdo chega-se a equacdo : 2X° —
— 123X + 945 = O. Das duas solugbes s6 uma € apro-
veitavel, que é X=9 e portanto Y =105 Escudos. O la-
vrador tinha portanto vendido 9 Hectolitros de trigo
a Escudos 105#00 e 21 Hectolitros de Aveia a Escudos
45]00.

1720 — Escreva e simplifique o antepenultimo

térmo do desenvolvimento de \I\/ —_—4 .
M a V yla)

R: Como sabemos, no desenvolvimentoo de (X—A)", se

chamarmos T, ao termo que é precediddo por n termos e

T.= (») A" X Neste caso Mg T = Q

r\2 1L x (I»™ x Vv«
91 2111 a

Va' - 5 a

1721—Dada a equacao xZ+px—2g=0, determine a
relacdo que deve existir entre p e q para que a razéo

entre as raizes seja 2/3 . R : Se designarmos por X'
X 2

e X" as raizes da equagdo, temos: —=-> X' + X" «
x" 3

= — p, e x' x" = — 2q donde, por eliminacdo de

x' e x", 3p°+25q=0. Se p e q forem reais e verifi-
carem estd relagdo (para o que tem de ser q <" O) , as
raizes serdo reais pois o descriminante da equacdo serd
positivo, como facilmente se verifica.

I

1722 — Um dos catetos de um tridngulo rectangulo
mede 12,675m e o raio da circunferéncia circunscrita
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ao tridngulo mede 10,143 m . Calcule o menor angulo
interno do tridngulo. (Utilize logaritmos). R : De-
signando por a o angulo oposto ao catéto dado, e
atendendo a que a hipotenusa é o diametro do circulo
12,675 .
temos: sen a= 2x10.143 Aplicando  loga
ritmos vem: log sen *=log. 12,675+ eolog. 20,286 =
=1, 795754 e «=38» 40' 9" .

1723 — Calcule o angulo a do 4.° quadrante tal
que cologV """ «= 0,040209. (Utilize logaritmos).
R : Atendendo a definicdo de cologaritmo, vem :

lop Vcos® a = 1959791 mas log. ® y/cos- a

- XI1,959791 -
2

circunscrito,

= - log. cos a logo, log. cos a =
3

1,9396865 donde o! = 29» 30" 8,6" ou, finalmente, a =
= 360»-a, = 330° 29' 51", 4.

1724—Determine os angulos x compreendidos entre
Oe2ir radianos que verificama igualdade tg(x + ir/3) =
= cotg (ir/2—3x). R: E cotg. (ir/2—3x)=tg. 3x por
nerem complementares os angulos. Entdo fica tg. (T/2 +
+x)=tg. 3x o que implica os dois &ngulos difir irem

de Kir radianos (K inteiro). Entdo 3x —(ir/3-f-x) = Kir
T K+1

donde x=ir /3K+1\)E terd de ser 0 < ir (/3 " I\
{ e [ V e ;

<2ir donde —I1/3<K<I1/3 ex=ir/6, 2ir/3, 7ir/6,5ir/3-

IH
1725 — Calcule o raio interior de um tubo ci-
lindrico de vidro que, vazio, pesa 90 gramas e pesa
247 gramas quando se lhe introduz uma coluna de
8 centimetros de mercdrio. (Densidade do mercurio :
13,6 ;ir= 3,14). R: Peso do mercdrio : 247 - 90=157 gr.
157 i
cc. Como a coluna 8 cm.
13,6 i

de altura, vem:8irR’ = P 2\ 8x3,14x13,6
Aplicando logaritmos, vem R = 0,6779\gm,

1726 —Demonstre que em qualquer tridngulo rectan-
gulo o diametro do circulo inscrito é igual ao excesso
da soma dos catetos sobre a hipotenusa. R : Seja
[A B C] com A=90° o triangulo dado, E, P e D os
pontos de tangencia com a hipotenusa e os catetos AB
« AC respectivamente, e 0 o centro da circunferéncia
inscrita. Da figura: BE=BP, EC = DC (tangentes
tiradas do mesmo ponto). Logo, BP+DC=BTi+-EC==BG
E como [APOD] e um quadrado, AP +AD, que é 0 ex-
cesso de que se fala, c igual a PO + OD, que éo valor
do diametro.

Solugdes dos n.'™ 1719 a 1726 de José M. S. Arriaga e Cunha,
aluno do 1» ano do Instituto Superior de Agronomia.

Volume do mercurio :
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Instituto Superior de Ciéncias Econémicas e Financeiras
2 de Agosto de 1943. — Ponto n.° 2.

ARITMETICA

1727 — Decomposi¢do em factores primos ; proprie-
dades e aplicacdes. Dada a decomposicdo em factores
primos do nimero n: n=p“eq r° estude a maneira
como varia o nimero de divisores quando n se multi-
plica por glp . R : Representemos por Nj e N, respecti-
vamente, 0 nimero de divisores de ne de neqg/p=p" "
.gb+i.,* gfr portanto: Nj= (a+l) (b+ 1) (c+l1)
e N,=a(+2) (c--1) . O ndamero de divisores de n
variou, em valor absoluto, de \Nj—N, |[=|c+ 1) (ab +
4-a+b+1-ab-2a)|=|(c+l) *(b-a +1)].

ALGEBRA

1728 — Determine os valores reais de X para o0s
quais é real a fungdo y=\/(x —I1) (x—2) (x—3) .
R : Os valores reais de x para os quais y e real, séo os
valores reais de x que tornem (x—1) (x—2) (x—3) >0.
Estudando o sinal déstie. produto para os valores :
x<Il, l<x<2, 2<x<3 e x>3 concluiremos
que apenas satisfazem os valores x>3 e I<x<2.

CALCULO NUMERICO

1729 — Calcule a area da corb6a circular limi-
tada pelas circunferén-
cias inscrita e circuns-
crita a um octégono
regular de lado 18,31
metros. R : Pela figura

junta, vé-se que c: S =
= ir(R* - r) = «1/4
em que R = OA,r =
= OP e | = AB.

Portanto: S=ir (18,31)/4->log S=2log 18,31 +logx+
-feolog 4= 2 +1,26269+0,49715 +1,39794=2,42047
-* S$=263,31m".

GEOMETRIA PLAMA

1730 — Dado um triangulo rectangulo de catetos
bec, localizar sobre a hipotenusa um ponto M tal
que, tirando de M perpendiculares para os catetos, o
rectangulo obtido tenha 4rea dada s. Discussdo.
R : Considere-se um triangulo rectangulo em A e de
hipotenusa B C . Seja M um pontosobre BC, P e Q os
pés das perpendiculares baixadas de M respectivamente
sobre CA=Db e AB=c. Facamos MP=x, MQ=y.
Sera pois, xy =S. Da semelhanca dos triangulos
[CPM] e [CAB], b/c=(b-y)/x-»bx + cy-bc=0.
Da primeira equacdo vem 'y = s/Xx que substi-
tuido na segunda conduz, a bx*—bex + ¢S =0,
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donde x=bc*|/b»e'-4bcS _~ ,,., ... ... _

—> S < bc/4 haverd dois pontos M satisfazendo ao pro-
blema (duas raizes reais e distintas em x, por se ler a
soma e o produto das raizes positivas). Se b"e—

—4bcS = 0-<- S=bc/4 haverda Umséponto M que satis-
faz ao problema. N&o existem solugdes guando b*c—
-4beS<0” S>bc/4.

GEOMETRIA NO ESPACO

1731 —a) Superficies prisméatica e piramidal ; defi-
nicdes e propriedades mais importantes.

1732—bh) E dada uma esfera de raio r e nela inscre-
ve-se um cone circular recto cuja altura é dupla
do didmetro da base; calcule a area e o volume
désse cone e a area da seccdo nele produzida por
um plano passando pelo centro da esfera e para-
lelo a base do cone. R: Chamemos O o centro da
esfera, A o vértice do cone cinndar recto nela inscrito,
cujo diametro da base e BC e de altura AH=2BC.

Terse-d&: AH=r+ OH=2BC e r*-OTF=BC/4
T*+X*+2TX , -

ou: r’—x-= 16 (fazendo  OH=x), donde

17x*+2rx —15r°=0 -+ x=15r/17 e x=—r  (solucdo

sem interesse).  Serd portanto, AH=32r/17 ; BH =

MATEMATICAS

CONCURSO PARA ACTUARIO DO

Publicam-se seguidamente os problemas saidos nas
provas de matematica bem como as suas solugdes.

Observa-se que nas solugdes publicadas se usam
apenas os conhecimentos correspondentes ao programa
do concurso publicado na «Gazeta de Matematica».

I.* prova — 24 de Marco de 1944

1.°— Prove que as curvas definidas pela equagéo :
f (x,y)=k, onde para cada curva k & constante, ndo
se cruzam.

Supondo as coordenadas referidas a um sistema de
eixos rectangulares e considerando :

f(x,y)= (x*+il*-1) (4x»-47-|-1)

determine a curva que separa as regides do plano
para as quais_k > 0 das regides nas quais k< 0.

Indique o tracado aproximado de tal curva e, no
desenho assim executado, marque por meio de sinais
+ ++ e as regides do plano para as quais
respectivamente é k>0 e é k<0, apresentando a
correspondente justificacao.
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= BC/2 =8r/l17 ¢ AB=/AH'+ BH'=8V17 «r/17.
Sendo R o raio da base, g a ¢/eratriz e h a altura dum
cone circular recto, sabemos ser: a) area total,

S=*R (g+R) =r *8r/17  (8«/i7r/17 + 8r/17) =
= 64(1l+vT-)«*/289;
b) volume, V=1/3 «R"h=2048irr'/14 .739.
A seccdo produzida no cone por um plano passando
pelo centro da esfera e paralelo a sua base, e'mua cir-
cunferéncia. Estas duas circunferéncias séo homote'licas,

de razdo de homotetia AH/AO=32/17 . E assim,
Si/Sj=(32/17)* sendo Sj e Sj respectivamente as areas
dos dois circulos, base do cone e seccdo plana, donde,

TKKIONOMETKIA

(cos'a—sen* a)’ .
— em funcédo de
cos' «+sen'a

sen 2a. R : A expressdo dada pode cscrever-se :

1733 —Exprima

(cos® a-fsen® a)’ (cos’a—sen*® a)*
(cos*a+sen’® a)>—2 sen® acos’a
_ (1-sen® 2a)’* 2 (1-sen® 2a)*
sen- 2a 2—sen’2a
: 2
Solucgdes dos n.°« 1727 a 1753 de O. Morbey Rodrigues.

SUPERIORES

INSTITUTO NACIONAL DE TRABALHO

Tendo em atencdo o desenho executado indique a
posicdo dos pontos em que degeneraram certos ramos
das curvas para valores especiais de k completando,
quando for necessario, a determinagdo da sua posigdo
pela teoria dos maximos e minimos aplicada a fungdes
reais de uma variavel real. Apresente a configuracao
aproximada de uma curva que nao contenha pontos
isolados a qual corresponda um valor negativo de k.

Deduza a equagdo diferencial a que satisfazem
todas as curvas e verifique oresultado por integracéo.

Solucdo—Se duas das curvas f(x,y)=ke f(xy) =Kk
tivessem um ponto comum ter-se-ia : f(xi,yi)=ki
e f(x,,y,)=k, donde ki=k, e as curvas nao seriam
distintas.

A curva que separa as regides do plano para as
quais k> 0 daquelas nas quais k<0, é:
(x*-)-"*—1) (4x"—4~+1) =0, atendendo a continui-
dade de/ (x,y) .

Tal curva é portanto constituida por uma circun-
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feréncia de centro na origem e de raio unidade e por

uma hipérbole, como a figura indica.
No interior da circunferéncia tem-se

e, portanto, no exterior x*+y-—1 > 0.

X+y'—1<0

Na regido do plano compreendida entre os doi*
ramos da hipérbole tem-se 4x*—4j/*-fl > 0 (repare-
-se que na origem 4X'—4?/*-(-1=1) ,

Da combinacdo dos sinais dos dois factores resulta
que nas regides A, D e E se tem k< O ; nas regides
B, C, FeGsetem Kk>0.

Como as curvas se ndo cruzam, e / (x,y) € uma
funcdo continua, nas regidbes B e C havera ramos de
curvas fechados no interior de cada um dos quais
existirdo os ramos nas mesmas condigdes e correspon-
dentes aos valores de k superiores ao valor especial
de k correspondente ao ramo considerado. Nestas con-
dicdes havera, atendendo ao que sucede nas regides
F e G e ao facto de uma recta paralela ao eixo dos XX
ndo cortar cada curva em mais de quatro pontos, dois
ramos nas regides B e C que degeneram em pontos
isolados. Tais pontos estardo evidentemente situados
no eixo dos YY' e a sua determinacdo serad feita pro-
curando os valores de y que tornam maxima a funcéo:
k(y)=/(0,y), 0 que conduz a y\= O (origem),

N=1/5/8, 2/3=-/5/8.

A origem corresponde efectivamente a um minimo
e, para o estudo do caso especial correspondente a
esta posicédo, repare-se que a configuragdo aproximada
de uma curva a que corresponde um valor de k nega-
tivo estd indicada na figura. Todas as curvas para
as quais € t <0, passam por quatro maximos e qua-
tro minimos situados s6bre as ordenadas que corres-
pondem aos pontos de intersec¢do da hipérbole com a

GAZETA DE MATEMATICA

circunferéncia e ainda por dois maximos e dois mini-
mos situados sbbre YY'.

A origem é um ponto duplo da curva que por ela
passa e que corresponde a k=— 1 e os dois ramos da
curva tém neste ponto comotangente o eixos dos XX'.
Isto faz supor que para valores de k inferioresa —1
as curvas situadas na regido A se decompdem em dois
ramos fechados separados e que portanto havera pon-
tos isolados sdbre o eixo dos XX* que correspondem
a minimos de k, minimos cujo valor devera ser infe-
riora—1.

Efectivamente a funcdo k (x) =f (x,0) passa por
minimoB para x=+t/3/8 que, é interessante notar,
corresponde a pontos situados sbébre as duas ordena-
das acima indicadas e onde, para cada uma das quais,
estdo situados dois méaximos e dois minimos para as
restantes curvas a que corresponde k< O. O valor mi-
nimo de k é —25/16 inferior a —1 como previsto.
A origem é também solugdo de k' (x)=0, fornecendo
todavia um méaximo, o que podia ser facilmente expli-
cado, i

Para se obter a equacdo diferencial a que satisfa-
zem tddas as curvas bastara derivar ambos os mem-
bros da equagcdo (as+ y-—1) (4a;—4j/'+ 1)= Kk em
ordem a Xx.

Obter-se-a : 8x~—Sx-8y’y’  + 5yy'=0

A integracdo de tal equacdo é imediata pois que,
por separagdo de varidveis, se tem: (8y—>5y)dy=
— (8a;) — 3a;) dx . Integrando vem: 4y* —5j/'—ix* +
+3x*=e, istoé, (x*+j/'—I)(4ar-43/*+1) = —c—I=i,
fazendo —e—I=t, como se pretendia mostrar.

2.° — Escolhe-se um numero real maiordo que 1 ao
acaso.
Convenciona-se que a probabilidade de tal nimero

ficar compreendido entre x e x+dx é dx
X

Justifique a legitimidade de tal convencéo.

Calcule a probabilidade de que, escolhendo nas mes-
mas condicdes dois nimeros, a sua diferenca seja infe-
rior a a, e indique o seu valor limite para a->o00.
Explique o resultado.

Calcule, sem o emprégo de tabelas, com érro infe-
rior a uma milésima o valor numérico daquela pro-
babilidade para a=0, i .

" Solugdo : A legitimidade da convencdo resulta de
I odx
se ter ‘i/ =° 1. Sejam x ey os dois nimeros.

A probabilidade de que tais nimeros fiquem com-
preendidos entre X e x+dx ey e y+dy é
dx dy
dP — 2 —— notando-se que o factor 2 é empregado
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para permitir supor sempre no raciocinio que y > Xx.
A probabilidade pedida seré :

i [* dx dy 2 2

@1 P@=2/ 1 ---F=1-- +-log(l+a).
J J x*vyi a a’
f

Quando a -*oo tem-se — 0. Portanto

a

limP(a)=1. Tal resultado é explicado pelo facto

&* 00
de, quaisquer que sejam os dois nimeros, ser sempre
satisfeita a condicdo do enunciado. Fazendo em (1)
a=0,l vem: P=1-20+200 log(1-r0,1).

a> a a*

Ora log(l+a)=a——+ ———H (H<1) sendo
0 érro cometido, desprezando os termos da série a
partir duma certa ordem, inferior ao valor absoluto
do primeiro termo desprezado.

Entdo deveréater-se: 200a"/?i<10-"ou a"/n<10-°/2-
Ora aV5=10-5/5<10-*/2 e a*/4=10-"/4=10-5/0,4 >
> 10-°/2. Portanto h& que considerar os termos do
desenvolvimento até a'/4 .

Efectuadas as operacdes obtem-se P (0,1)=0,062.

2.* prova— 25 de Marco de 1944

1." — Sabe-se que as condi¢bes de Cauchy-Riemann
a que satisfazem certas funcdes de varidvel complexa

—f(xy) +iff(x,y) . Prove que a funcdo * {a)=¢'z"
satisfaz as condigbes enunciadas.

Sellgo a funcao

*(s>

Solugdo — Tem-se :
* (2)» e*"'(a; + iy)*=e" (cos y+i seny) (X'—y+2ixy).
Portanto
/= e [(x*—y') cosy—2xy seny];
ff = e [2xi/cos || + (x*—j/*) senj/]

oo &x (o 2/ —tyleeny) :

«0
"

j™ = e [2x cosy —- ¢/ sen y—2?/ sen

(x—7?/-) cosj/] —

\%
=/+e* (2xcos »—2i/seny) =«
Analogamente se verificaria que : » = —j je
2" —Um ponto P ¢ lancado ao acaso sdbre uma

semi-circunferéncia de diametro AU=2r, por forma
que é igualmente provavel a sua queda em qualquer
arco da semi-circunferéncia de comprimento constante.

Pede-se : a) — A probabilidade de que a area do
tridngulo [APB] seja superior a metade da &rea do
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triangulo [AP, B] a que corresponde a sua area ma-
xima ; b) O valor médio da &rea do triangulo [APB].

Solugdo — a) Como os triangulos [4PP] tém, qual-
quer que seja a posicdo de P, a mesma base, a
altura h de [APB] deve ser superior, para satisfazer
as condicdes do enunciado, ar/2.

Entdo o d&ngulo AOP, sendo O o centro da semi-
-circunferéncia, deve estar compreendido entre 30"
e 150°. Donde o valor da probabilidade pedida
120°/180» = 2,3.

b) Designando por 0 o dngulo ylOP tem-se que a
area do triangulo [M4PPj é 1/2 -2reh=r"sen6 e o

. d6 2r*
valor médio Sé: S _f r'sen 6 -

3.°— Sabe-se que y (x) € um polinémio do 3.° grau
em X, que toma os valores y,, y, e y. nos pontos a,
a-\h e a+3h. Sabendo-se que tal polinémio passa
por um ponto de inflexdo para x—a e por um maximo
para x=a+h, determine J/J expresso emy, e jli.

Solugéo Usando a notacdo das diferengas finitas
tem-se A‘D* = A'—A'H Para o ponto de inflexdo
ter-se-a4, como D-mO,

1) A*2/,=A"Y,,

visto o polindmio ser do terceiro grau.

/ AT AT\
(A——+ —)yi=0 ou

Para o maximo vem: Dyi=
/ AT AN i
(A-- +-1(@1+A1/0=0, isto é:

*n yo A Y,
2) > ~2 6~ '
visto o polinémio ser do 3." grau.
Substituindo em (2) o resultado dado por (1) vem;
®3) A'y,=A"'l/,=-3Ay,

Ora J/J=1/0+3A2/0+3A* J/0+A*ilo °*> utilizando a ex-
pressdo (3): J/j= Jo + SA¥O — 9AII0 — 3A2/,= 2b — 9A2/,=
=107/0-92/,.

4.°— Uma roleta M, estd dividida em k sectore?.
numerados de modo que a probabilidade de saida de
um namero seja I/k .

Um jogador aposta num dos nlimeros consecutiva-
mente até perder. Por cada vez, além da primeira,
que ganha recebe a quantia a . Pela primeira vez que
ganha nada recebe. O jogador joga nestas condicdes
sucessivamente nas roletas Rt, if3 e JR,, .

4 Qual deveria ser a sua entrada para que o jogo
tosse equitativo ?
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Solugdo — A esperanca matematica correspondente

a roleta fi, é: 1—1 hee | a= a, visto
* \lI-z i* J k(k-1) .
k> 1. A entradla tlotall sleré : Lo
E- — 4
may\ 12 + >4 H .
12 2-3 (n-1)nj

Para somar as n—1 parcelas contidas no colchete
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note-se <ue : ut = (x+1)<-". Logo-
x+1) x+2) T *
SR
° e .
P Xi_E 1-2 2-3 »—1)n
r 1 ~1~" «-1
o* = Portanto E—O
| '+1lo » «

Carlos A~F. Carvalho

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA

ALGEBRA SUPERIOR-MATEMATICAS GERAIS

F. C. L.—ALGEBRA—2.° Exame de frequéncia, 1942-43.
—cos (1—x)*

sen’ (x—I)*
aproximadamente a curva

1
1734 —Calcular I;l_rln

1735 — Tragar

yi-3x+2 L .
y indicando os maximos, minimos e as
(x-3)(x-5)

assintotas (Eixos rectangulares).

1736 — Achar a equacgédo geral dos circulos tangen-
tes na origem das coordenadas a recta i/=x (Eixos
rectangulares).

1737 — Existindo /' (x) em (a,b), pode/(x) ser
maxima ou minima num ponto onde f (x) se ndo
anule ?

1738 — Se a fungdo /(x) tem derivadas de tddas
as ordens no intervalo (—r,r), que é necessario e
suficiente para que a possamos desenvolver em série
de Mac-Laurin ? Conhece alguma condigdo suficiente
de imediata aplicagdo ?

1739 — Qual a equacdo da normal em M(ab) a
curva f(x,y)—0'f (Eixos rect.).

1740 — Que raz0es nos levam a considerar as assin-
totas como tangentes?

1741 — Enuncie alguma condicdo, a verificar por
fi (x,y) ou flj (x,2/) , que garanta a diferenciabilidade
de / (x,y) num ponto fixo M (a,b).

1742— Como desenvolver rapidamente em série
1/(2x-3)*?

1743— Conhece algum triangulo notavel na para-
bola?

'1744 — Como se iustifica arelagdo - <=1 +
4 3

I -1 ?

5 777

1745 «— Por que construcdo geométrica se deter-
mina, na elipse, o diametro conjugado com uma dada
direcgédo ?

1746 — Como se obtém as equagbes paramétricas
da elipse?

1747 — Achar o termo geral do desenvolvimento

em série de Mac-Laurin e indicar
o intervalo de convergéncia désse desenvolvimento.

1748 — Calcular a distancia D (h, m) do ponto
M (x, + A,/(xo+A) * recta y—/(X,)=m (x—X,,) O
~tD  (h,m)~
determinar m de form@ e | I=0.
L »F J«
F. C. L—MATEMATICAS GERAIS— 2.° Exame de frequén-
cia, 1942-43.

e * —. . C 0 s
1749 —Calcular o limite de y— parax=0-

4

2xe* + sen x 2e* « sen x/x

R: limy=Ilim =lim — =00 .
»-*0 X-VU 4 sen‘x cos X  «< 4 senx/x.sen’.\
1750 — Estudar a curva Xt

(méximos
x-1
minimos, inflexdes e assintotas). R: Para x> 1 c
y>0; para x<I|, y<0. Quamlo =<1, y—> +o00:x = |
éuma assintota. Para x=0 éy—O. Também limy/x =1
x=00
e lim(v—x)=1; arecta y=x+1 éportanto outra
assintota. Dey'=x (x—2)/(x—1I)* conclui-se que a fun-
céo é crescente cm (— 00,0), decrescénte cm (0,1) e (1,2V
e crescente denovo em (1,+ 00) ; tem portanto umma-
ximo para X =0 e um minimo para X=2, respectiva-
mente O e 4. De y"=2/(x—I)" conduise que para
x <1 a curva volta a sua concavidade no sentido Oy".
para x>1, nosentido Oy, equetem para x=1um
ponto de inflexdo impréprio. A curva é.uma hipérbole.
1751 —Achar a area da curva precedente no inter-

N —1+1
valo (2,3). R: Ponhu-se = —X +

x —1 x—1
Px*/(x-1)=x"/2 +x+ log(x-1>

1
+ 1+ —-1- Entao
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5y
fa dx = -2+ log2.

1752 — Achar a diferencial total de xe"+ 2ycosx
no ponto (n/2 ,0) . R : Pondo f(x,y)=xe»+ 2y cos X,
serd fi=e’—2y sen x, fl=xe'+2cos x e df=f,'dx +
+f~ dy oft dx-t-ir/2 «dy , no ponto indicado.

1753 — Conduzir pela origem uma perpendicular a
recta que passa pelos pontos (0,1) e (2,0). (Eixos
rectangulares). R: O coeficiente angular desta recta é
—1/2 . A recta pedida épois y=2x .

1754 — A que equacdo satisfazem as coordenadas
dos pontos da curva f(x,y)=0 onde a tangente é
paralela a Oyf (Eixos quaisquer). R: A equacdo yi= 00
of of

con — 4> o0 ¢
((y

B com 20
i com — ou
Isto e a Ox

Veja-se, por exemplo, y+IxN T-4= 0.

1755 —Como se dispdem os didmetros da pardbola?
R : S&o perpendiculares a directriz.

1756 — Que representa cada uma das equagoes
X*—2x+2/'=0 e x"—y'=3 a) em eixos rectangulares;
b) em eixos obliquos ? R : No plano : A 1." representa
a) uma circunferéncia, b) uma elipse ; a 2." representa

sempre uma hipérbole.
ficies cilindricas
directrizes
equagdes

No espago : Representam  super-
de geratrizes paralelas a zz' cujas
em xOy tém por equagdes, nésse plano, as
dadas.

1757 — Conhece alguma interpretagdo geométrica
da funcdo primitiva duma funcdo continua ? R : Seja
Pf (x)=F (x). Se em (a,b) f(x)> 0, e sealém disso
F (a =0, entdo F (b) é a é&rea limitada pela curva
y=f(x), oeixo dos xx e as perpendiculares a ésle eixo
nos pontos de abeissa a e b (eixos  rectangulares).

1758 — Qual é a defini¢do geral de cdénica a partir
dos conceitos de foco e directriz? R : Uma conica é o
lugar geométrico das posi¢es dum ponto que se move
num plano por forma que a razdo das distancias desse
ponto a um ponto dado (foco) e a uma recta dada (di-
rectriz) se mantém constante durante o movimento.

1759 — Com que proposicdo se legitima o desen-
volvimento de sen x em série , dispensando a discus-
sdo do resto da férmula de Mac-Laurin ? R : Sdo de-
senvolvivcis em série no intervalo (a—Kk,a + k) todas
as fitngdes f(x) tais que, qualquer que seja X nésse
intervalo e qualquer que seja n se tenha um ndmero M,
independente de ambos, para o qual \f™ (x) I< M.

1760—Que férmula permite calcular (com qual-
quer aproximacédo prefixa) o valor de log 6, conhe-
cido que seja o valor de log5? R' A formula
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o 1 1
log6=log5 + — V.

& 9° T djan+1 1217

1761 — Seja C wuma curva plana fechada (uma

elipse, por exemplo). Que se entende por &rea da
curva C? R : Considere-se o0 plano da curva decom-
posto em rectangulos -ndo sobrepostos por dois sistemas
de rectas. Variando a decomposi¢do, podem  obter-se
rectangulos  constituidos  exclusivamente por pontos do
interior da curva. A soma das areas désses rectangulos
é varidvel com a decomposicdo ; o conjunto dos seus va-
lores para todas as decomposicOes possiveis &, porém, li-
mitado superiormente. A area da curva é o limite supe-
rior désse conjunto.

1762 — Calcular, para x=l, a 2." derivada da fun-
cdo y de x definida implicitamente, em torno do va-

lor iC=1, pela equacdo 3x—y' £+5=0 . R: Tem-se
of 1 of

y;=—-g£J =2/y*- ylI3x, quetoma para x=1ley=2

o valor —1/6. Agora VYy'"= —4y'ly'—1/3 (y'Ix—ylx’)

que para x =1 toma o valor 29/36.

1763 — Achar a envolvente da familia de curvas

(oc-a)*+(y-«)*-1=0. R: Poreha-se f(x,y,«) =
= (x- a“"+ (y- a)'-l; serd f,= -2(x-a)-
-2(y—a). Pondo f,=0 tem-se (y—a)'=(x—a)’ e

X+y X+y 1

A eliminacdo de a dad Ix

ou y = x+ ~2- A equacdo dada representa a familia
das circunferéncias com centro em y=Xx e raio 1; a
equacdo da envolvente mostra que esta €  constituida
pelas duas tangentes comuns as infinitas circunferén-
cias, como se podia  esperar.

Solugdo dos n»< 1749 a 1763 de Q. Ramos de Castro

F. C. L—MATEMATICAS GERAIS—2.° exame de frequén-
cia, 1942-43.

1764 — Estudar a curva y=esena;
minimos, inflexdes e assintotas).

(méximos e

1765 — Area da curva anterior no intervalo (0,-ir).

1766 — Que valor tem no ponto a;= oo a funcdo que
nos mais pontos € igual a (1+x)"" ?

1767 — Que curva representam as equagdes x = acos U
e y=Jsenu e que significa u geometricamente?

1768 — Tomando OX como eixo polar e O como
polo, escreva em coordenadas polares a equacgdo da
recta que passa pelos pontos (0,1) e (1,0).
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1769 — Que é parametro duma parabola?

1770 — De quantos modos se pode transformar
! (x+h )y + h)—f (x )y) pelo teorema dos acréscimos
finitos?

1771 — Tém as funcdes continuas primitivas? Jus-
tifique a resposta.

1772 — Como pode obter o desenvolvimento em

. <*
serie de ?

1+ x

1773 — Que representa a equacdo 2x'—3y’=4 em
coordenadas obliquas ? Que sdo os eixos coordenados
para a curva?

1774 — Como se levanta uma indeterminacdo do
tipo 00—o0 ?

1775 — Em que consiste o teorema de Euler para
as funcdes homogéneas ?

1776 — Pode uma fungéo continua y=f (x) ter ma-
ximos e minimos onde ndo admite derivada? Porqué?

1777 — Seja P o ponto em que a tangente em
M(X,y) a curva y=f(x) encontra o eixo dos  XX.
Calcular o comprimento do segmento MP, supondo
0s eixos ortogonais.

1778 — Considerando na curva y=e~" sen & nega-
tivas as areas das arcadas de ordenada negativa, cal-
cule o limite para n=o00 da area da curva no inter-
valo (0 ,mi).

I. S. C.E.F.— 1" CADEIRA — 2.° exame de frequéncia

— Ponto n.° 1.

1779 Determinar a, b e c, de modo que a equa-
cdo x—ax-f 0x-|-c=0 admita por raizes a,b ec. R: As
formulas de Newton, conduzem a: a+b+c=a, ab+
+ac+bc=b eabc= —c.

O sistema admite as duas solugbes: 1) a=e=1, b= —1
e 2) b=c=0, a qualquer. A equacdo proposta  revestira,

respectivamente, asformas x'—x'—x+1=0, e x’—ax’=0.

. tn a
1780 — Determinar: a) — e — sendo «=Xx'4-y*
N Ox dx
0
e "=tgx. b) or it sendo V=f(x,y,z) e X=rcos6,
r

ou du
a) — = 2X e — = 2x + 2y sec'X.
Ox dx
0’V 0°f
Or Ot

¥=rsen8, z=t. R:

VvV _ of if
b) «—=70—cosH _senfl e
0Xx oy

Or

0°i
0S8H ° ' sens.
ox 0z oy 0z

1781—Considere-se um conjunto de planos para-
lelos equidistantes, em que é 3 a distancia de 2 pia-
nos consecutivos. Sabendo que um desses planos, passa
pelo ponto P (1,2,-1) e é perpendicular a recta
X—y=2z, determinar a equagdo desse conjunto de
planos. R : Um plano genérico desta familia, dista em
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valor absoluto, 3k (k é variavel inteira), doplano indi-

cado no enunciado. A equagdo deste plano épois :
1) x-1+y-2+1/2. (z+1)=0o0u2x+2y+ z-5=0.

. A equacdo da familia de planos paralelos a éste, sera :

2x-(-2y+z-r-X=0. Desta familia deplanos intercssam-nos
s6 aqueles que distam, em valor absoluto, doplano (1) 3k
ou seja aqueles planos para osquais se tem 3k=(5+ X)/ VQ
donde >= 9k—5; a equacdo da familia considerada no
problema serd pois 2x-)-2y+z+ 9k—5=0.

1782 — Determinar a e b de modo que a funcao
y=(a + 6x)e°""" admita um minimo no ponto de abcissa
X=a—36 e um ponto de inflexdo para x=a—4b . Es-
tudar e representar graficamente a funcdo nesse caso.
Calcular o seu desenvolvimento em série de poténcias.
R: Tem-se y>= (a-lI-1+ bx) he™ e y'=0 para
x= —(a+1)/b com b='=0 (ocaso b=0 n&o apresenta
interesse, por reduzir y a constante). A este valor
de x corresponde um minimo por tornar y" > 0 como é

facil verificar, y"= (a+2+bx) *b*e*”r*y"=0 para
x= —(a+ 2)/b, que é a abcissa dum ponto de inflexdo
por tornar y'" ~=0.

O problema impde que seja: —(a+1l) b=a—3be

—(a+2)/b=a—4b, donde b=+1. A solucdo b= —1
conduz aumabsurdo equando b=1 veina=1 .A fun¢do
a estudar é pois y= (I-fx) e’ com um minimo no
ponto (—2 ,—1/2) e umponto de inflexdo (—3 ,—2/¢%).
A funcdo ¢é continua em todo o dominio da variavel
itreal. A curva passa pelos pontos (0, e) e (—1,0) sobre os
eixos coordenados. Tem-se: y'=(2+x)e " ey"=(3-|-x)e"",
portanto y é crescente para x>—2, decrescente para
X <—2; concavidade voltada no sentido das ordenadas
positivas para Xx <—3 econcavidade nosentido das orde-
nadas negativas para x < —3.Para x—++ 00,y -* + 00;
para X ——co, levantando a indeterminagdo do tipo
Oxoo, conclue-se que y—»0, sendo portanto o0 eixo
dos xx, uma assintota da curva. O desenvolvimento em
série da funcdo é imediato, midtiplicando por |+ *j P-
desenvolvimento emsérie de e com z=1+ x ; portanto,

I+x)° 1+x)°
y=(I+x) e'+*=1+x+(I+,)° +$\ X2\+ .- —-(I-’\)é)yl”— -

SolucBes dos n.** 1779 a 1782 de O. Morbej Rodrigues.

I.S. C.E.F.—2." prova de frequéncia Ordinaria —
16-6-943 — 1.* CADEIRA.— (Exame teorico).

1783 —Relagbes entre os conceitos de monotonici-
dade, continuidade e derivada.

1784 — Estudar a funcdo y=tg x+ l/tg x é repre-
sentd-la geometricamente no intervalo (0,2rc).

Estudar a sua inversdo.

Indicar aqueles intervalos parciais em que :

a) — Se lhe pode aplicar o teorema dos valores
compreendidos ; b)— Se lhe pode aplicar o teorema
de Rolle. — Justificacdes.
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CALcCULO

F. C. P. — CALCULO INFINITESIMAL  2.° exame de fre-

giiéncia, 1942-43 — 2.* chamada.

1785 — Integrar a equagdo X'i/'+2X' (3x—I)y +
+ X'y—6x" +x+1=0, sabendo que y=l/x € um
integral particular. Determinar a normal no ponto
(1,-5) da linha integral que passa por éste ponto.
R: Trata-se de uma equacdo de Rice ali. Pondo
y=1/z + I/x, obtem-se a equagéo linear z2—6xz=x. O
integral geral da equacdo sem S.° membro é z = Cje™;

3x1

variando a constante obtém-sc.z = >ou, final-
- + -« Comoy', , a equa-
mente, y " 6Ce'' y q
cdo da normal pedida e'Y+5=X—1.
. \y'—y-5z=0
1786 — Integrar o sistema

[z'+y+z=4 cos 2x ,
e determinar o raio de curvatura, na origem, da linha
integral que passa por éste ponto. R : Usando o sim-
bolo D fica § (D 1)Y-52=0

* ly+(D+1)z=4cos2x ;
vem (D®--4) y=20cos 2x, cujo integral geral e

eliminando  z,

y = Cicos 2x + Cz sen 2x + 5x sen 2x ; e, portanto,
2C?—Ci 2Cj—C2 _
5 COs2X sen 2x+x (2 cos 2x—sen x)+
y'=0 ry?=20
sen 2x Comoizn-zl' 1204
= = 4. C=20: entdo R _ LT
.=-80, B= 4. C=20: entao = v/68i6
dx d
y y O domi-

1787 —Calcular 'I:f VX'- + y2-\I2XZ + y*
m

nio D é limitado pela linha ¢>=I+ eos 6 (0<6<ir/2) e
pelos eixos coordenados. R : Tem-se, em coordenadas

olares  TX=pcos8 ff oydxdy
P [y=psen 6"’ VIX + yV2x* +y
D 1-ACOsf)
1; seno T2 sen ( de \] d =
cos*6+ 1 ’

ir2 g it
r ggnj (C:+~Pij)d8=io,
J jlcos’ 6+ 1 viz-|

1788 — Sobre a normal principal em M da linha

cos 2z sen 2z, .
> V= 9 marcar no sentido de n, um

segmento MP de comprimento B. Determinar o
plano osculador em P da linha lugar destes pontos.
R : A linha dada duma hélice circular, portanto R e T «50
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constantes. Em notacdo vectorial teremos P=M + Rn:

dP
e a equagdo do plano osculador em P e Q —P ds
d'P L
A, = 0. Atendendo as férmulas de Frenet, temo»
dpP R - djP - dp d°P R*
; ——n,; aonde — A—— =F——
ds T ds’ T ds ds T

A equacdo do plano osculador emP ¢, entdo, Q—P 11=0;
trata-se de um plano paralelo ao plano normal em M a

linha dada.
Solugdes dos n.° 1785 a 1783 de A. Pereira Gomes

I. 8. T.—CALCULO — 2.° exame de frequéncia—1943

1789 — Dado o vector a=»i I+a” J+a$ K, sendo
«i= Xxyz

a=xy +yz e a esfera de raio 1 e de centro na
a, = )(+y+Z )

origem ; verificar, para ésse vector e para ésse domi-
nio, o teorema da divergéncia. Verificar, para um dos
hemisférios, o teorema de Stokes.

1790 — Calcular a area do segmento do paraboloide
z=x*/6 +y‘/10 que éinterior ao cilindro x*/9+i/*/25=1.

1791— Integrar a equacdo Xx (1—I°) dyjdx—x- +
+ 2/-2xy’.

1792—-A equacéo diferencial

a’ yp—ixp+y=0 (P—y)
admitira as rectas 2x=+ay  como solugdes singulares?

I. 8. T.— CALCULO — 2° exame de frequéncia—1943

1793 — Dada um vector a, func¢do dum ponto va-
riavel P(x,y,2), discutir a equacdo grad/=rota
sendo/ (P) uma incégnita escalar. Inversamente, dada
a funcdo escalar /(P) , discutir a mesma equacdo em
relacdo a incognita a . As funcdes/ (P) e a (P) podem
ser ambas harmoénicas?

1794 — Uma curva torsa projecta-se no plano xy
segundo a senusoide j/ = sen x. Determinar a segunda
equacdo da curva, z=z (x), de modo tal que as nor-
mais principais sejam paralelas ao plano yz .

1795 — Integrar a equagéo

V (i+p)=n (x+yp) (p=y")

1796 — Achar a equacdo diferencial das curvas
planas cuja raio de curvatura é igual a n vezes o
segmento da normal ; e mostrar que ela 6 sempre

integravel quando n é inteiro.
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F. C. P. — ANALISE SUPERIOR — 2.° Exame de frequén-
cia, 1942-43.

1797—Decompor em fracgdes simples, segundo o

teorema de Mittag-Lefflerafuncgéo
< e—1
da funcdo sdo: 0, 2iir,4iir, *  * 2Kiir, *ecujos residuos res-
pectivos sdo lodos iguais a 1. 1im e*»»!. Teremos:
1 r 1 ~

.z~ Llz+2kiir J

* R : Os poios

Como a

- c convergente serd r=1 e portanto :
2K iir
1 1 r 1 1

— =P(z)+-+VI : + | +
e«—1 z ef 1 z-2k it z+ 2kiir
111 1

. v @Dt —+ -

2K177 2kix J L e« gf '+ 4K*

1798 —Calcular x*jI' oa;dy dz. O volume

é limitado pela superficie 4x*+?/'+Yjr™"l- R: Teremos

GAZETA DE MATEMATICA

JIJ e 7) r@R+1+1) .

ora T(32)=12 , r@4)T WL i
r(3/2 +1 +1) =15@. i/n . Portanto :
1 H2jlitit  yr
T128 15/8YI( *480*

» N
.

1799—~Calcular A=/ =em funcéo
J (X-T)Vx5~7*-6 v
de /o> ° Ji.
yIx*-7x-6 1, 1
ortT 12(x-1) -gt240 ~
"odz

— N =
0
seguinte: de 0 a 2—2«, y+x=0\

Xx—2=0"de 2+ {a i, y—1=0.

seguindo o caminho

de 2—21 a 2+ i

R

Solugdes dos n."" 1797 a 1800 de Jayme Rios de Sousa

PROBLEMAS

As resolugBes de problemas propostos
anterior ao do aparecimento
Para facilitar a organizacéo
numa folha de papel, utilizada
tados), com a indicagéo
Das resolucdes
melhores

e mencionam-se 0s autores

ALGUMAS DAS

1554 —Resolver a equac¢do biquadrada :

[x*+ v+ 2x (1 +j/x)]e [x'+ v'x(2x-1)] = 159600.
R : 0 1."membro da equagdo proposta pode escrever-se
sucessivamente: [ X*+ i/x+2x +2xy/x] [x'+2Xxy/x—
—VIX] = [X*+ 2xy/X + X+ X+ tX][X + 2X VX+ X — X —
- tX] = [(x+y/x). (x+ VIX)][(x+vIX)I(x+ y/x)] =

= (x+ ilx)—(x + (/x)f i equacdo proposta pode pois

escrever-se @ (X + v'X)-(x + y/x)-L 159600=0 , donde

.- [ 1+ 799 i+20 -0
vem (/i=4e j/x=—5;Dex+ i/x= —20 vem I/x =
S~ I NMe y /M-t A De x+ = /=309

devem ser-nos

SOLUCOES

remetidas até ao dia 1J do més

de cada ndmero da «Gazeta»
da seccdo, pedimos

s6 de um lado (onde outros assuntos
do nome e da morada do autor.
recebidas de cada problema proposto publica-se
de todas as resolugdes

que cada resolucdo seja  transcrita
ndo sejam tra-

a melhor ou uma das
correctas e s6 destas.

RECEBIDAS

14T+ 4V 399, 1=+ 4yl -399

iy/x=- \/X

-1+ A1-47- 399
2

De x+y/x=--y/399 vem y/x=

e yix= -I-V“I-4y_/.|:399'

Solucdo de Paul Richard (de Portalegre)

1704 — Num circulo de centro O, marque-se sobre
o raio OA, um ponto C; encontrar sobre a circunfe-
réncia um ponto P tal que o angulo OPC seja ma-
ximo. R : Da relago senOPC = OC/OA. sen OCPcon-
clui-se que sen OPC e méaximo para OCP = n/2.
Oro o angulo OPC, sendo evidentemente compreendido
entre O e it/2,e maximo ao mesmo tempo que O Seu seno.
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Logo, oponto P procurado i qualquer das extremidades
da corda tirada por C perpendiciUar a OA.

Solugdes de Alberto Paes (de Lisboa).

Enviaram também solugdes correctas: Adelino da Silva
Vieira (de Almada); Antonio A. Guimardes (do Poérto) ;
Anténio B. Lopes (de Leiria) ; Edmundo Pedro (de S. Tiago,
Cabo Verde); F. Rolddo Dias Agudo (de Lisboa); Miguel
de Almeida (de Lisboa) e Paul Richard (de Portalegre).

1705 — Demonstrar que 80 num triangulo, os trés
angulos A, B, C, sdo respectivamente proporcionais
aos nUmeros 2, 3, 4, tem-se : cos A/2 = (a -(- c)/26.

b e a+c
RETeMSe: e A sen-B sen C  sen Al+sen C
b , sen(~"+C)/2.cos(.4-C)/2
ou (atc)l2ti = = " * —  mas.
sen B Ben B
por hipotese: i/2 = B/3= Cl4 .-. =Bo -
2 2

—— donde (a+c) 26=cos (——\ = cos —
2" @) § 2) 2

Solugdo de J. S. Faria de Abreu (de Penafiel).

Enviaram também solucdes correctas : Adelino da Silva
Vieira (de Almada); Alberto Paes (de Lisboa); Angel Chain
Garcia (Gijon-Esuanha) ; Anténio A. Guimarais (do Porto);
Anténio B. Lopes (de Leiria): F. Rolddo Dias Agudo (de
Lisboai ; Paul Richard (de Portalegre); T. Ferreira Rato
(S. Tiago-Cabo Verde).

1706 — Sabendo-se que o numero 13x?/453 é divi-
sivel por 792, achar os trés algarismos X, y, z. R: Por
ser 792=8, serd 13xy45z=8 e também 45z =8 ou i X
X4 +2x5+z=8 donde se conclui que z= 6. Por ser
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792=99, serd 13xy45G =199 ou 56-r y4+3x+ 1=99,
ou56+y4+3x+1=099, isto é a soma das classes de
dois algarismos em que o numero se pode decompor,
a partir da direita, é maltipla de 09. A simples ins-
peccdo mostra que esta soma ndo pode atingir 2 X 99 =
198, portanto sera 56 + y4 + 3x + 1=99 donde se conclui
que x=8ey=0.

Solugéo de J. Caeiro Murteira (de PeroliVas).

Enviaram também soluc¢des correctas : A da Silva Vieira
(de Almada); Alberto Paes (de Lisboa); Angel Chain Garcia
(Gijon-Espanha) ; Antonio A. Guimarais (do Porto) ; F. R.
Dias Agudo (de Lisboa); J. S. Faria de Abreu (de Penafiel);
Paul Richard (de Portalegre) ; T.Ferreira Rato (de S. Tiago
—Cabo Verde).

1707 — Trés operarios executam em certo prazo
uma obra que, dividida igualmente pelos trés, tomaria
0 mesmo tempo a um deles, menos dois dias a outro
e mais trés ao terceiro. De quantos dias é o prazo ?
R : O problema resolve-se mentalmente. E evidente que
o trabalho executado pelo terceiro operario em 3 dias,
seria executado pelo segundo em 2. Meconhece-se entdo
que os tempos (expressos em dias) que estes dois operéa-
rios gastam para executar o seu quinhdo da obra, estdo
na razdo de 3,2 e a sua diferenga € 5 ; serdo nesse caso,
os produtos 3x5 =15 e 2x 5=10. Sera portanto de
15—3 ou 10 + 2, isto ¢, de 12 dias oprazo que se procura.

Solucdo de J. Caeiro Murteira (de PeroliVas).

Enviaram também solugdes correctas: A. da Silva Vieira
(de Almada) ; Alberto Paes (de Lisboa); A. Bernardino
Lopes, (de Leiria); F. R. Dias Agudo (de Lisboa); P. Richard
(de Portalegre); T. Ferreira Rato (de S. Tiago-Cabo Verde).
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32 —FERREIRA NEVES, Francisco- Elementos
de Geometria paraol,llelll anos dos liceus. 4.* edi-
¢cdo. 1942. Livraria S& da Costa— Editora. Lisboa.
Preco 12150.

O livro Elementos de Geometria escrito em lingua-
gem clara e acessivel tem muito bom aspecto grafico
e é de facil leitura. Defini¢des e enunciados dos teo-
remas sdo correctos. Todo o livro é escrito com o
intuito de observar o programa e as suas instrucdes,
como convém a livro que se destina ao ensino liceal,
e necessariamente segue as normas legais fazendo
por isso mais verificagdes do que demonstracdes.

O capitulo 1V sobre posicdo relativa de duas rectas
no plano é tratado dum modo francamente experimen-
tal, dando indicacdes e apresentando desenhos das
experiéncias que mostram o paralelismo e a perpendi-

cularidade de rectas. No entanto, e contra as obser-
vagOes do programa, da algumas demonstra¢des dedu-
tivas logo a partir do 1° ano, e ndo a partir do 3.°,
por exemplo no caso da igualdade de triangulos, em
que o0 assunto podia ser tratado por uma forma expe-
rimental. No fim de cada capitulo apresenta o autor
exercicios de aplicacdo e revisdo bem graduados e
nos moldes dos saidos em exames liceais.
J. da Silva Paulo

33 - PALMA FERNANDE S, ANTONIO DO NASCIMENTO,
Exercicios de Geometria e Algebra, para 0 4.° ano,
2* edicdo melhorada. Livraria Cruz, Braga, 1943.
Preco 8100,

Este livro de exercicios tem no inicio de cada ca-
pitulo um breve resumo de matéria tedrica, seguido
de exercicios com a resolugdo completa, e do mesmo
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tipo destes apresenta por fim, outros de que se da
somente o resultado. Com boa apresentacdo grafica e
boa orientagdo pedagdgica os exercicios sdo gradua-
dos e até certo ponto originais, ndo se esquecendo
algumas demonstracdes de aco6rdo com os ultimos
pontos saidos nos exames liceais. E um livro util aos
alunos e até mesmo aos professores por lhes facilitar
sugestdes para 0s seus exercicios.
J. da Silva Paulo

34-DIAZ, J. GALLEGO-Nociones de Calculo
Vectorial — Complementos de Matematicas—Ma-
nuales Romo—Libreria Internacional de Romo, Ma-
drid, 1944, preco 25 pts.

Este livro de cérca de 150 péaginas é destinado so-
bretudo a servir de auxiliar na preparacdo dos can-
didatos as Escolas Especiais de Engenharia podendo
porém servir um publico mais largo. E o produto da
experiéncia que o Autor adquiriu de alguns anos de en-
sino. A par de apontamentos tirados de obras didécticas
classicas encontram-se demonstragdes originais.

Al.* parte da obra ocupa-se da exposi¢do dos ele-
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mentos de éalgebra vectorial e das suas aplicagdes
a geometria analitica do 1.° grau, que desenvolve.
Segue-se a teoria dos momentos e o estudo de algu-
mas funcdes vectoriais. Sdo varios os complementos:
elementos da teoria das funcdes de variavel complexa,
algumas propriedades das conicas, sec¢des ciclicas das
quédricas, equagles tangenciais das curvas planas,
aplicagbes das coordenadas homogéneas a determina-
¢cdo de assintotas, planos assintéticos, etc.

Citaremos também uma simples dedugdo vectorial
das formulas fundamentais da trigonometria esférica,
um método de resolucdo gréafica da equacdo do 2.° grau
de coeficientes complexos e, finalmente, um artigo
sobre uma projectividade complexa ligada a uma
conica dada, ja conhecido dos leitores da «Gazeta de
Matematica,» onde foipublicado no n.°13.

Além dos exercicios propostos que figuram no final
do livro ha, intercalados no texto, problemas comple-
tamente resolvidos que esclarecem e d&do idéia das
aplicagoes. .

Manuel Zaluar

PUBLICACOES MATEMATICAS RECEBIDAS POR TROCA

NACIONAIS

Publicagdes do Centro de Estudos Matematicos
do Porto—N.° 8 — Introducdo ao estudo da nogdo de
funcdo continua—por Anténio Monteiro e A. Pereira
Gomes.

PublicagGes da Junta de Investigagdo Matema-
tica — Cadernos de Analise Geral :

Caderno n.° 3 — Algebra Moderna — Grupos—(Defi-
nicdes. Regras de Calculo)—por José Morgado eAl-
meida Costa.

Caderno n.° ~.—Algebra Moderna — Grupos (Homo-
morfias)—por José Morgado e Almeida Costa.

Caderno n.°5— Teoria Geral da Medida — Medida
a Jordan — por Laureano Barros.

Caderno n.° 6— Topologia Geral—Espacos
de Frechei—por Antonio A. Monteiro.

acessiveis

Caderno n.° 7— Topologia Geral — Funcgbes conti-
nuas — por A. Pereira Gomes.

ESTRANGEIRAS

Argentina

Boletin Matematico — (Buenos Aires) — Revista
argentina de Mateméatica—Ano XVI. n."12-13—1943.
Espanha

Euclides — (Madrid)—Revista mensual de Ciéncias
Exactas, Fisicas, Quimicas, Naturales y sus Aplica-
ciones—Tomo 1V, n.°" 35, 36, 37 e 38, Janeiro a Abril
de 1944.
Roménia

Annales Scientifiques de I'Université de Jassy
—1'"" section (Mathématiques, Physique, Climie) —To-
mos XXV e XXVI, anos 1941 e 1942.

OUTRAS PUBLICAGCOES RECEBIDAS

Agros— (Lisboa) —Boletim dos Estudantes de Agro-
nomia—Ano XXVI, n.°'4 e 5, 1943.

Revista Polytécnica —(Sao Paulo) Ano 39.°,n.° 143,
Setembro de 1943.

Técnica — (Lishoa) — Revista de Engenharia dos
Alunos do | .S. T.-n.«» 143, 144, 145 e 146—Janeiro
a Abril de 1944.

Matematicas Superiores aplicadas a la Quimica
y a la Fisica—por Dr. Hugo Sirk, trad. esp. pelo Prof.
Dr. Tomés Batuecas — Manuel Marin, Ed., Barce-
lona, 1943.

Teoria monografica escalar y aplicaciones a la
astronomia ndautica —por Juan Garcia, capitan de
corbeta - Libreria Internacional de Romo, Madrid, 1943.

Teoria general de la tabulaciéon escalar y nu-
mérica de ecuaciones —Aplicaciones a la Astrono-
mia Nautico—por Juan Garcia, capitan de corbeta
—Libreria Internacional de Romo, Madrid, 1944.

Publicagdes da Embaixada Britanica.

Publicagbes da Embaixada dos Estados Unidos da
América do Norte.
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