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EDITORIAL

Sílvia Barbeiro

Universidade 
de Coimbra
silvia@mat.uc.pt

Maryna Viazovska é a segunda mulher laureada com uma Medalha Fields.

NÃO HÁ DUAS SEM TRÊS

A União Matemática Internacional anunciou, no dia 5 
de julho, para quem seriam as Medalhas Fields de 

2022. A primeira Medalha Fields foi entregue em 1936 
e desde 1950 é concedida a cada quatro anos e premeia 
dois, três ou quatro matemáticos com menos de 40 anos de 
idade. Este prémio é provavelmente a distinção de maior 
prestígio na Matemática e reconhece feitos matemáticos 
extraordinários e o seu potencial de impacto futuro em 
diversas áreas.

As notícias que anunciam os vencedores são sempre 
acolhidas com grande expectativa pela comunidade ma-
temática. Nesta edição, destacou-se o facto de haver uma 
mulher entre os galardoados. Até 2014, ano em que a ira-
niana Maryam Mirzakhani foi premiada, nenhuma mu-
lher tinha recebido esta distinção. Este ano, a ucraniana 
Maryna Viazovska entrou para a honrosa lista. E acredi-
tando na máxima “não há duas sem três”, é expectável que 
sejam escolhidas novas premiadas nas futuras edições 
da atribuição das medalhas. Oxalá! Elas já aparecem fre-
quentemente nas shortlists dos prémios importantes. Mas 
o equilíbrio de género não é ainda uma realidade na ma-
temática. Está longe disso. Os progressos dos últimos 20 
anos têm surgido a um ritmo demasiado lento. 

Além de Maryna Viazovska, da École Polytechnique 
Fédérale de Lausanne (EPFL), o francês Hugo Duminil-
-Copin, do Institut des Hautes Études Scientifiques (IHES) 
e da Universidade de Genebra, o britânico James May-
nard, da Universidade de Oxford, e o sul-coreano June 
Huh, da Universidade de Princeton, completam a lista de 
medalhados em 2022. Mais à frente nesta revista, na sec-

ção Notícias, são revelados alguns dos temas dos traba-
lhos extraordinários que Maryna, Hugo, James e June têm 
desenvolvido. 

O número da Gazeta de Matemática que folheia está 
recheado de artigos em tópicos muito diversos, que de 
certeza vão absorver o seu interesse. José Carlos Santos 
conta-nos sobre a descoberta de Neptuno e a fascinante 
forma como Le Verrier a fez: por meio de cálculos. Fabio 
Chalub fala-nos sobre cinco posições de equilíbrio encon-
tradas pelo matemático e astrónomo franco-italiano Jose-
ph Louis de Lagrange e avança os motivos pelos quais o 
famoso telescópio espacial James Webb, lançado ao espaço 
em dezembro de 2021, foi colocado numa delas. A coluna 
Atractor ocupa-se sobre o conceito de figura simétrica e 
apresenta algumas questões inesperadamente delicadas 
que surgem sobre o assunto. Aprendemos com Daniele 
Molinini que Arquimedes utilizou considerações mecâni-
cas para descobrir teoremas matemáticos. António Pereira 
Rosa escreve sobre a teoria subjacente à simplificação de 
radicais, indo além do que é conhecido a nível do Ensino 
Secundário. Com Ricardo Mamede vemos como a utili-
zação da função W de Lambert simplifica a resolução de 
algumas equações transcendentes. E quem não sabe como 
funciona um sistema de Bonus Malus no seguro automó-
vel e gostaria de aprender, deve ler o artigo de Lourdes B. 
Afonso.

Recordo que a Gazeta tem um arquivo dos artigos em 
formato digital acessível pela página web e que os assi-
nantes têm acesso imediato aos artigos dos números mais 
recentes. Faço votos de boas leituras.
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ATRACTOR  •  O Que é Uma Figura Simétrica?

O QUE É UMA FIGURA SIMÉTRICA?

Simetria é um tema que tem sido usado amplamente pelo Atractor e que se 
presta a tratamentos informais acessíveis ao grande público. Mas, quando 
se pretende definir com precisão alguns dos conceitos envolvidos, há ques-
tões inesperadamente delicadas que surgem e é sobre algumas delas que 
vamos ocupar-nos neste texto.

Na figura 1 estão representadas quatro imagens, to-
das com algum tipo de regularidade relativamente 

a certas transformações do plano; para exprimir essa re-
gularidade, começamos por introduzir a seguinte termi-
nologia: diremos que uma imagem é invariante por uma 
transformação (injetiva) do plano se essa transformação 
enviar essa imagem exatamente sobre ela própria, man-
tendo inalterado o seu aspeto inicial. Uma tal transforma-
ção será designada neste texto por simetria (a definição 
final, mais exigente, será dada mais adiante). 

Começando pela primeira linha da figura 1:

1. Na primeira imagem, a diagonal descendente do qua-
drado divide-o como um espelho, cada metade sendo 
a refletida da outra; a reflexão correspondente é uma 
simetria.

 2. Na segunda, a meia-volta não altera o aspeto da ima-
gem: é uma simetria.

Cada uma das outras duas imagens representa um friso 
(ilimitado) obtido por translações horizontais de parte do 
que está visível: 

1. Em ambas, há translações horizontais que enviam 
cada “circunferência”/”pegada” numa seguinte e 
conservam o aspeto global da imagem (ilimitada); 

e cada tal translação é uma simetria dessa imagem 
(ilimitada).

2. Na segunda, há ainda uma reflexão numa reta hori-
zontal, seguida de uma pequena translação, e essa 
transformação composta também é uma simetria da 
imagem.

Em todos estes casos, há entre as simetrias da figura uma 
que gera todas as outras, isto é, tal que todas as outras se 
obtêm dela ou da inversa por composições iteradas.

Figura 1.
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A figura 2 tem:

1. Na primeira linha, dois exemplos, cada um tendo como 
simetrias rotações centradas num mesmo ponto: 5 na 
primeira e 12 na segunda (contando com a de 0º).

2. Na segunda linha, dois exemplos, cada um tendo como 
simetrias reflexões em eixos passando por um mesmo 
ponto: 4 na primeira e 5 na segunda e ainda, em cada 
caso, tendo como simetrias as rotações obtidas por com-
posição dessas reflexões (também 4 e 5).

Nos exemplos analisados, encontrámos quatro tipos de 
simetrias: reflexões, rotações, translações e reflexões se-
guidas de pequenas translações com a direção do eixo de 
reflexão, ditas reflexões deslizantes. Há uma propriedade 
comum a todas estas transformações do plano: conservam 
distâncias, i.e., se os pontos A e B são transformados em A’ 
e B’, a distância de A a B é igual à de A’ a B’. São isometrias. 
A primeira questão que se coloca é:

Q1. A propriedade ”conservarem as distâncias” é ou não 
uma consequência de serem transformações que en-
viam certas imagens sobre elas próprias, conservando 
os aspetos das respetivas imagens? 

Observemos uma das quatro imagens da figura 2. Parece 
que uma transformação que envie aquela imagem sobre ela 
própria não pode deixar de ser uma isometria. E, se nos res-
tringirmos a transformações com um certo grau de homo-
geneidade de comportamento, por exemplo, transformações 

afins, a conclusão está correta para aquelas imagens. Mas 
isso não responde à questão Q1. Consideremos um ponto 
numa reta; todas as homotetias de centro nesse ponto en-
viam a reta sobre ela própria e só duas das homotetias con-
servam distâncias... Portanto, temos uma resposta negativa 
a Q1. No entanto, nos exemplos que considerámos nas figu-
ras 1 e 2 e em todos os que vão interessar-nos, acontece que 
as figuras têm um conjunto de simetrias finitamente gerado, 
isto é, há um conjunto finito de simetrias tal que qualquer 
simetria se obtém por composição de algumas dessas. Note-
-se que o conjunto de todas as homotetias da reta, de centro 
fixo, não é finitamente gerado. Haverá algum contra-exem-
plo a Q1 com um conjunto de simetrias finitamente gerado? 
Modifiquemos o anterior, escolhendo na reta dois pontos 
distintos, O e P, e considerando o conjunto dos homotéticos 
Pn de P, com centro O e razão 2n, (ou kn, k > 1), n inteiro 
qualquer. Este conjunto é enviado sobre si próprio por uma 
homotetia de centro O e razão 2 (k) e, além disso, as trans-
formações em causa são todas geradas por ela. Qualquer 
dessas transformações envia o conjunto sobre si próprio e 
nenhuma delas conserva as distâncias, exceto o caso trivial 
da identidade, obtido para n=0. Temos, assim, uma resposta 
negativa a Q1, mesmo quando todas as transformações são 
geradas por uma mesma. A figura 3 mostra uma imagem 
de um contra-exemplo análogo ao descrito e a de um outro 
conjunto no plano com propriedades semelhantes. 

Em conclusão: se quisermos garantir que uma simetria 
seja uma isometria, temos de impor essa condição na defi-
nição. Eis a definição mais exigente adotada:

Uma simetria de uma figura plana é uma isometria do plano 
que envia essa figura sobre ela própria. 

Será que já dispomos agora de uma definição clara e 
precisa de simetria, com a qual possamos trabalhar? Falá-
mos em simetria de uma figura plana, mas o que é uma 
figura plana? Se essa “figura plana” só tiver uma cor, além 
da do fundo do plano, que podemos supor branco, dar uma 
figura é equivalente a dar a parte do plano cujos pontos são 
não brancos; e uma simetria dessa figura será uma isome-
tria do plano que envia essa parte sobre ela própria. Mas, 
se a figura tiver mais de uma cor, como são definidas (com 
precisão) a figura e uma sua simetria?    

Uma figura de quatro cores (azul, verde, vermelho, 
preto), com fundo de outra cor, consiste numa função cor 
do plano no conjunto de cores1 (incluindo a do fundo).  
E uma simetria de uma tal figura colorida será uma iso-

Figura 2.
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metria f do plano tal que, para qualquer ponto p do plano, 
cor( f (p)) = cor(p). 

A figura 4 tem seis imagens coloridas, todas distintas, 
todas representando um mesmo quadrado centrado na 
origem (e supondo-se sempre que, fora desse quadrado vi-
sível, todos os pontos têm a cor do fundo). Vejamos quais 
são as simetrias, conforme a figura colorida colocada nesse 
quadrado.

Por exemplo, na primeira linha da figura 4 o conjunto 
de cores tem cinco elementos e há três imagens: a do centro 
tem claramente seis simetrias de rotação. E a da esquerda? 
Se a rodar a 60º obtenho a da direita, que “não coincide” 
com a primeira. Cada uma dessas figuras coloridas só tem 
duas simetrias: a identidade e a meia-volta em torno do cen-
tro da circunferência. Quanto à linha de baixo, começa por 
uma com três simetrias de rotação, as outras têm gradientes 
de cor: a do meio tem as mesmas simetrias que a preta de 
cima e a terceira, as mesmas da primeira dessa linha.

Note-se que, quer uma figura seja colorida quer não, 

a função identidade do plano é uma simetria da figura: é 
simultaneamente uma translação (de vetor nulo) e uma 
rotação (de ângulo nulo e centro em qualquer ponto). Na 
linguagem corrente, fala-se em figuras sem simetria como 
sendo aquelas que só têm essa simetria trivial. Conhecemos 
quatro tipos diferentes de simetrias não triviais no plano: 
translação, reflexão, rotação e reflexão deslizante. Observe-
-se que o facto de uma reflexão deslizante ter sido definida 
como a composta de uma reflexão com uma translação, am-
bas isometrias, faz com que ela seja automaticamente uma 
isometria. Então, é natural perguntar:

Q2	 Compondo duas isometrias, cada uma de um dos qua-
tro tipos até agora encontrados, poderemos obter um 
tipo de isometria ainda diferente de qualquer deles?

Note-se que foi algo desse género que aconteceu na 
discussão anterior: tínhamos dado exemplos de reflexões, 
translações e rotações e, ao considerarmos a composta de 
uma translação com um certo tipo de reflexão, encontrámos 
uma de um tipo diferente das três anteriores, a que demos o 
nome de reflexão deslizante.

Vamos dar uma ideia da razão pela qual a resposta a 
Q2 é negativa, e podemos mesmo afirmar que não existem 
isometrias do plano que não sejam de algum dos quatro ti-
pos já encontrados. Notar que esta afirmação é a priori mais 
forte do que a anterior. Uma vez que uma simetria de uma 
figura é uma isometria, aquela resposta negativa implicará 
que, em particular, as simetrias de uma figura plana qual-
quer serão sempre de alguns dos quatro tipos indicados.

Figura 4.

Figura 3.

 1 Neste caso, cores={azul, verde, vermelho, preto, cor do fundo}, mas 
o conjunto das cores pode ser infinito; por exemplo, usando a notação 
standard RGBColor, cada cor é definida por um terno de números entre 
0 e 1.
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Recordemos que um terno (A,B,C) de pontos não coli-
neares no plano define uma orientação, entre duas possí-
veis: positiva se, “olhando no sentido AB”, o C estiver no 
semiplano da esquerda e negativa no caso contrário, este 
correspondendo ao sentido do movimento dos ponteiros de 
um relógio. 

Consideremos dois pontos distintos quaisquer A, B e 
dois pontos A', B', tais que d(A0, B0) = d(A, B): 

1. (Unicidade) Começaremos por justificar as seguintes afir-
mações: 
a.  Há no máximo uma isometria que envia A em A', B 

em B' e conserva a orientação. 
b.  Há no máximo uma isometria que envia A em A', B 

em B' e troca a orientação.
Para qualquer ponto C do plano, uma (eventual) isome-

tria que satisfaça as condições de a. ou b. vai necessaria-
mente enviar C na interseção de duas circunferências cen-
tradas em A’ e B´ e raios d(A,C), d(B,C) (ver figura 5). Se C não 
for colinear com A, B, essa interseção é formada por dois 
pontos C’ e C’’, um em cada uma das duas regiões do plano 
definidas por A’B’, que correspondem a orientação positiva 
(de A’B’C’) e negativa (de A’B’C’’)2.

2. (Existência) 

a.  Há uma rotação ou uma translação que envia A em 
A' e B em B'.

b.  Há uma reflexão deslizante (sentido lato) que envia 
A em A' e B em B'.

Para provarmos 2.a., consideremos primeiro o caso de 
AB ser paralela a A’B’; se o sentido for o mesmo, a trans-
lação pelo vetor AA’ satisfaz o desejado, caso contrário o 
ponto médio C de AA’ coincide com o de BB’ e é a rotação 
de 180º centrada em C que envia A em A’ e B em B’ (segunda 
imagem da figura 6). Se as retas AB e A’B’ se intersetarem, 
as suas mediatrizes também se intersetam num ponto C e 
a rotação de centro C que envia A em A’ também envia B 
em B’.

Provemos 2.b.: se as retas AB e A’B’ forem concorrentes 
(figura 7), uma vez desenhada a bissetriz do ângulo, a pa-
ralela por A’ e a perpendicular por A intersetam-se em A’’ 
e a mediatriz de AA’’ será o eixo da reflexão deslizante com 
A’’A como vetor de deslizamento, que envia A, B em A’, B’.

Utilizámos a métrica euclidiana3 sempre que falámos 
em distâncias, em particular ao definirmos isometria. Há 
outras métricas no plano, topologicamente equivalentes, 

Figura 5.

como a métrica produto ou a métrica do táxi4. Por curio-
sidade, vamos ver que algumas das transformações que 
são isometrias para a métrica euclidiana deixam de o ser 
para a métrica do táxi. Por exemplo, a figura 8 representa 
(a azul) a circunferência de raio 1 centrada em A e (a ver-
de) os pontos que distam 1 de A na distância do táxi. Para 
esta, C, rodado de B a 45º, está a uma distância de A supe-
rior a 1; conclusão: a rotação de 45º não é uma isometria 
para a métrica do táxi.

Todas as simetrias das quatro imagens da figura 1 são 
também simetrias para a métrica do táxi, mas o mesmo 
não acontece com as da figura 2: das quatro imagens, ape-
nas a primeira da segunda linha conserva, na métrica do 
táxi, as mesmas simetrias da métrica euclidiana: quatro 
reflexões em eixos com ângulos 0, Pi/2, Pi, 3Pi/2 e qua-
tro rotações, compostas dessas reflexões duas a duas. Na 
figura 9, relativamente à métrica do táxi, estão indicadas 
quatro imagens: as da primeira linha exatamente com as 
mesmas simetrias (quatro rotações de múltiplos de Pi/2), 
e as da segunda linha ambas com as mesmas simetrias 
(quatro reflexões com eixos fazendo com a horizontal ân-
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Figura 6.

Figura 7. Figura 8.

Figura 9.

gulos de múltiplos de Pi/4 e rotações delas decorrentes). 
Tem interesse destacar que a segunda imagem da primei-
ra linha tem, na métrica euclidiana, o dobro das simetrias 
de rotação que tem na métrica do táxi e as outras três têm 
nas duas métricas exatamente as mesmas simetrias.

Em [1], o leitor poderá usar aplicações interativas e 
descobrir experimentalmente algumas das diferenças en-
tre as métricas euclidiana e do táxi (e também da métrica 
produto).

 
[1] https://www.atractor.pt/mat/simetrias

 

2 Em [1] poderá aceder a uma página interativa na qual poderá mover 
os pontos.
3 Definida por �((�� �)� (��� ��)) = �(� − ��)2 + (� − ��)2
4 Definida por �((�� �)� (��� ��)) = |� − ��| + |� − ��|
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RECREIO

Jorge Nuno Silva

Universidade 
de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

MATEMÁTICA RECREATIVA NO FEMININO
A Escola Secundária do Arco do Cego implementou-se nas instalações 
onde funcionou, até meados dos anos 1970, a Escola Lusitânia Feminina. 
O seu proprietário e diretor,  Armando Estácio da Veiga,  era homem de 
consequência... Por exemplo, foi deputado e autor de manuais cuja origina-
lidade surpreende.

A Escola Lusitânia Feminina ministrava um “curso de 
instrução prática” para jovens do sexo feminino, pre-

parando-as para a profissão de secretárias. Na sequência 
do 25 de Abril de 1974, este projeto educativo foi extinto, 
tendo Estácio da Veiga doado a Escola ao Estado. 

Além de ser licenciado em Ciências Matemáticas,  
Estácio da Veiga, nascido em 1902, foi deputado nas le-
gislaturas VII-XI e autor de manuais. Na nossa bibliote-
ca, temos estes dois.

A Pequena Antolo-
gia é uma seleta literária  
comentada, com excer-
tos de autores que vão 
da Idade Média à Época  
Moderna. Encontramos 
textos de D. Dinis até José 
Régio (ainda vivo à época 
desta edição). Nos vários 
testemunhos que nos che-
garam, de ex-alunas da 
Lusitânia, alguns referem 
ter sido aqui que aprende-
ram a amar a poesia!

Mas, naturalmente, foi 
o manual de matemática 
recreativa que nos causou 
admiração. O autor conhe-

cia bem as virtudes das recreações, pois elaborou um belo 
manual, integrando o seu conteúdo no currículo escolar.

Em traços largos, o manual cobre aritmética, das 
contas às percentagens e raízes quadradas, e recreações  
matemáticas. Estas, em forma de problemas, exercitam as 
matérias numéricas, mas contêm também questões pura-
mente lúdicas, norteadas para a promoção do prazer de 
pensar. Por exemplo, o autor apresenta a Torre de Hanói, 
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criado por Lucas em 1883, e outros quebra-cabeças clássi-
cos (de Pacioli e Alcuíno, por exemplo), o que leva a crer 
que conhecesse bem algumas fontes.

Outros exemplos:
  Batalha dos Números. Dois jogadores alternam soman-

do um número de 1 a 10 à escolha ao total (que começa 
nulo). Ganha quem atingir 100. 
(O autor explica a estratégia associada ao jogo. Esta ver-
são é muito semelhante à de Luca Pacioli).

  Um pai com dois filhos de 12 e 13 anos, respetivamente, 
pretende atravessar um ribeiro. Para isso há apenas um 
barco que só pode levar o homem ou os dois rapazes. 
Como hão de proceder para fazer a travessia? 
(A resolução, muito detalhada, inclui esquemas gráfi-
cos para representar as várias situações nas margens e 
no barco. Num outro problema, mais à frente, em vez 
de um homem temos um regimento! Surgem também 
os conhecidos problemas de travessia relativos a casais 
ciumentos, mas enunciados em termos de patrões e 
criados. Estas questões estão em Alcuíno).

  Numa ilha há dois tipos de indígenas: uns têm as plan-
tas dos pés vermelhas e falam sempre verdade; os ou-
tros têm-nas brancas e mentem sempre. Um europeu E 
encontrou-se com três indígenas A, B e C, que se enten-
dem entre si na língua local, mas compreendem e falam 
a língua de E. E não fala nem compreende a língua da 
ilha. E pergunta a A qual é a cor da planta dos seus pés; 
A responde na língua da ilha e E não percebe. E pergun-
ta a B o que dissera A: B responde: “A disse que tinha 
as plantas dos pés brancas.” E pergunta a C a cor das 
plantas dos pés de B; C responde que são vermelhas. 
Determinar a cor das plantas dos pés de B e de C. 

  Numa divisão, o dividendo é 237 812 e o quociente é 
1025; que números são o divisor e o resto?

Sobre as questões propostas no número anterior, algumas 
indicações de resolução:
 1. Podemos seguir um plano:

a)  Aplique a operação permitida convenientemente, de 
forma a que o quadrado livre esteja numa fila horizon-
tal só com dominós horizontais. Necessariamente, o 
quadrado livre estará então na fila aumentada (a pri-
meira).

b)  Sempre mediante a aplicação da operação mencio-
nada, mova o quadrado livre para o canto superior  
esquerdo do tabuleiro.

c)  Mova o dominó que cobre a casa por baixo do  
quadrado livre para a posição vertical, cobrindo o can-
to superior esquerdo (em coordenadas: a7 e a8). 

d)  Aplique o processo a) ao complemento da primeira 
fila e do dominó vertical. Itere de forma a obter uma 
“cobra” desde a casa acrescentada até g1.

e)  Desloque a “cobra” uma casa.
  

2.  Eis uma solução. A coloração do tabuleiro ajuda na 
prova de que não se pode exceder 16 cavalos. Fica como 
sugestão.
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A FUNÇÃO W DE LAMBERT

1.INTRODUÇÃO
Algumas equações que dependem de uma única variável 
x podem ser manipuladas de forma a que a variável apa-
reça isolada num dos membros da equação. Quando isto 
é possível, dizemos que resolvemos a equação.  Por exem-
plo, a equação x2 + 2x � 3 = 0 tem duas soluções x = �3 e 
x = 1, que podem ser obtidas usando a fórmula resolvente 
para equações quadráticas. A situação é diferente quando 
somos confrontados com equações da forma

xx = 2

ou 
x + ex = 2.

Estas equações não possuem soluções algébricas em ter-
mos de "funções elementares" que, em termos gerais, con-
sistem em  funções polinomiais, racionais, trigonométri-
cas, exponenciais ou logaritmos, e funções obtidas destas 
por aplicação de um número finito de operações elementa-
res: soma, subtração, multiplicação, divisão, composição e 
radiciação. Uma equação da forma x = f (x) que não pos-
sui solução algébrica diz-se uma equação transcendente.

O facto de uma  equação transcendente não ter solu-
ção algébrica, não significa que não tenha solução. Vamos 
ver neste canto que se adicionarmos ao nosso repertório de 
funções a função W de Lambert vamos ser capazes de re-
solver de forma simples algumas equações transcendentes. 

A função W de Lambert deve o seu nome a  Johann  

A função W de Lambert foi considerada pela primeira vez há mais de 250 
anos, mas apenas recentemente foi batizada e objeto de um tratamento 
rigoroso. Está intimamente relacionada com a função logaritmo e tem uma 
grande variedade de aplicações em matemática, física e ciências da compu-
tação, surgindo em muitos problemas de modelação nas ciências naturais. 
Neste canto vamos usar a função W de Lambert para resolver algumas 
equações transcendentes.

Heinrich  Lambert (1728-1777), matemático, físico e as-
trónomo suíço que, entre muitos outros resultados,  é 
reconhecido como o primeiro matemático a apresentar 
uma prova rigorosa  da irracionalidade do número p .   
A história da função W começa em 1758 quando Lambert 
estudou a equação trinomial  

x = q + xm,

mas é num artigo publicado por  Euler (1707-1783) que apa-
rece a primeira menção da função inversa de y = xex. No 

Figura 1. J. H. Lambert.
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entanto, Euler concede o crédito a Lambert pelo seu traba-
lho pioneiro nesta função. Todavia, só no final do século 
XX é que a função W começou a ser designada por função 
de Lambert e a letra W foi escolhida na primeira implemen-
tação da função W no software matemático Maple.  Entre-
tanto, uma grande variedade de aplicações da função W 
foi descoberta, quer em matemática, quer em física ou em  
ciências da computação [1, 3]. A função W de Lambert sur-
ge ainda associada a vários modelos nas ciências naturais 
[7], permitindo obter soluções em forma fechada para pro-
blemas cuja solução exata ou explícita não é possível de ob-
ter usando funções elementares. 

2. DEFINIÇÃO
A função W de Lambert  define-se como sendo a inversa 
da função  

y = xex. 
O número e nesta fórmula representa o número de Eu-
ler, uma das constantes mais famosas da matemática. 
Podemos definir o número de Euler como sendo  o limi-
te da sucessão (1 + 1/n)n quando n tende para infinito. 
Por exemplo, tomando n = 1.000.000, obtemos o valor
e ⇡ 2, 718280469 · · ·, com cinco casas decimais corretas.

Antes de analisarmos a função W, vamos debruçar-nos 
sobre a função exponencial y = ex. Esta função é crescen-
te para todo o x real e tem por contradomínio  o conjunto 
dos  números reais positivos. É, portanto, invertível e a sua 
inversa é o logaritmo natural ln x, cujo gráfico pode ser  
obtido a partir do gráfico da função exponencial refletin-
do-o sobre a diagonal y = x (ver figura 2). Por definição de 

função inversa, temos portanto,

x = eln x para x > 0
e

x = ln (ex) para x 2 R.

Estas relações podem ser usadas para resolver algumas 
equações que envolvem a função exponencial. Por exem-
plo, aplicando o logaritmo natural a ambos os mem-
bros da equação ex = 2 obtemos a sua única solução 
x = ln 2 ⇡ 0, 6931.

Foquemos agora a nossa atenção na função W. 
A função y = xex está definida para todo o número 
real x e tem por contradomínio o conjunto dos núme-
ros y ≥ −1/e ⇡ −0, 3679. Esta função  tem derivada  
y0 = (x + 1)ex, a qual é negativa para x < �1 e positiva 
para x > �1. Segue-se que y = xex é decrescente para 
x  −1 (curva vermelha na figura 3) e é crescente para 
x ≥ −1 (curva azul na figura 3). 

Portanto, ao contrário do que ocorre com a função ex-
ponencial, a função xex não é invertível sobre o seu domí-
nio. No entanto, se restringirmos o domínio da função ao 
conjunto [�1,+•), onde xex é crescente, ou ao conjunto 
(�•,�1], onde xex é decrescente, a função xex é invertível 
e à sua inversa chamamos função W de Lambert. A inversa 
de xex quando restrita ao conjunto [�1,+•) é designada 
por  ramo principal da  função W de Lambert e denotada 
por W0 (curva sólida na figura 3). Ou seja,

W0 : [−e−1,+•) ! [−1,+•)

é a inversa de xex no conjunto [�1,+•).

Figura 2. Gráficos de y=ex e y=ln x. Figura 3. Gráficos de y=xex e dos dois ramos de W(x).
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Por outro lado, a inversa de xex quando restrita ao con-
junto (�•,�1] é designada ramo secundário da função 
W de Lambert e denotada por W�1 (curva a tracejado na 
figura 3). Ou seja,

W−1 : [−e−1, 0] ! (−•,−1],

é a inversa de xex no conjunto (�•,�1).
Há, portanto, duas funções de Lambert, o ramo prin-

cipal W0(x) definido para  x ≥ −e−1 com W0(x) ≥ −1, e o 
ramo secundário W�1(x) definido para −e−1  x  0  com 
W−1(x)  −1. Assim, a equação y = xex possui uma única 
solução se x � 0 e duas soluções  se �e�1 < x < 0.

Quando não for necessário distinguir entre os dois ra-
mos, escrevemos apenas W(x) para denotar a função W de 
Lambert, e usaremos os índices 0 e �1 quando uma certa 
afirmação se verificar apenas para um dos ramos.

Por definição de função inversa, temos portanto

W(xex) = x, para x ≥ −1
e

W(x)eW(x) = x, para x ≥ −e−1.

A definição da função W pode ser algo difícil de usar pois 
apresenta-a de forma implícita e não nos fornece, portanto, 
uma forma fechada para W(x). Em geral teremos de recor-
rer a métodos numéricos [8] ou a um sistema de álgebra 
computacional (como, por exemplo, Maple, MATLAB ou 
Mathematica) para calcular o valor de W(x).  No entanto, 
este condicionamento não é maior do que aquele que ex-
perienciamos ao calcular o valor de e2 ou ln 2. Também 
nestes casos geralmente recorremos a uma calculado-
ra para obter um valor aproximado para estes números.  
A grande diferença no cálculo de ln 2 e W(2) reside no fac-
to de a maioria das calculadoras possuírem botões dedica-
dos à função logaritmo natural, mas não fazerem em geral 
referência à função W.  

Os cálculos efetuados neste artigo foram realizados 
usando o software Wolframalpha (https://www.wolframal-
pha.com), de acesso livre online, que usa o sistema de álge-
bra computacional Mathematica. Neste sistema, a função 
W é implementada usando o nome ProductLog.

Ainda assim, alguns valores da função W de Lambert 
são fáceis de obter usando a condição W(xex) = x, como, 
por exemplo:

W(�1/e) = W(�1 · e�1) = �1,

W(0) = W(0 · e0) = 0,

W(e) = W(1 · e1) = 1,

W (2 ln(2)) = W
⇣

ln(2) · eln 2
⌘
= ln 2.

As principais propriedades da função W, incluindo a sua 
derivada, primitiva e expansão em série de potências, po-
dem ser encontradas em [2, 3, 4].

3. EQUAÇÕES TRANSCENDENTES
Vamos agora determinar as soluções de algumas equações 
transcendentes usando a função W. A estratégia geral é 
escrever a equação na forma a = beb, donde se segue que 
b = W(a) por definição da função W.

 x

x = 2

Aplicando o logaritmo natural a ambos os membros desta 
equação, obtemos

ln 2 = ln(xx) = x ln x.

A mudança de variável z = ln x permite escrever a  
identidade anterior na forma ln 2 = zez, donde se segue 
que  z = W(ln 2), ou seja,

x = eW(ln 2) ⇡ 1, 5596.

A mesma ideia pode ser usada para determinar a inversa 
da função f (x) = xx, para x > 0. Temos xx ! 1 quando 
x ! 0+ e xx ! +• quando x ! +• (ver figura 4). Como 
f 0(x) = (1 + ln x)xx, o ponto (e�1, e�1/e) é um mínimo  
absoluto de f. A função é decrescente no intervalo (0, e�1] e 
crescente no intervalo [e�1,+•) e, portanto, para definir-
mos a sua inversa vamos restringir o seu domínio a um 
destes intervalos. 

Qualquer que seja a restrição feita ao domínio, pode-
mos repetir os passos usados na resolução da equação 

Figura 4. Gráfico de y=xx.
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xx = 2 para obter uma expressão para a inversa de xx. Co-
meçamos por aplicar o logaritmo natural a ambos os mem-
bros da igualdade y = xx, obtendo 

ln y = x ln x.

A mudança de variável z = ln x permite obter ln y = zez, 
donde se segue que 

x = eW(ln y).

Ou seja, a inversa da função y = xx é a função 
f�1(x) = eW(ln x).

 x+e

x = 2
A função y = x + ex é crescente para todo o x real, uma vez 
que a sua derivada satisfaz y0 = 1 + ex > 0 para todo o x. 
Como se verifica

lim
x!±•

x + ex = ±•,

facilmente se deduz que a equação x + ex = 2 tem uma 
única solução real. Para a obtermos, começamos por tomar 
a exponencial em ambos os membros:

e2 = ex+ex
= (ex) e(e

x).

Segue-se que ex = W(e2), isto é a única solução da equação 
x + ex = 2 é dada por

x = ln(W(e2)) ⇡ 0, 4428.

 x � e

x = �2

A função y = x � ex + 2 tem por derivada y0 = 1 − ex , 
que se anula no ponto x = 0. O ponto (0, 1) é pois um má-
ximo absoluto de y uma vez que esta função é crescente 
no intervalo (�•, 0] e decrescente no intervalo [0,+•). 
Como  

lim
x!±•

x − ex + 2 = −•,

segue-se que a equação x � ex = �2 tem exatamente duas 
soluções reais. Para as obtermos, procedemos como no 
exemplo anterior: começamos por tomar exponenciais em 
ambos os membros da equação,

e�2 = ex�ex
= (ex) e(�ex),

ou seja
�e�2 = (�ex) e(�ex).

A solução pode agora ser obtida por aplicação da função 
W, �ex = W(�e�2). Notemos no entanto, que uma vez 
que �e�1 < �e�2 < 0, obtemos as duas soluções preten-
didas aplicando os dois ramos da função W:

x=ln
(
−W0(−e−2)

)
⇡ −1, 8414

e
x = ln

⇣
−W−1(−e−2)

⌘
⇡ 1, 1462.

 
p

x + ln x = 0

A função y =
p

x + ln x está definida para x > 0 e é cres-
cente neste intervalo, uma vez que a sua derivada satisfaz 
y0 = (

p
x + 2)/2x > 0 para x > 0. Temos 

lim
x!0+

p
x + ln x = −•,

e
lim

x!+•

p
x + ln x = +•,

donde se conclui que a equação 
p

x + ln x = 0 tem uma 
única solução real. Para a obtermos, comecemos por escre-
ver ln x = −

p
x ou ainda 

− ln xp
x
= 1.

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por 1/2 
e usando propriedades do logaritmo, obtemos

1
2
=

1p
x

ln
✓

1p
x

◆
= ln

✓
1p
x

◆
eln

⇣
1p
x

⌘

,

donde se segue que

ln
✓

1p
x

◆
= W(1/2),

ou seja, 
x = e−2W(1/2) ⇡ 0, 4948.

 x

n = e

�x

Uma equação da forma xn = e�x, com n um inteiro positi-
vo, pode ser reescrita como

xnex = 1.
Extraindo a raiz índice n, vem

xex/n = 1,

que pode ser escrito como

beb = 1/n,
com b = x/n. Portanto, uma solução real da equação 
xn = e�x é dada por 

x = nW (1/n) .

 2

x = 3x

A função y = 2x � 3x tem domínio R e a sua de-
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rivada y0 = 2x(ln 2)− 3 anula-se apenas no ponto 
x0 = ln(3/ ln(2))/ ln 2 ⇡ 2, 1137. Uma vez que

lim
x!±•

2x − 3x = +•,

o ponto (x0, 2x0 − 3x0) ⇡ (2, 1137;−2, 0131) é um míni-
mo absoluto da função 2x � 3x. Segue-se que a equação 
2x = 3x possui duas soluções reais. Para as obtermos, co-
mecemos por escrever a equação na forma

1 =
3x
2x = 3xe�x ln 2.

Multiplicando ambos os membros da equação por 
�(ln 2)/3, obtemos

�1
3

ln 2 = �(x ln 2)e�x ln 2,

donde se segue que

 �x ln 2 = W
⇣
� 1

3 ln 2
⌘

.

Como �e�1 < � 1
3 ln 2 < 0, podemos usar os dois ramos 

da função W para obter as duas soluções  da equação,

x =
W0

⇣
− 1

3 ln 2
⌘

− ln 2
⇡ 0, 4578

e

x =
W−1

⇣
− 1

3 ln 2
⌘

− ln 2
⇡ 3, 3132.

O leitor encontra em [5] uma grande variedade de equa-
ções construídas através de combinações de logaritmos, 
exponenciais e polinómios cuja solução explicita pode ser 
encontrada usando a função W de Lambert. 

4. A TORRE DE POTÊNCIAS INFINITA
Outra aplicação interessante da função W envolve a  torre 
infinita de expoentes

y(x) = xxx

Esta função, também conhecida como tetração, pode ser 
definida iterativamente por

y1 = x e yn+1 = xyn .

Este processo gera uma sequência infinita de aproxima-
ções para y(x). Euler provou (veja-se [6]) que a sucessão 
(yn) converge quando 

0, 0659 ⇡ e−e  x  e1/e ⇡ 1, 4446.

Vamos usar a função W para calcular o valor de y(x) quan-
do x pertence a este intervalo.

Neste caso, podemos escrever y = xy, ou seja, x = y1/y. 
Aplicando o logaritmo natural a ambos os membros desta 

última equação, obtemos

ln x =
ln y

y
,

ou ainda,
y ln x = ln y.

Segue-se que y = ey ln x. Podemos escrever esta última 
igualdade como

�y ln(x)e�y ln(x) = � ln x

e pela definição da função W, temos 

�y ln x = W(� ln x),

ou seja, obtemos a expressão 

y =
W(� ln x)
� ln x

,

para a torre de potências infinita em termos da função W 
de Lambert.
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OS PONTOS DE LAGRANGE  
E O TELESCÓPIO JAMES WEBB
Estão a começar a chegar as primeiras fotos do telescópio espacial James 
Webb. Quando o leitor estiver a saborear as páginas deste número da 
Gazeta, provavelmente o equipamento já estará 100% operacional. Por ora, 
tudo o que temos são as fotos do processo de calibragem e alinhamento 
que mostram ‒ e muito bem ‒ as potencialidades deste novo observatório.

O telescópio espacial James Webb foi desenvolvido 
durante mais de 20 anos, numa operação lidera-

da pela agência espacial norte-americana (NASA), com 
grande colaboração da sua congénere europeia (ESA). Por 
um custo superior a 500 milhões de dólares, após muitos  
contratempos, foi finalmente lançado no espaço em de-
zembro de 2021, em direção ao seu destino final, o ponto 
L2 do sistema Sol-Terra. Após a finalização de todo o len-
to e trabalhoso processo de calibração, substituirá, para 
todos os efeitos práticos, o telescópio Hubble. Mais deta-
lhes podem ser encontrados em [1]. Para admirar a incrível 
qualidade das imagens deste novo observatório espacial, 
veja a figura 1. Mas o que é o ponto L2 do sistema Sol-
-Terra?

Em 1772, J. L. Lagrange escreveu o trabalho Essai sur le 
Problème des Trois Corps, onde estuda quais as configura-
ções gravitacionais de três corpos que são mantidas cons-
tantes pela dinâmica [3]. A pergunta a que queria respon-
der é: supondo que três corpos celestes interagem apenas 
através da gravidade, será possível que as suas posições 
relativas sejam invariantes no tempo?

O problema ainda não está resolvido em toda a sua 
generalidade. No entanto, o físico-matemático franco-ita-
liano percebeu que algumas soluções parciais poderiam 
ser obtidas.

Mais exatamente, considerou dois objetos massivos a 
orbitar um ao redor do outro em órbita circular, e um ter-
ceiro, chamado massa de prova, a se movimentar atraído 
pela gravidade dos dois primeiros. A expressão massa de 
prova significa que a sua massa é muito pequena para alte-
rar os movimentos dos dois grandes corpos. Para simpli-
ficar a notação, vamos pensar no Sol, na Terra (com massa 
muito menor do que a do Sol) e num asteroide (com massa 
muito menor do que a da Terra).

Lagrange encontrou cinco posições de equilíbrio, den-
tre as quais três já eram conhecidas (devido ao trabalho 
de Euler) e duas eram novas configurações. Apenas estas  
últimas duas podem formar configurações estáveis (ou 
seja, que não se desfazem de forma quase espontânea). 

Não iremos fazer aqui as contas (podem consultar [2]), 
mas apenas indicar os principais conceitos. Inicialmen-
te, temos de calcular a órbita do planeta ao redor do Sol. 
Vamos supor que esta seja uma circunferência. Desta 
forma, as possíveis posições da massa do asteroide que 
mantém uma configuração de equilíbrio terão de estar no 
mesmo plano da órbita. 

As três primeiras posições de equilíbrio localizam-se 
na linha que liga o Sol à Terra, sendo a primeira entre os 
dois corpos (ponto L1), a segunda atrás da Terra (ponto L2, 
onde está agora o telescópio James Webb) e um terceiro 
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ponto atrás do Sol (ponto L3). É importante notar que um 
objeto em cada uma destas posições não está parado, mas, 
na verdade, gira em torno do Sol com o mesmo período da 
Terra, mantendo a sua posição relativa em relação à linha 
que une o Sol ao nosso planeta.

Dois outros pontos estão fora deste eixo. São os pon-
tos L4 e L5. Cada um deles se localiza na órbita da Terra, 
avançado (no primeiro caso) ou atrasado (no segundo) de 
um ângulo de 60 graus em relação à Terra. Estes pontos 
também são conhecidos como pontos troianos.

Lagrange teve de esperar mais de 100 anos (obviamen-
te uma força de expressão...), até 1907, quando foi descober-
to o primeiro objeto a orbitar em sincronia com Júpiter no 
seu ponto L4 (ou seja, no ponto L4 do sistema Sol-Júpiter). 
Mais de 100 anos se passaram até que o primeiro destes 
objetos fosse encontrado no ponto L4 do sistema Sol-Terra. 
Em 2020, o segundo foi encontrado [4].

Atualmente, mais de 10 000 pequenos objetos já fo-
ram catalogados a orbitar o Sol em sincronia com o maior 
planeta do nosso sistema. Isto indica que estes asteroi-
des não escapam com facilidade da gravidade conjun-
ta do Sol e de Júpiter, mostrando a estabilidade desta 

configuração. O que será sempre verdade, desde que a 
massa do Sol seja, pelo menos, cerca de 

p
27+

p
23p

27−
p

23
⇡ 25 

vezes maior do que a do planeta de referência.  

Como dito no início, um objeto colocado no ponto L1, 
L2 ou L3 estará em equilíbrio com o sistema Sol-planeta, 
mas este equilíbrio é instável: a pequena massa acabará 
por rapidamente se distanciar. Por que, então, colocar o 
James Webb no L2? Em primeiro lugar, porque os pontos 
L4 e L5 são muito distantes da Terra, dificultando a comu-
nicação entre o telescópio e as bases operacionais na Terra. 
Ademais, o ponto L2 está na sombra da Terra, garantindo 
que a interferência do Sol nas imagens astronómicas será 
minimizada. O ponto negativo, evidentemente, é que a 
sua órbita tem de ser constantemente corrigida (o telescó-
pio não fica parado neste ponto, mas orbita circularmente 
o ponto L2).

Mas os outros pontos também têm o seu interesse, na 
ciência ou na ficção científica... 

O ponto L1 tem sido usado para missões de observação 
solar. A missão Solar and Heliospheric Observatory (SOHO), 
da ESA, instalou um telescópio para constante observa-

Figura 1. Uma das primeiras fotos do telescópio James Webb, ainda em processo de calibração.  
À esquerda, a melhor foto até agora da mesma localização, parte da Nuvem de Magalhães (NASA/JPL-
Caltech). À direita, foto da mesma região, feita pelo telescópio James Webb (NASA/ESA/CSA/STScI).
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ção da coroa solar exatamente neste  ponto. Também ser-
ve para observar o nosso planeta de um ponto fixo, como 
pode ser observado no vídeo disponível em https://youtu.
be/CFrP6QfbC2g. Esta colagem sequencial de milhares de 
fotos feitas pelo satélite DSCOVR mostra a Terra durante 
um ano, com as mudanças sazonais vistas claramente.

Em oposição ao Sol, está o ponto L3, eternamente  
escondido de nós. Assim, não há muito interesse em en-
viar uma missão até lá, pois quaisquer que fossem os 
seus achados, seria difícil enviar informação de volta. No 
entanto, é um ponto cheio de mistério, pois, quem sabe?, 
não há por lá um planeta cheio de vida, eternamente fora 
do nosso alcance? (Pouco provável, este ponto é instável, 
lembram-se? Além disto, não poderia ter muita massa, já 
que seria detetado pelos seus efeitos gravitacionais. Estes 
factos nunca detiveram a ficção científica.)

Também o sistema Terra-Lua tem os seus pontos 
de Lagrange. A questão da estabilidade é, no entan-
to, muito mais crítica, pois a influência da gravidade do 
Sol não pode ser negligenciada, como fizemos na aná-
lise anterior. De facto, há planos para a colocação de  
satélites de comunicação nestes pontos, que facilitarão 

Figura 2. Potencial gravitacional de um sistema dado por um 
planeta a orbitar ao redor do Sol, com linhas equipotenciais.  
O Sol está no centro da figura, enquanto o planeta é representa-
do pelo círculo branco à direita. Gráfico fora de escala. Domínio 
público, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=38174. 

Figura 3. Localização dos pontos de Lagrange, em escala, para 
o sistema Sol-Terra. Veja que os pontos estáveis L4 e L5 são 
substancialmente mais distantes da Terra do que os pontos 
instávels L1 e L2. Disponível em By EnEdC - Own work us-
ing: Inkscape, Public Domain, https://commons.wikimedia.org/w/
index.php?curid=1639194.

uma futura instalação de bases lunares permanentes.  
Os chineses chegaram primeiro ao L4, e já há lá um sa-
télite em fase de testes, capaz de, futuramente, ser um 
potente ponto para transmissão de informações entre 
uma base terrestre e outra no nosso único satélite natural. 
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A simplificação de radicais duplos, 
estudada no Ensino Secundário nos 

anos 60 do século passado, caiu no esque-
cimento até ao surgimento das Metas  
Curriculares, reaparecendo então na  
forma de exercícios. Neste artigo procu-
ramos ir um pouco mais além, apresen-
tando a teoria subjacente a essas simplifi-
cações, bem como exemplos de aplicação. 
Terminamos com um exemplo devido a 
Pedro Nunes, que resultou da sua análise 
de algumas peculiaridades da fórmula 
de Cardan-Tartaglia para a equação do 
terceiro grau.

Demonstração:
p

a +
p

b =
q
(
p

a +
p

b)2 =
p

a + b + 2
p

ab.

Nota: Decorre imediatamente da fórmula anterior 
que 

p
a + b 

p
a +

p
b e que 

p
a + b =

p
a +

p
b se e só 

se pelo menos um dos números a ou b for zero.
Nos manuais escolares do 10.º ano, surgem frequente-

mente exercícios em que se pretendem provar igualdades 
como

 

q
14 + 6

p
5 = 3 +

p
5, 

que são consideradas de dificuldade elevada e que, na 
nossa experiência, deixam os alunos perplexos. 

Comecemos por analisar a decomposição acima indi-
cada, por meio de dois processos distintos.

1.º processo: 
p

14 + 6
p

5 =
p

9 + 6
p

5 + 5 =
q
(3 +

p
5)2 = 3 +

p
5.

O artifício foi escrever o número 14 como soma de duas 
parcelas, sendo uma um quadrado perfeito e recorrer ao 
caso notável da multiplicação “quadrado de uma soma”.

2.º processo: Tentemos determinar dois nú-
meros x e y (racionais ou, se possível, inteiros) 
tais que 

p
14 + 6

p
5 =

p
x +

p
y; elevando ao  

quadrado ambos os membros desta igualdade, vem 
14 + 6

p
5 = (

p
x +

p
y)2. Após simplificações, chegamos 

a 14 + 6
p

5 = x + y + 2
p

xy donde obtemos o sistema1 
⇢

x + y = 14
6
p

5 = 2
p

xy.

Se elevarmos ambos os membros da segunda equação ao 
quadrado e simplificarmos, chegamos a 

⇢
x + y = 14
xy = 45 ,

que tem as soluções2 (9, 5) e (5, 9). Em qualquer dos casos, 
obtemos 

p
14 + 6

p
5 =

p
9 +

p
5 = 3 +

p
5, em concor-

dância com o resultado do primeiro processo.

1. INTRODUÇÃO
Ao estudarmos as operações com radicais, constatamos 
imediatamente que há uma grande diferença entre a mul-
tiplicação e a adição. Mesmo que só consideremos raízes 
quadradas, tem-se que 

p
a ⇥ b =

p
a ⇥

p
b mas é, em ge-

ral, falso que 
p

a + b =
p

a +
p

b para dois números não 
negativos a e b. Neste trabalho vamos tentar elucidar as 
relações entre o radical de uma soma e a soma dos ra-
dicais, bem como a questão da simplificação de radicais 
quadráticos da forma 

p
A +

p
B. No final, falaremos um 

pouco sobre a simplificação de radicais de índice mais 
elevado. Não consideraremos a simplificação de expres-
sões relacionadas com produtos e quociente de radicais, 
uma vez que estes processos são sobejamente conhecidos 
a nível do Ensino Secundário.

2. SIMPLIFICAÇÃO DE RADICAIS QUADRÁTICOS
Quanto ao primeiro tema, temos o seguinte resultado, 
já conhecido dos matemáticos hindus e árabes (veja-se 
[10]), e que está perfeitamente ao alcance dos alunos do 
10.º ano:

Proposição 1: Sejam a e b dois números não negativos. 

Então, 
p

a +
p

b =

q
a + b + 2

p
ab.

1 Ver a demonstração da proposição 2 para a justificação da passagem da 
equação ao sistema.

2 Uma alternativa interessante à resolução do sistema por substituição 
é o recurso às fórmulas que dão a soma e o produto das raízes duma 
equação quadrática, um tópico infelizmente esquecido no atual Ensino Se-
cundário. No caso em estudo, basta considerar a equação x2 ‒ 14x + 45 = 0 
para se obterem imediatamente os resultados indicados; veja-se a de-
monstração da proposição 2.
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A +
p

B = x + y + 2
p

xy,
ou ainda

2
p

xy = A − x − y +
p

B.                        (1)
Mediante uma nova elevação ao quadrado, chegamos a 

4xy = (A − x − y)2 + B + 2(A − x − y)
p

B.          (2)

Concluímos então que 
A � x � y = 0                                    (3)

pois se assim não fosse, resultaria de (1) que 

p
B =

4xy − (A − x − y)2 − B
2(A − x − y)

,

o que é absurdo, pois o primeiro membro desta igualdade 
é um número irracional e o segundo membro um número 
racional. Assim, de (3) vem que 

x + y = A                                    (4)
Por substituição de (4) em (1), resulta, após elevação ao qua-
drado de ambos os membros, que 

xy =
B
4

.                                       (5)

Atendendo a (4) e (5), podemos, recorrendo às fórmulas 
referidas na nota 2, determinar os valores de x e y: são as 
soluções da equação 

X2 � AX +
B
4
= 0,                                (6)

que são A+
p

A2−B
2  e A−

p
A2−B
2 . Basta então escolher um des-

tes valores para x e o outro será o correspondente valor de 
y. Como x e y devem ser racionais, a expressão A2 � B tem 
de ser um quadrado perfeito.

Reciprocamente, se a expressão A2 � B for um quadra-
do perfeito, o número C =

p
A2 − B  é racional, o mesmo 

sucedendo com os números 

A + C
2

e
A � C

2
,

que são as soluções da equação (6). Estes dois núme-
ros são as únicas soluções possíveis de (1) e logo de p

A +
p

B =
p

x +
p

y, pois estas equações são equivalen-
tes.

Observação: Se considerarmos agora a igualdade p
A −

p
B =

p
x −p

y, verificamos que as considerações 
anteriores se podem aplicar, desde que tomemos x = A+C

2  
e y = A�C

2   para que a diferença 

p
x −p

y =

r
A + C

2
−

r
A − C

2

 seja positiva, já que o radical 
p

A −
p

B que lhe é igual, é 
positivo.

No que se segue, analisaremos com cuidado este segun-
do processo e obteremos condições necessárias e suficien-
tes para a possibilidade da decomposição e uma fórmula 
geral para a efetuar, um assunto que era estudado a nível 
do Ensino Secundário ainda nos anos 60 do século passado 
(ver, por exemplo, [9]).

A necessidade de uma análise cuidadosa torna-se evi-
dente se considerarmos o radical 

p
14 − 6

p
5; se, por analo-

gia com o caso 
p

14 + 6
p

5, tentarmos escrevê-lo na forma p
x −p

y, somos levados de novo ao sistema 
⇢

x + y = 14
xy = 45

e obtemos, além da igualdade verdadeira 
p

14 − 6
p

5 = 3 −
p

5,

o resultado incorreto 
p

14 − 6
p

5 =
p

5 − 3.
Notemos que decomposições deste género nem sempre 

são possíveis. Por exemplo, é impossível escrever 
p

1 +
p

2  
como soma das raízes quadradas de dois números naturais; 
basta reparar que 

p
1 +

p
2 < 1, 6 e que, dados dois núme-

ros naturais quaisquer a e b, se tem que 
p

a +
p

b ≥ 2.
Antes de estudarmos a simplificação de radicais da for-

ma 
p

A +
p

B, notemos que é indiferente considerar radi-
cais nesta forma ou na forma 

p
a + b

p
q, pois as duas são 

obviamente equivalentes, desde que b � 0.
A seguinte proposição esclarece em que condições se 

pode escrever um radical duplo da forma 
p

A +
p

B como 
soma de dois radicais simples. Comecemos por uma defi-
nição.

Definição 1: Um número racional positivo A diz-se um 
quadrado perfeito se existir um número racional B tal que 
B2 = A.

Proposição 2: Dados dois números racionais positivos  
A e B, não sendo B um quadrado perfeito, existem dois nú-
meros racionais x e y tais que 

p
A +

p
B =

p
x +

p
y se e só 

se A2 � B for um quadrado perfeito.

Nota: Comecemos por reparar que se B fosse um qua-
drado perfeito, o radical duplo reduzir-se-ia trivialmente a 
um radical simples, daí que esta hipótese seja logo descar-
tada no enunciado.

Demonstração: A equação 
p

A +
p

B =
p

x +
p

y é equi-
valente à equação (

p
A +

p
B)2 = (

p
x +

p
y)2, já que os 

seus membros são ambos positivos. Desenvolvendo os cál-
culos, vem que 
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Em resumo, temos o seguinte resultado:

Teorema 1. Dados dois números racionais positivos A e B, 
não sendo B um quadrado perfeito, existem dois números 
racionais x e y tais que 

p
A ±

p
B =

p
x ±p

y se e só se 
A2 � B for um quadrado perfeito.

Exemplos e aplicações:
1) Os dois exemplos dados anteriormente tornam-se tri-
viais à luz deste teorema. Com efeito, 

 

    

q
14 + 6

p
5 =

q
14 +

p
180

=

r
14 + 4

2
+

r
14 − 4

2
=
p

9 +
p

5 = 3 +
p

5,

como se reconhece imediatamente; pondo A = 14
e B = 180, vem A2 � B = 16 = 42 e podemos tomar 
C = 4.

 
p

1 +
p

2 não pode ser simplificado pois 
A2 � B = 12 � 2 = �1 não é um quadrado perfeito.

2) A equação biquadrada
Recordemos que se chama equação biquadrada a uma 
equação da forma ax4 + bx2 + c = 0, com a 6= 0. Estas 
equações resolvem-se facilmente recorrendo à substitui-
ção y = x2:

ax4 + bx2 + c = 0 , ay2 + by + c = 0 ,

, y =
−b ±

p
b2 − 4ac

2a
, x2 =

−b ±
p

b2 − 4ac
2a

,

, x = ±

s
−b ±

p
b2 − 4ac

2a
.

Esta última expressão mostra a utilidade do teorema 1 no 
estudo destas equações.

Por exemplo, se considerarmos a equação 
x4 � 10x2 + 1 = 0, a aplicação da fórmula anterior leva-
-nos a x = ±

p
5 ±

p
24 ; como A2 � B = 52 � 24 = 1, po-

demos considerar C = 1 e obtemos as quatro soluções 
numa forma muito mais “simpática”: 

3) Um problema de trigonometria
Um exercício clássico em trigonometria é a obtenção das 
razões trigonométricas de alguns ângulos, a partir das ra-
zões dos ângulos de amplitudes 30º, 45º e 60º. Por exemplo,

cos 15◦ = cos (45◦ − 30◦) = cos 45◦ cos 30◦ + sen 45◦ sen 30◦

=

p
2

2
·
p

3
2

+

p
2

2
· 1

2
=

p
6 +

p
2

4
e
sen 15◦ = sen (45◦ − 30◦) = sen 45◦ cos 30◦ − cos 45◦ sen 30◦

=

p
2

2
·
p

3
2

−
p

2
2

· 1
2
=

p
6 −

p
2

4
.

Vejamos o que sucede se, tendo obtido cos 15º, experimen-
tarmos calcular sen 15º por outra via, recorrendo à fórmu-
la fundamental da trigonometria:

sen 15◦ = +
p

1 − cos2 15◦ =

vuut1 −
 p

6 +
p

2
4

!2

=

s

1 − 8 + 2
p

12
16

=
1
4

q
8 −

p
48,

valor este que parece ser completamente diferente do pri-
meiro! 

Naturalmente, os dois valores são iguais: se aplicar-
mos ao radical duplo 

p
8 −

p
48  o método de simplifica-

ção do teorema 1 com A = 8 e B = 48, verifica-se imedia-
tamente que podemos considerar C = 4 e então

1
4

q
8 −

p
48 =

1
4

"r
8 + 4

2
−

r
8 − 4

2

#

=
1
4
(
p

6 −
p

2) =

p
6 −

p
2

4
.

4) Simplificação de algumas expressões mais complicadas

a) A expressão 
q

5
p

7 + 2
p

42 não está nas condições 
do teorema 1, mas pode ser simplificada se admitirmos o 
uso de raízes de índice quatro. Com efeito, 

q
5
p

7 + 2
p

42 =

qp
7
q

5 + 2
p

6 =
4
p

7
q

5 +
p

24

e, por aplicação do teorema 1, obtemos finalmente
q

5
p

7 + 2
p

42 =
4
p

7(
p

3 +
p

2).

b) A expressão 
p

5 +
p

6 +
p

10 +
p

15 pode ser sim-
plificada recorrendo ao teorema 1 (e a alguma engenho-
sidade…). Para tanto, reparemos que um raciocínio aná-
logo ao utilizado na prova do teorema 1 leva à fórmula

p
A ± B =

s
A +

p
A2 − B2

2
±

s
A −

p
A2 − B2

2

onde A e B são números positivos e A > B.

x =
p

3 +
p

2 _ x =
p

3 −
p

2 _ x

= −
p

3 +
p

2 _ x = −
p

3 −
p

2.x =
p

3 +
p

2 _ x =
p

3 −
p

2 _ x

= −
p

3 +
p

2 _ x = −
p

3 −
p

2.

x =
p

3 +
p

2 _ x =
p

3 −
p

2 _ x

= −
p

3 +
p

2 _ x = −
p

3 −
p

2.



22 GAZETA DE MATEMÁTICA  • 197

Se fizermos A = 5 +
p

10 e B =
p

6 +
p

15 , vem 

s
A +

p
A2 − B2

2
=

vuut5 +
p

10 +
q
(5 +

p
10)2 − (

p
6 +

p
15)2

2
=

=

s
5 +

p
10 +

p
14 + 4

p
10

2
=

=

s
5 +

p
10 + 2 +

p
10

2
=

=

r
7
2
+
p

10 = 1 +

p
10
2

,

por aplicação do teorema 1 aos radicais  
p

14 + 4
p

10 e  q
7
2 +

p
10.

Analogamente, chega-se a 
s

A −
p

A2 − B2

2
=

r
3
2

; 

neste caso nem sequer é preciso aplicar o teorema 1.
A simplificação desejada é então 

q
5 +

p
6 +

p
10 +

p
15 = 1 +

r
5
2
+

r
3
2

.

Podem encontrar-se muitos outros exemplos e exercícios 
de simplificações deste género em [3].

3. RADICAIS DE ÍNDICE SUPERIOR
O estudo das simplificações destes radicais é muito mais 
difícil; na década de 90 do século passado foi apresentado 
o primeiro algoritmo geral para este problema pela ma-
temática americana Susan Landau (ver [7] ou [8]) e ainda 
subsistem muitos problemas em aberto. No que se se-
gue, limitar-nos-emos a alguns exemplos, essencialmen-
te de caráter histórico sobre radicais do tipo 3

p
a + b

p
q . 

Este tipo de radicais surge naturalmente a propósito da 
fórmula de Cardan-Tartaglia para a resolução de equa-
ções do terceiro grau (ver, por exemplo, [2] ou [6]) : se 
x3 + px + q = 0 então 

x =
3

s

� q
2
+

r
q2

4
+

p3

27
+

3

s

� q
2
�

r
q2

4
+

p3

27
,

desde que as raízes cúbicas sejam escolhidas de modo a 
que o seu produto seja igual a �p/3.

Por volta de 1540 e motivado pela fórmula referida, 
Tartaglia chegou ao resultado que a seguir apresentamos, 
em linguagem e notação modernas ([10]).

Teorema 2. Sejam a e b dois números racionais, não sendo 
b um quadrado perfeito e tais que 3

p
a +

p
b é irracional. 

Se:
1) 3
p

a2 − b  for racional;
2) a equação 4x3 − 3 3

p
a2 − bx = a tiver uma solução 

racional, então existem dois números racionais u e v tais 
que 3

p
a +

p
b = u +

p
v .

Demonstração: Supondo que 
3
q

a +
p

b = u +
p

v,                           (7)

segue-se, por elevação ao cubo de ambos os membros, 
que 

a +
p

b = u3 + 3uv +
⇣

3u2 + v
⌘p

v

donde, atendendo a que a e b são números racionais, se-
gue-se que

⇢
a = u3 + 3uvp

b =
�
3u2 + v

�p
v.

Se subtrairmos a segunda equação da primeira, obtemos 
a −

p
b = (u −

p
v)3; extraindo a raiz cúbica de ambos os 

membros, resulta que 
3
q

a −
p

b = u −
p

v.                              (8)

Multipliquemos membro a membro as igualdades (7) e (8); 
vem que 3

p
a2 − b = u2 − v e, portanto v = u2 − 3

p
a2 − b. 

Se substituirmos este valor na primeira equação do siste-
ma, chegamos a 

a = 4u3 � 3
⇣

3
p

a2 � b
⌘

u,

equação esta que, por hipótese, tem uma raiz racional 
u. Basta então considerar v = u2 − 3

p
a2 − b, que é racio-

nal, pela hipótese 1), e obtemos  3
p

a +
p

b = u +
p

v  e 
3
p

a −
p

b = u −
p

v , o que conclui a prova.
Vejamos um exemplo deste método tão engenho-

so, simplificando a expressão 3
p

2 +
p

5 . Tem-se que 
a = 2, b =

p
5 e 3

p
22 − 5 = −1; a equação auxiliar é 

4x3 + 3x � 2 = 0, que tem a raiz racional 1/2 3. 
Segue-se que 

u =
1
2

, v =

✓
1
2

◆2
− 3

p
−1 =

5
4

 e

3
q

2 +
p

5 =
1
2
+

r
5
4
=

1 +
p

5
2

,

 o conhecido número de ouro.
Para concluir, apresentaremos um exemplo de 

simplificação de radicais cúbicos devido a Pedro Nu-
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sobre o autor

nes, que é descrito em [4]. Se aplicarmos à equação 
x3 + 6x = 20 a fórmula de Cardan-Tartaglia, vem 
x =

3
pp

108 + 10 − 3
pp

108 − 10 4.  No Libro de Algebra en 
Arithmetica e Geometria (publicado em 1567, mas composto 
cerca de 30 anos antes), Pedro Nunes utiliza esta equa-
ção para apontar algumas peculiaridades da fórmula de 
Cardan-Tartaglia, sem pôr em causa a sua correção. É que 
esta expressão tão complicada “esconde” a solução 2 da 
equação em causa!

Pedro Nunes, talvez por tentativas ou motivado pela 
igualdade 

p
108 = 6

p
3, reparou que 

p
108 + 10 é o cubo 

de uma certa expressão, a saber 
p

3 + 1, como se verifica 
imediatamente: 

(
p

3 + 1)3 =
p

3
3
+ 3C1

p
3

2
+ 3C2

p
3 + 13

= 3
p

3 + 9 + 3
p

3 + 1

= 10 + 6
p

3 = 10 +
p

108,

donde a simplificação 3
p

10 +
p

108 =
p

3 + 1. 
Analogamente se obtém 3

pp
108 − 10 =

p
3 − 1. Com-

binando as duas simplificações, Pedro Nunes chegou à 
surpreendente igualdade

3
qp

108 + 10 − 3
qp

108 − 10 =
p

3 + 1 − (
p

3 − 1) = 2.5.5

Deixamos ao cuidado do leitor obter os resultados de 
Pedro Nunes recorrendo ao teorema 2.
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3 Não é necessário resolver a equação; pelo teorema da raiz racional as 
possíveis raízes racionais podem ser escritas na forma r/t, onde t divide -2 

e, portanto, só pode ser ±1�±2 e r divide 4 e logo só pode ser ±1�±2�±4 . 
Experimentando as várias possibilidades, chegamos à raiz indicada.

4 No famoso tratado Ars Magna, Cardan, que seguia a prática vulgar 
na época de não considerar coeficientes negativos, tem necessidade 
de utilizar várias fórmulas distintas ao estudar a equação cúbica; assim, 
na equação x3 + �� = �, onde p e q são números positivos, tem-se  

x= 3
�

�
2 +

�
�2
4 + �3

27 − 3
�

− �
2 +

�
�2
4 + �3

27 .

5 Uma justificação alternativa é a seguinte: seja � (�) = �3 + 6� − 20.  Tem-
-se que �3 + 6� = 20 ⇔ � (�) = 0 e que � (2) = 0. A função f é estri-
tamente crescente já que � < � ⇒ �3 < �3 e � < � ⇒ 6� < 6�, pelo 
que a solução 2 é única e, portanto, 3�√108 + 10 − 3�√108 − 10 = 2.
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A DESCOBERTA DE NEPTUNO
Urbain Le Verrier ficou famoso por ter previsto a existência de  
Neptuno somente a partir de cálculos. Mas a história não é tão simples 
quanto parece.

A descoberta de Neptuno em 1846 é um dos eventos 
mais famosos e mediáticos da história da Astronomia, 

e mesmo da história da Ciência. Vejamos brevemente como 
é que as coisas se passaram.1 Em 1781, William Herschel 
descobriu o planeta Urano. Mais precisamente, aperce-
beu-se de que estava a ver pelo seu telescópio um objeto  
celeste que pensou inicialmente ser um cometa, mas ao fim 
de pouco tempo ficou convencido de que se tratava de um 
planeta.

Os astrónomos começaram a seguir a trajetória de Ura-
no. Entre estes contava-se o francês Alexis Bouvard, que 
fez extensas tabelas astronómicas relativas a Júpiter, Satur-
no e Urano. Nada de extraordinário foi observado quanto 
às órbitas de Júpiter e de Saturno, mas a de Urano revelou 
anomalias. Perante esta situação, havia duas explicações 
possíveis: ou as leis da Mecânica Celeste estavam erradas 
ou havia, para lá da órbita de Urano, um outro planeta cuja 
presença afetava a órbita deste. Bouvard inclinou-se para 
esta última hipótese.

Foram feitas várias tentativas para calcular a trajetó-
ria do hipotético planeta. As mais conhecidas são as do 
escocês John Couch Adams2 e do francês Urbain Le Ver-
rier3 (figura 1). Adams enviou o resultado dos seus cálcu-
los ao astrónomo real, George Biddell Airy, e ao diretor do  
Observatório de Greenwich, James Challis. Estes, no en-
tanto, deram pouca importância à informação que recebe-
ram. Entretanto, em Paris, François Arago, diretor do ob-
servatório astronómico daquela cidade, sugeriu a Urbain 

1 Mathematical discovery of planets,  https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/
HistTopics/Neptune_and_Pluto/

2 John Couch Adams, https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Adams/

3 Urbain Jean Joseph Le Verrier, https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/ 
Biographies/Le_Verrier/

Figura 1. John Couch Adams e Urbain Le Verrier.

Le Verrier que este fizesse os cálculos necessários para 
determinar a órbita do planeta desconhecido. Contraria-
mente a Adams, Le Verrier foi publicando artigos sobre o 
assunto. O primeiro, datado de novembro de 1845, expli-
cava que as atrações gravitacionais de Júpiter e de Satur-
no não podiam explicar as anomalias da órbita de Urano.  
O segundo, de junho de 1846, mencionava várias possíveis 
explicações para as anomalias e explicava como, dentro 
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aconteceu o mesmo foi John Herschel, em 1830.
A descoberta de Neptuno lançou Le Verrier para a 

fama. Mais exatamente, o que fascinou as pessoas na altu-
ra foi a maneira como Le Verrier fez a descoberta: por meio 
de cálculos. O próprio Arago escreveu que “Le Verrier  
localizou o novo astro sem precisar de erguer os olhos para 
o céu uma vez que fosse; ele viu-o na ponta da sua caneta” 
(ênfase no original; veja-se [1]). Em contrapartida, Airy e 
Challis foram muito criticados no Reino Unido por não 
terem feito em Greenwich com as informações de Ada-
ms o mesmo que Galle e d’Arrest fizeram em Berlim com 
as informações de Le Verrier. Pode ver-se na figura 2 um  
desenho humorístico que surgiu então na imprensa france-
sa a respeito deste assunto.  

O impacto cultural da descoberta de Le Verrier foi  
intenso e não é difícil compreender porquê. Como escre-
veu Antonie Pannekoek [4, cap. 34]: 

“Estes eventos produziram uma profunda  
impressão não só na comunidade científica, como 
no mundo dos leigos cultos. De todos os países cho-
veram distinções sobre Le Verrier e a descoberta 
feita numa secretária de um objeto celeste jamais 
observado antes foi o tópico de conversa dominante 
por um longo período de tempo.” 

De facto, tratou-se de um extraordinário golpe de sorte.
Para compreender isto, é preciso explicar um pouco 

como é que Le Verrier e Adams fizeram os seus cálculos. 
Um dos seus pontos de partida foi a lei de Titius-Bode,4 que 

daquelas explicações, somente a hipótese da existência de 
um planeta desconhecido podia estar correta. Finalmente, 
em agosto do mesmo ano, Le Verrier publicou um artigo 
com detalhes relativos à órbita do planeta hipotético.

Já o segundo artigo continha alguns dados relativos 
à órbita. Airy leu-o e apercebeu-se de como os valores  
apresentados de Le Verrier estavam próximos dos de 
Adams. Reuniu-se então em Greenwich com Challis e 
com John Herschel (filho de William Herschel e astróno-
mo, tal como o pai) e encorajou Challis a procurar o novo 
planeta. Este não se mostrou particularmente interessa-
do, por achar improvável que um método tão teórico pro-
duzisse previsões fiáveis. 

Entretanto, Le Verrier passava por um fenómeno  
semelhante: tentou fazer com que os astrónomos do  
Observatório de Paris (dirigido por Arago!) procurassem 
o novo planeta, mas sem grande sucesso. Escreveu então a 
astrónomos de outros países (Alemanha e Rússia) a pedir 
confirmação experimental da sua conjetura (veja-se [5, cap. 
4]). Uma das pessoas a quem escreveu foi Johann Gottfried 
Galle, do Observatório de Berlim, o qual, na noite do pró-
prio dia em que recebeu a carta (noite de 23 para 24 de se-
tembro de 1846), com a colaboração do seu aluno Heinrich 
Louis d’Arrest, avistou Neptuno.

Quando se determinou qual era a órbita de Neptuno, 
tornou-se claro que este já fora avistado diversas vezes. 
A primeira pessoa a fazê-lo, em 1612, foi nem mais nem 
menos do que Galileu (veja-se [2]), que não se apercebeu 
de que se tratava de um planeta. Outro astrónomo a quem 

Figura 2. Caricatura: um astrónomo britânico procura um novo planeta  
e acaba por o descobrir num livro de um autor francês.
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é relativa à distância ao Sol dos planetas do sistema solar. 
Segundo esta lei, que é puramente empírica, se tomarmos 
como unidade de medida a distância média da Terra ao 
Sol, então a distância média ao Sol do n-ésimo planeta é 
0,4 + 0,3 ⇥ 2n−1, tomando-se o expoente como sendo �• 
quando n = 1. Os valores obtidos para Mercúrio, Vénus, 
Terra e Marte são então 0,4, 0,7, 1 e 1, 6 o que bate bastante 
certo com a realidade. O quinto planeta é Júpiter e o va-
lor obtido quando n = 5 é 2,8, o que está completamente 
desfasado da realidade (deveria ser 5,2) mas, se virmos o 
maior dos asteroides, Ceres, como o quinto planeta e Júpi-
ter como o sexto, tudo funciona novamente. E continua a 
funcionar bem para Saturno e para Urano.

Em virtude disto, tanto Le Verrier como Adams fizeram 
os respetivos cálculos supondo que a distância média de 
Neptuno ao Sol é de cerca de 38,8 vezes a distância média 
da Terra ao Sol, quando, de facto, o verdadeiro valor é bas-
tante inferior (é somente cerca de 30 vezes aquela distância).

Que a trajetória seguida por Neptuno é bastante  
diferente da prevista por Adams e Le Verrier tornou-se 
rapidamente claro. Somente 17 dias após a descoberta 
de Neptuno, o seu maior satélite, Tritão, foi descoberto 
por um astrónomo amador, William Lassell. O estudo da  
órbita de Tritão permitiu conhecer a massa de Neptuno 
com grande precisão. Além disso, o facto de se constatar 
que Neptuno já fora de facto observado várias vezes no 
passado (juntamente com os dados destas observações) 
permitiu a determinação da sua trajetória com bastante 
precisão. E a conclusão a tirar disto tudo foi a de que o 
verdadeiro Neptuno tinha muito pouco a ver com aquele 
que fora previsto por Le Verrier e por Adams. Esta ideia 
foi divulgada pela primeira vez pelo matemático norte-
-americano Benjamin Peirce5 e levou a uma acesa disputa 
entre cientistas europeus e norte-americanos, com Le Ver-
rier a defender vigorosamente os seus cálculos (mas sem 
que Adams se manifestasse). Aqui, é natural perguntar 
como é que uma previsão tão errada poderá ter levado à 
descoberta de Neptuno. Foi só porque a busca por este pla-
neta foi feita na altura certa, ou seja, numa altura na qual,  
do ponto de vista de um observador na Terra, o verdadeiro 
Neptuno estava bastante próximo daquele que fora previs-
to por meio de cálculos. Apenas cinco anos mais tarde, eles 
estariam em regiões muito diferentes do céu.

Le Verrier não era pessoa para se sentar em cima dos 
seus louros. Começou a estudar detalhadamente a órbita 
de Mercúrio e descobriu que, tal como a de Urano, ela re-
velava anomalias. Mais uma vez, das duas uma: ou as leis 
da Mecânica Celeste estavam erradas ou havia um outro 

planeta ainda mais próximo do Sol do que Mercúrio cuja 
presença afetava a órbita deste. Como seria de imaginar, Le 
Verrier começou a fazer cálculos para determinar a órbita 
desse planeta, provisoriamente designado por Vulcano. E 
obteve uma descrição de uma tal órbita, embora também 
tenha emitido a hipótese de que as anomalias poderiam 
dever-se a uma cintura de asteroides a orbitar entre Mer-
cúrio e o Sol.

A existência de Vulcano foi um assunto estudado pe-
los astrónomos desde aquela altura até ao início do século 
XX. O problema da anomalia da órbita de Mercúrio acabou 
por ser resolvido por Albert Einstein em 1915. Com efeito, 
quando este formulou a Teoria da Relatividade Geral, apli-
cou-a ao estudo da órbita de Mercúrio e a órbita prevista 
que obteve era aquela que os astrónomos tinham observa-
do. Abraham Pais, biógrafo de Einstein, afirmou (veja-se 
[3, cap. 14]: 

Acredito que esta descoberta tenha sido a experi-
ência emocional mais forte da vida científica de 
Einstein, talvez de toda a sua vida. A Natureza 
falara-lhe. Ele tinha razão. 

Em particular, neste caso eram as leis da Mecânica Celeste, 
tal como tinham sido formuladas por Newton, que esta-
vam erradas.6 
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A plataforma #EstudoEmCasa  
(https://estudoemcasa.dge.mec.pt) 

foi lançada pelo Ministério da Educa-
ção durante o ano letivo de 2019/2020 
como forma de ajudar os alunos que, 
durante a pandemia, deixaram de 
ter aulas presenciais. No seguimento 
desta iniciativa, criou-se este ano letivo 
a plataforma #EstudoEmCasa Apoia 
(https://estudoemcasaapoia.dge.mec.pt), 
onde uma equipa de professores cria e 
disponibiliza recursos que pretendem 
orientar, encorajar e apoiar os alunos 
na recuperação e no desenvolvimento 
das suas aprendizagens, servindo de 
complemento às aulas e procurando 
desenvolver o estudo autónomo.  
A equipa editorial da Gazeta colocou 
sete perguntas a Cristina Negra, pro-
fessora de Matemática e colaboradora a 
tempo integral na plataforma.

Integrar este projeto tem sido enriquecedor em todos 
os aspetos, pois a concretização destes objetivos tem sido 
extremamente desafiante. Toda a equipa tem trabalhado 
muito para construir esta plataforma, é um dos nossos 
grandes objetivos fazer algo diferente e útil para toda a 
comunidade educativa, e ainda estamos a desenvolver 
algumas ideias, tais como a inclusão de cursos online e a 
criação de comunidades de aprendizagem.

2. QUEM COMPÕE E COMO ESTÁ ORGANIZADA A 
EQUIPA DO ESTUDOEMCASA, TANTO GLOBAL-
MENTE COMO A NÍVEL DA MATEMÁTICA? 
A equipa é composta por docentes dos vários grupos 
disciplinares organizados em seis áreas temáticas. Estas 
áreas não são estanques, intersetando-se frequentemente 
para trabalhar recursos interdisciplinares.

A disciplina de Matemática está incluída na área das 
Ciências Exatas e Experimentais e a equipa divide-se pe-
los diferentes ciclos do Ensino Básico e pelo Ensino Se-
cundário.

3. COMO SE PROCESSA A ESCOLHA DE TEMAS E 
CONTEÚDOS A NÍVEL DA MATEMÁTICA PARA OS 
DIFERENTES NÍVEIS DE ENSINO? 
A equipa de Matemática está dividida em subgrupos que 
trabalham especificamente dentro de cada ciclo do Ensi-
no Básico e no Ensino Secundário, embora haja troca de 
ideias e trabalho colaborativo entre toda a equipa. 

A seleção dos conteúdos é feita tendo em conta a sua 
importância no percurso de aprendizagem do aluno e 
também a sua adequabilidade ao ambiente digital.

A elaboração de recursos multimédia, como vídeos 
e questionários interativos, é discutida entre todos e há 
uma grande aposta dos membros da equipa na aquisição 
de competências digitais e na utilização eficaz de ferra-
mentas web.

Após a seleção dos conteúdos, estes são “desmem-
brados” em pequenos recursos adaptados ao nível etário 
dos alunos.

Todos os recursos são construídos de acordo com os 
documentos curriculares em vigor e com o objetivo de 
recuperar e desenvolver aprendizagens de um modo 
aliciante, estimulando a curiosidade e a vontade de sa-
ber mais. Gostaríamos muito que os alunos se sentissem 
motivados para a sua aprendizagem ao aceder aos dife-
rentes recursos e ao realizar as várias tarefas interativas 
propostas.

1. QUAIS SÃO OS OBJETIVOS ATUAIS DA PLATAFOR-
MA ESTUDOEMCASA?
A plataforma #EstudoEmCasa Apoia é uma plataforma 
digital de livre acesso que pretende orientar, encorajar e 
apoiar os alunos na recuperação e no desenvolvimento 
das suas aprendizagens com autonomia.

Na página estudoemcasaapoia.dge.mec.pt, professores, 
alunos e as suas famílias podem encontrar recursos digi-
tais, webinars, podcasts e vídeos focando vários temas e 
competências do currículo do Ensino Básico e Secundário.

A plataforma é alimentada diariamente com novos 
recursos educativos digitais, construídos com o objetivo 
de traçar percursos de aprendizagem e fomentar a auto-
nomia dos alunos, através da proposta de tarefas intera-
tivas. Pretende-se ainda, numa perspetiva inclusiva do 
ensino, que estes sejam recursos para todos os alunos.
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4. HÁ CUIDADOS E ESTRATÉGIAS DIFERENTES DE-
PENDENDO DO NÍVEL DE ENSINO NA PREPARAÇÃO 
DE CONTEÚDOS?
Obviamente que cada nível de ensino possui as suas  
especificidades e estas são tidas em conta na constru-
ção dos recursos. Construir recursos para o 1.º ano de 
escolaridade é obrigatoriamente diferente de construir 
recursos para o 12.º ano de escolaridade e essa diferença 
não reside apenas nos conteúdos e na sua complexidade. 
Aspetos como o tempo estimado para a conclusão de um 
recurso, que deve ser menor para os alunos mais novos, 
a necessidade de incluir um vídeo, o conteúdo, as perso-
nagens e o áudio desse vídeo, são muito importantes, e 
diferem para cada nível de ensino. 

Eu faço parte da equipa que produz os conteúdos de 
Matemática para o Ensino Secundário e por isso consigo 
falar melhor sobre os cuidados e as estratégias adotadas 
para este nível de ensino. Tem sido muito importante 
para nós encontrar um equilíbrio entre o rigor matemá-
tico e a construção de recursos digitais apelativos e inci-
sivos no que diz respeito aos objetivos do projeto. Como 
são alunos mais velhos, podemos esperar, e até encora-
jar, um grau de autonomia que lhes permita desenvolver 
tarefas com recurso ao GeoGebra, visionar um vídeo e 
compreender um determinado conceito ou procedimen-
to ou responder a um questionário e, com recurso ao 
feedback fornecido, avaliar a sua aprendizagem. Temos 
desenvolvido estas estratégias, reformulando quando 
achamos necessário e experimentando novas ideias con-
forme as nossas competências vão evoluindo.

5. NA SUA OPINIÃO, QUAL A DIFERENÇA ENTRE PRE-
PARAR UMA AULA PRESENCIAL E UMA AULA PARA O 
ESTUDOEMCASA?
Na edição anterior do #EstudoEmCasa integrei a equipa 
de Matemática A que planificou os 170 blocos temáticos 
que percorreram os programas de 10.º, 11.º e 12.º anos de 
escolaridade. A preparação dessas “aulas” foi um verda-
deiro desafio, pois tínhamos de ter em conta que não have-
ria espaço para a descoberta, para o debate ou para o traba-
lho autónomo dos alunos. De repente, tínhamos milhares 
de alunos e a missão de ensinar Matemática em segmentos 
de 28 minutos, sem qualquer interação com estes. 

Quando preparamos aulas para os nossos alunos,  
conhecemos as suas dificuldades e especificidades e adap-
tamo-las a esse grupo. Ali, tínhamos de ter um discurso 
correto, mas muito direto e universal. Numa aula presen-
cial adicionamos explicações quando nos são solicitadas, 
mudamos de direção quando a nossa mensagem não está a 
chegar aos alunos, neste contexto isso não existe, resta-nos 
desejar que a nossa experiência consiga trilhar um cami-
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nho que alcance grande parte do nosso “público”.
Este ano, na preparação dos recursos educativos para 

a plataforma, as diferenças referidas acentuam-se. Já não 
dispomos de 28 minutos para explicar conceitos num dis-
curso fluido nem simulamos uma aula em frente a um gru-
po de alunos. 

Na construção da maioria dos recursos temo-nos base-
ado no conceito de “aula invertida”, ou seja, iniciamos com 
a proposta de uma tarefa ou com um vídeo explicativo 
que apela à compreensão e à apropriação do conceito em  
estudo, passando depois para tarefas ou questionários de 
verificação das aprendizagens onde fornecemos ao aluno 
algum tipo de feedback.

Numa aula presencial há sempre um espaço para  
trabalho autónomo, orientado pelo professor, e há também 
a perceção sobre a qualidade das aprendizagens e isso 
ajuda-nos, enquanto professores, a estabelecer estratégias 
para as aulas seguintes. Neste contexto não recebemos  
informação nenhuma do outro lado e é com essa lacuna, 
e apesar desta, que tentamos diversificar e melhorar para 
conseguir chegar a todos os alunos.

6. COMO ACONSELHA UM PROFESSOR A INTERLIGAR 
OS CONTEÚDOS DA PLATAFORMA COM AS AULAS 
PRESENCIAIS? E UM ENCARREGADO DE EDUCAÇÃO/
ALUNO, COMO PODE TIRAR O MÁXIMO PARTIDO 
DOS MATERIAIS QUE LÁ ESTÃO DISPONÍVEIS?
Os recursos da plataforma são livres, de fácil acesso e 
poderão ter uma utilização muito diversificada. Um  
professor pode explorá-los na sala de aula num momento 
de trabalho autónomo, utilizando uma tarefa interativa, 
ou apresentando um vídeo para introduzir um conteúdo, 
ou até propor ao aluno a exploração, fora da sala de aula, 
de um ou mais recursos com o objetivo de este recuperar 

Cristina Negra é professora de Matemática na Escola Básica e Se-
cundária de Gama Barros e licenciada em Ensino da Matemática pela 
Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa. No presente ano 
letivo integra a equipa que produz conteúdos para a plataforma #Es-
tudoEmCasa Apoia.

sobre cristina negra

ou desenvolver um conjunto de aprendizagens específicas. 
Inclusivamente, pode fazer diferenciação pedagógica, sele-
cionando diferentes recursos para diferentes alunos, dado 
que os recursos são independentes entre si e não obedecem 
a nenhuma ordem específica.

Por outro lado, os alunos poderão recorrer à platafor-
ma para encontrar resposta a uma determinada necessi-
dade, explorar um conceito onde têm dificuldades ou um 
tópico sobre o qual querem saber mais, e desenvolver a sua 
autonomia ao efetuar um percurso de aprendizagem. No 
caso dos alunos mais novos, talvez a iniciativa e a seleção 
necessitem de ser feitas pelos seus encarregados de educa-
ção, no entanto a plataforma permite criar uma área pesso-
al para cada aluno onde ele pode selecionar os seus recur-
sos e incluir os que lhe foram sugeridos pelo seu professor.

7. COMO SE COMPARA O ESTUDOEMCASA COM 
O QUE É FEITO LÁ FORA? HÁ ALGUMA DIFERENÇA  
CULTURAL IMPORTANTE?
Desconheço se este tipo de plataforma multidisciplinar, 
com o objetivo de apoiar todos os alunos abrangidos pela 
escolaridade obrigatória, existe noutros países. Sei que 
existem algumas plataformas com recursos educativos  
digitais para Matemática e outras áreas temáticas, mas não 
sei se existem plataformas tão abrangentes e intimamente 
ligadas ao currículo escolar.

Pelo mesmo motivo, também não sei se existe algu-
ma diferença cultural face ao que é feito fora de Portugal.  
No entanto, sinto que o #EstudoEmCasa Apoia também se 
debate com algumas questões culturais enraizadas no nos-
so sistema de ensino. Há uma filosofia de ensino por detrás 
desta plataforma que rompe com as ideias mais comuns. 
Está pressuposto na elaboração dos recursos que o aluno 
tem gosto em aprender e que trabalha no sentido da sua 
progressão, sem necessidade de uma classificação, e que 
consulta o feedback apenas quando necessita, utilizando-o 
para melhorar o seu desempenho. Do ponto de vista cultu-
ral, esta metodologia não está generalizada, mas acredito 
que, passo a passo, conseguiremos lá chegar.
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SOMBRAS E NEVOEIRO
O fenómeno da guerra é tão antigo quanto a própria humanidade e, como 
bem sabemos, tudo o que acontece tem de ser contado, pelo que os rela-
tos da guerra terão, provavelmente, surgido no mesmo instante.

O “nevoeiro da guerra” é uma expressão atribuída 
a Carl von Clausewitz, um general e teórico mili-

tar prussiano, que a usou na obra Vom Kriege (Da Guer-
ra), publicada postumamente em 1832. O “nevoeiro” a 
que Clausewitz se refere descreve a incerteza própria de 
um cenário de guerra, em que o conhecimento das ma-
nobras de uma e da outra parte é limitado, bem como 
das capacidades bélicas de cada um dos beligerantes.  
A desproporção entre a escala global do conflito e a situ-
ação individual de cada combatente e a velocidade a que 
os acontecimentos se dão contribuem para essa incerteza, 
para a tal bruma que dificulta o entendimento e embru-
lha as memórias. 

O fenómeno da guerra é tão antigo quanto a própria 
humanidade e, como bem sabemos, tudo o que acontece 
tem de ser contado, pelo que os relatos da guerra terão, 
provavelmente, surgido no mesmo instante. Ao final do 
dia, os soldados, cansados e feridos, contavam as suas 
experiências, algumas semelhantes, outras radicalmente 
diferentes, levando a longas negociações para tentar acla-
rar o nevoeiro da guerra. 

Muitas das obras literárias mais antigas têm a guerra 
como cenário: a Ilíada, a Bíblia hebraica ou a Eneida, por 
exemplo, e dão-nos relatos que vão alternando entre as 
experiências individuais e um entendimento mais vas-

to sobre os motivos, as estratégias e as dinâmicas dos  
conflitos. Desde muito cedo ficou subentendido que um 
fenómeno tão complexo não pode ser explicado sem essa 
alternância entre a guerra dos soldados e a guerra dos 
generais. 

É através da literatura que conhecemos ou julgamos 
conhecer alguns dos conflitos mais relevantes da Histó-
ria humana: a Guerra de Troia descrita por Homero, as 
Médicas descritas por Heródoto, a Guerra dos Cem Anos 
vista por Shakespeare, as invasões napoleónicas no Guer-
ra e Paz de Tolstói ou a Guerra Civil Espanhola em Por 
Quem os Sinos Dobram de Hemingway. Algumas estão 
centradas na experiência individual, muitas vezes absur-
da, cheia de medos, superações e desespero; outras arris-
cam uma visão histórica, de povos movidos contra outros 
povos por razões económicas, ambições ou ideologia. 

A literatura é uma das ferramentas que temos para 
criar conhecimento a partir dos factos ou da interpreta-
ção dos factos. Não é nem nunca será neutra, vem sem-
pre carregada de preconceitos, ressentimentos ou desejos 
escondidos, mas tudo o que é humano vem cheio disso, 
mesmo a ciência, mesmo a historiografia. A guerra e a 
literatura partilham muitos dos mesmos temas: o amor, 
a morte, o bem e o mal, a coragem e a sobrevivência. Por 
isso se confundem, por isso partilham o mesmo nevoeiro. 
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EUREKA PARTE II: O USO DE 
CONSIDERAÇÕES MECÂNICAS POR 
ARQUIMEDES EM MATEMÁTICA
O facto de Arquimedes ter utilizado a matemática para descobrir mui- 
tas leis físicas, como, por exemplo, a lei da alavanca no seu Sobre o 
Equilíbrio dos Planos, ou a lei da flutuabilidade no seu Sobre os Corpos 
Flutuantes, é bem conhecido de qualquer pessoa, mesmo vagamente 
familiarizada com o nome do cientista e matemático siracusano do 
terceiro século a.C. O que é menos conhecido do não especialista é 
o facto de Arquimedes também ter utilizado considerações mecânicas 
para descobrir teoremas matemáticos. Neste artigo, ilustro como Ar-
quimedes usa este "método mecânico" no seu Método. 

Daniele Molinini

CFCUL, Universidade  
de Lisboa
dmolinini@gmail.com

Arquimedes na carta introdutória (o "prefácio", digamos) 
a alguns dos seus tratados. Em particular, Dositheus é o 
destinatário de quatro tratados (Quadratura da Parábola, So-
bre a Esfera e o Cilindro, Sobre Conoides e Esferoides e Sobre as 
Espirais), Eratóstenes é o destinatário do Método, enquanto 
o nome de Conon aparece nos prefácios da Quadratura da 
Parábola e Sobre as Espirais (neste último texto, Arquime-
des menciona mesmo uma carta previamente enviada a  
Conon, que incluía um desafio matemático).

O Método é, portanto, uma comunicação privada a  
Eratóstenes. No entanto, este tratado tem um caráter 
muito diferente de todos os outros tratados de Arquime-
des e, mais geralmente, de todos os textos matemáticos 
gregos que nos foram transmitidos (como, por exemplo,  
os Elementos de Euclides ou as Cónicas de Apolónio).  
O Método, de facto, não é apresentado por Arquimedes 
como um texto matemático que satisfaça todos os requi-
sitos de exatidão. Não oferece o conteúdo matemático 
rigoroso de uma publicação oficial que tipicamente en-
contramos em textos matemáticos gregos, mas sim uma 
exposição do procedimento heurístico que está por detrás 
das provas formais. Esta heurística inclui a aplicação de 

O tratado de Arquimedes O Método dos Teoremas Mecâ-
nicos, para Eratóstenes (doravante Método), descober-

to em 1906 por Heiberg no Palimpsesto (ver o meu artigo  
anterior nesta revista), é inestimável por muitas razões. En-
tre estas razões destacam-se o facto de nos dar acesso à for-
ma original como Arquimedes chegou a alguns resultados 
matemáticos e, em segundo lugar, o facto de ter alterado 
a nossa compreensão da história do desenvolvimento de 
técnicas infinitárias em matemática. Neste pequeno artigo, 
o meu objetivo é dar ao leitor uma visão geral do "método 
mecânico" utilizado por Arquimedes no Método. Além dis-
so, na secção final esboçarei um debate que surgiu recente-
mente entre os historiadores da matemática relativamente 
ao papel específico (demonstrativo ou não demonstrativo) 
que Arquimedes atribuiu a tal método.

Como é bem conhecido (pelo menos, entre os historia-
dores da matemática), Arquimedes mantinha correspon-
dência com três matemáticos que trabalhavam em Ale-
xandria durante o século III a.C.: Dositheus, Eratóstenes e 
Conon. Conhecemos esta rede, ou "República das Cartas 
Matemáticas", como Reviel Netz lhe chamou [6, p. 25], 
porque os três nomes são explicitamente mencionados por 
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distinção clara entre encontrar um teorema através deste 
procedimento e encontrar uma prova do mesmo teorema. 
O procedimento heurístico que envolve a mecânica, diz 
Arquimedes, "não fornece uma demonstração real".

O que é este método heurístico? Como observou o 
historiador da ciência Eduard Jan Dijksterhuis, que na 
sua tradução e comentário do trabalho de Arquimedes 
de 1956 forneceu um dos melhores estudos do Método, o 
método heurístico de Arquimedes tem duas vertentes, e 
caracteriza-se pela aplicação de dois princípios diferen-
tes: o "método baricêntrico'" e o "método dos indivisíveis".  
O método baricêntrico faz uso de considerações mecâ-
nicas, e mais particularmente da lei da alavanca (encon-
trada por Arquimedes e publicada no primeiro livro do 
seu tratado Sobre o Equilíbrio dos Planos), em geometria. 
Consiste em conceber figuras geométricas como estan-
do ligadas a uma alavanca em equilíbrio, para as quais 
as condições de equilíbrio são estabelecidas. Ao conside-
rar afirmações sobre "pesos" de objetos geométricos (ou 
seja, os seus comprimentos e áreas) como equivalentes a 
afirmações sobre proporções geométricas, Arquimedes 
consegue medir propriedades puramente geométricas.  

princípios mecânicos na matemática. Como Arquimedes 
escreve no prefácio, dirigindo-se a Eratóstenes:

"Pensei que seria apropriado escrever e estabe-
lecer para si neste mesmo livro um certo método 
especial, através do qual poderá reconhecer cer-
tas questões matemáticas com a ajuda da mecâni-
ca. Estou convencido de que isto não é menos útil 
para encontrar as provas destes mesmos teoremas. 
Pois algumas coisas, que primeiro se tornaram 
claras para mim pelo método mecânico, foram 
depois provadas geometricamente, porque a sua  
investigação pelo referido método não fornece 
uma demonstração real. Pois é mais fácil fornecer 
a prova quando adquirimos previamente, pelo 
método, algum conhecimento das questões do que 
encontrá-la sem qualquer conhecimento prévio."  
[1, p. 314, tradução do autor]

Assim, Arquimedes quer mostrar a Eratóstenes como a 
aplicação de "um certo método especial" em matemática 
o levou à descoberta de vários teoremas matemáticos, que 
só mais tarde foram provados. E, crucialmente, ele faz uma 

Figura 1. Método, Proposições 1, 2. Pseudocor criada a partir de imagens de fluorescência 
ultravioleta e refletância vermelha.
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O segundo método, o método dos indivisíveis, é uma téc-
nica matemática que permite a medição de figuras geomé-
tricas concebendo uma figura composta por elementos de 
dimensão inferior. Através desta técnica, podemos pensar 
num sólido como uma soma das secções transversais (os 
"indivisíveis") que são geradas pelo corte do sólido com 
uma família de planos paralelos. Do mesmo modo, pode-
mos considerar uma figura plana composta pelos segmen-
tos de linha ("os indivisíveis") formados por um secciona-
mento paralelo.

Na secção seguinte, dou um exemplo de como Arqui-
medes aplica o método heurístico. Mais precisamente, 
relato o seu tratamento matemático da Proposição 1 do 
Método, na qual o método baricêntrico e o método dos in-
divisíveis são utilizados para descobrir um teorema mate-
mático. Porém, antes de abordar este exemplo, permitam-
-me acrescentar uma breve observação relativa ao impacto 
que a utilização de indivisíveis por Arquimedes teve na 
história da matemática.

O método dos indivisíveis está geralmente associado 
ao nome de Bonaventura Cavalieri (1598--1647), que o 
apresentou no seu tratado Geometria Indivisibilibus Conti-
nuorum Nova Quadam Ratione Promota (1635). Cavalieri de-
senvolveu muitas aplicações deste método e o seu trabalho 
veio a ter um papel significativo no desenvolvimento de 
métodos infinitesimais durante o século XVII. No entanto, 
o que o Método nos revelou é que a técnica de medir figuras  
geométricas através de indivisíveis já vem, pelo menos, 
desde Arquimedes (e talvez até desde mais cedo, como 
afirmou o historiador da matemática Wilbur Knorr nos 
seus estudos sobre as raízes do método dos indivisíveis na 
geometria antiga). Por conseguinte, a descoberta do Méto-
do levou os historiadores a verem o trabalho de Cavalieri 
sob uma luz diferente: consideram que a novidade do tra-
balho realizado por Cavalieri e pelos matemáticos do sécu-
lo XVII reside sobretudo nos seus esforços para conceder 
à técnica dos indivisíveis uma caracterização formal e só-
lida, mas já não consideram este método como uma nova 
técnica introduzida no século XVII (Cavalieri considerava 
o método como uma nova técnica; mas, como observei no 
meu primeiro artigo nesta revista, Cavalieri não sabia que 
Arquimedes utilizava os indivisíveis no Método, uma vez 
que este tratado era desconhecido durante a Renascença). 
Além disso, a descoberta mostrou também que, embora os 
matemáticos gregos se mantivessem afastados do infinito 
nos seus tratados formais, utilizavam o conceito de técni-
cas infinitas e indivisibilistas nos seus procedimentos heu-
rísticos.

UM EXEMPLO DO MÉTODO: PROPOSIÇÃO 1
O Método contém 15 proposições: as proposições 1-11  
combinam o método baricêntrico e o método dos indivi-
síveis; as proposições 12-15 têm uma estrutura mais com-
plexa, uma vez que Arquimedes primeiro prova um certo 
resultado através dos dois métodos (proposições 12--13), 
depois obtém o mesmo resultado apenas através dos indi-
visíveis (proposição 14) e, finalmente, prova novamente o 
mesmo resultado de forma "clássica", não utilizando nem 
mecânica nem indivisíveis (proposição 15). No final da 
Proposição 15, o texto existente é interrompido.

O primeiro resultado do Método encontra-se na Propo-
sição 1 e tem a ver com a área de um segmento parabó-
lico (ou seja, a região delimitada por uma parábola e um 
segmento de reta): qualquer segmento parabólico é quatro 
terços do triângulo que tem dois vértices nos extremos do 
segmento de reta, e cujo terceiro vértice é obtido como a 
intersecção da parábola com a linha paralela ao seu eixo 
de simetria e passando pelo ponto médio do segmento de 
reta (figura 2). Arquimedes apresenta um argumento que 
mostra como, combinando resultados geométricos com 
a lei da alavanca, foi conduzido a esta descoberta mate-
mática. Vejamos o seu argumento (uma nota para o leitor:  
Arquimedes não menciona explicitamente muitos resul-
tados que utiliza e que já foram provados por ele ou por 
outros matemáticos - por exemplo, por Euclides; uma vez 
que alguns destes resultados são importantes para uma 
melhor compreensão do argumento, vou mencioná-los en-
tre parênteses retos).

Considere-se um segmento parabólico ABC (doravante 
ABCps), delimitado pelo segmento AC e a parábola g (figu-
ra 2). Seja AC bissetado em D e tracemos DB paralelamente 
ao eixo de simetria, ou diâmetro, da parábola (a linha tra-

Figura 2.
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cejada na figura 2). Tracemos agora AB e BC. Arquimedes 
mostra que a área do segmento parabólico ABCps é igual 
a quatro terços da área do triângulo 4ABC inscrito na  
parábola.

A partir de A, desenhe-se a reta AKZ paralela a DB (ver 
figura 3). A reta AKZ interseta a tangente em C à curva no 
ponto Z, e a reta CB em K. O ponto E é o ponto de inter-
secção das linhas CZ e DB. Prolongamos agora a linha CK 
até H de forma a que CK=KH. Em seguida, consideramos 
um ponto O arbitrário em AC e por ele traçamos uma reta 
paralela a DB, que intersecta a parábola g em P, CK em N 
e CZ em M.

Como ABCps é um segmento parabólico, D é o ponto 
médio da corda AC e DB é paralela ao eixo da parábola, 
temos que AC é paralela à tangente à parábola em B [esta 
é uma aplicação da Proposição 1 da Quadratura da Parábo-
la]. Além disso, uma vez que a corda AC é paralela à tan-
gente no ponto B, e a linha DB é paralela ao eixo da pa-
rábola e também intersecta a corda AC em D e a tangente 
em C no ponto E, então DB=BE [este resultado, relativo à  
propriedade da subtangente, é afirmado na Proposição 2 da 
Quadratura da Parábola]. Ora, dado este resultado (DB=BE) 
e o facto de AZ e OM serem ambos paralelos a DE, temos 
também que ON=NM e AK=KZ [aqui Arquimedes está a 

aplicar três resultados obtidos por Euclides nos Elementos: 
Proposição 4 do Livro VI e Proposições 11 e 9 do Livro V]. 
Ora, como CA : AO = MO : OP [provado na Quadratu-
ra da Parábola, Proposição 5], CA : AO = CK : KN  [esta é 
uma aplicação dos Elementos de Euclides, Proposição 2 do 
Livro VI e Proposição 18 do Livro V] e CK=KH, temos que 
KH : KN = MO : OP.

Após este tratamento puramente geométrico, Arquime-
des começa a apresentar considerações físicas. Mais preci-
samente, ele usa alguns lemas sobre centros de gravidade 
que menciona no início do Método e que foram provados no 
seu tratado Sobre o Equilíbrio dos Planos. Primeiro, ele obser-
va que o ponto N é o centro de gravidade do segmento OM 
(o centro de gravidade de um segmento de reta é o seu pon-
to médio). Portanto, se tomarmos um segmento LT igual 
a OP com H como seu centro de gravidade (de modo que 
LH=HT), LT estará em equilíbrio com OM. De facto, utili-
zando a lei da alavanca, podemos observar que HN está 
dividido em segmentos (HK e KN) que são inversamente 
proporcionais aos "pesos" LT e MO, nomeadamente de tal 
forma que HK : KN = MO : LT , de modo que K é o centro 
de gravidade do peso combinado dos dois.

O que Arquimedes acaba de aplicar é o seu método  
baricêntrico. A lei da alavanca, descoberta por Arquimedes 
e apresentada no seu Sobre o Equilíbrio dos Planos (Proposi-
ções 6 e 7 do Livro I), afirma que as grandezas colocadas 
em lados opostos do fulcro estão em equilíbrio a distâncias 
inversamente proporcionais às ditas grandezas (em termos 
modernos: se dois corpos de massas m1 e m2 forem coloca-
dos nos braços de uma alavanca reta do fulcro K, e se d1 e 
d2 forem as distâncias dos centros de massa dos corpos ao 
fulcro, então os dois corpos equilibrar-se-ão apenas no caso 
em que m1/d2 = m2/d1). Para aplicar esta lei em geome-
tria, Arquimedes "vê" o segmento HN como uma alavanca 
idealizada, de braços HK e KN, que permanece em equilí-
brio sob a influência de duas grandezas. As duas grande-
zas em questão são os dois segmentos LT e MO, que são 
imaginados como pesos reais de tal forma que o segmento 
mais longo MO tem maior peso do que o segmento mais 
curto LT.

Podemos agora aplicar o resultado obtido para MO e 
LT, que é igual a OP, a todos os segmentos que são tomados 
da mesma forma de MO e OP. De facto, todos os segmen-
tos que podem ser traçados no triângulo 4AZC paralelos 
a MO estarão em equilíbrio com as suas porções cortadas 
pela parábola, quando transferidas para H (como fizemos 
para OP). K será o centro de gravidade do peso combinado 
de cada segmento e a sua porção.Figura 3.
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Figura 4.

É neste ponto do seu argumento que Arquimedes apli-
ca o método dos indivisíveis: concebe o triângulo 4AZC 
como sendo constituído por segmentos paralelos a MO 
no seu interior (os "indivisíveis") e, de forma semelhan-
te, o segmento parabólico ABCps como sendo constituí-
do por todos os segmentos paralelos a OP no seu interior  
(os "indivisíveis"). Estabelecida esta hipótese, podemos 
alargar as considerações baricêntricas ao triângulo 4AZC 
e a todo o segmento parabólico ABCps transferido para H: 
o triângulo 4AZC equilibrará sobre o ponto K o segmento 
parabólico colocado sobre H como seu centro de gravida-
de, de modo a que K seja o centro de gravidade comum 
(ver figura 4).

Depois de ter estabelecido o equilíbrio (com centro 
de gravidade K) entre o triângulo  4AZC e o segmento  
parabólico ABCps  transferido para H, Arquimedes encon-
tra o centro de gravidade do triângulo 4AZC. Como CK 
é uma mediana de 4AZC, se tomarmos o ponto X em 
CK tal que CK=3XK, então X será o centro de gravidade 
de 4AZC [Arquimedes usa aqui os seguintes resultados: 
o ponto de intersecção das medianas de um triângulo  
divide cada mediana em segmentos na razão 2:1 e, como 
demonstrado na Proposição 14 do Livro I de Sobre o Equi-
líbrio dos Planos, o ponto de intersecção das três medianas 
do triângulo é o centro de gravidade do triângulo].

Uma vez que existe equilíbrio entre o triângulo 4AZC 
e o segmento parabólico ABCps  sobre H, e o seu centro de 
gravidade comum é K, temos o seguinte resultado: o triân-
gulo 4AZC está para o segmento parabólico ABCps  trans-
ferido para H como o seu centro de gravidade tal como HK 
está para KX (ou seja, 4AZC : ABCps = HK : KX). Ago-

ra, como HK=KC=3KX, então o triângulo 4AZC é três 
vezes o segmento da parábola ABCps . Além disso, 4AZC 
é quatro vezes o triângulo 4ABC, visto que ZK=KA e 
AD=DC [este resultado é obtido através de uma aplicação 
dos Elementos de Euclides, Proposição 1 do Livro VI]. As-
sim, se 4AZC = 3ABCps e 4AZC = 44ABC, podemos 
concluir que

3 ABCps = 44ABC.

Mostrámos assim que o segmento parabólico ABC é quatro 
terços do triângulo ABC.

ONDE RESIDE A FALTA DE RIGOR?
Utilizando o método dos indivisíveis e o método baricên-
trico, Arquimedes deduz que o segmento parabólico é 
quatro terços do triângulo inscrito. No entanto, no final da 
sua discussão da Proposição 1, observa que o tratamento 
que acaba de apresentar não pode ser considerado uma 
"prova" do resultado. Pelo contrário, diz ele, cria "uma cer-
ta impressão" de que a conclusão é verdadeira:

"Isto não foi, portanto, provado pelo acima exposto, 
mas criou-se uma certa impressão de que a conclu-
são é verdadeira. Uma vez que vemos assim que a 
conclusão não foi provada, mas supomos que é ver-
dadeira, mencionaremos a prova geométrica publi-
cada anteriormente, que nós mesmos encontrámos 
para ela, no lugar devido." 
[1, p. 318, tradução do autor]

Podemos, portanto, perguntar-nos onde, segundo Arqui-
medes, se encontra a falta de exatidão: no caráter mecânico 
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do argumento, na aplicação de indivisíveis, ou em ambos? 
Como observado por Dijksterhuis, a deficiência matemáti-
ca que Arquimedes aponta surge apenas da utilização de 
indivisíveis, e não da utilização de considerações mecâni-
cas na geometria. Esta tese é apoiada por duas observa-
ções: primeiro, Arquimedes considera o método baricên-
trico um instrumento legítimo a utilizar nos seus tratados 
formais (por exemplo, na primeira parte da Quadratura da 
Parábola, Arquimedes usa considerações mecânicas como 
uma ferramenta formalmente aceitável, mas substitui os 
indivisíveis por elementos finitos de área); em segundo 
lugar, no seu tratado Sobre o Equilíbrio dos Planos, Arqui-
medes estabelece a mecânica (estática) como uma ciência 
demonstrativa, e por isso é razoável pensar que ele atribui 
validade demonstrativa aos aspetos mecânicos do método.

A opinião de Dijksterhuis tem sido acolhida por muitos 
estudiosos e continua a ser dominante entre os historiado-
res da matemática. No entanto, ela não é unanimemente 
aceite. Por exemplo, Tohru Sato e Wilbur Knorr argumen-
taram que os matemáticos gregos consideraram válidos os 
argumentos que envolvem indivisíveis. Knorr, em parti-
cular, atribui a falta de rigor do método de Arquimedes à 
sua natureza mecânica (ver [3]). Além disso, alguns estu-
diosos observaram como o método baricêntrico e o méto-
do dos indivisíveis funcionam em conjunto no Método, de 
tal forma que é impossível analisá-los como duas técnicas  
conceptualmente independentes (ver [7, p. 22]).

Infelizmente, o debate que gira em torno do papel que 
Arquimedes atribuiu ao seu método no Método é tão multi-
facetado que, por razões de espaço, não pode ser aqui total-
mente reproduzido. O meu modesto objetivo nesta secção 
final é oferecer ao leitor uma introdução a esta discussão, 
à qual só se pode aceder se considerarmos a forma como 
Arquimedes utiliza os indivisíveis e o método baricêntrico 
nos seus argumentos (foi por isso que descrevi todos os 
detalhes da Proposição 1 na secção anterior).

Arquimedes é frequentemente recordado pelo seu 
espetacular uso da matemática na física, o que o levou a 
erodir a física essencialista estabelecida por Aristóteles e 
a lançar as bases para o desenvolvimento de uma física  
matemática. O Método mostra que o seu génio foi ainda 
mais longe: aplicou a física à matemática para descobrir 
teoremas matemáticos (através do método baricêntrico) 
e utilizou uma técnica (o método dos indivisíveis) que só 
virá a ser "descoberta" pelos matemáticos do século XVII.
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COMO FUNCIONA UM SISTEMA DE BONUS MALUS 
NO SEGURO AUTOMÓVEL?
Um Sistema de Bonus Malus (SBM), no seguro automóvel, é uma forma de 
tarifação a posteriori. Neste texto iremos mostrar o porquê da existência 
de Sistemas de Bonus Malus, como se definem e obter uma escala ótima de 
prémios. Será apresentado um exemplo simples para melhor compreensão 
do modelo. Sendo um tema vasto, na última secção serão identificadas al-
gumas referências bibliográficas para o leitor que pretenda aprofundar os 
conhecimentos no tema.

1. A IMPORTÂNCIA DE UM SISTEMA 
DE BONUS MALUS
Um Sistema de Bonus Malus (SBM) é uma forma de tari-
fação a posteriori no seguro automóvel. Quando nos dirigi-
mos a um mediador de seguros para celebrar um contrato 
de seguro automóvel, fornecemos informações que irão ser 
transformadas nas variáveis de tarifação para a seguradora 
nos atribuir o preço do seguro (prémio). Estas variáveis pre-
tendem agrupar riscos semelhantes em grupos de tarifação. 
Alguns exemplos são: potência; cilindrada e marca do veí-
culo; ano de registo; idade do condutor; anos de carta; zona 
geográfica de condução. Este prémio é obtido recorrendo 
usualmente a modelos lineares generalizados. Esta forma 
de tarifação é denominada tarifação a priori pois é a tarifa 
calculada sem conhecimento prévio do comportamento de 
condução de cada condutor. A destreza ao volante, o res-
peito pelo Código da Estrada, a agressividade na condução 
são variáveis que têm influência na sinistralidade automó-
vel, mas que não são facilmente mensuráveis, logo não são 
utilizadas no apuramento do prémio. O mecanismo utili-
zado para colmatar esta falha foi considerar uma correção 
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ao prémio  tendo em conta a sinistralidade declarada por 
cada segurado. No final do ano do contrato e mediante o 
número de sinistros declarados, o prémio a priori é ajusta-
do sofrendo um desconto ou agravamento de acordo com 
as regras do SBM implementado na seguradora. Devido à 
liberalização do mercado segurador, cada seguradora pode 
definir o seu SBM, levando a que os segurados, em alguns 
casos, procurem uma seguradora que lhe proporcione me-
lhores descontos em caso de boa condução e baixos agra-
vamentos em caso de ocorrência de sinistros. Da parte da 
seguradora, é importante ter um SBM equilibrado. Os des-
contos traduzem-se em perda de prémio e os agravamen-
tos podem traduzir-se em perda de clientes, nenhum dos 
casos benéfico para o negócio da seguradora. Na avaliação 
de SBM podem considerar-se duas abordagens, a primei-
ra, a abordagem clássica e mais usual, é considerar que a 
carteira é fechada, ou seja, não se consideram entradas e 
saídas de segurados durante o período de análise. A segun-
da abordagem é considerar a carteira aberta, um cenário 
mais real, em que os segurados entram e saem da carteira.  
Na generalidade, os SBM consideram apenas o núme-
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Estes SBM são, na sua maior parte, considerados sis-
temas sem memória, pois basta saber a classe em que o 
segurado se encontra e o número de sinistros declarados 
no período anterior para determinar a classe para onde 
transitará, podendo o SBM ser estudado como uma Ca-
deia de Markov.

Os SBM podem ser avaliados do ponto de vista do se-
gurado ou da seguradora. No primeiro caso conhecendo 
a frequência de sinistros, l fixo, a probabilidade de transi-
ção num passo de Ci para Cj é: 

pT,l(i, j) =
•

Â
k=0

pk(l)tij(k)

= Prl (ZS,n+1 = j | ZS,n = i) , i, j = 1, . . . , s

onde pk(l) é a probabilidade de um segurado, com fre-
quência de sinistralidade l, dar origem a k sinistros numa 
anuidade e ZS,n representa a classe de bónus de uma apó-
lice no período n.

A distribuição de ZS,n para o l fixo é: 

p(n)S,l(j) = Prl (ZS,n = j) , j = 1, 2, . . . , s.

Não considerando entradas nem saídas do sistema, se 
a cadeia for irredutível e finita será aperiódica e recor-
rente e a distribuição limite, pT,l(j), coincide com a dis-
tribuição estacionária, ou seja, com o vetor próprio es-
querdo associado ao valor próprio unitário da matriz 
PT,l = [pT,l(i, j)]. Esta matriz é a matriz de probabilidades 
de transição num passo da Cadeia de Markov que repre-
senta o SBM com as probabilidades  pT,l(i, j) a satisfazer 
pT,l(i, j) � 0 e Âs

j=1 pT,l(i, j) = 1. A distribuição limite é 
dada por:

 
pT,l(j) = lim

n!+•
p(n)S,l(j), j = 1, 2 . . . , s.

Caso esteja a avaliar-se do ponto de vista da segura-
dora, para se obterem os elementos da matriz de pro-
babilidades de transição em n passos, P(n)

T , integra-se 
em l de acordo com a distribuição estrutural, ou seja, 
p(n)T (i, j) =

R •
0 p(n)T,l(i, j)dU(l), i, j = 1, 2, . . . , s. A distri-

buição limite será

 pT(j) = Pr (ZT = j) =
Z •

0
pT,l(j)dU(l), j = 1, 2, . . . , s

(2.1)

A distribuição de Poisson pode ser adequada para des-

ro de sinistros para definir o bonus (desconto) ou o malus 
(agravamento), no entanto já existem SBM que consideram 
também o montante de sinistro pago pela seguradora. São 
contabilizadas como sinistros as declarações de sinistro que 
acionam a apólice do segurado. Uma árvore que caiu em 
cima do automóvel e que levou a acionar a cobertura de 
danos próprios conta como sinistro, mas a reparação de um 
dano que tenha sido da responsabilidade de outro segura-
do não é contabilizada como sinistro.

2. O MODELO MATEMÁTICO
No que se segue iremos utilizar a abordagem clássica (mo-
delo fechado) e um SBM elaborado considerando apenas 
o número de sinistros declarado.

No que se segue toma-se como referência [5] e [12]. 

Um Sistema de Bonus Malus pode ser caracterizado por:

 O período de vigência das apólices é de idêntica du-
ração, usualmente um ano;

 As apólices estão distribuídas por um número finito 
de classes e mantêm-se nessa classe durante um período 
finito de tempo, usualmente um ano;

 A classe para a qual o segurado transita ao final do 
período depende apenas do número de sinistros declara-
do nesse período.

Considere-se que o SBM tem s classes denominadas 
por C1, C2, . . . Cs , ordenadas do maior desconto para o 
maior agravamento.

Um SBM fica definido pelo trio S = (T, b, Ci0), sendo,

  b = (b1, b2, . . . bs) a escala de prémios. bk > 0 é um 
fator multiplicativo a aplicar ao prémio a priori.

  Ci0 a classe de entrada no sistema, i.e., a classe onde 
se colocam os novos segurados que pagam 100% do pré-
mio a priori.

  T =
⇥
Ti,j

⇤
 as regras de transição do sistema, repre-

sentadas por uma matriz s ⇥ s. Estas regras descrevem 
como é que o segurado, no final do período, transita entre 
as classes do sistema de acordo com o número de sinistros 
declarado nesse período, independentemente do histo-
rial do segurado. Para cada par ordenado (i, j) defina-se 
Ti,j como o conjunto dos inteiros r tais que uma apólice 
pertencente a Ci transite para Cj no fim do período por 
ter originado r sinistros nesse período. T deve ser tal que 
Ss

j=1 Ti,j = 0, 1, 2, . . . e Ti,j \ Ti,j0 = ∆ sempre que j 6= j0.
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crever o número de sinistros ocorridos a um determinado 
segurado num determinado período de tempo. No entan-
to, quando se pretende descrever o número de sinistros 
ocorridos a um segurado retirado ao acaso da carteira, a 
distribuição que fornece melhor ajustamento é a Poisson 
mista. Esta distribuição reflete a heterogeneidade dos ris-
cos inerentes ao comportamento de cada um dos segura-
dos, permitindo que a variância seja superior à média. O 
parâmetro da Poisson, usualmente, segue uma distribui-
ção gama ou distribuição Inversa Gaussiana. No caso de 
N ⇠ P(L) e 

L ⇠ G
⇣

a, 1−p
p

⌘

 
com E(L) = ab, N ⇠ BN(a, p)1. l é a variável de estrutura. 
Mais detalhe poderá ser encontrado em [12], [10] ou [16].

A distribuição limite, indica que, numa perspetiva 
de longo prazo, pT(1) por cento das apólices estarão na 
classe mais bonificada e pT(s) estarão na classe de maior 
agravamento. Atendendo a que as classes de desconto im-
plicam uma perda de prémio para a seguradora, é impor-
tante ter a perceção de como vai evoluindo o prémio de 
um segurado que entre na classe Ci0, o tal segurado que 
não tem desconto nem agravamento. Em condições de es-
tacionaridade, isto é, multiplicando a distribuição limite 
pelo prémio de cada classe, obtemos o prémio médio de 
estacionaridade. Este prémio indica o valor que a segura-
dora espera receber em condições de estacionaridade da 
carteira.

Para determinar uma escala ótima de prémios, o mo-
delo mais usual é o proposto por Norberg em 1976, [14], 
que determina o prémio que deverá ser cobrado às apóli-
ces em cada classe de bónus quando se atinge a estacio-
naridade da carteira, através da aplicação da estatística 
Bayesiana e de uma abordagem semelhante à utilizada em 
Teoria da Credibilidade, obtendo-se:

bN(j) =
1

pT(j)

Z +•

0

s

Â
j=1

l · pT,l(j)dU(l), j = 1, . . . , s.   
 (2.2)

O modelo de Borgan, Hoem e Norberg de 1981, [4], é uma 
generalização do modelo anterior. Neste modelo os auto-
res sugerem a introdução de um sistema de ponderado-
res não negativos, {wn, n = 0, 1, 2, . . .}, cuja soma seja a 
unidade. Cada ponderador representa o peso a atribuir a 
cada período n e w0 o peso a atribuir à distribuição esta-
cionária. Por vezes os resultados obtidos não são crescen-
tes, isto é, existe uma classe superior que tem um prémio 
mais baixo do que a anterior. Gilde e Sund em 1989, [8], 

resolvem este problema linearizando a escala. Os autores 
garantem assim que os prémios estão ordenados de acor-
do com a gravidade das classes e que evoluem de uma for-
ma regular. Andrade e Silva em 1991, [3], apresenta uma 
escala  geométrica que verifica que o quociente entre os 
prémios de duas classes consecutivas é constante.

3. UM EXEMPLO SIMPLES
Para melhor compreensão dos conceitos apresentados 
iremos acompanhar um exemplo fictício com um núme-
ro reduzido de classes. Os cálculos são efetuados recor-
rendo ao software R Cran versão 3.6.3. Aplicações a casos 
reais podem ser consultadas em [1], [2], [9], entre outros. 
A descrição do SBM de cada seguradora é de divulgação 
obrigatória e pode ser consultada nas condições gerais da 
apólice de seguro.

Assim, considere-se um SBM composto por três clas-
ses de desconto, três classes de agravamento e uma classe 
de entrada (sem desconto, nem agravamento).

Por cada anuidade sem sinistros a apólice desce uma 
classe e por sinistro declarado sobe duas classes.  A escala 
de prémios é b = (0,5; 0,65; 0,8; 1; 1,2; 1,5; 2,0.)Numerando 
as classes por ordem crescente de propensão à sinistrali-
dade:

 C1 - classe de 50% de desconto.

 C2 - classe de 35% de desconto.

 C3 - classe de 20% de desconto.

 C4 - classe de 0% de desconto ou agravamento.

 C5 - classe de 20% de agravamento.

 C6 - classe de 50% de agravamento.

 C7 - classe de 100% de agravamento.

O trio S = (T, b, Ci0) será definido por:

 b = (0, 5; 0, 65; 0, 8; 1; 1, 2; 1, 5; 2, 0) indicando, por 
exemplo, que um segurado na classe C2 em que b2 = 0, 65
paga 65% do seu prémio a priori.

  Ci0 é a classe C4.

 A matriz de transição será dada pela tabela 1 e cuja 
Cadeia de Markov, recorrendo ao package igraph, pode ser 
consultada na figura 1.

1 Distribuições definidas como no package stats do software R Cran 
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Tabela 1. Matriz de Transição do SBM.

T =

0

BBBBBBBB@

1 2 3 4 5 6 7
1 {0} � {1} � {2} � {3, 4, . . .}
2 {0} � � {1} � {2} {3, 4, . . .}
3 � {0} � � {1} � {2, 3, . . .}
4 � � {0} � � {1} {2, 3, . . .}
5 � � � {0} � � {1, 2, . . .}
6 � � � � {0} � {1, 2, . . .}
7 � � � � � {0} {1, 2, . . .}

1

CCCCCCCCA

.

Tabela 2. Número de sinistros declarados na carteira.

N.º de Sinistros N.º de Apólices

0 408 348
1 31 993
2 2 010
3 133
4 6

Total 442 490Figura 1. Cadeia de Markov representativa de T.

Analisando a matriz das Regras de Transição, verifica-
-se que a Cadeia de Markov assim definida é uma cadeia 
irredutível, uma vez que todas as classes comunicam entre 
si. É aperiódica, pois existem duas classes de período 1 (C1 
e C7), e, sendo irredutível, cada um dos seus estados tem o 
mesmo período e igual a um.

Recorrendo ao package markovchain e à função summa-
ry, do software R Cran,  obtemos a seguinte classificação da 
Cadeia de Markov:

BMS  Markov chain that is composed by: 
Closed classes: 
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 
Recurrent classes: 
{C1,C2,C3,C4,C5,C6,C7
Transient classes: 
NONE 
The Markov chain is irreducible 
The absorbing states are: NONE

Supondo que, do histórico da seguradora, se apura a in-
formação da tabela 2 sobre a frequência de sinistralidade 
recente (informação retirada de [1] ou [2]), iremos começar 
por ajustar uma distribuição ao número de sinistros decla-
rados por um segurado retirado ao acaso da carteira.

Para obter os estimadores de verosimilhança 
para os parâmetros de uma Poisson  e de uma Bino-
mial Negativa recorremos à função fitdistr do packa-

ge MASS. Testam-se agora as seguintes hipóteses 
recorrendo ao teste do Qui-Quadrado de Pearson 
H0 : N ⇠ P(l = 0, 08234) com p � value < 2, 2e � 16 
e  H0 : N ⇠ BN(a = 1, 600322, p = 0, 951068) com 
p � value = 0, 6779. Assim, assume-se N ⇠ P(L) e 
L ⇠ G(1, 600322; 0, 0514).

O cálculo da expressão (2.1) apenas é possível recor-
rendo a métodos numéricos, pelo que necessitamos de 
discretizar a distribuição Gama. Iremos recorrer ao packa-
ge atuar aplicando discretize (pgamma(x, shape=1,600322, 
scale=0,05144948), method = "rounding", from = 0, to = 2, 
step = 1/100). O resultado desta instrução é ud

l
, o vetor das 

probabilidades da distribuição Gama discretizada. Assim a 
distribuição limite será

pT(j) = Â
l

pT,l(j)ud
l, j = 1, 2, . . . , s.            (3.1)

Neste exemplo a distribuição limite é: 

pT = (0, 7964; 0, 0678; 0, 0766; 0, 0230; 0, 0191; 0, 00961; 0, 0076)
.

Esta distribuição limite indica que numa perspetiva de lon-
go prazo, 79,64% das apólices estarão na classe mais boni-
ficada e cerca de 0,7% estarão na classe de maior agrava-
mento.

Multiplicando a distribuição limite pelo prémio de 
cada classe (vetor b) obtém-se o prémio médio de esta-
cionaridade de 57,9 para um prémio à entrada de 100.  
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Ou seja, a longo prazo, com esta sinistralidade e estas re-
gras do SBM, a seguradora estará a cobrar quase metade 
do prémio a priori. Este indicador sugere que as regras de 
transição deste SBM não são severas.  Na figura 2 pode 
observar-se a evolução do prémio médio de um segurado 
que entra na Classe 4. O prémio decresce rapidamente nos 
primeiros quatro anos, estabilizando em torno dos 60 a par-
tir daí.

Neste exemplo o vetor dos prémios está definido à par-
tida. Aplicando (2.2), obtemos a escala ótima de Norberg   
bN(j) = (0, 4914; 0, 7287; 0, 7581; 1, 0000; 1, 0731; 1, 2997; 1, 4228). 
Observa-se que o prémio na classe mais bonificada é seme-
lhante, cerca de 50%, mas na classe mais gravosa a proposta 
de Norberg é 142,28%, sendo inferior aos 200% considerado 
em b. Por vezes os resultados que se obtêm aplicando as es-
calas ótimas não são atrativos do ponto de vista comercial. 
É sempre possível redefinir a escala, avaliar a eficiência dos 
diferentes SBM e escolher o SBM adequado à seguradora.

4. ONDE APROFUNDAR OS CONHECIMENTOS
Mostrou-se o que é um Sistema de Bonus Malus, para que 
serve e algumas conclusões que podem ser importantes. 
Não sendo possível uma apresentação mais exaustiva do 
tema, deixamos algumas referências bibliográficas caso o 
leitor pretenda ter um ponto de partida para aprofundar os 
conhecimentos.

Existem, também, alguns indicadores para avaliar e 

comparar diferentes SBM que podem ser consultados em 
[13] e [12]. Em [11] pode ser consultado um estudo compa-
rativo de 30 SBM.

Em 1997, Pinquet, [15] apresenta um SBM que consi-
dera, além do número de sinistros, também o montante de 
sinistro pago pela seguradora. Mais recentemente surgiram 
trabalhos considerando o modelo aberto, um modelo mais 
complexo mas mais próximo da realidade das seguradoras, 
uma vez que permite a entrada e a saída dos segurados em 
qualquer classe, [6] e [9] são alguns exemplos. Afonso et 
all, em  2017 [1], e em 2020  [2], avaliam a probabilidade 
de ruína, da seguradora, num horizonte  temporal finito na 
presença de um SBM no modelo fechado e no modelo aber-
to, respetivamente. 

O futuro dos modelos de tarifação a priori está a mu-
dar com a introdução da telemática. As variáveis de tari-
fação são lidas do computador do automóvel e a tarifação 
avizinha-se quase instantânea. Quem sabe o que o futuro 
nos reserva relativamente à tarifação no automóvel e em 
particular aos Sistemas de Bonus Malus?
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NOTÍCIAS

O Prémio António Aniceto Monteiro, uma parceria da 
Sociedade Portuguesa de Matemática com a Unilabs, 
distinguiu na sua primeira edição o matemático 
Afonso Bandeira, de 34 anos. O prémio galardoa um(a) 
matemático(a) de nacionalidade portuguesa e com 
menos de 40 anos que se tenha distinguido por uma 
contribuição significativa para o desenvolvimento da 
disciplina.
Afonso Bandeira, antigo participante das Olimpíadas 
Portuguesas de Matemática, concluiu a licenciatura e o 
mestrado em Matemática na Universidade de Coimbra, 
tendo em seguida ido para os Estados Unidos da 
América, onde, em 2015, terminou o doutoramento em 
Matemática Aplicada e Computacional na Universidade 
de Princeton. No mesmo ano, iniciou o pós-doutoramento 
no Instituto de Tecnologia de Massachusetts. Ainda 
nos Estados Unidos, Afonso Bandeira foi professor no 
Instituto Courant da Universidade de Nova Iorque. Em 
2019 mudou-se para a Suíça, onde atualmente é professor 

catedrático no ETH Zurich.
Afonso Bandeira tem desenvolvido investigação 
na área de Matemática da Informação, combinando 
ferramentas de teoria da probabilidade, estatística 
teórica e otimização convexa. O Prémio António Aniceto 
Monteiro é a primeira distinção que o investigador 
ganhou em Portugal tendo em conta o seu trabalho de 
investigação. Internacionalmente, já tinha conquistado o 
Smale Prize, em 2020.
O galardão da primeira edição do Prémio António 
Aniceto Monteiro foi entregue pelo presidente da 
Sociedade Portuguesa de Matemática, João Araújo, 
no dia 20 de julho, no Instituto Politécnico de Tomar, 
durante o Encontro Nacional da Sociedade Portuguesa 
de Matemática 2022.
O júri da primeira edição contou com André Neves 
(University of Chicago), Georgia Benkart (University of 
Wisconsin), Irene Fonseca (Carnegie Mellon University), 
Marcelo Viana (IMPA) e Martin Hairer (Imperial College).

AFONSO BANDEIRA VENCE A PRIMEIRA EDIÇÃO DO PRÉMIO ANTÓNIO ANICETO MONTEIRO
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PORTUGAL CONQUISTOU UMA MEDALHA DE PRATA 
E TRÊS DE BRONZE NAS IMO2022

Portugal conseguiu a melhor pontuação de sempre 
nas Olimpíadas Internacionais de Matemática 
(IMO). Uma medalha de prata, três de bronze e 
duas menções honrosas são o saldo da equipa 
portuguesa na competição. Tiago Mourão, aluno 
do 12º ano da Escola Secundária de Santa Maria da 
Feira, conquistou a medalha de prata. Tiago Marques, 
aluno do 12º ano no Colégio Internato Claret, em 
Pedroso, Leonardo Tavares, aluno do 12º ano na 
Escola Secundária D. Filipa de Lencastre, em Lisboa, 
e Eduardo Guerreiro, aluno do 12º ano da Escola 
Secundária João de Deus, em Faro, arrecadaram as 
medalhas de bronze. Mariana Costa, aluna do 12º 
ano na Escola Secundária Camilo Castelo Branco, 
em Vila Real, e Rafael Inácio, aluno do 11º ano na 
Escola Secundária Dr. Mário Sacramento, em Aveiro, 
obtiveram menções honrosas.

As IMO 2022 decorreram, em Oslo, de 10 a 15 de julho. 
Este ano a competição retomou o formato presencial, 
depois de dois anos a decorrer online, e contou 
com mais de 580 participantes. Entre os 104 países 
presentes na competição, Portugal ficou no 44º lugar, 
à frente de nações como a Dinamarca, a Finlândia e 
a Noruega. Portugal participou pela primeira vez 
nas IMO em 1989 e, desde então, já conquistou três 
medalhas de ouro, oito de prata, 40 de bronze e 42 
menções honrosas.
A participação de Portugal nestas competições é 
organizada pela Sociedade Portuguesa de Matemática, 
e a seleção e a preparação dos alunos está a cargo do 
Projeto Delfos, do Departamento de Matemática da 
Universidade de Coimbra. O Ministério da Educação, 
a Ciência Viva, o novobanco e a Fundação Calouste 
Gulbenkian apoiam a realização das Olimpíadas.
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JOSÉ CARLOS SANTOS É O NOVO 
PRESIDENTE DA SPM
A Sociedade Portuguesa de Matemática (SPM) 
elegeu, no dia 13 de julho, a nova direção para 
o biénio 2022/2024, com José Carlos Santos, 
da Faculdade de Ciências da Universidade do 
Porto, a assumir a presidência e com Fernando 
Pestana da Costa, da Universidade Aberta, e 
Isabel Hormigo, da Escola Secundária D. Filipa 
de Lencastre, como vice-presidentes.
José Carlos Santos sucede a João Araújo, que 
esteve à frente da SPM entre 2020 e 2022.
Os restantes membros da nova direção são 
Joana Teles (Universidade de Coimbra), 
Clementina Timóteo (Escola Secundária Padre 
Alberto Neto), Frederico Valsassina (Colégio 
Valsassina), Luís Roçadas (Universidade de 
Trás-os-Montes e Alto Douro), Óscar Felgueiras 
(Universidade do Porto), Paulo Vasconcelos 
(Universidade do Porto), Pedro Patrício 
(Universidade do Minho) e Pedro Serranho 
(Universidade Aberta).
A nova direção pretende representar a 
comunidade matemática portuguesa, desde 
os investigadores e professores de todos os 
níveis de ensino até aos estudantes, bem 
como os associados institucionais e coletivos; 
continuar a contribuir para um ensino de 
Matemática de elevada qualidade; manter a 
intervenção informada, rigorosa e construtiva 
sobre questões educativas, num momento 
em que a questão do ensino da Matemática 
em Portugal é mais importante do que nunca; 
apoiar, desenvolver e consolidar projetos, de 
âmbito nacional, que permitam desenvolver as 
capacidades dos alunos e incrementar o gosto 
pela Matemática; dar seguimento às numerosas 
atividades de divulgação que a Sociedade tem 
vindo a desenvolver e continuar a contribuir 
para o desenvolvimento da investigação 
matemática em Portugal.

PRÉMIO ÁLVARO BATISTA GONÇALVES
A Sociedade Portuguesa de Matemática (SPM), em 
parceria com a Associação Álvaro Gonçalves, acaba de 
criar o Prémio Álvaro Batista Gonçalves, um prémio 
anual para distinguir os melhores professores de 
Matemática do Ensino Básico e do Ensino Secundário 
de Portugal.
O prémio consiste numa dotação de cinco mil euros e 
será atribuído a um professor que se diferencie pelo seu 
“esforço e dedicação” e pelo “impacto nos alunos”.
João Araújo, presidente da SPM, referiu que “o objetivo 
é reconhecer a visão, a dedicação e os resultados de um 
professor”.
Fernando Gonçalves, presidente da Associação 
Álvaro Gonçalves, afirmou também que o prémio “vai 
reconhecer o papel dos professores”, acrescentando que 
vai mostrar que “estamos muito agradecidos e que os 
valorizamos”. 
As candidaturas à primeira edição estarão abertas entre 
29 de setembro de 2022 e 3 de fevereiro de 2023.

8TH IBERIAN MATHEMATICAL 
MEETING
A 8ª edição do Iberian Mathematical Meeting será 
realizada de 5 a 7 de outubro de 2022, no Instituto 
de Matemática da Universidade de Sevilha. 
Seguindo a tradição de encontros anteriores, o 
evento está estruturado em três áreas científicas. 
Nesta edição, as áreas científicas são: Matemática 
da Informação, Cálculo de Variações e Álgebra 
Computacional e Aplicações.
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2ND WOMEN IN MATHEMATICS MEETING

A 2ª edição da Women in Mathematics Meeting (WM22) 
terá lugar, na Universidade do Minho, de 7 a 9 de setembro. 
Um dos principais objetivos desta conferência é cobrir, o 
mais amplamente possível, a diversidade de interesses das 
matemáticas portuguesas.
Em Portugal, como em muitos países, os lugares cimeiros 
das instituições de Ensino Superior são ocupados na sua 
maioria por homens. Também os oradores convidados 
para conferências nacionais e internacionais incluem, em 
geral, poucas mulheres. Além disto, o número de alunas 
que seguem para doutoramento em Matemática depois de 
completarem os primeiros ciclos de estudos é relativamente 

baixo. Assim, esta conferência será uma oportunidade 
para partilhar experiências diferentes e ajudar a 
desenvolver uma comunidade mais solidária que 
pode inspirar futuras mulheres matemáticas. 
Na WM22, além das palestras e da apresentação de 
pósteres, o programa inclui uma sessão especial e um 
painel de discussão sobre a situação das disparidades 
de género em Portugal. A participação no evento é 
gratuita.
A primeira edição da conferência WM aconteceu 
em 2019, na Faculdade de Ciências e Tecnologia da 
Universidade Nova de Lisboa.

No passado dia 12 de maio, foi publicado 
um novo volume da série Comics & Science, 
intitulado The Mirzakhani Issue, uma 
homenagem à notável matemática Maryam 
Mirzakhani, a primeira mulher a vencer uma 
Medalha Fields, falecida precocemente em 2017. 
Produzido pelas Cnr Edizioni em colaboração 
com a União Matemática Italiana, este volume 
contém a história “Under the Sign of the Torus”, 
escrita por Davide La Rosa e desenhada por 
Silvia Ziche.
Nesta edição podem ainda ler-se os artigos 
“The Right to be Wrong”, de Chiara de 
Fabritiis, “Formulas and Drawings, Thinking of 
Maryam”, de Chiara de Fabritiis e Barbara Nelli, 
“A Date to Remember”, de Elisabetta Strickland, 
“One of a Kind, But Definitely Not Alone”, de 
Barbara Fantechi, “Maryam’s Mathematics”, 
dos editores em colaboração com Corinna 
Ulcigrai, “In Memory of Maryam”, de Ingrid 
Daubechies, e uma “Open Letter”, de Donata 
Moschella.
A versão inglesa está disponível gratuitamente 
online.

MARYAM MIRZAKHANI HOMENAGEADA EM BANDA DESENHADA
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Hugo Duminil-Copin, James Maynard, June Huh e 
Maryna Viazovska são os mais recentes distinguidos com 
as Medalhas Fields, um dos mais importantes prémios 
em matemática. As medalhas foram entregues durante o 
Congresso Internacional de Matemáticos 2022 (ICM 2022), 
no dia 5 de julho, na Universidade de Aalto, em Helsínquia, 
na Finlândia. As Medalhas Fields são um prémio atribuído 
pela União Matemática Internacional, desde 1936, de quatro 
em quatro anos, a matemáticos com menos de 40 anos que 
se destaquem por um trabalho notável.
Maryna Viazovska é a segunda mulher a receber uma 
Medalha Fields, em mais de 80 anos. A pioneira foi a 
iraniana Maryam Mirzakhani, em 2014. A matemática 
ucraniana viu reconhecido o seu trabalho sobre o problema 
de empacotamento de esferas. Afinal, qual é a melhor forma 
de poupar espaço? Viazovska, investigadora na Escola 
Politécnica de Lausanne, na Suíça, encontrou as melhores 
soluções para esferas em 8 e 24 dimensões. O júri do prémio 
salientou também as contribuições da investigadora para 
problemas extremos relacionados com o empacotamento e 
problemas de interpolação na análise de Fourier.
Hugo Duminil-Copin, investigador no Instituto de Altos 

MARYNA VIAZOVSKA É A SEGUNDA MULHER A RECEBER UMA MEDALHA FIELDS

Estudos Científicos, na região de Paris, e da Universidade de 
Genebra, foi distinguido por transformar a teoria matemática 
das transições de fase em física estatística e resolver 
vários problemas abertos de longa data, em particular nas 
dimensões três e quatro. De acordo com o júri, o trabalho 
do matemático francês veio abrir várias hipóteses para novas 
pesquisas.
James Maynard, da Universidade de Oxford, com 35 anos, 
é o mais novo dos medalhados. O matemático britânico 
recebeu a medalha pelas suas contribuições para a teoria 
analítica dos números, que permitiram importantes 
avanços na compreensão da estrutura dos números primos 
e na aproximação diofantina. Maynard liderou vários dos 
contributos mais recentes sobre números primos.
June Huh, da Universidade de Princeton, recebeu o prémio 
por trazer ideias da teoria de Hodge para a combinatória, 
a prova da conjetura de Dowling-Wilson para reticulados 
geométricos, a prova da conjetura de Heron-Rota-Welsh 
para matroides, o desenvolvimento da teoria dos polinómios 
de Lorentz e a prova da conjetura de Mason. O matemático 
norte-americano era referido como um forte candidato a 
vencer uma Medalha Fields há vários anos.

9º ENCONTRO LUSO-BRASILEIRO DE HISTÓRIA DA MATEMÁTICA

O 9º Encontro Luso-Brasileiro de História da 
Matemática terá lugar na cidade de Setúbal, entre 
os dias 12 e 16 de outubro de 2022. A organização 
está a cargo do Seminário Nacional de História da 
Matemática (Portugal) e da Sociedade Brasileira de 
História da Matemática (Brasil).
Os Encontros Luso-Brasileiros de História da 
Matemática tiveram início em Coimbra, em 1993, e 

decorrem em Portugal e no Brasil, alternadamente, 
tendo como objetivo estreitar as relações científicas 
nessa área entre os investigadores dos dois países.
O último Encontro Luso-Brasileiro de História da 
Matemática foi realizado em 2018, na Foz do Iguaçu, 
Brasil. O 9º Encontro deveria ter sido realizado em 
2021 em Portugal, no entanto, devido a restrições 
relacionadas com a covid-19 foi adiado para 2022.

Hugo Duminil-Copin, June Huh, James Maynard e Maryna Viazovska
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CARTAS DA DIREÇÃO

Não foi só a pandemia e a necessidade de adaptar as atividades tradicionais, 
imaginar outras adequadas às circunstâncias, a perturbação interpessoal, o 
planear atividades na lotaria dos (des)confinamentos, etc. Houve muito mais!

SABE O QUE ACONTECEU?

João Araújo

Presidente da SPM 
jj.araujo@fct.unl.pt

1. Os matemáticos passaram a poder organizar retiros 
para investigação em imersão total na Rede Pedro Nu-
nes, no Convento da Arrábida e no Centro de Alto Ren-
dimento do Pocinho.

2. A matemática mostrou uma imagem mais presente, 
mais frequente e mais próxima das pessoas: 11 horas de 
televisão, 12 horas de rádio, dez capas de jornais, 40 pá-
ginas nos jornais, muitos artigos de opinião. Boa impren-
sa. Mais impacto.

3.  Matemáticos excecionais atraíram 67 sessões paralelas 
e 800 professores e investigadores ao ENSPM21 virtual. 
Patrícia Gonçalves (IST) conjeturou que Hugo Duminil-
-Copin seria Medalha Fields em 2022 e por isso foi colo-
cado a fazer a última comunicação plenária do Encontro. 
Também em 2022, investigadores excecionais (incluindo 
oito ERC) atraíram mais de 200 pessoas e 44 sessões pa-
ralelas ao ENSPM22 presencial de Tomar. 

4. A matemática consagra jovens investigadores madu-
ros com o Prémio António Aniceto Monteiro, UNILA-
BS-SPM, cujo júri incluía Irene Fonseca, Martin Hairer, 
André Neves e Marcelo Viana, e distinguiu Afonso Ban-
deira, na primeira edição.

5. A matemática distingue a visão e a dedicação de pro-
fessores do Básico e do Secundário com a criação do Pré-

mio Álvaro Gonçalves AAG-SPM, contando no júri da 
primeira edição com nomes como Ramalho Eanes, Maria 
Cortez de Lobão, Marçal Grilo e Nuno Crato. A apresen-
tação do prémio contou com a presença dos principais 
meios de comunicação social nacionais e Luís Marques 
Mendes fez referência ao prémio no Jornal da Noite (SIC) 
a 10 de julho.

6. A matemática mostrou o seu lado solidário durante a 
pandemia com 200 associados e amigos da SPM disponí-
veis em voluntariado para dar aulas presenciais ou por 
Zoom e palestras em escolas. 

7.  A SPM tem agora a propriedade intelectual do seu 
site, que foi renovado: mais útil para os associados; mais 
atraente para o público.

8. Foi criada a estrutura informática da Sala de Dúvi-
das para que, em vez do “estava sozinho e ninguém me 
ajudou”, as crianças possam dizer “nas dúvidas, a SPM 
estava ali”. Várias autarquias se mostraram muito inte-
ressadas no projeto.

9. A matemática é agora servida por uma newsletter in-
formativa, útil e breve, que noticia, anuncia seminários 
online, ofertas de emprego, etc. 

10.  Os Testes SPM deram contexto ao trabalho das esco-
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las. Foram 97 em 2021, 126 em 2022, dezenas de milhares 
de alunos em cada ano e uma plataforma produzida de 
raiz.

11.  Em conjunto com a EMS-Press, foi repensada e re-
organizada a Portugaliae Mathematica, com novo cor-
po editorial devotado à missão de a elevar na cadeia do 
prestígio científico.  

12.  Forte carga simbólica na eleição de sócios honorários 
nos quatro pilares da SPM: Investigação, Ensino, Divul-
gação e História: Jorge Almeida, Nuno Crato, Gracinda 
Gomes, Henrique Leitão, Luís Magalhães e Luciano San-
tos. Obrigado por tudo o que fizeram pela matemática. 

13.  Frequentes reuniões multitudinárias da Sociedade e 
seus amigos, em particular a celebração dos 80 anos ou a 
palestra do Dia do Pi de Rogério Martins para quatro mil 
crianças de 5 anos espalhadas por todo o País.

14.  Carinhosa mensagem de felicitações do Sr. Presiden-
te da República para a SPM e o seu alto patrocínio para 
os nossos eventos.

15. O centro de formação serviu bem e oportunamente. 
Duas ações com 449 formandos desvendando segredos 
do ensino online e um total recorde de 1784 formandos.

16.  O número de sócios subiu de 717 em 2020 para 912 
em 2021, aumentando o envolvimento com a Sociedade e 
os custos fixos assegurados por receitas próprias.

17.  Colaboração e apoio, dentro das circunstâncias pan-
démicas, com diversas entidades: estruturas regionais 
e autónomas, Clube da Matemática, CIM, Olimpíadas 

da Matemática, Ludus, IPQ, Ciência Viva, três departa-
mentos da Gulbenkian, tomadas de posição e audição 
nas Aprendizagens Essenciais, acreditação de manuais, 
e muito mais, tudo oportunamente detalhado nos relató-
rios de atividades.

18. Acordo sobre um concerto SPM-Gulbenkian de mú-
sica gerada por inteligência artificial, incluído no progra-
ma da temporada de música da Gulbenkian 2023. 

19. Mandato iniciado com alerta sério sobre a sustenta-
bilidade financeira da SPM termina serenamente com o 
Conselho Fiscal a saudar a folga financeira conseguida. 

20. Conhecemos imensas iniciativas geniais, comoventes, 
brilhantes, organizadas um pouco por todo o País, que 
mobilizam, inspiram e aproximam a matemática de to-
dos e de cada um. 

Quanto maior o envolvimento, o rejuvenescimento e a 
mobilização dos associados nos órgãos sociais, maior o 
rasgo, a vitalidade e o impacto das ações da SPM. 

Este foi o mandato dos 80 anos da SPM. It will be another 
million years before we understand the primes1. Mas quando 
isso acontecer, a SPM estará lá!

1Paul Erdos.



A Gazeta de Matemática continua a ser, tal como 
acontece desde a sua fundação em 1940, o prin-

cipal elo de ligação da Sociedade Portuguesa de Ma-
temática com a comunidade matemática portuguesa.

A Gazeta de Matemática é uma publicação essen-
cialmente de divulgação da cultura matemática. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemática 
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela 
matemática.

A Gazeta de Matemática publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secções 
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos 
para publicação na Gazeta de Matemática. Damos 
preferência a artigos curtos (4 a 6 páginas) sobre temas 
que tenham interesse para o nosso público: algo rela-

cionado com um tema de investigação que possa ser 
explicado à comunidade matemática em geral, algum 
aspecto curioso de matemática menos conhecido, uma 
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor 
ou simplesmente algo que tenha uma ligação com o 
mundo matemático. 

Os artigos poderão ser submetidos à apreciação de 
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um 
parecer sobre a sua adequação para publicação na Ga-
zeta de Matemática.

Os textos podem ser submetidos em  
LaTeX ou em Word (com uma versão em PDF). No 
caso de o documento conter muitas fórmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereço:  
gazeta@spm.pt.

A SPM disponibiliza na página http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informação sobre emprego e carreira 
para matemáticos. As pessoas interessadas em incluir anúncios neste site devem enviar um email com os dados para  
imprensa@spm.pt
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