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editorial

Sílvia Barbeiro

Universidade 
de Coimbra
silvia@mat.uc.pt

A Gazeta de Matemática vai ter uma nova direção. 

Um novo ciclo

A atual direção da Gazeta de Matemática completa nes-
te número o seu mandato. Assumimos com grande 

orgulho o compromisso de dirigir o rumo desta revista e 
tentámos dar o nosso melhor. 

O meu agradecimento pessoal aos colegas editores, 
Daniel Pinto e Hugo Tavares. O seu dinamismo, o seu 
empenho e o seu entusiasmo foram determinantes para 
o sucesso da nossa missão. Sobraram ideias que gostarí-
amos de ter realizado e não conseguimos, mas também 
concretizámos alguns novos planos. Estendo o agradeci-
mento à ajuda preciosa da Ana Figueiredo, como assis-
tente editorial. Foi um prazer e um privilégio fazer parte 
desta equipa. 

O leitor tem razões fortes para se demorar nesta edi-
ção. Não vai querer perder nenhum detalhe do que nos 
revela Dinis Pestana na entrevista dada a Ana Mendes e 
Paulo Saraiva. E vai desejar saborear cada pedaço de boa 
matemática que encontra ao longo da revista. No artigo  
“O Teorema dos Rearranjos de Riemann”, Ricardo Mame-
de discute as condições em que podemos alternar a ordem 
dos termos de uma série convergente sem alterar a sua na-
tureza ou soma. José Carlos Santos conta-nos como decor-
reram séculos até à prova da “conjetura de Kepler” sobre a 
forma mais eficiente de empilhar esferas e como pode ser 

difícil provar o que parece óbvio. Flora Ferreira e Wolfram 
Erlhagen apresentam um modelo matemático desenvolvi-
do para memorizar e recuperar a ordem e o tempo relativo 
de um conjunto de eventos e ilustram o seu funcionamen-
to nalgumas experiências com robôs. Paulo Saraiva rela-
ciona entropia e quantidade de informação, expondo de 
forma exímia os conceitos que acompanha com exemplos. 
Fabio Chalub debruça-se também sobre o tema da entro-
pia e explica os conceitos de Shannon, Boltzmann e Clau-
sius. Com esta crónica intitulada “Amanhã Será Outro 
Dia”, o Fabio Chalub encerra a coluna Na Linha de Frente, 
que nos deu durante 15 anos tanto prazer a ler.   

A partir do próximo número, a Gazeta de Matemática 
será assegurada por uma equipa editorial renovada que 
certamente lhe trará nova vida e a ambição de tornar a 
revista ainda melhor. Acredito que ficará em muito boas 
mãos sabendo que Paulo Saraiva, da Universidade de 
Coimbra, aceitou recentemente o desafio de ser o próximo 
diretor. 

Agradeço aos membros da redação, aos revisores, aos 
membros do Conselho Editorial e a todos os que têm con-
tribuído para o sucesso da Gazeta de Matemática. Não resis-
to a destacar os leitores, que são a razão da existência desta 
publicação, e os autores, que são os grandes protagonistas.   
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RECREIO  •  Matemática Recreativa no Feminino

Jorge Nuno Silva

Universidade 
de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

Primos originais
Os números primos, pilares da aritmética, têm apaixonado muitos matemá-
ticos ao longo dos tempos, principalmente pela sua misteriosa distribuição 
entre os números naturais. Paulo Ribenboim (The Book of Prime Numbers, 
Springer 1989) foi um desses matemáticos. A prova de Euclides, nos Ele-
mentos, da infinitude dos números primos é um belo exemplo de dedução 
matemática. Ribenboim exibe outras demonstrações, de mestres como Eu-
ler e Kummer, mas também de matemáticos mais obscuros. Hoje trazemos 
aqui algumas das ideias mais simples.

A prova de Euclides da infinitude dos primos pode ser 
escrita, essencialmente, mostrando que qualquer co-

leção finita de primos está incompleta.

Euclides, mestre na utilização do método do exemplo 
generalizável, começou por considerar uma coleção de 
três primos. 

Figura 1. A Proposição VII-20 dos Ele-
mentos na versão de Richard Fitzpatrick.
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Nós usaremos o agora estafado conjunto de n elemen-
tos, onde n representa um número natural indeterminado. 

Seja A = {p1, . . . , pn} um conjunto finito de primos. 
Seja p um divisor primo de

z = p1 · · · pn + 1

então p /2 A porque ao dividirmos z por qualquer elemen-
to de A obtemos resto 1.

Em 1878, Kummer propôs uma prova semelhante. 
Usando a mesma notação, Kummer considera um divisor 
primo de w = p1 · · · pn � 1. Este primo, como está em A, 
divide também w + 1 e, portanto, a diferença destes dois 
números, o que é impossível.

Pólya sugeriu uma outra abordagem. Para obter a in-
finitude dos primos, basta exibir uma sucessão de núme-
ros naturais cujos elementos sejam primos entre si dois a 
dois. Tomando um divisor primo de cada termo, teríamos 
uma infinidade de primos. Naturalmente, para obter esta 
relação entre qualquer par de números da sucessão, não 
podemos utilizar a infinitude dos números primos...

Pólya usou os números de Fermat
Fn = 22n

+ 1 (n > 0) 
Por indução, estabelece-se, sem dificuldade maior, que 
Fn � 2 = F0 · · · Fn�1, para n > 1. Portanto, se k < m, tem-
-se que Fk divide Fm � 2, e qualquer primo que divida Fk 
e Fm terá de dividir Fm � 2 e, por consequência, também 
terá de dividir 2, o que é absurdo, já que os números de 
Fermat são todos ímpares.

Aqui deixo o desafio ao leitor: encontrar outras suces-
sões, para as quais seja possível provar que os respetivos 
termos são primos entre si dois a dois, sem utilizar a in-
finitude dos primos. Se o conseguir, terá obtido uma de-
monstração original do resultado de Euclides!

Outra possibilidade, do agrado geral, mas que não 
cumpre o último requisito mencionado, consiste em usar 
os números de Fibonacci

f0 = 0
f1 = 1
fn = fn�1 + fn�2 (n > 2) 

Os termos da sucessão de Fibonacci gozam de inúmeras 
propriedades e relações. Uma delas, bem conhecida, é a 
seguinte:

f(n,m) = ( fn, fm),
onde os parênteses representam o máximo divisor co-
mum. Assim, se indexarmos os números de Fibonacci com 
os termos de uma sucessão cujos termos são primos entre 
si dois a dois, obtemos outra sucessão com a mesma pro-

priedade. Esta nova sucessão pode agora ser usada para 
indexar os números de Fibonacci, e assim sucessivamente. 

E o leitor, tem outras sugestões para esta questão?
 
Sobre as questões propostas no número anterior:

 Como o objetivo é 100, a penúltima jogada do vence-
dor será para 89 (o adversário joga para um número 
entre 90 e 99.... Este raciocínio de análise retrógrada 
pode iterar-se e concluímos que o jogador vencedor 
vai fazer as seguintes jogadas: 1, 12, 23, 34, 45, 56, 
67, 78, 89, 100. Assim, o vencedor será o primeiro a 
jogar, que juntará uma unidade ao total nulo inicial.

 Os filhos vão e um deles regressa, passando o barco 
ao pai, que atravessa e manda o outro filho de volta. 
Finalmente, os filhos atravessam juntos. Este proce-
dimento pode iterar-se no caso de um regimento de 
adultos...

 A responde que tem as plantas dos pés vermelhas, 
quer seja verdadeiro ou mentiroso. Assim, a respos-
ta de B mostra que se trata de um indígena menti-
roso (plantas brancas). A resposta de C denuncia-o 
também como mentiroso (plantas dos pés brancas). 

  237 812 = 1025⇥232 + 12. A ideia é dividir 237 812 
por 1025, porque se o resto de uma divisão for me-
nor do que o quociente e do que o divisor, então es-
tes podem trocar de papéis entre si.
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CANTO DÉLFICO  •  O Teorema dos Rearranjos de Riemann

Ricardo Mamede

Universidade  
de Coimbra
mamede@mat.uc.pt

O Teorema dos Rearranjos de Riemann

1. Introdução
A manipulação de somas infinitas de números reais, desig-
nadas por séries numéricas ou simplesmente séries, é uma 
área que facilmente produz resultados inesperados e pou-
co intuitivos. Um exemplo que ilustra o perigo de estender 
de forma ingénua as regras algébricas das somas finitas a 
séries, é a soma 

1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1 · · ·+ 1 � 1 + · · ·              (1)

Colocando parênteses entre cada par 1 � 1, podemos argu-
mentar que

(1 � 1) + (1 � 1) + · · ·+ (1 � 1) + · · · = 0.

No entanto, se deslocarmos os parênteses uma unidade 
para a direita, obtemos

1 + (�1 + 1) + (�1 + 1) + · · ·+ (�1 + 1) + · · · = 1.

Este exemplo foi usado no século XVIII pelo matemático e 
padre Luigi Grandi como evidência da existência de Deus, 
uma vez que "mostrava" que é possível criar algo a partir 
do nada. 

A série (1) é um exemplo de uma série divergente, à 
qual não faz sentido atribuir uma soma, uma vez que à 
medida que somamos mais termos a soma oscila entre 0 
e 1. Já à série

1
2
+

1
4
+

1
8
+

1
16

+
1

32
+ · · ·+ 1

2n + · · ·            (2)

Se alterarmos a ordem pela qual somamos um qualquer conjunto finito de 
números reais, a sua soma permanece a mesma. No entanto, a situação 
pode alterar-se de forma inesperada se o conjunto de números for infinito. 
Em alguns casos, a alteração da ordem pela qual somamos um conjunto 
infinito de números pode alterar a sua soma, ou até tornar a soma infinita.
Neste canto vamos analisar as somas infinitas que têm esta característica 
usando o Teorema dos Rearranjos de Riemann.

é possível atribuir uma soma. Por exemplo, se conside-
rarmos um quadrado de lado 1, podemos obter a sua área 
começando por considerar apenas metade da sua área; de 
seguida, consideramos metade da área que ainda não con-
siderámos; repetimos o processo, considerando em cada 
passo metade da área que ainda não considerámos (veja-se 
a Figura 1). Intuitivamente, é fácil aceitar que 

1 =
1
2
+

1
4
+

1
8
+

1
16

+
1

32
+ · · ·+ 1

2n + · · ·

Figura 1. 1
2 + 1

4 + 1
8 + · · · = 1.
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Uma série à qual é possível atribuir uma soma chama-se 
série convergente. Formalmente, a série 

•

Â
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

converge se a sucessão das somas par-
ciais (s1, s2, s3, . . . , sn, . . .) for convergente, com 
sk = a1 + a2 + · · ·+ ak para k � 1. Neste caso, dizemos 
que o limite s = lim

n!•
sn é a soma da série e escrevemos

•

Â
n=1

an = s.

Portanto, s é a soma da série Â•
n=1 an se a soma dos seus n 

primeiros termos estiver tão próxima do número s quanto 
quisermos, desde que tomemos n suficientemente grande.

Também dizemos que a série diverge para ±• se o 
mesmo acontece com a sua sucessão das somas parciais. 

É fácil verificar que a convergência da série Â an impli-
ca que lim

n!•
an = 0, uma vez que an = sn � sn�1. Já o recí-

proco não se verifica, isto é, existem sucessões (an)conver-
gentes para 0 para as quais a série Â an é divergente.

Voltando à série (2), e usando a fórmula para a soma 
dos n primeiros termos de uma sucessão geométrica, te-
mos que a soma dos seus n primeiros termos pode ser es-
crita como

1
2
+

1
4
+ · · ·+ 1

2n =
1 �

⇣
1
2

⌘n+1

1 � 1
2

.

Segue-se que 
lim

n!•

1
2
+

1
4
+ · · ·+ 1

2n = 1 

e, portanto, a série (2) é uma série convergente com soma 1. 
Neste canto vamos analisar o que acontece à soma de 

uma série convergente se alterarmos a ordem pela qual so-
mamos os seus termos. 

2. Convergência de séries
Podemos distinguir dois tipos de séries convergentes. Se 
a série Â |an| for convergente, a série Â an diz-se absoluta-
mente convergente. Por outro lado, uma série convergente 
que não seja absolutamente convergente chama-se sim-
plesmente convergente.

É claro que uma série convergente de termos positivos 
é absolutamente convergente e, portanto, a série (2) é abso-
lutamente convergente. Já a série harmónica alternada

•

Â
n=1

(�1)n+1

n
= 1 � 1

2
+

1
3
� 1

4
+ · · ·

é um exemplo de uma série simplesmente convergente. De 
facto, é possível mostrar que esta série é convergente com 
soma ln(2) (veja-se, por exemplo, [1] para uma prova sem 
palavras desta identidade). No entanto, a série dos valores 
absolutos

•

Â
n=1

����
(�1)n+1

n

���� =
•

Â
n=1

1
n
= 1 +

1
2
+

1
3
+

1
4
+ · · ·

designada por série harmónica é divergente. Uma das 
provas mais antigas para este facto, atribuída ao matemá-
tico francês do século XIV Nicole Oresme [2], consiste em 
considerar a subsucessão (s2, s4, s8, . . . , s2n , . . .) da suces-
são das somas parciais (sn)n�1 da série harmónica e notar 
que agrupando convenientemente os termos, podemos 
escrever

s2 =1 +
1
2
>

1
2
+

1
2
=

2
2

,

s22 =1 +
1
2
+

✓
1
3
+

1
4

◆
>

2
2
+

✓
1
4
+

1
4

◆
=

3
2

s23 =1 +
1
2
+

1
3
+

1
4
+

✓
1
5
+

1
6
+

1
7
+

1
8

◆

>
3
2
+

✓
1
8
+

1
8
+

1
8
+

1
8

◆
=

4
2

,

e, mais geralmente, 

s2n = 1 +
1
2
+

1
3
+ · · ·+ 1

2n >
n + 1

2
.

Conclui-se assim que limn!• s2n = • e, portanto, a suces-
são das somas parciais da série harmónica é divergente. 
Segue-se que a série harmónica alternada é simplesmente 
convergente com soma ln(2):

ln(2)=1 � 1
2
+

1
3
� 1

4
+

1
5
� 1

6
+

1
7
� 1

8
+

1
9
� 1

10
+ · · · 

 Uma série simplesmente convergente Â an pode ser vista 
como a soma de duas séries: a série Â a+n  e a série Â a�n , 
onde a±n = (an ± |an|) /2, formadas respetivamente pelos 
termos positivos e pelos termos negativos de Â an. É fácil 
verificar que as séries Â a+n  e Â a�n  são ambas divergentes. 
De facto, se uma delas, digamos Â a+n , fosse convergente, 
então a série dos termos negativos

Â a�n = Â an � Â a+n  

seria igualmente convergente por ser a diferença de duas 
séries convergentes. Isto implicaria a convergência absolu-
ta da série Â an, uma vez que temos
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Â |an| = Â
(
an � 2a�n

)
.

Concluímos assim que se Â an for simplesmente conver-
gente, a série Â a+n  dos termos positivos diverge para •, 
enquanto a série Â a�n  dos termos negativos diverge para 
�•. Notemos ainda que como a série Â an é convergente, 
temos que limn!• an = 0, donde se segue que 

lim
n!•

a+n = lim
n!•

a−n = 0.
 

Voltando à série harmónica alternada, reordenemos os ter-
mos desta série da seguinte forma: a sequência de termos 
positivos e a sequência de termos negativos mantêm a or-
dem original, e a nova série consiste num termo positivo 
seguido de dois termos negativos. Obtemos assim a série

1 � 1
2
� 1

4
+

1
3
� 1

6
� 1

8
+

1
5
� 1

10
� 1

12
+ · · ·        (3)

Agrupando cada termo positivo com o termo negativo que 
lhe está imediatamente à direita, obtemos

✓
1� 1

2

◆
� 1

4
+

✓
1
3
� 1

6

◆
� 1

8
+

✓
1
5
� 1

10

◆
� 1

12
+· · ·

=
1
2
� 1

4
+

1
6
� 1

8
+

1
10

� 1
12

+· · ·

=
1
2

✓
1 � 1

2
+

1
3
� 1

4
+

1
5
� 1

6
+ · · ·

◆

=
1
2

ln(2).

Ou seja, a soma da série (3) difere da soma da série harmó-
nica alternada que lhe deu origem. Este exemplo mostra 
que reordenar os termos de uma série simplesmente con-
vergente pode alterar a sua soma. O primeiro matemático 
a detetar este fenómeno foi Dirichlet, em 1827, enquanto 
trabalhava sobre a convergência da série de Fourier. Al-
guns anos mais tarde, Dirichlet mostrou que este compor-
tamento não ocorre em séries absolutamente convergentes 
[3], como veremos no capítulo seguinte.

3. O Teorema dos Rearranjos de Riemann
Vamos agora investigar em que condições podemos alterar 
a ordem dos termos de uma série convergente sem alte-
rar a sua natureza ou soma. Formalmente, alterar a ordem 
dos termos de uma série Â an significa tomar uma bijeção 
f : N ! N e considerar a série Â bn onde bn = af(n) para 
todo o n 2 N.

Começamos por mostrar que numa série convergente 
de termos não negativos, qualquer rearranjo dos seus ter-

mos dá origem a uma série que converge para a mesma 
soma.

Teorema 3.1. Suponhamos que an � 0 para todo o n. Então, 
se (bn) é um rearranjo de (an) temos Â bn = Â an. 

Demonstração. Denotemos por sn = Ân
k=1 an e 

tn = Ân
k=1 bn as somas parciais de Â an e Â bn, e sejam 

s = limn!• sn e t = limn!• tn (ou estes limites existem 
ou são iguais a •). O limite t envolve a soma de todos os 
termos da sucessão (bn) e, portanto, envolve a soma dos 
termos a1, . . . , an. Como an � 0 para todo o n, segue-se que

sn  t

para todo o n. De forma análoga, obtemos 

tn  s

para todo o n. Tomando limites quando n tende para •, 
concluímos que s  t e t  s, ou seja, s = t.                         

Provámos assim que a reordenação dos termos de uma 
série de termos não negativos não altera a natureza nem a 
soma da série, no caso de esta ser convergente. Vamos de 
seguida provar que o mesmo é válido para séries absoluta-
mente convergentes (veja-se, por exemplo, [4]).

Teorema 3.2. Se uma série é absolutamente convergente 
com soma s, todos os seus rearranjos convergem para a 
mesma soma s.

Demonstração. Seja Â an uma série absolutamente con-
vergente e Â bn um seu rearranjo. A definição de série ab-
solutamente convergente garante que Â |an| é convergente 
e o teorema anterior diz-nos que Â |bn| = Â |an|. Usando a 
igualdade

bn = |bn| � (|bn| � bn)
 

e o facto de a soma de séries convergentes ser ainda uma 

Figura 2. Johann Dirichlet 

(1805-1859).
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série convergente, podemos escrever
•

Â
n=1

bn =
•

Â
n=1

|bn| �
•

Â
n=1

(|bn| � bn) .

 
Uma vez que |bn| � 0 e |bn| − bn ≥ 0, os termos das duas 
séries do membro direito desta igualdade podem ser reor-
denados sem alterar a sua soma. Obtemos assim,

•

Â
n=1

bn =
•

Â
n=1

|bn| �
•

Â
n=1

(|bn| � bn)

=
•

Â
n=1

|an| �
•

Â
n=1

(|an| � an)

=
•

Â
n=1

an.
                   

Portanto, a convergência absoluta de uma série garante 
que qualquer rearranjo dos seus termos não altera nem a 
natureza nem a sua soma. Neste aspeto, uma série absolu-
tamente convergente comporta-se como uma soma finita, 
onde a ordem pela qual a soma dos seus termos é efetua-
da não altera a soma global. Em 1853, Riemann provou o 
seu Teorema dos Rearranjos que mostra que a situação é 
completamente diferente quando a série apenas converge 
simplesmente. Este resultado foi incluído num artigo sobre 
a série de Fourier com o título "Sobre a Representabilidade 
de uma Função por uma Série Trigonométrica", publicado 
após a morte de Riemann em 1866 [8].

Teorema 3.3. (Teorema dos Rearranjos de Riemann, 1853) 
Seja Â an uma série simplesmente convergente. Dado um 
qualquer c 2 R [ {±•}, existe um rearranjo (bn) dos ter-
mos de Â an tal que Â bn = c.

Demonstração. Seja Â an uma série simplesmente con-
vergente e sejam p1, p2, . . . os termos não negativos de Â an 
e q1, q2, . . . os termos negativos de Â an, pela ordem pela 
qual aparecem nesta série. As séries Â pn e Â a+n  bem como 

Â qn e Â a�n  diferem apenas por termos nulos, pelo que 
Â pn = • e Â qn = �•.

 Vamos considerar em primeiro lugar o caso c 2 R e 
construir um rearranjo dos termos de Â an que converge 
para c. 

Como Â pn = •, existe um número natural k tal que

p1 + · · ·+ pk > c.

Seja k1 o menor destes números k e consideremos 
a soma parcial s1 = p1 + · · ·+ pk1

. Temos s1 > c e 
p1 + · · ·+ pk1−1  c. Portanto,s1  c + pk1, pelo que

0  s1 − c  pk1 .

Se c < 0, ignoramos este primeiro passo. De seguida, à 
soma s1 vamos adicionar o menor número de termos ne-
gativos de modo a obtermos uma nova soma t1 menor do 
que c. Ou seja, consideramos o menor inteiro mi tal que 
t1 = s1 + q1 + · · ·+ qm1 < c e s1 + q1 + · · ·+ qm1−1 ≥ c. 
Neste caso, temos 

0  c − t1  −qm1 . 

Repetimos o processo indefinidamente, obtendo somas al-
ternadamente inferiores e superiores a c, escolhendo em 
cada passo deste processo o menor número ki de termos 
positivos e o menor número mi de termos negativos tais 
que para cada i,

|si − c|  pki
e |ti − c|  −qmi .                      (4)

Obtemos desta forma a série 

p1 +· · ·+ pk1 + q1 +· · ·+qm1 + pk1+1 +· · ·+ pk2+

+ qm1+1 +· · ·+ qm2 +· · ·

que é claramente uma reordenação dos termos de Â an. 
Falta mostrar que esta série converge para o número c. Para 
tal, vamos provar que a sucessão das suas somas parciais 
converge para c. Como a série Â an é convergente, sabe-
mos que limn!• an = 0, donde se segue que também (pn) 
e (qn) tendem para zero quando n ! •. Portanto, as sub-
sucessões (pki

) e (qmi ) tendem para zero quando n ! • e 
as equações (4) garantem que as somas parciais da série 
convergem para c. 

Um argumento semelhante permite exibir uma reor-
denação dos termos de Â an que divirja para • ou �•. 
Por exemplo, no caso c = •, consideramos uma sucessão 
(cn) que divirja para • e construímos um rearranjo dos 
termos de Â an tal que a soma s1 dos primeiros k1 termos 
positivos exceda c1, a soma t1 dos primeiros m1 termos ne-

Figura 3. Bernhard Riemann 
(1826-1866)
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gativos com s1 seja inferior a c1, a soma s2 exceda c2 e t2  
seja inferior a c2, e assim sucessivamente. Claramente, a 
sucessão das somas parciais da série assim construída é 
divergente.  

Referimos anteriormente que a série harmónica alterna-
da Â(�1)n+1/n tem soma ln(2). Vamos usar a construção 
da demonstração do Teorema dos Rearranjos de Riemann 
para verificar esta identidade. Seja c = ln(2) ⇡ 0, 6931. Co-
meçamos por tomar o menor número de termos positivos 
da série cuja soma exceda ln(2), que no nosso caso consiste 
no primeiro termo:

s1 = 1 > ln(2).

De seguida, tomamos o menor número de termos negati-
vos de forma a que a soma destes com s1 seja inferior a 
ln(2):

t1 = 1 � 1
2
= 0, 5 < ln(2).

Adicionamos de seguida termos positivos à soma t1 de for-
ma a voltarmos a exceder ln(2):

s2 = 1 − 1
2
+

1
3
⇡ 0, 8333 > ln(2).

E adicionamos termos negativos de forma a voltarmos a ter 
uma soma inferior a ln(2):

t2 = 1 − 1
2
+

1
3
− 1

4
⇡ 0, 5833 < ln(2).

Continuando este processo, obtemos as seguintes somas 
parciais

s3 ⇡ 0, 7833 > ln(2)
t3 ⇡ 0, 6166 < ln(2)
s4 ⇡ 0, 7595 > ln(2)
t4 ⇡ 0, 6345 < ln(2)
s5 ⇡ 0, 7456 > ln(2)
t5 ⇡ 0, 6456 < ln(2)
s6 ⇡ 0, 7365 > ln(2)
t6 ⇡ 0, 6532 < ln(2)

s50 ⇡ 0, 6981 > ln(2)
t50 ⇡ 0, 6881 < ln(2)

s500 ⇡ 0, 6936 > ln(2)
t500 ⇡ 0, 6926 < ln(2)

...

Em cada passo, basta adicionar um termo negativo a 

sn > ln(2) para obter a soma tn < ln(2), com a sucessão 
(tn) crescente e a aproximar-se sucessivamente de ln(2) 
por valores inferiores. 

Analogamente, basta adicionar um termo positivo à 
soma tn < ln(2) para obter a soma sn+1 > ln(2).

A sucessão (sn) é decrescente e aproxima-se sucessiva-
mente de ln(2) por valores superiores. 

Obtemos assim a identidade, 
•

Â
n=1

(�1)n+1

n
= ln(2).

Terminamos com um último exemplo. Vamos voltar a re-
ordenar os termos da série harmónica alternada de forma 
a obtermos os primeiros termos de uma série convergente 
para 

p
2 ⇡ 1, 414.

Como anteriormente, começamos por escolher o menor 
número de termos positivos de Â an cuja soma seja supe-
rior a 

p
2 :

s1 = 1 +
1
3
+

1
5
⇡ 1, 533 >

p
2,

seguido de termos negativos de forma a que a soma seja 
inferior a 

p
2 , 

t1 = 1 +
1
3
+

1
5
− 1

2
⇡ 1, 033 <

p
2. 

Repetindo o processo, obtemos:

s2 = t1 +
1
7
+

1
9
+

1
11

+
1

13
⇡ 1, 455 >

p
2

t2 = t1 +
1
7
+

1
9
+

1
11

+
1

13
− 1

4
⇡ 1, 205 <

p
2

s3 = t2 +
1

15
+

1
17

+
1

19
+

1
21

⇡ 1, 4308 >
p

2

t3 = t2 +
1

15
+

1
17

+
1

19
+

1
21

− 1
6
⇡ 1, 264 <

p
2

...

Portanto, 

1 +
1
3
+

1
5
�1

2
+

1
7
+

1
9
+

1
11

+
1

13
� 1

4
+

+
1

15
+

1
17

+
1
19

+
1

21
� 1

6
+ · · ·

são os primeiros 14 termos de uma série, obtida reordenan-
do os termos da série harmónica, cuja soma é 

p
2 .

4. Problemas
Terminamos este Canto Délfico com uma proposta de 
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alguns problemas que podem ser resolvidos usando as 
ideias que desenvolvemos nas secções anteriores. O pro-
blema 1 foi retirado da 14th Putnam Mathematics Competition 
(1954), os problemas 2 e 3 foram retirados de [7] e o proble-
ma 4 aparece em [5.] Uma prova do problema 5 pode ser 
encontrada em [6].

1. Reordenemos os termos de série harmónica alter-
nada 

1 � 1
2
+

1
3
� 1

4
+

1
5
� 1

6
+ · · ·             (5)

tomando dois termos positivos, depois um nega-
tivo, depois dois positivos, depois um negativo, e 
assim sucessivamente:

1 +
1
3
� 1

2
+

1
5
+

1
7
� 1

4
+

1
9
+

1
11

� 1
6
+ · · ·  (6)

Denotemos por sn e por tn as n-ésimas somas par-
ciais de (5) e (6), respetivamente. Sabemos que 
lim sn = ln(2). Assumindo que a série (6) é conver-
gente e tem soma lim tn = t, mostre que

(a) t3n = s4n +
1
2 s2n,

(b) t 6= ln(2).

2. Denotemos por S a soma dos termos da série har-
mónica que restam após eliminarmos todos os que 
contêm um dígito par:

 
S = 1 +

1
3
+

1
5
+ · · ·+ 1

19
+

1
21

+ · · ·+ 1
39

+
1
51

+ · · ·

Prove que S < 7.
 
3. Eliminemos todos os termos da série harmónica 

cujo denominador seja divisível por um primo de 
dois ou mais dígitos. Averigúe se a série resultante 
é divergente ou convergente.

 
 4. Mostre que a série que se obtém removendo todos 

os termos da série harmónica que contêm o dígito 
9 é convergente.

 
5. Mostre que a soma dos recíprocos dos números 

triangulares é igual a 2:
 

1
1
+

1
3
+

1
6
+

1
10

+ · · ·+ 1
n(n + 1)/2

+ · · · = 2.
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Amanhã será outro dia
Entre as muitas frases que são comumente atribuídas ao genial físico Albert 
Einstein, uma diz que "dentre todas as teorias da física, a única que não será 
descartada no futuro será a termodinâmica". 

O que será que siginifica dizer que uma teoria física não 
será jamais ultrapassada? Será então que a termodi-

nâmica, que começa com o estudo das máquinas térmicas, 
não é propriamente ciência? Afinal, todo o conhecimento 
científico pode ser um dia provado errado.

Já na época de Einstein, a termodinâmica era muito 
mais do que o estudo das máquinas a vapor. Os trabalhos 
de Ludwig Boltzmann, no século XIX, que aplicou ao es-
tudo dos gases tanto a mecânica de Newton como a teoria 
das probabilidades, levaram a uma maior compreensão da 
dinâmica dos gases, e, a partir daí, das máquinas térmicas.

Normalmente ‒ por razões históricas e pedagógicas ‒, 
a termodinâmica é sintetizada em quatro leis. A "lei zero" 
informa que se um corpo está em equilíbrio térmico com 
outros dois (isto é, não transfere nem recebe calor), então 
estes dois corpos também estarão em equilíbrio entre si. 
Isto implica que a capacidade de receber ou transferir ca-
lor poderá ser quantificada por um único número, a que 
chamamos de temperatura. No passado houve muita confu-
são entre a sensação de calor e o conceito de temperatura. 
Aliás, uma das primeiras definições da palavra "quente" é 
"aquilo que causa a sensação de calor". Um simples expe-
rimento, antigamente visto como parte da física mas que 
hoje está mais ligado à psicologia sensorial, mostra a falsi-
dade desta definição. Coloque uma mão em água fria, ou-
tra em água quente. Após alguns minutos, retire as mãos 
dos recipientes originais e coloque-as num único recipente 
contendo água morna e verá que a sensação de calor não é 
objetiva, sendo diferente em cada mão. 

Estabelecido o que acontece quando estão em contacto 

dois corpos à mesma temperatura, a pergunta seguinte é 
o que ocorre quando eles não estão em equilíbrio térmi-
co. Neste caso, haverá a transferência de calor do de maior 
temperatura para o de menor temperatura, de acordo com 
duas leis: a primeira lei da termodinâmica afirma existir 
uma nova quantidade, chamada energia, que é sempre con-
servada nos processos que não interagem com o exterior 
(isolados), enquanto a segunda lei afirma que uma outra 
quantidade, a que chamamos entropia, que sempre cresce 
nas mesmas condições.

Há ainda uma terceira lei que impõe restrições ao com-
portamento da entropia quando nos aproximamos da tem-
peratura conhecida como zero absoluto (aproximadamente 
‒273ºC). 

O conceito central da termodinâmica, e que é efetiva-
mente diferente de todo o resto da física, é a entropia. Pro-
vavelmente era disto que Einstein falava ao considerar que 
a termodinâmica sempre resistiria aos avanços da ciência. 
No entanto, um conceito necessário em qualquer teoria fí-
sica, atual ou futura, pode facilmente ser classificado como 
matemático, não como físico.

Discutir se a entropia é física ou matemática está evi-
dentemente fora dos objetivos deste texto; aceitemos que 
é um conceito que transita bem entre estas áreas. Não é o 
único, evidentemente. Há um grande número de leis físicas 
que estabelecem uma igualdade entre conceitos do mundo 
real e construções abstratas, nomeadamente geométricas. 

Voltemos então à entropia. Há três definições impor-
tantes: a original, a partir do estudo das máquinas térmi-
cas, feita por Rudolf Clausius entre 1855 e 1865; a estatísti-



12 GAZETA DE MATEMÁTICA  • 198

ca, de Ludwig Boltzmann, publicada em 1877, e finalmente 
a baseada na teoria da informação, de Claude Shannon, 
anunciada em 1948. Veja uma recensão crítica em [1] e veja 
a figura 1.

Vamos apresentar brevemente estes conceitos em or-
dem inversa. Para Shannon, grosso modo, a entropia mede 
a quantidade de possibilidades compatíveis com o que já 
sabemos. À medida que ganhamos informações, as pos-
sibilidades ‒ ou seja, a incerteza ‒ reduzem-se. A entropia 
mede a informação e definimo-la, informalmente, como 
o negativo da "quantidade de perguntas de resposta sim 
ou não que nos permitem conhecer exatamente o estado 
de um determinado sistema". Quanto mais perguntas são 
necessárias, menos informações temos, portanto maior é 
a nossa ignorância do sistema e menor a entropia. (Maior 
ou menor entropia depende da escolha de um sinal na de-
finição matemática de entropia, e isto não é feito de forma 
consistente na literatura científica ‒ de qualquer maneira, 
o que é importante é que esta seja monótona no tempo, 
sempre crescente ou sempre decrescente, indicando uma 
assimetria entre o passado e o futuro. Tentaremos ser con-
sistentes neste texto.)

Imagine o seguinte problema simples: eu penso num 
número entre 1 e 1024 = 210. Quantas perguntas terá o 
leitor de fazer, no mínimo, para concluir o número que 
pensei? Bastarão dez perguntas, pois em cada uma poderá 
dividir o grupo em dois ("é maior do que 512?" etc.).

No entanto, eu posso passar uma informação: "o nú-
mero é par". Automaticamente, o número de perguntas 
necessárias diminui em 1. Dizemos que eu dei "1 bit" de 
informação, e a entropia aumentou uma unidade. Neste 

caso, a palavra entropia tem o significado de incerteza.  
À medida que aumenta a informação disponível (quando 
as perguntas são respondidas), diminui a incerteza, au-
menta a entropia. Para o leitor interessado, uma bela dis-
cussão não técnica dos conceitos desenvolvidos por Shan-
non pode ser encontrada em [2].

A formulação de Boltzmann não é muito diferente. Para 
Boltzmann, a entropia mede a quantidade de microestados 
de um dado sistema, associado ao macroestado do mesmo.

Repetiremos esta ideia com maior cuidado. Boltzmann 
queria compreender os resultados do Clausius e perce-
beu que isto decorreria da aplicação das leis da mecânica 
newtoniana a todos os constitutintes de um gás. No entan-
to, tipicamente um gás é formado por 1023 moléculas, um 
número tão grande que mesmo os computadores de hoje 
não são capazes de modelar. Portanto, Boltzmann aplicou 
as técnicas da estatística para perceber uma série de carac-
terísticas médias desta enorme quantidade de pequenos 
constituintes.

Contudo, ao estudar estas propriedades médias, Boltz-
mann não estava a limitar a aplicabilidade do seu estudo. 
Na verdade, ninguém está interessado em saber onde está 
cada molécula de um gás. O que nos interessa saber são ca-
racterísticas macroscópicas, como a pressão do mesmo ou 
o volume que ele ocupa. Não me interessa saber quais ou 
quantas moléculas de oxigênio eu estou a respirar. Só que-
ro que ele tenha pressão suficiente para chegar aos pontos 
mais profundos do pulmão e ser distribuído pelo corpo.

Assim, enquanto nós olhamos apenas para o macroes-
tado (propriedades macroscópicas observáveis e de grande 
interesse), a mecânica newtoniana descreve o comporta-

Figura 1. Rudolf Clausius, Ludwig Boltzmann e Claude Shannon. Os autores dos três concei-
tos de entropia que discutiremos neste texto. Fonte: Wikimedia Commons.
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mento de cada molécula (propriedades microscópicas não 
observáveis e desinteressantes). Diversos microestados 
podem conduzir ao mesmo macrostado; a entropia mede 
a incerteza que temos sobre o microestado, a partir do co-
nhecimento apenas do macroestado.

Uma importante diferença da abordagem de Boltz-
mann, relativa àquela de Shannon, é que neste caso temos 
estados que se alteram no tempo de acordo com certas leis 
físicas. Esta alteração dá-se com alterações dos macroes-
tados e dos microestados. No entanto, a evolução dá-se 
de forma que, à medida que o tempo passa, um sistema 
evolui para macroestados que têm um maior número de 
microestados compatíveis. A entropia aumenta com o 
passar do tempo.

 Esta é a primeira lei física que estabelece uma direção 
preferencial para o tempo. Preferencial, pois a entropia 
aumenta estatisticamente. Um evento raro pode fazer com 
que ela decresça. De leis simétricas entre o passado e o fu-
turo ‒ como são as leis de Newton ‒, é possível conseguir 
uma assimetria apenas por considerar uma quantidade 
enorme de agentes a interagir. Este resultado assombrou 
e, em larga medida, continua a assombrar o mundo. Veja 
a figura 2.

Do ponto de vista prático, forneceu a explicação que 
Clausius queria. Clausius percebeu que os estudos sobre 
eficiência de máquinas térmicas do seu predecessor fran-
cês, Sadi Carnot, levavam à construção de uma grandeza, 
que ele chamou de entropia, com algumas propriedades 
interessantes: depende apenas do macroestado do siste-
ma1, nunca decresce, qualquer que seja o ciclo, e a sua taxa 
de crescimento mede a eficiência do ciclo. A entropia de 
Clausius não é apenas uma construção teórica e pode ser 
medida em laboratório. Quando consideramos todos os 

1 A formulação mais usual é dizer que depende do estado, mas não da 
história do sistema; a história, no entanto, está codificada no microestado.

Figura 2. Começamos com uma situação altamente ordenada, que nos faz pensar que 
"alguém" (alguma inteligência) preparou a condição inicial, em que dois gases estão 
perfeitamente separados, com moléculas dispostas em pontos altamente simétricos. 
À medida que o tempo passa, o gás evolui para uma situação em que nenhum padrão 
é óbvio. Há muitas situações compatíveis com o macroestado da direita, mas poucas 
‒ talvez até apenas uma ‒ compatíveis com a situação da esquerda. 

efeitos de uma máquina térmica, a entropia do Univer-
so (ou, melhor, do sistema fechado que inclui a máquina 
e o ambiente em que esta funciona, trocando energia) irá 
sempre aumentar, sendo o seu aumento relacionado com a 
eficiência da máquina, ou seja, quanto da energia é efetiva-
mente convertida em trabalho. A entropia de Boltzmann e 
de Clausius é discutida em muitos livros de física estatís-
tica, como [3].

Por fim, é importante chamar a atenção para o facto de 
que o conceito de entropia não é, nem nunca foi, sinónimo 
de desordem. Apesar de esta utilização ser muito comum 
na linguagem corrente, não tem nenhum paralelo na sua 
utilização técnica.

E porquê toda esta discussão? Ora, a segunda lei da ter-
modinâmica estabelece uma seta do tempo. Difere o passado 
do futuro. Após cerca de 15 anos, está na hora de apontar 
para o futuro e seguir em frente. Este será o meu último 
texto na coluna Na Linha de Frente da Gazeta. Mas estarei 
por aí, em novos desafios. Um abraço a todos os leitores e 
leitoras!
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esta serve como métrica para a quantidade de informação 
subjacente a certos fenómenos. Dentre as propriedades da 
entropia, deduz-se a que diz respeito à entropia máxima. 
A entropia de Shannon veio a ser adaptada a outras áreas 
do conhecimento, sendo uma das ferramentas mais recor-
rentes na medição da diversidade biológica (leia-se, e.g., 
[3], [6] e [2]), justificando-se assim a inclusão de um exem-
plo da sua aplicação neste contexto. Por último, a entropia 
pode igualmente ser adaptada no sentido de quantificar 
a diversidade de origens geográficas de populações que 
migram, como, por exemplo, os estudantes universitários. 
Apresenta-se um exemplo original desta aplicação a um 
universo restrito de estudantes da Universidade de Coim-
bra, o qual, se alargado a um universo mais amplo, pode 
revelar-se importante como auxílio à caracterização de 
migrações estudantis.

2. Entropia de Shannon: construção  
intuitiva, definição e propriedades
Para entender os conceitos de entropia e de quantidade de 
informação, considere o seguinte exemplo. Suponha que 
duas máquinas, M1 e M2, geram sequências de letras a 
partir de um alfabeto com apenas quatro letras, digamos 
A, B, C e D. M1 gera cada letra aleatoriamente, de tal modo 
que cada uma ocorre em média 25% das vezes, enquanto 
M2 gera as letras de acordo com as seguintes probabilida-
des de ocorrência:

p(A) = 50%, p(B) = p(C) = 12, 5% e p(D) = 25%.

Qual das máquinas está a produzir mais informação? 
Claude Shannon refez a questão, colocando-a do seguin-
te modo: se tivesse de prever que letra deveria aparecer 
a seguir na sequência produzida por cada máquina, qual 
seria, em cada caso, o número mínimo de questões biná-
rias que teria de realizar? Por questão binária, entendemos 
uma questão que divida as possibilidades em duas (isto é, 
questões de “sim ou não”).1

Em relação à máquina M1, a nossa primeira questão 
poderia ser: a próxima letra pertencerá ao conjunto {A, B}? 
A probabilidade de pertencer ao conjunto destas duas le-
tras é de 50% e o mesmo sucede com a probabilidade de 
pertencer a {C, D}. Após obtermos a resposta (sim/não 
pertence), podemos eliminar metade das possibilidades e 
ficaremos apenas com duas letras, ambas equiprováveis. 
Por exemplo, se a resposta fosse afirmativa, poderíamos 

1 Uma interessante simulação de ambas as situações pode ser consultada 
em [7].

Apresenta-se aqui uma breve e in-
tuitiva introdução à entropia de 

Shannon, incluindo algumas das suas 
propriedades. Ilustra-se a aplicação desta 
medida de informação em dois contextos 
distintos do que esteve na sua génese.

1. Introdução
A teoria da informação é a área da matemática que estu-
da a quantificação, o armazenamento e a comunicação da 
informação digital. Na sua base está a ideia de quantificar 
a informação existente em eventos aleatórios. Trata-se de 
uma área fundamentalmente estabelecida após os traba-
lhos de H. Nyquist [4] e R. Hartley [1] na década de 1920, 
mas principalmente por Claude E. Shannon na década de 
1940, no seu impactante artigo "A Mathematical Theory 
of Communication" [5] (razão pela qual este matemático 
é conhecido por pai da Teoria da Informação), situando-se 
na interseção de várias disciplinas: Teoria das Probabi-
lidades, Estatística, Ciências da Computação, Mecânica 
Estatística, Engenharia da Informação e Engenharia Ele-
trotécnica. Aplicações de tópicos fundamentais da teoria 
da informação incluem a codificação de fontes de infor-
mação, a compressão de dados (e.g., para arquivos ZIP), a 
codificação de canais, bem como a deteção e correção de 
erros. O conceito chave na teoria da informação é a entro-
pia, a qual constitui uma métrica para o grau de casua-
lidade ou de incerteza que eventos aleatórios possuem.  
Entropia e quantidade de informação relacionam-se do 
seguinte modo: quanto maior a quantidade de informa-
ção, maior será a desordem e maior será a entropia; quanto 
menor a quantidade de informação, menor será a escolha 
e menor a entropia.

No presente artigo, recorrendo a um exemplo, apresen-
ta-se de um modo construtivo e intuitivo q.b. a noção de 
entropia, ao mesmo tempo que se explica em que sentido 
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é de 1,75, o que compara com as duas questões que, em 
média, necessitamos no caso da máquina M1. Quer isto 
dizer que, se tivéssemos de adivinhar uma sequência de 
100 símbolos gerados por cada uma das máquinas, seria 
expectável necessitarmos de 200 questões no primeiro 
caso, e de 175 questões no segundo caso. Isto significa que 
M2 está a produzir menos informação do que M1, uma vez 
que há menos incerteza ou surpresa acerca da letra a gerar. 
Claude Shannon chamou entropia a esta medida de incer-
teza média, tendo optado pela letra H para a representar. 
O bit (de binary digit), a unidade de informação escolhi-
da por Shannon para H, baseia-se na incerteza inerente 
ao lançamento de uma moeda equilibrada, e equivale ao 
número médio de questões na analogia acima explanada.

Procuremos generalizar o conceito para o caso de n 
símbolos possíveis. Ainda segundo a analogia anterior,  
a entropia será o somatório, para cada símbolo, da sua pro-
babilidade de ocorrência, pi, multiplicada por si , número 
de questões binárias necessárias para o alcançar:

H =
n

Â
i=1

pi ⇥ si.                                   (1)

A questão imediata é a de saber como representar si  de 
uma maneira mais geral. Como pudemos observar, o nú-
mero de questões depende do nível em que se encontra 
cada letra isolada no diagrama de árvore que modeliza 
cada máquina. Segundo esta analogia, cada símbolo iso-
lado num determinado nível tem probabilidade 1

2 relativa-
mente ao nó que o originou. Assim, cada letra isolada no 
nível k tem probabilidade inicial p = 1

2k. Neste contexto, 
tem-se

eliminar {C, D} e colocar agora a questão: a letra seguin-
te é A? Após esta segunda questão, teremos identificado 
corretamente a próxima letra. Portanto, podemos dizer 
que a incerteza da máquina M1 é igual a dois (duas ques-
tões por cada letra a adivinhar), uma vez que, indepen-
dentemente do símbolo considerado, teremos de realizar 
duas questões se quisermos ter a certeza da próxima letra.  
A seguinte árvore binária, contendo as probabilidades as-
sociadas a cada questão colocada, pretende ilustrar esta 
situação.

Figura 1. Árvore binária relativa a M1.

Em relação à máquina M2, à semelhança de M1, bastariam 
duas questões para adivinhar a próxima letra. No entanto, 
o facto de as probabilidades de cada letra não serem todas 
iguais leva-nos a colocar as questões de maneira distinta. 
No caso presente, A ocorre com probabilidade 50%, sendo 
50% a soma das probabilidades de ocorrência das restan-
tes. Podemos começar por perguntar: será um A? No caso 
afirmativo, bastará uma pergunta. No caso negativo, ficá-
mos com as restantes três letras: D, B e C, sendo estas últi-
mas equiprováveis. Podemos fazer uma segunda pergun-
ta: será um D? No caso afirmativo, bastaram-nos duas per-
guntas; no caso negativo, teremos de realizar uma terceira 
pergunta para identificar qual das restantes duas letras é 
a certa. Em média, quantas questões teremos de efetuar 
para identificar uma letra produzida pela máquina M2? 
A árvore binária com as probabilidades associadas a cada 
questão colocada vai ajudar-nos a responder (figura 2).

Para calcular o número médio de questões que nos le-
vam a cada uma das letras, tomaremos a média pondera-
da pelo número de questões:

p(A)⇥ 1 + p(D)⇥ 2 + p(B)⇥ 3 + p(C)⇥ 3 = 1, 75.

Ou seja, no segundo caso, em média, o número expectável 
de questões binárias necessárias para atingir cada letra 

Figura 2. Árvore binária relativa a M2.
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pi =
1

2si
, i = 1, . . . , n,

e o número de questões para atingir o i-ésimo símbolo será

si = log2

✓
1
pi

◆
, i = 1, . . . , n.

Substituindo em (1) esta última expressão, vem:

H (p1, . . . , pn) =
n

Â
i=1

pi log2

✓
1
pi

◆
= �

n

Â
i=1

pi log2 pi.    (2)

Esta é a chamada entropia de Shannon para um evento 
aleatório com n estados possíveis, com probabilidades 
pi , i = 1, ..., n, onde Ân

i=1 pi = 1. Sempre que ocorra pi = 0 
para algum i 2 {1, . . . , n}, adotaremos a convenção

pi log2 pi = 0.                                  (3)

Note que os cálculos de H podem ser feitos diretamente a 
partir dos dados das frequências absolutas de cada esta-
do. Sejam f1, . . . , fn tais frequências e S o número total de 
observações. Então:

n

Â
i=1

fi = S e pi =
fi
S

, i = 1, . . . , n.

Deste modo,

H ( f1, . . . , fn) = �
n

Â
i=1

pi log2 pi = �
n

Â
i=1

✓
fi
S

◆
log2

✓
fi
S

◆

= �
n

Â
i=1

fi
S
[log2 fi � log2 S]

= log2 S � 1
S

n

Â
i=1

fi log2 fi.

Admita que num dado evento aleatório existem n estados 
(ou categorias) possíveis, com probabilidades pi, i = 1, ..., n, 
n > 1, tal que Ân

i=1 pi = 1. Designando por Hmax a máxi-
ma entropia, vamos provar que

Hmax = H
✓

1
n

, . . . ,
1
n

◆
= log2 n,

ou seja, que a quantidade de informação será máxima quan-
do todos os estados são equiprováveis: p1 = . . . = pn = 1

n . 
Para tal, vamos recorrer a certas propriedades de x log2 x.

Consideremos a função F tal que

F (x) =

(
0, se x = 0

x log2 x, se x 2]0, 1]
=

(
0, se x = 0

kx ln x, se x 2]0, 1]
,

 (4) 
onde k = 1

ln 2 > 0. Após levantamento da indetermina-
ção, mostra-se que 

lim
x!0+

F(x) = lim
x!0+

kx ln x = 0,

garantindo a continuidade de F em [0,1] (formalizando a 
convenção (3)). Note ainda que:

F0(x) = k ln x + k e F00(x) =
k
x
> 0, para todo o x 2]0, 1[.

Assim sendo, F é convexa (e o seu mínimo é �ke�1, atin-
gido no ponto x = e�1). Recordemos agora um conhecido 
resultado das funções regulares.

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Médio) Seja f uma função 
contínua em [a,b] e diferenciável em ]a,b[. Então existe al-
gum c 2]a, b[ tal que:

f 0(c) =
f (b)− f (a)

b − a
.

Para a demonstração que estamos a construir é importan-
te destacar o seguinte resultado:

Corolário 2.1 Seja f uma função contínua em [a,b] e dife-
renciável em ]a,b[. Admita que f' é crescente em [a,b]. Para 
cada t 2]a, b[, se p 2 [a, b], então f (p) ≥ f (t) + f 0(t)(p − t).

Note que a função F definida em (4) satisfaz as condi-
ções do Teorema do Valor Médio, bem como do seu coro-
lário, em[0,1]. Tomando t = 1

n, o corolário permite concluir 
que, para cada pi 2 [0, 1]:

F(pi) ≥ F
✓

1
n

◆
+ F0

✓
1
n

◆✓
pi −

1
n

◆
.

Assim,
n

Â
i=1

pi log2 pi =
n

Â
i=1

F(pi) ≥
n

Â
i=1


F
✓

1
n

◆
+ F0

✓
1
n

◆✓
pi −

1
n

◆�

= nF
⇣

1
n

⌘
+ F0

⇣
1
n

⌘ "
n

Â
i=1

pi − 1

#

= nF
⇣

1
n

⌘
= − log2 n.

Logo,

H (p1, . . . , pn) = −
n

Â
i=1

pi log2 pi  log2 n = H
✓

1
n

, . . . ,
1
n

◆
,

concluindo a prova.
Sempre que uma situação traduza um afastamento da 

equiprobabilidade, ou caso se introduza algum grau de 
previsibilidade, a entropia deverá diminuir. Além disso, 
a entropia será nula quando a totalidade das ocorrências 
pertencer a um único estado. Fica assim clara a ideia de 
que, se a entropia de uma fonte de informação diminuir, 
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podemos fazer, em média, menos questões para adivi-
nhar o resultado gerado. O número de bits dá-nos então 
uma medida quantitativa da informação, da surpresa ou 
da incerteza associada a uma determinada distribuição 
aleatória.

Admita que X é uma variável aleatória assumindo n 
estados possíveis, x1, . . . , xn, e que p é a sua distribuição de 
probabilidade. Considere que as probabilidades de ocor-
rência de cada um dos n estados possíveis são dadas por 
p1, p2, . . . , pn (pi = p(X = xi)). De acordo com Shannon, 
toda a função de entropia H = H (p1, . . . , pn) deverá assu-
mir as seguintes propriedades:

1. A entropia é contínua enquanto função de cada 
pi, i = 1, . . . , n.

2. Se pi =
1
n, então a entropia é uma função monótona 

crescente de n . Para eventos equiprováveis, quan-
to maior for o número de acontecimentos possíveis, 
maiores a incerteza e a possibilidade de escolha.

3. Se uma escolha for subdividida em duas escolhas su-
cessivas, a entropia original deverá ser a soma pon-
derada dos valores individuais de H.

A última propriedade pode ser interpretada do seguinte 
modo: a entropia é função da distribuição em si e não de-
pende da forma como são agrupados os eventos, isto é, a 
entropia é uma função de estado. Isto pode ser ilustrado 
através do exemplo na seguinte figura:

Shannon provou que uma tal função obedecendo às pro-
priedades 1., 2. e 3. deverá assumir a forma

H (p1, . . . , pn) = �K
n

Â
i=1

pi logb pi,

onde K é uma constante positiva e arbitrária, estando 
apenas associada à escolha de uma unidade de medida  
(cf. [5], Theorem 2 e Appendix 2). A opção mais usual con-
sidera K = 1 e b = 2, subentendendo que a unidade de 
informação é o bit, obtendo-se nesse caso a expressão (2). 

A título de exemplo, H (p, q), a entropia para o caso de 
uma variável aleatória com dois estados possíveis, p e q, 
com q = 1 � p, é dada por:

H(p, q) = H(p, 1 � p) = �p log2 p � (1 � p) log2(1 � p).

O seu gráfico surge representado na figura seguinte. 

Figura 3. Decomposições de uma escolha com três 
possibilidades.

Na parte esquerda da figura 3 temos três possibilida-
des com probabilidades p1 = 1

2 , p2 = 1
3 e p3 = 1

6. À di-
reita da mesma figura, primeiro escolhemos entre duas 
possibilidades, cada uma com probabilidade 1

2 , e se a se-
gunda ocorrer, deve-se fazer outra escolha com probabili-
dades 1

3 e 2
3. Os resultados finais terão de ser iguais, isto é, 

uma função de entropia deverá satisfazer

H
✓

1
2

,
1
3

,
1
6

◆
= H

✓
1
2

,
1
2

◆
+

1
2

H
✓

1
3

,
2
3

◆
.

Figura 4. Entropia no caso de dois estados 
com probabilidades p e 1‒ p.

Como expectável, a entropia máxima resulta de p = q = 1
2, 

valendo 1 bit.

3. Entropia de Shannon e diversidade bio-
lógica
A quantificação da diversidade ecológica dos ecossis-
temas é a aplicação biológica mais comum da teoria da 
informação. Em geral, comunidades biológicas saudáveis 
localizadas em habitats favoráveis tendem a ser vistas 
como sistemas altamente diversos. Uma diminuição da 
diversidade biológica poderá dever-se tanto a condições 
ambientais como a situações de stress na comunidade 
biológica. A teoria da informação permite quantificar as 
diferenças entre ecossistemas, tanto as naturais como as 
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induzidas pelo stress (e.g., devidas a catástrofes ambien-
tais, de origem humana ou não), bem como estudar a 
evolução da diversidade biológica ao longo do tempo. Os 
biólogos designam a entropia por índice de Shannon ou 
diversidade de primeira ordem, não sendo a única ferra-
menta existente com estes propósitos. Tal índice pode ser 
calculado para todos os organismos presentes num am-
biente ou para tipos específicos de organismos (e.g., árvo-
res ou insetos). Há ainda exemplos de utilização do índice 
de Shannon no campo da comunicação entre animais. Por 
exemplo, em [6] o autor apresenta um interessante estudo 
feito sobre formigas-de-fogo, no qual relaciona a quan-
tidade de informação direcional transmitida a formigas 
obreiras por um único trilho de odor de formiga-de-fogo, 
em função da distância entre o ninho e a fonte de alimen-
tação encontrada. Referências a outras aplicações podem 
ser vistas em [2] .

O exemplo seguinte serve como simples ilustração da 
utilização desta ferramenta no campo da biologia. Os zo-
ólogos MacArthur e MacArthur [3] propuseram-se estu-
dar as possíveis relações entre a diversidade de espécies 
de aves (DEA) nidificantes e a diversidade de espécies de 
plantas (DEP) onde a nidificação ocorre, bem como com 
certas características dessa vegetação. Fizeram-no em 11 
locais de florestas caducifólias de Pennsylvania, Vermont 
e Maryland. Em particular, além de estimativas para a 
DEA e para a DEP, uma das características testadas foi a 
altura das folhagens das árvores, a qual se exprime atra-
vés do número de camadas de folhas entre o solo e o céu 
em diferentes locais. Por forma a criar um indicador de 
diversidade de altura da folhagem (DAF), esta caracterís-

tica foi dividida em três zonas: de zero a dois pés acima 
do solo, de dois a 25 pés e acima de 25 pés. Os autores ob-
tiveram estimativas para a DAF nos 11 locais e puderam 
constatar que quando as quantidades de folhas acima do 
solo nas três zonas são sensivelmente iguais a DAF au-
menta, refletindo um ambiente físico mais complexo. Es-
timados estes três indicadores - DEA, DEP e DAF - nos 11 
locais de estudo, os autores procuraram estabelecer cone-
xões entre a atratibilidade de um habitat para a nidificação 
e os referidos indicadores, tendo chegado à conclusão de 
que existe uma forte correlação entre a DEA e a DAF (ver 
gráfico na figura 5).

O coeficiente de correlação de Pearson para os dados 
de DAF e de DEA é:

r =
COV(DAF, DEA)p

V(DAF)V(DEA)
⇡ 0, 95,

(onde V e COV designam a variância e a covariância, res-
petivamente) confirmando uma forte correlação positiva 
entre DAF e DEA. Os dados aproximam-se bastante da 
reta de regressão linear:

DEA = 2, 02 ⇥ DAF + 0, 44.

Com base nesta relação, as aves parecem selecionar os 
locais de nidificação com base na maior DAF. Por outro 
lado, observa-se uma relação muito mais fraca entre os va-
lores de DEA e de DEP. A estrutura física de um bosque 
em termos das folhagens presentes em diferentes zonas 
de alturas parece importar mais às aves no momento de 
nidificar do que propriamente as plantas que produzem 
tais estruturas.

Figura 5. Valores de DAF, DEP e DEA e relação entre DEA e DAF.



20 GAZETA DE MATEMÁTICA  • 198

4. Migrações de estudantes
À semelhança de certas espécies animais, é possível ob-
servar fenómenos de migração entre diversos tipos de 
populações. Em particular, a população estudantil do 
Ensino Superior migra regularmente desde as respetivas 
localidades de residência para os estabelecimentos de En-
sino Superior (doravante designados por escolas). Fatores 
como a distância residência-escola, o rendimento familiar 
e a existência de transportes (públicos ou particulares) 
influem na opção entre a migração pendular (deslocação 
diária casa-escola) e a migração sazonal (a qual implica o 
arrendamento/compra de uma residência no local de es-
tudo). Independentemente desta opção, pode ser relevan-
te determinar quão diversificado é o conjunto de origens 
geográficas dos alunos de uma escola, como forma de, por 
exemplo, ajustar medidas pedagógicas ou políticas de fo-
mento da atratibilidade dos cursos. Ao incluir o local de 
residência, o registo de matrícula de cada aluno permite 
atingir tal propósito com bastante fiabilidade.

Comecemos por agrupar os alunos de um dado uni-
verso (turma, disciplina, curso ou escola) em categorias 
de acordo com o respetivo local de residência. Para tal, 
considerámos uma categoria por cada região NUTS III. 
NUTS é o acrónimo de Nomenclatura das Unidades Terri-
toriais para Fins Estatísticos, sistema hierárquico de divi-
são do território em regiões. A nomenclatura subdivide-se 
em três níveis (NUTS I, NUTS II e NUTS III), definidos 
de acordo com critérios populacionais, administrativos e 
geográficos. Assim, os 308 atuais municípios de Portugal 
agrupam-se em 25 NUTS III (subdivisões de sete NUTS II 
e de três NUTS I). Além disso, e porque é frequente haver 
estudantes estrangeiros, considerámos três categorias adi-
cionais: Brasil, PT e Europa, para estudantes provenien-
tes do Brasil, dos PALOPs/Timor-Leste e da Europa, res-
petivamente. No total, os alunos foram agrupados em 28 
categorias. Evidentemente, categorias adicionais podem 
sempre ser consideradas (agrupando, por exemplo, alunos 
de outros continentes ou subdividindo as duas últimas 
categorias). A medida de diversidade aplicada no presen-
te contexto, constituindo uma métrica para a diversidade 
de origens geográficas dos estudantes, resultará então do 
cálculo de

H (p1, . . . , p28) = �
28

Â
i=1

pi log2 pi,

onde pi representa a proporção de estudantes pertencen-
tes à i-ésima categoria (a ordem é irrelevante). De acordo 
com a convenção (3), para cada região j sem alunos, consi-

derou-se pj log2 pj = 0. A medida foi aplicada ao universo 
de 280 inscritos em 2021/2022 na disciplina de Cálculo I 
da Licenciatura em Economia da U. de Coimbra. Os dados 
obtidos e o valor de H (na célula a verde) surgem na tabela 
que se segue. 

Figura 6. Diversidade de origem geográfica de população

 estudantil.

A análise da tabela na figura 6 permite observar uma ex-
pectável predominância de alunos provenientes da região 
de Coimbra, acompanhada de outras regiões com alguma 
relevância relativa. Se em algumas tal é compreensível 
(caso das regiões fronteiras à de Coimbra), noutras con-
tudo ocorre alguma surpresa (e.g., algumas regiões inse-
ridas na NUTS II do Norte contribuem com proporções 
assinaláveis). Destaca-se igualmente o peso dos alunos 
das categorias PT e Brasil. Observe-se que a diversidade 
máxima seria de Hmax = log2 28 ⇡ 4, 81, pelo que a di-
versidade de origem geográfica se cifrou em cerca de 81% 
do seu máximo. A recolha anual destes dados permite 
acompanhar este indicador ao longo dos anos. Assim, por 
exemplo, considerando os anos letivos 2009/2010 (o pri-
meiro para o qual a plataforma informática fornece os da-
dos necessários), 2020/2021 e 2021/2022, e para as mesmas 
28 categorias (com, respetivamente, 420, 280 e 280 alunos), 
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observa-se um claro aumento da diversidade de origens 
geográficas dos alunos no estrito universo considerado.

São diversas as possibilidades de aplicação deste indi-
cador, desde estudos comparativos entre cursos ou entre 
faculdades (ou até mesmo entre universidades, confir-
mando ou refutando tendências de regionalização de uma 
escola), passando pelo estabelecimento de séries tempo-
rais (por curso, por exemplo). Evidentemente, o que torna-
rá mais interessante a sua utilização será, como acima se 
referiu, o modo como ele permitirá eventualmente ajustar 
medidas pedagógicas ou políticas de atratibilidade.

O autor agradece à Cristina Martins (DMUC) a leitura 
cuidadosa do texto e as sugestões de redação de parte da 
secção 2.

Referências
[1] Hartley, R. V. L., “Transmission of information.”}The 
Bell System Technical Journal, vol. 7, no. 3, pp. 535-563, July 
1928. doi: 10.1002/j.1538-7305.1928.tb01236.x.

[2] Kolmes, S. and Mitchell, K., “Information Theory and 
Biological Systems.” UMAP Modules: Tools for Teaching 
1990, pp. 43-78, UMAP Module 705.

 [3] MacArthur, Robert H. and John W. MacArthur, “On 
Bird Species Diversity.” Ecology, vol. 42, no. 3, pp. 594–98, 
1961 JSTOR, https://doi.org/10.2307/1932254.

[4] Nyquist, H., “Certain Factors Affecting Telegraph Spe-
ed.” Transactions of the American Institute of Electrical Engi-
neers, vol. XLIII, pp. 412-422, January-December 1924. doi: 
10.1109/T-AIEE.1924.5060996.

[5] Shannon, C. E., “A Mathematical Theory of Commu-
nication.” The Bell System Technical Journal, vol. 27, pp. 
379-423, 623-656, July, October, 1948. doi: 10.1002/j.1538-
7305.1948.tb01338.x

[6] Wilson, E. O., “Chemical Communication Among 
Workers of the Fire Ant Solenopsis Saevissima. (Fr. Smi-
th) 2. An Information Analysis of the Odor Trail.” Animal 
Behaviour, vol. 10, 1962, pp. 134–147.

[7] https://www.khanacademy.org/computing/computer-scien-
ce/informationtheory/moderninfotheory/v/information-entrop

Paulo Saraiva é professor na Faculdade de Economia da Universida-
de de Coimbra (FEUC). Licenciado e mestre em Matemática (especia-
lização em Ensino) pela FCTUC, doutorou-se em Economia Matemáti-
ca e Modelos Econométricos pela FEUC em 2004. É membro da Linha 
de Álgebra e Combinatória do CMUC - Centre for Mathematics of the 
University of Coimbra e colaborador do CeBER - Centre for Business and 
Economics Research. É coeditor do Boletim FEUC et al. desde o início 
desta publicação.

sobre o autor



22 GAZETA DE MATEMÁTICA  • 198

APanhados na rede

José Carlos Santos
Universidade  
do Porto
jcsantos@fc.up.pt

Quando é difícil provar o que é óbvio
Qual é a maneira mais eficiente de empilhar esferas do mesmo tama-
nho? Qualquer merceeiro sabe a resposta, mas provar que é mesmo a 
melhor solução é complicado. 

Sir Walter Raleigh (c.1552-1618) foi das mais notáveis 
personagens do tempo da rainha Isabel I do Reino 

Unido. Estadista, soldado, escritor e explorador, foi um 
dos favoritos da rainha. E tinha ao seu serviço Thomas 
Harriot (c.1560-1621), que, entre outras coisas, era mate-
mático. Sir Walter Raleigh fez-lhe uma pergunta natural 
vinda de um soldado daquele tempo e dirigida a um ma-
temático: dada uma pilha de balas de canhão, como cal-
cular quantas balas aí há? 1 

Harriot resolveu o problema, mas ficou a pensar na 
questão de saber qual é a melhor maneira de empilhar 
balas de canhão, isto é, a maneira de as empilhar que faz 
com que haja menos espaço vazio, e como se correspon-
dia com Johannes Kepler (1571–1630), falou-lhe neste pro-
blema. Kepler publicou uma brochura sobre o problema, 
chamada Strena seu de nive sexangula (em português: O flo-

co de neve com seis ângulos),2 que é o primeiro texto escrito 
sobre a análise e a formação de cristais. Aí, ele afirma que 
a solução para o problema de Harriot é aquela que qual-
quer merceeiro conhece e que também é a maneira como 
as balas de canhão estão empilhadas em qualquer museu 
militar: na base, as balas estão dispostas como na figura 1; 
cada bala da camada seguinte é colocada num dos espa-
ços mais baixos deixados pela camada anterior, como na 
figura 2, e assim sucessivamente. 

Geralmente, chama-se “conjetura de Kepler” à afirma-
ção segundo a qual a maneira atrás descrita é a mais eficien-
te de empilhar esferas, mas Kepler não exprimiu esta ideia 
como uma conjetura. De facto, limitou-se a afirmar que as-
sim é. Por outro lado, ao colocar as esferas desta maneira, 
aproximadamente 74% do espaço é ocupado por elas; mais 
precisamente, o valor em questão é igual a p/

p
18 ⇡ 0,74048. 

 Figura 1. Camada inferior. Figura 2. Duas primeiras camadas.
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1Kristin Leutwyler, Stack ‘em Tight, \https://www.scientificamerican.com/arti-
cle/stack-em-tight/

2 O texto original, em latim, pode ser visto em http://www.thelatinlibrary.
com/kepler/strena.html

prestigiada revista Annals of Mathematics e o momento da 
publicação, pois foi necessário esse tempo para que uma 
equipa de revisores científicos lesse e verificasse a valida-
de da demonstração. Um destes revisores, Jeffrey C. Laga-
rias, afirmou (veja-se [8]):

“A natureza desta demonstração, que consiste em 
parte num grande número de desigualdades com 
pouca estrutura interna, bem como o facto de es-
tar estruturada de maneira complexa, faz com seja 
dificilmente verificada com segurança por seres 
humanos. No decorrer do processo, a verificação 
de muitas afirmações específicas permitiu consta-
tar que estavam essencialmente corretas em cada 
caso. Isto resultou num processo de revisão que 
criou nos revisores um forte grau de convicção de 
que esta abordagem à demonstração está essen-
cialmente correta [...]” 

Não é habitual encontrar-se a palavra “convicção” na des-
crição de uma demonstração matemática. Fica claro do tex-
to que os autores da revisão científica anterior ficaram com 
alguma margem de dúvida (claramente pequena) quanto 
ao facto de a demonstração estar inteiramente correta.

É claro que Thomas C. Hales poderia ter ficado satis-
feito com esta quase certeza. Mas não ficou. Em vez disso, 

Após o texto de Kepler ter aparecido, decorreram sé-
culos até alguém ter feito qualquer progresso no estudo 
deste problema. Essa pessoa foi Gauss, que, em 1831, de-
monstrou a conjetura de Kepler no caso em que os centros 
das esferas formam um reticulado. Isto significa que os 
centros das esferas estão regularmente distribuídos. Mais 
formalmente: se fixarmos o centro C de uma das esferas, 
então há três vetores linearmente independentes v1, v2 
e v3 de R3 tais que os centros das esferas são os pontos 
da forma C + av1 + bv2 + gv3, onde a, b e g são números 
inteiros. Mais à frente, voltaremos a esta demonstração. 

Sobra então o caso em que os centros das esferas estão 
distribuídos de uma maneira irregular. Naturalmente, 
isto torna o problema mais difícil. 

Em 1900, David Hilbert proferiu a sua famosa palestra 
sobre os problemas que seriam centrais para o desenvolvi-
mento da Matemática nas décadas seguintes (veja-se [1]). 
O décimo oitavo problema consistia, de facto, em vários 
problemas relacionados entre si, um dos quais era preci-
samente o problema de demonstrar a conjetura de Kepler. 

Foi somente em 1953 que o matemático húngaro Lász-
ló Fejes Tóth conseguiu fazer progressos quanto à resolu-
ção deste problema: conseguiu provar que o problema de 
determinar qual é a distribuição das esferas com densida-
de máxima podia ser reduzido a um número finito (mas 
muito elevado) de cálculos. Isto tornou razoável encarar a 
possibilidade de o problema poder vir a ser resolvido re-
correndo a computadores. Foi precisamente o que acabou 
por acontecer alguns anos mais tarde com o problema das 
quatro cores (veja-se [9]). 

Em 1993, um matemático californiano, Wu-Yi Hsiang, 
publicou um artigo ([7]) que pretendia conter uma de-
monstração da conjetura de Kepler. Essa suposta de-
monstração levantou muitas dúvidas a diversos mate-
máticos, entre os quais Gábor Fejes Tóth, filho de László 
Fejes Tóth, e Thomas C. Hales (veja-se [2]). Este último já 
tinha sido exposto à conjetura em 1982, mas só começou 
a dedicar-se seriamente ao problema seis anos mais tarde 
(veja-se [10, cap. 11]). É geralmente aceite hoje em dia que 
a demonstração de Hsiang não está completa. 

O próprio Thomas C. Hales anunciou em 1998 ter de-
monstrado a conjetura de Kepler.3 No entanto, a demons-
tração só viria a ser publicada em 2005 (veja-se [4]). E não 
é uma demonstração qualquer, pois não só o artigo em 
questão é anormalmente longo (tem mais de 100 páginas), 
como foi acompanhada por três gigabytes de programas 
de computador e de dados. De facto, passaram-se vários 
anos entre o momento em que o artigo foi submetido à 

Figura 3. Thomas C. Hales.
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empenhou-se em conseguir fazer com que a sua demons-
tração fosse analisada por software que estuda demonstra-
ções, a fim de obter um grau de certeza superior. E conse-
guiu fazer isso! O resultado foi um artigo com 21 autores, 
publicado em 2017; veja-se [6].

Convém deixar claro que este uso de computadores 
não tem nada a ver com os usos de computadores aos 
quais já tinha sido feita referência nesta rubrica (em [9]). 
Nesta demonstração formal, os computadores foram em-
pregues para verificar a própria demonstração e não para 
fazer cálculos. 

Regressando atrás no tempo, é interessante ver o que 
Hales escreveu (em [5]) sobre o resultado de Gauss segun-
do o qual a conjetura de Kepler é válida quando os centros 
das esferas estão distribuídos de uma maneira regular: 

O nome “Gauss” confere um prestígio imerecido 
a este resultado elementar. A demonstração ocupa 
poucas linhas e não exige quaisquer cálculos.

Esta demonstração faz de Thomas C. Hales um dos pou-
cos matemáticos que conseguiram resolver um proble-
ma com séculos. Acontece que foi a segunda vez na sua 
carreira que ele fez isso. Em 2001, publicou (veja-se [3]) 
a demonstração da conjetura do favo de mel, que é a se-
guinte: se fixarmos uma área, de todas as maneiras de 
dividir o plano em regiões com a área dada, a divisão em 
hexágonos regulares (como na figura 4) é aquela que tem 
o menor perímetro. Ou seja, as abelhas têm um excelente 
motivo para fazer os favos de mel com forma hexagonal: 
poupar cera. Já no século I a.C. Marcus Terentius Varro 
tinha levantado o problema de saber porque é que as abe-
lhas fazem os favos desta maneira (ele conjeturou que es-
taria ligado ao facto de terem seis patas). E László Fejes 
Tóth demonstrou, em 1943, que, se se acrescentar a hipó-

tese de que cada região é um polígono convexo, então a 
melhor opção é precisamente fazer aquilo que as abelhas 
fazem. E, tal como viria a acontecer com a conjetura de 
Kepler, Hales levou mais longe as ideias de László Fejes 
Tóth e conseguiu demonstrar a conjetura no caso geral. 
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Figura 4. Divisão do plano em hexágonos regulares.
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Modelo matemático que dota os 
robôs com a capacidade de aprender 
sequências temporais
Robôs, capazes de aprender sequências sobre o que fazer e quando, possi-
bilitam uma interação e colaboração humano-robô mais flexíveis e naturais. 
Neste artigo, apresenta-se, de forma resumida, um modelo matemático ba-
seado em campos dinâmicos neuronais, que implementa mecanismos de 
processamento neurologicamente plausíveis, auxiliando na aquisição efi-
ciente e na reprodução flexível de sequências com restrições de tempo. 
Apresentam-se algumas experiências de robótica em que o modelo foi 
implementado, tais como a aprendizagem de uma sequência musical e a 
aprendizagem de sequências num contexto de colaboração humano-robô 
numa tarefa de montagem de um objeto.

1. Introdução e Motivação 
Muitas das nossas atividades diárias são sequenciais, em 
que os eventos devem ser realizados numa determinada 
ordem e num determinado tempo. A capacidade de ad-
quirir sensibilidade sobre regularidades ordinais e tempo-
rais é fundamental para uma interação humano-humano 
ou humano-robô, que seja fluente e eficiente. Neste artigo, 
apresentamos um modelo matemático baseado em cam-
pos dinâmicos neuronais que permite a aquisição e a re-
produção de uma sequência de eventos com restrições de 
tempo. Os campos dinâmicos neuronais (dynamic neural 
fields) foram introduzidos na década de 1970 por Wilson e 
Cowan [7] e Amari [1], como um modelo matemático da 
formação de padrões de atividade no tecido neuronal. Os 
modelos baseados em campos dinâmicos neuronais são 
cada vez mais usados, uma vez que descrevem a ativida-
de de populações de neurónios, tal como ela é observada 
no cérebro e, simultaneamente, permitem um tratamento 
matemático rigoroso da atividade neuronal [2]. 

A atividade neuronal é descrita pela seguinte equação 
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integro-diferencial não linear proposta por Amari [1]: 

t
∂u(x, t)

∂t
= �u(x, t) +

Z

W
w(|x � y|) f (u(y, t))dy + h + S(x, t).

(1.1)

Esta equação descreve a atividade neuronal numa única 
camada de neurónios interconetados (campo neuronal) 
ao longo de um domínio finito W unidimensional. A fun-
ção u(x, t) representa a atividade no momento t 2 R+

0  
do neurónio representado pela posição x 2 R . A função 
S(x, t) representa um estímulo externo, variável no tempo, 
como, por exemplo, uma informação visual. A constante 
h < 0 determina o nível de repouso para o qual a ativida-
de neuronal converge, na ausência de estimulação externa.  
A constante t > 0 define a escala de tempo da dinâmica 
de campo. A função f (u) representa a taxa de disparo ou 
probabilidade de disparo em função de u. No modelo de 
Amari, assim como no modelo que será apresentado neste 
artigo, a função f (u) é considerada como sendo a função 
de Heaviside (também denominada função degrau unitá-
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onde wexc e sexc definem, respetivamente, a amplitude e o 
desvio padrão (em relação a x = 0), e winh define a inibi-
ção, que se considera constante, para neurónios distantes.

Pensando na aprendizagem de sequências, em que os 
estímulos externos pontuais, são apresentados de forma 
sequencial, a função (1.2) é adequada quando se pretende 
que exista, no máximo, um pico em cada momento. Pelo 
contrário, caso se pretenda que sejam geradas múltiplas 
regiões localmente excitadas (multipicos) em resposta a 
estímulos sequenciais, a seguinte função de conetividade 
será a mais apropriada [4]: 

wosc(x) = Ae�b|x| (b sen |ax|+ cos(ax)) ,        (1.3) 

onde b > 0 determina a taxa segundo a qual as oscilações 
de w decaem com a distância, e A > 0 e 0 < a  1 con-
trolam a amplitude e a distância entre os zeros de wosc, 
respetivamente. 

Consideremos, por exemplo, dois estímulos externos 
representados por 

Si(x) = 14e
(x�ci)

2

18 � 0.5

para i 2 {1, 2}, com c1 = 45 e c2 = 60. Consideremos 
que S(x, t) = S1(x) para t 2 [0, t1], S(x, t) = S2(x) para 
t 2]t2, t3] e S(x) = 0 para t 2]t1, t2][]t3, t4]. Na figura 1, 

rio), e assim um neurónio pode estar ativo ou inativo. Esta 
função representa uma simplificação do disparo neuronal 
real que normalmente mostra um aumento gradual da taxa 
de disparo com o aumento de u. A função w(|x � y|) define 
a força de conetividade entre quaisquer dois neurónios no 
campo que se supõe depender da distância euclidiana.

A ideia central dos modelos baseados em campos di-
nâmicos neuronais é que as informações relevantes para 
uma tarefa são expressas por saliências supralimiares de 
populações neuronais, onde cada saliência representa 
uma ação ou subtarefa específica. A entrada de estímu-
los externos, como, por exemplo, uma informação visu-
al, causa a ativação das populações correspondentes, que 
poderão permanecer ativas mesmo depois de o estímulo 
externo ficar inativo, devido a interações excitatórias e 
inibitórias recorrentes nas populações. Dependendo das 
funções de conetividade que controlam as interações entre 
os neurónios, diferentes padrões de ativação podem ser 
formados no campo neuronal em resposta aos estímulos 
externos. Amari [1] estudou a existência e estabilidade de 
uma região localmente excitada (um pico) para a função 
de conetividade do tipo inibição lateral: 

wlat(x) = wexce

✓
� x2

2s2
exc

◆

� winh,                  (1.2)

Figura 1. Atividade u (linha a cheio azul) com � = −4, em resposta a dois estímulos externos S(x) 
(linha tracejada a verde) apresentados de forma sequencial, para a função de conetividade w defi-
nida por (1.2), com ���� = 3, σ��� = 3 e ���� = 1 nos diagramas (A)-(D), e definida por (1.3), com 

A = 3, � = 0�15 e α = 0�3 nos diagramas (E)-(H).
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podemos ver os padrões de ativação gerados num campo 
neuronal unidimensional em resposta a estes dois estímu-
los, sendo a função de conetividade w dada por (1.2) nos 
diagramas (A)-(D), com wexc = 3, sexc = 3 e winh = 1, e 
dada por (1.3) nos diagramas (E)-(H), com A = 3, b = 0.15 
e a = 0.3. Para ambas as funções de conetividade, foi ge-
rado um pico estável em resposta ao primeiro estímulo, 
tanto na presença do estímulo (figura 1 (A) e (E)), como 
depois de o estímulo ficar inativo (figura 1 (B) e (F)). Po-
demos observar que os padrões gerados em resposta aos 
dois estímulos externos são diferentes. Para a função w 
dada por (1.2), o pico existente no momento t = t2 foi ini-
bido na presença do segundo estímulo externo (figura 1 
(C)) e um novo pico foi gerado em correspondência do 
segundo estímulo (figura 1 (D)). Para a função w dada por 
(1.3), um segundo pico foi gerado sem que o pico já exis-
tente fosse removido (figura 1 (G) e (H)). 

Os estudos analíticos e numéricos sobre as condições 
necessárias e suficientes para a existência e a estabilida-
de de diferentes tipos de padrões em campos dinâmicos 
neuronais, nomeadamente a existência e a estabilidade de 
um pico usando a função de conetividade (1.2) [1] e a exis-
tência e a estabilidade de multipicos em termos da fun-
ção de conetividade (1.3) [4] permitem perceber melhor 
como se pode obter os padrões desejados. Tendo como 
base os estudos analíticos e numéricos sobre a existência 
e a estabilidade, incluindo [1, 4], foi elaborado um novo 
modelo de aprendizagem de sequências de eventos que é 
brevemente apresentado na próxima secção. O modelo foi 
testado em diferentes experimentos de robótica em tempo 
real, incluindo a aprendizagem de uma sequência musi-
cal e a aprendizagem de uma sequência de montagem de 
um objeto. Primeiro, o robô adquire conhecimento sobre 
os aspetos ordinais e temporais de tarefas sequenciais por 
observação de demonstrações executadas por um huma-
no e, posteriormente, reproduz as informações retidas na 
memória. Na Secção 3 são apresentadas algumas aplica-
ções robóticas em que o modelo foi implementado. 

2. Modelo matemático
O modelo matemático desenvolvido para memorizar e 
recuperar a ordem e o tempo relativo de um conjunto de 
eventos consiste num sistema acoplado de cinco campos 
dinâmicos neuronais ilustrados na figura 2. Cada campo 
neuronal tem uma funcionalidade específica, sendo a sua 
dinâmica descrita através de uma equação do tipo (1.1).

Para melhor se entender o modelo, é útil pensar num 
exemplo concreto de robótica. Consideremos a experiên-

cia em que o robô aprende a tocar uma música num te-
clado em que cada tecla está representada por uma cor.  
O estímulo visual é uma cor e cada cor está associada a um 
intervalo de valores de x. Em resposta ao estímulo visual 
localizado, S(x), um pico estável no campo de perceção uP  
é gerado. Através das conexões excitatórias, um pico no 
local correspondente do campo de memória de sequência 
uM é criado e o campo de traço da memória uMT  recebe 
o padrão de ativação de uM como estímulo excitatório 
durante as sucessivas demonstrações da sequência. A co-
nexão inibitória de uM para uP  garante que, se uma cor 
for usada como estímulo mais do que uma vez, as repre-
sentações locais (picos) dessa cor sejam representadas em 
locais diferentes, dentro do intervalo de valores de x que 
correspondem a essa cor. Dito de outro modo, permite a 
representação de eventos repetidos.

No final do processo de aprendizagem da sequência, 
a memória da ordem e do tempo relativo entre os eventos 
está representada no campo uM como uma configuração 
multi-picos, em que a força de ativação é decrescente de 

Figura 2. Esquema geral do modelo matemático baseado em 
campos dinâmicos neuronais, que implementa a aprendizagem 

e reprodução de sequências.
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pico para pico em função do tempo decorrido desde o iní-
cio da sequência. Veja-se o exemplo, ilustrado na figura 3. 

Para se obter em uM uma configuração multipicos com 
amplitudes diferentes, representando a ordem e o tempo 
relativo dos eventos, considerou-se que o nível de repou-
so h, em vez de uma constante, é uma função dependente 
do tempo e do valor de x, digamos hM(x, t), descrita pela 
seguinte equação diferencial parcial: 

∂hM(x, t)
∂t

= bM f (uM(x, t))+

+ [1 � f (uM(x, t))][�hM(x, t) + hM0 ],

(2.1)
onde f (u) é a função Heaviside, hM0 < 0 define o nível 
de repouso para o qual hM converge sem ativação acima 
do nível 0 na posição x ( f (u(x, t)) = 0), e bM > 0 define 
a taxa de ativação nas posições x onde a atividade está 
acima de 0 ( f (u(x, t)) = 1).

No campo da decisão uD, o valor do nível de repouso 
hD depende também do tempo, sendo descrito por: 

 dhD(t)
dt

= bD, hD(t0) = hD0 < 0,             (2.2) 

onde bD controla a taxa de crescimento de hD. O campo 
da decisão uD recebe como entrada abaixo do nível 0 o pa-
drão obtido no campo uM. Durante a execução da sequên-
cia, o nível de repouso hD(t) no campo uD aproxima cada 
um dos picos representados em uM do nível 0 desencade-
ando a sua ativação de forma sequencial. As conexões ini-
bitórias excitatórias entre populações associadas no cam-
po de decisão uD e o campo de memória de trabalho uWM 

garantem que o pico que representa a última decisão seja 
primeiro armazenado no campo uWM e posteriormente 
suprimido. Tomando diferentes valores de bD, é possível 
executar a sequência com diferentes velocidades de exe-
cução, mas preservando o tempo relativo entre os eventos. 
Por exemplo, se aumentarmos o valor de bD no exemplo 
do piano, é possível reproduzir a sequência musical mais 
rapidamente, mas preservando o ritmo.

Para mais detalhes, consulte a referência [6]. Uma ex-
tensão do modelo base aqui apresentado, em que, além 
da ordem e do tempo entre os eventos, a duração total da 
sequência e a duração de cada evento são codificados, é 
estudada na referência [6]. 

3. Aplicações reais
Para ilustrar o funcionamento do modelo aqui brevemen-
te apresentado em experiências robóticas em tempo real, 
usamos dois robôs: o robô humanoide ARoS, construído 
no Laboratório de Robótica Móvel e Antropomórfica da 
Universidade do Minho, e o robô Sawyer, projetado pela 
empresa Rethink Robotics. O "corpo" do ARoS consiste 
numa estrutura metálica de suporte, na qual dois braços 
robóticos com três dedos e um sistema de câmara esté-
reo com uma unidade pan-tilt estão conectados. Sawyer 
possui um braço robótico de sete graus de liberdade com 
alcance de 1,26 metros, e a sua "cabeça" é um display LCD 
que fica no topo. Sawyer exibe diferentes movimentos dos 
olhos de uma forma familiar, o que contribui para o seu 
design amigável. O Sawyer é equipado com duas câma-
ras, uma localizada na cabeça e outra no braço. 

3.1. O robô ARoS aprende a tocar uma sequência mu-
sical
Nesta experiência, o ARoS aprende uma curta sequência 
musical, a partir da observação de algumas demonstra-
ções executadas por um humano e, posteriormente, repro-
duz, num teclado, a sequência aprendida, usando as suas 
duas mãos de três dedos (ver figura 4). Usamos, para as 
demonstrações, um display com as notas codificadas por 
cores. Sempre que o professor humano toca numa tecla, 
além do som produzido é também ativado um quadrado 
colorido que corresponde à nota tocada na tela do com-
putador (por exemplo, sempre que a nota D é tocada, o 
quadrado com cor verde é ativado no display como re-
presentado na figura 4). Como exemplo de uma sequência 
musical facilmente reconhecível, selecionamos a primeira 
parte da melodia de Parabéns a você (C-C-D-C-F-E-C-C-
-D-C-G-F). Na maioria das experiências, o robô foi capaz 

Figura 3. Padrão de ativação estável correspondente à 
memória de uma sequência onde a ordem das cores está 

representada na amplitude dos picos (vermelho-vermelho-
-verde-rosa-azul).
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de reproduzir a melodia após quatro demonstrações, ape-
nas. Para mais detalhes, consultar a referência [5]. 

3.2. Montar uma estrutura com o robô Sawyer
Nesta experiência, o robô Sawyer aprende uma sequência 
de objetos que deve passar ao parceiro humano num de-
terminado momento, na montagem de uma estrutura (ver 
figura 5). A estrutura é composta por oito tubos, em que 
quatro deles se encontram no espaço de trabalho do robô 
no início da tarefa. Primeiro, um tutor humano demonstra 
a sequência de entrega dos tubos, enquanto o Sawyer ob-
serva e memoriza. O estímulo externo é representado pela 
cor do tubo, e é codificado pelo robô no momento da en-

trega (os dois humanos tocam simultaneamente no tubo). 
Após a demonstração, o robô reproduz a sequência de 
transferência de quatro objetos. De notar que, nesta tarefa, 
a aprendizagem do tempo entre os momentos de passa-
gem permitiu que o robô e o parceiro humano executassem 
a tarefa de forma sincronizada. 

Além desta experiência, o modelo aqui apresentado 
mostrou também bons resultados quando a tarefa consistiu 
na aprendizagem da sequência completa de montagem da 
estrutura identificando corretamente qual o tubo e quando 
o inserir, para tutores humanos com preferências diferen-
tes, quer quanto à ordem sequencial quer quanto às escalas 
de tempo comportamentais na realização da tarefa [3].

Figura 4. Configuração experimental: o robô ARoS a aprender a tocar 
uma melodia num teclado.

Figura 5. Na figura à esquerda, durante a aprendizagem, o robô 
Sawyer observa o tutor humano a entregar uma série de tubos numa 
ordem específica ao parceiro humano. Na figura à direita, durante a 
reprodução da sequência, o robô Sawyer entrega o tubo correto no 

momento certo ao parceiro humano.



30 GAZETA DE MATEMÁTICA  • 198

4. Comentários finais
Neste artigo, apresentámos de forma resumida um mo-
delo baseado em campos dinâmicos neuronais, que per-
mite dotar um robô com a capacidade de aprender por 
observação, de forma rápida, as propriedades ordinais e 
intervalares de sequências. Ter um robô capaz de apren-
der por observação é considerado altamente atraente, 
pois permite, em princípio, que um usuário normal ensi-
ne novas tarefas a um robô de maneira intuitiva e simples. 
Por outro lado, um robô colaborativo, com capacidade de 
cognição temporal, tende a proporcionar uma interação 
humano-robô mais suave e natural. Acreditamos que mo-
delos matemáticos que se inspiram no mecanismo de pro-
cessamento neuronal em humanos ou em animais, como o 
modelo aqui apresentado, oferecem princípios de proces-
samento chave que podem orientar o desenvolvimento de 
uma nova geração de robôs cognitivos. A possibilidade de 
analisar e compreender matematicamente o processo de 
formação de padrões nos campos dinâmicos neuronais é 
um pré-requisito fundamental para a conceção de arquite-
turas de controlo de robôs complexos que funcionam em 
aplicações no mundo real.

Parte das experiências robóticas aqui apresentadas, 
assim como outras em que a matemática tem um papel 
fundamental, podem ser visualizadas em https://youtu.be/
L6CiwiUQYbg. 
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Falta de dinheiro e perseguição 
política: as fracas razões do atraso 
da matemática portuguesa
Falta de dinheiro e perseguição política: duas razões habituais para jus-
tificar os fracassos da matemática portuguesa durante o século XX. 
O que diziam, contudo, os matemáticos portugueses durante a dita-
dura? E que influência tiveram as afiliações políticas na opinião dos 
mesmos? Como procurarei mostrar, não são apenas as externalidades 
como a falta de financiamento ou a PIDE que justificam a subalterni-
dade científica portuguesa neste período, mas também a resistência à 
mudança por parte da própria corporação universitária.

Manuel Xavier

CIUHCT – FCUL
mbarxavier@gmail.com

o tempo em que se consideraram suficientemente 
remunerados? Quais foram, nesse período, os fru-
tos da cultura universitária portuguesa no domí-
nio das ciências puras ou aplicadas? E acaso não 
temos alguns liceus modelares, com admirável 
corpo docente?
[…] A grande massa é cética, não luta. Cumpre, 
cumpre burocraticamente, quando de desejar se-
ria que servisse com dedicação. Um professor não 
deve ser julgado apenas pelo que deixa de fazer. 
Quando não dê aos seus alunos bons exemplos de 
civismo e de trabalho, e se limite, sem qualquer 
originalidade ou relevo intelectual, a ensinar as 
mesmas coisas durante 30 ou 40 anos – é um mau 
professor, é um péssimo educador. E, infelizmente, 
anda muito generalizada a ideia de que às univer-
sidades incumbe sobretudo a divulgação da ciên-
cia feita (lá fora, já se vê…). 
É preciso reformar esta mentalidade!1

Quando olhamos para o passado científico portu-
guês, em particular para a matemática, à parte um 

ou outro nome sonante, deparamos com a inexistência de 
tradições de investigação científica duradouras. Há duas 
razões para normalmente justificar este facto.

A primeira é a falta de dinheiro. Os sucessivos gover-
nos portugueses não investiam na ciência, na indústria 
ou nos laboratórios universitários. O mecenato científico 
era praticamente inexistente. As instalações tornavam-se 
obsoletas e não se atualizavam. É verdade que a ciência 
no nosso país sofre de um subfinanciamento crónico, mas 
houve quem argumentasse que se podia fazer mais com 
o pouco que se tinha. Foquemo-nos no século xx, durante 
o período de ditadura. Em 1930, num artigo de jornal, o 
matemático e professor da Universidade de Coimbra José 
Vicente Gonçalves (1896-1985) escreveu:

Não faltam explicações para a insuficiência da 
nossa produção científica: condições económicas 
dos professores, pobreza dos laboratórios, má pre-
paração dos alunos dos liceus, etc. Fracas razões. 
Que produziram os professores de ensino durante 

1 José Vicente Gonçalves, “Males do Ensino Superior,” O Primeiro de 
Janeiro, 16 de abril de 1930.
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Monteiro, um homem de simpatias à esquerda, focava-se, 
também, numa questão de mentalidade. Importante será 
dizer que, a esta data, a investigação científica ganhava 
ímpeto nos recentemente fundados centros de estudo 
anexos às universidades, criados pela Junta de Educação 
Nacional (JEN). A fundação desta primeira instituição de 
política de ciência, em 1929, é um marco da maior impor-
tância na história da organização científica portuguesa; 
numa primeira aproximação, podemos considerá-la a 
instituição-mãe da atual Fundação para a Ciência e a Tec-
nologia (FCT). Quase todos os jovens matemáticos envol-
vidos no Movimento Matemático foram bolseiros desta 
instituição. O aparecimento da JEN acabou por espoletar 
tensões entre a universidade enquanto espaço de reprodu-
ção de saberes e os centros enquanto espaços de criação de 
conhecimento5 – tensões que ainda hoje podemos, aliás, 
reconhecer nas unidades de investigação do País.

Note-se que Monteiro se referia a dificuldades “de 
todos os tempos”, isto é, à resistência à mudança intem-
poral que o conservadorismo de qualquer tipo impõe por 
necessidade. Por isso, a questão é mais complexa do que 
reduzir as suas palavras a uma crítica ao fascismo ou à 
ditadura, apesar de haver quem as interprete dessa ma-
neira.6 Chegamos pois à segunda razão habitual para jus-
tificar os insucessos científicos do nosso país: a ditadura e 
a perseguição política.

Embora se reconheça que o ideal seja fazer ciência em 
tempos de liberdade democrática, a historiografia das ci-
ências recente tem desmistificado a ideia de que as ditadu-
ras fascistas ou comunistas eram necessariamente incom-
patíveis com a ciência.7 O fascismo espanhol, italiano ou 

Vicente Gonçalves focava-se, assim, numa questão de 
mentalidade, referindo-se às restantes explicações como 
“fracas razões”. Um outro conhecido matemático concor-
daria com ele. Trata-se de Aureliano de Mira Fernandes 
(1884-1958), professor do Instituto Superior Técnico (IST) 
e do Instituto Superior de Ciências Económicas e Finan-
ceiras (ISCEF). Mira Fernandes correspondia com o mate-
mático Tullio Levi-Civita (1873-1941) e à data já tinha pu-
blicações reconhecidas internacionalmente. Foi também 
figura tutelar de Ruy Luís Gomes (1905-1984), professor 
catedrático e matemático na Universidade do Porto e fu-
turo diretor do centro de estudos de matemática anexo a 
essa universidade. Mira, em carta ao seu colega, mostrou-
-se agradado com a análise, referindo que “desculpas são 
de mau pagador” e acrescentando:

A crise é, sobretudo, de pessoal. Oh! Se é! Nisto con-
corda a nossa devoção, o nosso sacerdócio (e o nos-
so individualismo, bem entendido). Havia grande 
conveniência, para começar a reforma, em demitir 
todo o professorado, sem exceção nenhuma.2

Assim, matemáticos conceituados identificavam a menta-
lidade da própria corporação universitária como uma das 
causas da subalternidade científica do País. Relevante será 
dizer que ambos foram homens politicamente neutros, ao 
contrário de outros jovens investigadores envolvidos no 
Movimento Matemático, que estava para despontar.3 No 
entanto, a sua análise era muito semelhante à dos mate-
máticos com simpatias mais à esquerda, o que sugere que 
a crítica podia transcender os espetros políticos. 

Vejamos, por exemplo, o que o jovem António Aniceto 
Monteiro (1907-1980), doutorado em Paris sob a orienta-
ção de Maurice Fréchet (1878-1973) e o grande impulsio-
nador do Movimento Matemático em Portugal, escreveu 
nesta mesma revista, em 1942:

[…] não devemos ter ilusões de espécie alguma so-
bre as dificuldades que nos esperam! Há que con-
tar – isto é de todos os tempos! – com um recrudes-
cimento da hostilidade, da ignorância e da má-fé; 
da hostilidade daqueles para quem a estagnação 
ou a decadência da nossa cultura matemática é a 
condição necessária para a realização de objetivos 
que nada têm que ver com as ciências matemáticas, 
daqueles que tremem perante a ideia da existência 
de uma juventude estudiosa consagrando inteira-
mente a sua vida e o seu entusiasmo a uma causa 
pela qual eles nunca lutaram […]4

 Figura 1. Em 1942, o conceituado matemático fran-
cês Maurice Fréchet veio a Portugal realizar um con-
junto de conferências na Faculdade de Ciências de 
Lisboa, a convite do seu discípulo António Monteiro. 
Segundo Monteiro, não "havia na assistência um único 
professor ou assistente de Matemática da Faculdade".
[1] Na foto, vários elementos do Movimento Matemá-
tico na Escola Politécnica, a maioria bolseiros da JEN 
(da esquerda para a direita): Hugo Ribeiro, Armando 
Gibert, António Aniceto Monteiro, Manuel Zaluar 
Nunes, Bento de Jesus Caraça, Maurice Fréchet, José 
Sebastião e Silva, Ruy Luís Gomes, José Ribeiro de 
Albuquerque, Augusto Sá da Costa. Janeiro ou feve-
reiro de 1942. Agradecimentos a Jorge Rezende pela 
disponibilização da fotografia.
[1]: Carta de António Monteiro a Abel Salazar, 1942, 
Espólio Abel Salazar, Casa-Museu Abel Salazar.
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2 Carta de Aureliano de Mira Fernandes a José Vicente Gonçalves, 31 de 
maio de 1930, em Cecília Costa, “Sobre a correspondência epistolar de 
A. Mira Fernandes a matemáticos portugueses”, Boletim da Sociedade 
Portuguesa de Matemática, n.o especial, Actas do Colóquio do cinquentená-
rio da morte de Aureliano de Mira Fernandes (2008): 89-124.

3 Não cabendo neste pequeno artigo referir toda a literatura existente 
sobre o assunto, ver, por exemplo: Ilda Perez e J. M. Mascaranhas, eds., 
Movimento Matemático, 1937-1947 (Lisboa: C.M.L.; Museu República e 
Resistência; SPM, 1997); Jorge Rezende, Luiz Monteiro e Elza Amaral, 
eds., António Aniceto Monteiro: Uma Fotobiografia a Várias Vozes (Lisboa: 
Sociedade Portuguesa de Matemática, 2007); Luís Saraiva, “A Década 
Prodigiosa da Matemática Portuguesa: Os Começos da Sociedade 
Portuguesa de Matemática (1936-1945)”, Revista Brasileira de História da 
Matemática 11, n.o 23 (2011): 73-98.

4 António Monteiro, “Movimento Matemático,” Gazeta de Matemática, n.º 
10 (1942): 26.

5 Ver Ângela Salgueiro, Ciência e Universidade na I República (Casal de 
Cambra: Caleidoscópio, 2018), pt. II.

6 Por exemplo, Jorge Rezende, “Sobre as perseguições a cientistas duran-
te o fascismo”, Vértice, II, n.o 166 (2013): 59-89.

7 Ver, por exemplo, o volume 3 do Journal of History of Science and Tech-
nology (HoST), dedicado às relações entre fascismo e ciência: HoST, The 
Fascistization of Science, 2009.

8 Quintino Lopes, “A Junta de Educação Nacional (1929/36): Traços de 
Europeização na Investigação Científica em Portugal” (Tese de doutora-
mento, Universidade de Évora, 2017), 42.

alemão não impediu o surgimento de cientistas e escolas 
de investigação importantes; a Rússia comunista gerou 
provavelmente a melhor escola de matemática do século 
XX. Mesmo em Portugal, foi já no período de ditadura, 
com António de Oliveira Salazar (1889-1970) na pasta das 
Finanças e Gustavo Cordeiro Ramos (1888-1974), germa-
nófilo, na pasta da Educação, que foi criada a JEN, em 
1929. Mais do que isso, tal como demonstrado pelo his-
toriador das ciências Quintino Lopes, nos seus primeiros 
anos, a JEN teve em média uma percentagem da dotação 
orçamental ligeiramente superior à da sua congénere es-
panhola – a Junta para Ampliación de Estudios e Investigacio-
nes Científicas. Como Lopes escreve, este facto “complexi-
fica a realidade usualmente sugerida”.8

Quanto à repressão, há que relembrar, com efeito, que 
o Estado Novo levou a cabo várias purgas de professo-
res que considerou elementos subversivos, em particular 
em 1935 e em 1947. Estes foram rudes golpes para os gru-
pos de investigação científica em ambiente universitário, 
que se iam formando a essa data. No entanto, sabemos 
hoje que as universidades tiveram um papel ativo e não 
apenas passivo no espoletar destas demissões. Nos bas-
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tidores, os académicos mais conservadores acusavam os 
professores-investigadores mais críticos e ativos de terem 
ideias subversivas, como forma de sabotarem os seus tra-
balhos. Entre o status quo abundavam professores de sabe-
res enciclopédicos, de conhecimentos ultrapassados e que 
encaravam o doutorado não como um especialista mas 
como um superlicenciado.9

Quem sofreu particularmente com este ambiente de di-
famação e intriga, para o qual o Estado Novo naturalmente 
contribuiu, foi o movimento matemático português. Ser-
vindo esta interpretação histórica, está uma entrevista que 
o matemático Alfredo Pereira Gomes (1919-2006) deu de-
pois do 25 de Abril. Pereira Gomes envolveu-se com o mo-
vimento matemático a partir do Porto, por intermédio de 
Luís Gomes e António Monteiro. Comentando o trabalho 
científico em equipa nos tempos do Estado Novo, disse:

“As dificuldades eram muitas, mas não era a PIDE. 
A PIDE era perigosa, mas era para certas coisas. 
[Pelo contrário], as dificuldades e as obstruções 
para uma atividade progressista neste sentido 
eram os oficiais do mesmo ofício. Uns por inveja, 
outros por inépcia […] Havia por exemplo a difi-
culdade em encontrar uma sala na Faculdade de 
Ciências do Porto ou no Instituto Superior Técni-
co. Os mandões não davam sala para essa gente.  
É surpreendente, não é? Havia salas às moscas! 
Não davam para se fazerem seminários, para se fa-
zerem reuniões. E foram esses mesmos que depois 
denunciaram as pessoas ativas como tendo ideias 
subversivas.”10

Estas palavras mais convincentes se tornam se relembrar-
mos que este matemático foi militante comunista, irmão 
de Soeiro Pereira Gomes (1909-1949), este último dirigente 
do Partido Comunista Português (PCP) durante os anos 
40. Não tinha, portanto, qualquer afinidade pelo regime, 
pelo contrário. Os “oficiais do mesmo ofício” e os “man-
dões” a que Pereira Gomes se referia eram, pois, os profes-
sores mais conservadores. À cabeça, temos por exemplo 
Victor Hugo Duarte de Lemos (1894-1959), professor de 
Matemática e diretor da Faculdade de Ciências de Lisboa 
(FCUL) entre 1932 e 1944. Apesar de Lemos se envolver 
com o Movimento Matemático, chegando inclusive a ser 
vice-presidente da Sociedade Portuguesa de Matemática e 
assinando até um documento que defendia a reintegração 
de Monteiro quando lhe foi retirada a bolsa de que usu-
fruía, a verdade é que tanto Lemos como a FCUL eram 

considerados pelos jovens matemáticos – em particular 
Monteiro e o seu discípulo Hugo Baptista Ribeiro (1910-
1988) – os “inimigos número 1” da investigação e da mate-
mática.11 O matemático José Sebastião e Silva (1914-1972), 
parte deste grupo de jovens matemáticos e outro discípulo 
de Monteiro, queixava-se, em particular, da “má vontade 
da mestrança.”12 As aparências, pois, iludem. 

Contribuindo ainda para complexificar as relações 
entre política e ciência neste período, há que dizer que o 
papel do PCP nem sempre foi alinhado com o progresso 
das ciências. Ressalve-se que a esquerda era, naturalmen-
te, o símbolo da mudança e da renovação e que o PCP teve 
um papel importante inegável enquanto força agregadora 
entre estes jovens matemáticos. Relembre-se também que 
os elementos do Movimento Matemático se reuniam com 
Álvaro Cunhal (1913-2005) no jardim botânico da Escola 
Politécnica de Lisboa e participaram nos passeios no Tejo 
organizados por António Alves Redol (1911-1969), impor-
tantes para a reorganização do PCP na década de 40.13

Contudo, as forças oposicionistas tinham as suas 
agendas. Entre a luta surda, o ambiente tornava-se hostil 
ao trabalho continuado. Vejamos a entrevista que Maria 
do Pilar Ribeiro (1911-2011), professora de Matemática 
e esposa de Hugo Ribeiro, deu também depois do 25 de 
Abril. Sobre a perspetiva, durante a década de 40, de ser 
criado um instituto de matemática (que nunca chegou a 
existir), comentou:

“Não havia ambiente para trabalhar. O Instituto 
para a Alta Cultura [instituição sucessora da JEN] 
quis fazer um Instituto de Matemática. Depois, 
havia oposições. Não sei se do Salazar também. 
Mas havia gente nesse grupo que ia pertencer ao 
Instituto de Matemática, mais ligada à esquerda, 
que era contra o Salazar, gente ligada ao Partido 
Comunista, o Manuel Valadares e o José Morgado 
[…] Esses trouxeram a notícia de que o Partido Co-
munista se opunha [ao Instituto], porque achava 
que isso era dar glória ao Salazar. Portanto, não ha-
via nada a fazer. De maneira que havia oposição de 
um lado e oposição do outro.”14

Neste contexto, merece, por exemplo, ser mais bem estu-
dado o papel de Bento de Jesus Caraça (1901-1948), que 
fez parte do Movimento Matemático e cuja importância 
enquanto professor, divulgador e mentor é inegável. No 
entanto, não era um investigador, como os próprios Mon-
teiro ou Ribeiro reconheciam, e o intensificar do seu en-
volvimento político, em particular com o PCP, acabou, na 
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opinião dos mesmos, por ter uma “influência perniciosa 
na juventude.”15 Relembremos que estas palavras eram es-
critas por dois jovens matemáticos que eram eles próprios 
parceiros de Caraça e que foram contra a ditadura. A His-
tória não se pode reduzir, pois, a análises a preto e branco.

Terá ficado claro que não devemos olhar apenas para 
externalidades como a falta de dinheiro ou a perseguição 
política para justificar alguns dos atrasos científicos por-
tugueses. Mais do que isso, ao avaliar as relações entre 
política e ciência, não devemos cair na tentação de recor-
rer a dicotomias redutoras como “colaboracionistas versus 
antissituacionistas”. Os atores históricos, precisamente 
por serem humanos, são complexos e cheios de contradi-
ções. Por fim, conhecendo melhor a história da organiza-
ção científica portuguesa, podemos aproveitar para nos 
questionarmos: de quantas “fracas razões” continuamos, 
ainda hoje, a valer nas universidades, para justificar algu-
mas das nossas faltas de qualidade e produção científicas?

Coordenação do espaço HISTÓRIAS DA MATEMÁTICA:  
Pedro Freitas, Universidade de Lisboa, pjfreitas@fc.ul.pt 

SOBRE O AUTOR
Manuel Xavier, formado originalmente em Física, é investiga-
dor e bolseiro de doutoramento em História das Ciências na 
Universidade de Lisboa e membro do Centro Interuniversitá-
rio de História das Ciências e da Tecnologia (CIUHCT). A sua 
investigação centra-se nas relações entre ciência, universida-
des e política, durante o período do Estado Novo.

9 Ver, por exemplo, Ana Simões, “O ano 1947 e o Laboratório de Física 
da Faculdade de Ciências de Lisbo,,” Gazeta de Física 34, n.º 2 (2011): 
16-21

10 Alfredo Pereira Gomes, DVD, vol. 1, 5 vols., Memória da Matemática, 
2009.

11Carta de Hugo Ribeiro a Armando Gibert, 8 de setembro de 1942, es-
pólio de Armando Gibert, Arquivo dos Museus da Universidade de Lis-
boa (AHMUL); Hugo Ribeiro a José da Silva Paulo, 14 de maio de 1944, 
espólio de Hugo Ribeiro na Biblioteca Nacional de Portugal (BNP).

12 Carta de José Sebastião e Silva a Ruy Luís Gomes, 10 de agosto de 
1942, espólio de Ruy Luís Gomes, Casa-Museu Abel Salazar.

13 Ver, por exemplo, Augusto Fitas, “Os futuros cientistas e o seu compro-
metimento cívico: alguns episódios ilustrativos da resistência ao Estado 
Novo”, em Cultura Científica e Neo-realismo, ed. Augusto Fitas (Lisboa: 
Edições Colibri, 2019), 227-52.

14 Maria do Pilar Ribeiro, DVD, vol. 4, 5 vols., Memória da Matemática, 
2009. À imagem de Monteiro para a matemática, Manuel Valadares 
(1904-1982) foi o grande impulsionador do desenvolvimento na inves-
tigação em física, no Laboratório de Física da Universidade de Lisboa 
(LFUL). Foi militante do PCP. José Morgado (1921-2003) era matemático 
e militante do mesmo partido.

15 Carta de António Monteiro a Hugo Ribeiro, 29 de novembro de 
1947, espólio de Hugo Ribeiro, BNP; carta de Hugo Ribeiro a Armando 
Gibert, 9 de julho de 1948, espólio de Armando Gibert, AHMUL.



36 GAZETA DE MATEMÁTICA  • 198

Caos em modelos epidemiológicos SIR 
sazonalmente forçados

Alexandre Rodrigues

Instituto Superior de Economia e Gestão da Univ. de Lisboa e Centro de Matemática da Univ. do Porto

alexandre.rodrigues@fc.up.pt



37Caos em modelos epidemiológicos SIR sazonalmente forçados  •  Alexandre A. P. Rodrigues

gligenciado, noutros casos esse impacto é extremamente 
importante e deve ser tido em conta no modelo. O estado 
atual da pesquisa indica evidências empíricas da presença 
das forças sazonais em modelos epidemiológicos, incluin-
do factores que influenciam a dinâmica da transmissão 
da doença ao longo do tempo, como o horário escolar ou 
de trabalho das populações sobre as quais recai o estudo, 
mudanças climáticas e ambientais, decisões políticas, en-
tre outros [3]. A gripe sazonal é um exemplo paradigmáti-
co em que a sazonalidade desempenha um papel crucial 
na dinâmica pois há períodos do ano em que a incidência 
dessa gripe tem maior prevalência1 .

Em modelos matemáticos que incluem sazonalidade, 
os parâmetros são geralmente modulados através de fun-
ções periódicas [6, 7], que, naturalmente, adicionam maior 
complexidade aos modelos clássicos.

1.1. Estado da Arte em Modelos Periodicamente  
Perturbados
Em 2001, os autores de [7] analisaram um modelo SIR 
sazonalmente forçado direcionado para a evolução do 
sarampo e da rubéola e concluíram que a dinâmica das 
doenças em populações submetidas à sazonalidade é mais 
complexa. Em [2, 6] estuda-se a dinâmica de vários tipos 
de modelos aplicados à epidemiologia em que a taxa de 
transmissão de doenças é modulada através de uma fun-
ção periódica. Em 2017, os autores de [1] procuraram com-
preender as consequências da sazonalidade em modelos 
epidemiológicos e mostraram, analiticamente, a existên-
cia de caos (ferraduras) sob a existência de sazonalidade 
na transmissão da doença, baixas taxas de natalidade e 
mortalidade, e elevadas taxas de recuperação. 

1.2. Número Básico de Reprodução
O número básico de reprodução, denotado por R0, pode ser 
visto como um parâmetro destinado a quantificar a pro-
pagação da doença, estimando o número médio de infeções 
secundárias numa população completamente suscetível. 
A constante R0 tem sido amplamente utilizada como uma 
medida para estimar a eficácia das medidas de controlo 
sanitário e para conduzir a política de gestão de doenças. 
Estatisticamente, admitindo que os parâmetros do mode-
lo são constantes, se R0 < 1 então a propagação da doen-
ça diminui e é eliminada, enquanto que se R0 > 1 então 

Tendo como mote o trabalho [4], este 
texto descreve o modelo epidemiológi-

co SIR (modificado) com a particularidade 
de que o parâmetro que modela a taxa de 
infeção apresenta variações sazonais. Des-
creve-se, de uma forma acessível, a dinâmi-
ca do modelo e enuncia-se que, sob certas 
condições, o fluxo associado pode exibir 
caos. A existência de caos nestes modelos 
tem consequências ligadas à impossibilida-
de de efetuar previsões precisas do número 
de infetados pela doença (ao longo do tem-
po). Os resultados analíticos obtidos são 
consistentes com a crença empírica de que 
sazonalidade intensa em modelos epide-
miológicos induz maior erro nas previsões. 
No decorrer da exposição, explicitar-se-á a 
ideia geométrica da prova da existência de 
caos na dinâmica do modelo.

1 Sugere-se a consulta da figura 10 de https://www.insa.min-saude.pt/wp-
-content/uploads/2022/05/S20_2022.pdf para análise dos períodos com 
maior incidência de gripe sazonal (Fonte: Direcção.Geral ds Saúde).

1. Introdução
A emergência de modelos matemáticos associados à epi-
demiologia trouxe uma importante contribuição para o 
combate a uma vasta gama de doenças como a SIDA, a 
tuberculose, a hepatite e, mais recentemente, a COVID-19 
[5]. Vários modelos têm sido generalizados de diversas 
formas para decidir sobre medidas preventivas para con-
ter a proliferação de doenças infecciosas. 

O modelo SIR [8] é um dos modelos compartimentais 
mais simples e muitas equações diferenciais em contex-
to epidémico advêm desta forma básica. Assenta na di-
visão da população em três grupos de indivíduos (com-
partimentos): Suscetíveis (S), Infetados (I) e Recuperados (R), 
sendo razoavelmente preditivo no âmbito de doenças 
infecciosas transmitidas de humano para humano e em 
que a recuperação confere resistência como o sarampo, a 
parotidite e a rubéola [11]. Sob condições genéricas, sabe-
-se que o fluxo associado ao modelo SIR clássico possui 
um atrator global [7].

Embora o impacto da sazonalidade para modelar a 
evolução de algumas doenças específicas possa ser ne-
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a doença persiste [9]. No entanto, em modelos em que os 
parâmetros são variáveis, este juízo pode falhar: doenças 
podem persistir com R0 < 1, como veremos ao longo do 
presente texto.

O artigo [4] é uma investigação preliminar da intera-
ção entre sazonalidade, dinâmica determinística e persis-
tência de caos, fornecendo uma compreensão matemática 
da dinâmica de certos modelos epidemiológicos. Em [4] 
exibe-se explicitamente um sistema dinâmico multipara-
métrico inspirado no modelo SIR com R0 < 1 para o qual 
a componente I não tende para 0. Prova-se analiticamente 
que, sob perturbações periódicas com alta frequência na 
taxa de infeção (, alta sazonalidade), caos aparece per-
sistentemente no seu fluxo. Embora o modelo em análise 
apresente limitações biológicas, a prova da persistência da 
dinâmica caótica é relevante porque se preconiza alguma 
precaução em previsões epidemiológicas na presença de 
sazonalidade.

Não é objetivo do autor uma descrição exaustiva do 
modelo nem a apresentação de definições técnicas. Assu-
me-se que o leitor possui conhecimentos básicos de equa-
ções diferenciais ordinárias. Para o leitor interessado nos 
detalhes e provas, sugere-se a leitura de [4, 7], salientando-
-se a exposição primorosa da segunda referência. A de-
finição de caos que será usada ao longo do texto é a de 
atrator estranho de [12, §2.3]: o fluxo apresenta um conjunto 
invariante, fechado e limitado onde quase todas as órbitas apre-
sentam uma direção expansiva.

2. Dinâmica do modelo SIR modificado
Nesta secção, apresenta-se o modelo em consideração e os 
principais resultados. 

2.1. Modelo 
O modelo SIR clássico assume a divisão da população (hu-
mana) em três classes de indivíduos [8] face a uma doença 
infecciosa:

 Suscetíveis (S): indivíduos que atualmente não estão 
infetados mas que podem contrair a doença;

 Infetados (I): indivíduos que estão atualmente infe-
tados e que podem transmitir ativamente a doença a um 
indivíduo suscetível, até à sua recuperação;

 Recuperados (R): indivíduos que atualmente não po-
dem ser infetados nem podem infetar indivíduos suscetí-
veis. Inclui indivíduos que têm imunidade definitiva por-
que recuperaram de uma infeção recente.

As letras S, I e R denotam o número de indivíduos 
de cada classe. Assume-se que os indivíduos suscetíveis 
nunca estiveram em contacto com a doença e que ficam 
imunes à doença quando recuperam. Inspirado em [8], 
o sistema não linear de equações diferenciais ordinárias 
(ODE) nas variáveis S, I e R que se vai considerar (depen-
dendo da variável tempo t) é dado pela seguinte família 
no parâmetro g:

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Ṡ = S(A � S)� bg(t)IS

İ = bg(t)IS � (µ + d)I � rI
a + I

Ṙ =
rI

a + I
� µR,

              

 (2.1)

onde

X(t) = (S(t), I(t), R(t)) 2 (R+
0 )

3,

Ẋ = (Ṡ, İ, Ṙ) =
⇣

dS
dt , dI

dt , dR
dt

⌘
,

bg(t) = b0 (1 + gF(wt)) .

O parâmetro g controla a deformação do gráfico bg relati-
vamente à função constante igual a b0. A figura 1 ilustra a 
interação entre as classes de indivíduos suscetíveis, infec-
ciosos e recuperados no modelo (2.1). 

Figura 1. Diagrama esquemático do modelo (2.1). As caixas representam compartimentos 
e as setas indicam o fluxo entre os compartimentos.
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2.2. Interpretação dos Parâmetros
Os parâmetros de (2.1) são calculados estatisticamente e 
podem ser interpretados da seguinte forma:

          A:  Limite de capacidade de Suscetíveis na ausência 
de doença; 

          g:  Amplitude da variação sazonal que oscila entre 
b0

⇣
1 + g mint2[0,T] F(t)

⌘
> 0 (época baixa) e 

b0

⇣
1 + g maxt2[0,T] F(t)

⌘
 (época alta), para al-

gum T > 0 ‒ ver figura 2;

        b0:  Média da taxa de transmissão da doença na 
ausência de sazonalidade2;

 F(wt):  Efeitos da sazonalidade periódica ao longo do 
tempo com frequência w > 0; 

          µ:  Taxa de mortalidade natural de infetados e re-
cuperados;

          d:  Taxa de mortalidade de indivíduos infetados 
pela doença; 

          r :  Taxa de cura;

          a:  "Mede" os efeitos de um atraso na resposta ao 
tratamento que é proporcional à saturação dos 
serviços de saúde.

variações sazonais [7] em vez da função constante 
(modelo clássico);

(3) A transição de Infectado para Recuperado é dada pela 
função rI

a+I, contemplando a limitação das condições 
clínicas que não crescem linearmente com o número 
de infetados [14]. O termo consagra ainda os efeitos 
de atrasos na resposta ao tratamento.

2.4. Hipóteses
Daqui em diante vai-se admitir as condições que se se-
guem, habituais em contextos epidemiológicos periodica-
mente forçados:

(1) Os parâmetros de (2.1) são não negativos; 

(2) Para todo o t 2 R+
0 , tem-se que S(t)  A;

(3) Para T > 0 e g � 0, a função F : R ! R  é C1, T-pe-
riódica, e tem (pelo menos) dois pontos críticos não 
degenerados.

O espaço de fase associado a (2.1) é um subconjunto de 
(R+

0 )
3, munido da métrica euclidiana, e o conjunto de pa-

râmetros é dado por:

L =
n
(A, r, b0, a, µ, d) 2 (R+

0 )
6
o

, g 2 [0, #]  and w 2 R+,

onde # > 0 é arbitrariamente pequeno. As duas primeiras 
equações de (2.1), Ṡ e İ , são independentes de R, razão pela 
qual se pode reduzir (2.1) a:

ẋ = fg(x) ,

8
>><

>>:

Ṡ = S(A − S)− bg(t)IS

İ = bg(t)IS − (µ + d)I − rI
a + I

,
 
(2.2)

com x = (S, I). Denote-se por f0(x) o campo de vetores 
associado a (2.2) que está bem definido em (R+

0 )
2.

2.5. Resultados
Tal como já foi referido na secção 1.2, o escalar R0 pode 
ser visto como o número médio de contactos geradores de 
infeção de um único indivíduo durante todo o período em 
que permanece infectado. De acordo com [1, 9], para o mo-
delo (2.1), esse número pode ser calculado explicitamente 
do seguinte modo:

 

2 Em §2.4 serão enunciadas as propriedades analíticas sobre esta 
função.

Figura 2. Representação gráfica da taxa de infeção  
βγ (�) com γ > 0 (a vermelho).

2.3. Motivação 
O sistema (2.1) foi inspirado no modelo SIR clássico [8], 
com as seguintes adaptações:

(1) Na classe dos Suscetíveis considera-se o crescimento 
logístico S(A � S) [10] ao invés de crescimento line-
ar ou exponencial; 

(2) A taxa de transmissão da doença é dada por uma 
função periódica não autónoma capaz de capturar 
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R0 = lim
T!+•

1
T

Z T

0

Ab(t)
µ + r

a
dt =

b0 A
µ + r

a
≥ 0.       (2.3)

O resultado principal de [4] enuncia que existem parâme-
tros em L tais que, se w for suficientemente grande, então 
é "probabilisticamente fácil" encontrar campos de vetores 
da família fg cuja dinâmica exibe caos e onde é difícil efe-
tuar previsões rigorosas acerca da evolução do número de 
infetados. Este fenómeno pode ter consequências a nível 
pandémico. Mais formalmente, tem-se:

Teorema A. [4] Existe um conjunto aberto e não vazio 
de L, e w? > 0, para os quais o modelo (2.2) apresenta 
R0 < 1 e tal que, se w > w?, então a seguinte desigual-
dade é válida:

lim inf
#!0+

| {g 2 [0, #] : fg exibe caos} |
#

> 0,        (2.4)

onde | · | denota o comprimento usual.

As implicações dinâmicas do teorema A são natural-
mente induzidas para o sistema (2.1). O resultado é consis-
tente com a crença empírica de que a sazonalidade intensa 
induz caos [1, 6, 7].

 
 

3 Ideia geométrica da prova e implicações 
biológicas
Nesta secção descreve-se a ideia geométrica da prova e as 
implicações epidemiológicas do Teorema A.

3.1. Considerações acerca da Prova
A demonstração do teorema A em [4] assenta nas seguintes 
ideias:

 Para g = 0, existe um conjunto aberto e não vazio de 
L para o qual R0 < 1 e o sistema (2.2) exibem uma solução 
periódica atratora, como sugerido pela figura 3;

 Para g > 0 e w ⇡ 0, o sistema não autónomo (2.2) é 
equivalente a um sistema autónomo tridimensional exibin-
do um toro bidimensional invariante e atrator;

 À medida que w vai crescendo, o toro vai sendo des-
truído e, para w suficientemente grande, emergem atrato-
res caóticos observáveis numericamente ("rank-one attrac-
tors" na terminologia de [13]). 

O método para encontrar atratores estranhos não pode 
ser usado diretamente no modelo SIR clássico [8]; é necessá-
rio incluir o crescimento logístico em (2.1) para definir um 

conjunto aberto de parâmetros no qual ocorre uma bifur-
cação de Hopf. Produzindo um toro invariante no sistema 
autónomo associado, a teoria associada à "Quebra de toro" 
[12] pode ser aplicada e a abundância de atratores estranhos 
segue por [13]. A prova do teorema A é válida para outros 

Figura 3. Esquema do diagrama de fase da equação (2.2). Os 
pontos representam equilíbrios. A curva fechada a azul deno-

ta uma solução periódica atratora.

modelos com perturbações periódicas cujo fluxo exiba uma 
solução periódica atratora.

3.2. Implicações Biológicas
Em [4] procura-se entender as consequências da sazonali-
dade em modelos epidémiológicos simples. Analisa-se um 
sistema dinâmico periodicamente forçado inspirado no 
modelo SIR através da adição de um termo não autónomo 
da forma 

bg(t) = b0 (1 + gF(wt)) .

O modelo de [4] contempla a capacidade-limite da popula-
ção [14] e uma taxa de tratamento saturada [9].  O termo F 
em bg(t) pode ser visto como uma função periódica com 
dois extremos globais (governando as estações definidas 
pelas condições meteorológicas). O parâmetro w pode ser 
interpretado como uma sazonalidade extra em relação à 
função F original. Este parâmetro w > 0 pode ser deter-
minado por motivos políticos, férias escolares e/ou confi-
namentos forçados. 

Finaliza-se esta secção com uma breve consideração so-
bre o número R0 usado em modelos epidemiológicos. O 
modelo estudado em [4] apresenta caos e R0 < 1, eviden-
ciando que o número de infetados pode não estar contro-
lado com R0 < 1. A definição de R0 não é uma grandeza 
universal que se aplique a todas as configurações [9]. 

Se o escalar R0 for usado em trabalhos de investigação, 
ele deve ser acompanhado das premissas subjacentes ao 
modelo e da evidência de que ele é realmente um critério 
de controlo. Este facto deve servir de alerta para todos os 
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que fazem cálculos numéricos e que deduzem que a doença 
infecciosa desaparece meramente porque R0 < 1.

4. Problema em aberto: a vacinação
A existência de caos (atratores estranhos) em modelos 
epidemiológicos pode ser vista como um fenómeno in-
desejável associado à imprevisibilidade.  Neste sentido, o 
problema de converter caos em dinâmica regular torna-se 
particularmente relevante. No contexto do sistema (2.1), 
evitar dinâmicas caóticas pode ser operacionalizado pela 
introdução de uma perturbação periódica que modela uma 
estratégia de vacinação sazonal, v(t). Simulações numéricas 
mostram que uma diferença de fase entre as duas funções 
periódicas (taxa de infeção b(t) e taxa de vacinação v(t)) 
podem desempenhar um papel importante no controlo do 
caos. Tal controlo pode contribuir para otimizar a política 
de vacinação, garantindo que a proporção de indivíduos 
Suscetíveis permanece abaixo de um determinado limiar.

Em [4], conjetura-se que se a frequência de v(t) for su-
ficientemente próxima da frequência de bg(t) e separada 
por uma constante de fase, então a emergência de caos 
não é possível, estabilizando assim a dinâmica do sistema.  
A prova dessa conjetura é um trabalho em curso no tra-
balho de doutoramento de J. Carvalho (Universidade do 
Porto).

O autor contou com o apoio do CMUP, Portugal (UIBD/
MAT/00144/2020), que é financiado pela Fundação para a Ci-
ência e a Tecnologia (FCT) com fundos estruturais nacionais e 
europeus através dos programas FEDER, no âmbito do PT2020. 
Também teve apoio do projeto CEECIND/01075/2020 do Estímu-
lo do Emprego Científico (Apoio Individual) financiado pola FCT.
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pessoa

dinis pestana: 
relatos de um percursO
Professor catedrático aposentado do Departamento de Estatística 
e Investigação Operacional da Faculdade de Ciências da Univer-
sidade de Lisboa, Dinis Duarte Ferreira Pestana licenciou-se em 
Matemática Pura pela Universidade de Lisboa em 1972, vindo a 
doutorar-se em Sheffield, UK, em 1978, sob orientação do Prof. 
D. N. Shanbhag. Fez uma notabilíssima carreira de probabilista e 
de estatístico, contando com inúmeros artigos antes e depois da 
sua aposentação (em novembro de 2010), sendo ainda hoje inves-
tigador do Centro de Estatística e Aplicações da Universidade de 
Lisboa e do Instituto de Investigação Científica Bento da Rocha Ca-
bral. Tendo lecionado sobretudo Probabilidade, Estatística, Bioes-
tatística, Amostragem e Análise Numérica, primeiro na Secção de 
Matemática Aplicada e, depois, no Departamento de Estatística e 
Investigação Operacional, ficaram famosas as suas aulas (e os enun-
ciados dos seus exames…). Espelho da sua dedicação à investigação 
e ao ensino são os 21 doutorandos que orientou. Dinis Pestana é 
um sedutor: pela elegância e pela simpatia do acolhimento, pela sua 
vasta erudição que não se cinge à sua área de atuação (rapidamente 
passando da literatura à música), mas também pelos inúmeros epi-
sódios (por vezes hilariantes) com que vai salpicando a conversa. 
Não se sente a passagem das horas e o que de seguida se regista é 
uma restrita amostra da conversa tida em finais de junho. Amostra 
enviesada, certamente (há episódios não publicáveis…).

Dinis Pestana recebe-nos em Cacilhas, nas instalações do Clube Naval de Almada, justamente ao 
lado da doca seca onde repousa o antigo submarino Barracuda. Mal nos apresentámos, e mesmo antes de 
explicarmos o modus faciendi da entrevista, já Dinis Pestana nos brinda com um exemplar da sua “dama 
favorita”, a Estatística.
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Dinis Pestana Eu pertencia, em 2001, a uma subco-
missão do Conselho Superior de Estatística para prepa-
ração do censo. Os Censos são inquéritos que visam o 
recenseamento geral da população e também o da habi-
tação e podem conter algumas perguntas que parecem 
abstrusas… Se me perguntarem qual o tipo de cobertura 
do meu prédio, não faço a menor ideia. A subcomissão 
recebeu mil e tal sugestões de alteração ao projeto de in-
quérito que tinha sido divulgado, que é a melhor maneira 
de não se alterar nada… Porque, às tantas, aquilo cansa. 
Por pressão de certos grupos, pretendia-se que figurasse 
uma pergunta sobre quantas lésbicas ou homossexuais 
havia no agregado familiar. E eu disse que isso era a me-
lhor forma de ter uma subavaliação. Primeiro que nada, 

porque o chefe de família se calhar é o último a saber 
dessas coisas. Por outro lado, responder sinceramente a 
uma pergunta destas é uma coisa que se sabe que pode 
não acontecer. E, além disso, é um risco para quem faz 
as entrevistas, pois pode ser agredido por pessoas que 
tenham ideias mais preconceituosas. Uma obra interes-
sante sobre amostragem é o famoso Relatório Kinsey so-
bre sexualidade1, onde ele refere precisamente a forma 
de perguntar e diz que há determinadas perguntas que 
não se podem fazer diretamente, sendo melhor fazê-las 
como se já se soubesse a resposta e esta fosse a menos 

1 Kinsey AC, Pomeroy WR, Martin CE. Sexual behavior in the human male. 
1948. Am J Public Health. 2003 Jun;93(6):894-8.

Dinis Pestana, conversa em Cacilhas (junho de 2022)
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pacífica, digamos. Por exemplo, numa situação destas 
(uma parte do inquérito deles era exatamente sobre ex-
periência homossexual e tem muitos disparates), eles 
nunca perguntavam diretamente se a pessoa já tinha 
tido alguma experiência homossexual, porque dizer sim 
ou não era fácil. Perguntavam antes há quanto tempo é 
que teve a última experiência homossexual. O capítulo 
2 do livro chama-se “Amostragem” e tem uma série de 
considerações judiciosas e interessantes sobre o assunto. 
Ainda a respeito da revisão dos Censos, de todas as su-
gestões a única que foi adotada por imposição política, e 
que causou o protesto veemente de todo o Conselho, foi 
a pergunta “Quantos deficientes existem nesta casa?”. 
Foi uma pergunta totalmente estúpida, porque eu posso 
considerar que sou deficiente por ser obeso, ou por usar 
óculos ou por ouvir mal, mas a maior parte das pessoas 
não considera estas características uma deficiência, por-
tanto, é uma pergunta que não está determinada de tal 
forma que tenha algum interesse.

Gazeta [de Matemática] Professor, iniciamos en-
tão a entrevista com perguntas simples. Em que momen-
to da sua formação se tornou claro que a Matemática iria 
ser a sua disciplina de formação? Que pessoas tiveram 

influência nessa decisão? E porquê Matemática Pura?

Dinis Pestana A decisão teve um motivo muito sim-
ples: desde muito cedo ganhava o meu dinheiro dando 
explicações, e todos os meus alunos estavam a optar pe-
las áreas de Ciências, Engenharia, Economia, pelo que, 
para os manter, tinha de aprender mais Matemática, 
Física e Química. Por isso (na altura, aluno do 1.º ano 
da licenciatura em Românicas), decidi averiguar o que 
era necessário para mudar para o curso de Matemática, 
descobrindo que tinha de fazer os exames de Matemáti-
ca, Física e Química, e Desenho (Geometria Descritiva) 
do então 7.º ano. Comprei os livros e estudei-os (apenas 
uma vez cada, foi em meados de maio e os exames eram 
em junho, não deu para mais). Consegui assim mudar 
de curso, e a escolha de Matemática Pura também foi 
muito pragmática: nas disciplinas de Matemática não 
havia assinatura de folhas de presença, e por isso con-
tinuava a ter muito tempo para dar explicações. Quase 
tenho vergonha de o dizer, mas na altura em que eu es-
tava no 3.º ano da faculdade, acho que fui a duas aulas 
durante o ano inteiro. Enquanto na altura um professor 
catedrático ganhava à volta de dez contos [cerca de €50] 
por mês, eu ganhava 20 e tal contos a dar explicações. 

Dinis Pestana, conversa em Cacilhas (junho de 2022)
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Portanto, não me dava tempo para ir às aulas.
Claro que faltar às aulas tinha consequências, e devo 

o meu curso ao melhor dos meus colegas, o António 
Monteiro (o melhor aluno do meu curso), que generosa-
mente me emprestava os seus excelentes apontamentos 
algum tempo antes do exame.

Gazeta Que aspetos da sociedade portuguesa desse 
tempo (finais dos anos ’60, inícios dos anos ‘70 do séc. 
XX) foram marcantes nessa formação?

Dinis Pestana Eu acho que aquilo que me marcou 
mais foi o facto de a minha mãe achar que era muito mais 
interessante investir na nossa instrução do que deixar-
-nos dinheiro [como herança]. E daí a opção dos nossos 
pais de nos porem, à minha irmã e a mim, a estudar no 
Liceu Francês, que era caro na altura, apesar de em certo 
momento nos terem dado uma bolsa da Gulbenkian.

Nesse tempo dava muito pouca atenção a Isto Tudo 
que nos Rodeia (título emprestado do Jorge de Sena). Tive 
uma adolescência protegida ou alienada, como preferi-
rem, vivia em Campolide e era aluno do Liceu Francês, 
e tirando as férias (em família) pouco me movia fora 
daqueles polos. Como vos disse, aos 16 comecei a dar 
explicações, e depois fui para a faculdade. Estava mais 
interessado no trabalho que me dava o dinheiro para 
comprar livros e nos livros que lia do que em qualquer 
outra coisa. O facto de ter tido excecionais professores 
no liceu, muitos dos quais não conseguiam trabalhar 
noutro sítio devido às opções políticas, inclinou-me para 
escolhas de esquerda, que continuam a pesar na minha 
vida nos momentos de eleições, mas de resto o meu inte-
resse por política é muito reduzido.

Gazeta Continuou a sua formação em Sheffield. Qual a 
razão desta escolha e que recordações guarda da comu-
nidade matemática com quem partilhou esses tempos?

Dinis Pestana A escolha de Sheffield foi uma indicação 
do Prof. Tiago de Oliveira, por achar que o Joe Gani estava 
a dirigir um Departamento de Estatística muito forte. Mas 
de facto este tinha ido para a Austrália, deixando, porém, 
como legado um corpo académico muito bom e o Applied 
Probability Trust, que publica o Journal of Applied Probabili-
ty, o Advances in Applied Probability e o Teaching of Statistics. 
O meu orientador foi o Dr. Damodar Shanbhag, excelen-
te probabilista, com uma obra publicada de qualidade e 
consistente, apesar de muito variada. Aliás, como ele me 

avisou logo no início, teria de me despachar, pois ele mu-
dava de tema de interesse de dois em dois ou de três em 
três anos. Na altura o interesse dele era divisibilidade in-
finita e unimodalidade, e foram esses os temas da minha 
dissertação.

Havia seminário às quartas-feiras, mas a diversidade 
do corpo docente levava a que os alunos de doutoramento 
poucos interesses comuns tivessem, e de facto o contacto 
com outros doutorandos fosse escasso, tirando obviamen-
te com a Ivette, a minha esposa (embora eu goste mais de 
dizer que vivemos em pecado há quase meio século, não 
tivemos a bênção de um padre...) e, a partir do 2.º ano, com 
a Antónia Amaral, que também tinha ido para lá fazer o 
doutoramento. Ainda tentei pertencer a um grupo de tra-
balho sobre processos pontuais, mas a segunda sessão foi 
tão lenta e gaguejante que acho que o grupo se dissolveu 
por morte natural.

Eu gostei muito de estar em Sheffield. A estrutura in-
glesa é diferente da nossa. Os professores associados são 
escolhidos com uma multiplicidade de critérios, muito 
mais inglesa do que continental. Tínhamos dois professo-
res associados e um deles era a Hilda Davis que era re-
putada de conhecer todos os alunos, saber detetar todos 
os seus problemas e resolvê-los. Portanto, era uma paci-
ficadora daquela gente que ainda tem as hormonas em 
grande turbulência. Era uma pessoa encantadora e muito 
especial.

Lembro-me também do professor Morris Walter, que 
não era doutorado, mas era Full Professor, um dos nomes 
grandes da Teoria de Séries Temporais, mas que era um 
indivíduo muito estranho. Não gostava de falar às pesso-
as. Quando é que ele socializava? Sheffield estava ligado 
a duas universidades de Manchester e em cada trimestre 
fazia-se um seminário comum e aquilo ficava a 45 milhas 
de distância. O departamento pagava a deslocação, mas 
aconselhava a quem fosse de carro que levasse mais três 
pessoas, para ficar mais barato ao departamento. Nessa 
altura o professor Walter procurava três vítimas inocentes 
e desconhecedoras para irem com ele. Porquê desconhece-
doras? Porque entre Sheffield e Manchester havia uma pe-
quena cidade chamada Glossop e quando o Walter chega-
va lá, estacionava o carro, porque não conseguia estacio-
nar em Manchester. Portanto, as pessoas [que o acompa-
nhavam] não sabiam, mas quando chegavam ali, tinham 
de ir [o resto da viagem] de comboio até Manchester!

Gazeta Mas foi lá que conheceu a sua esposa, a profes-
sora Ivette? Ou foi cá e convenceu-a a ir para lá?



46 GAZETA DE MATEMÁTICA  • 198

Dinis Pestana Não, nada disso! Vão ver como estão 
enganados. A Ivette terminou o curso antes de mim, de-
vido ao tempo que passei na Faculdade de Letras. Por 
isso, foi assistente das cadeiras de Teoria das Probabi-
lidades e Processos Estocásticos, que eu tive no 4.º ano 
da licenciatura. Acho que não fui a nenhuma das au-
las práticas de Processos Estocásticos e a Prof.ª Fátima 
Fontes de Sousa queria dar-me 19, mas ela opôs-se, e só 
tive 18, apesar do meu original trabalho sobre a música 
estocástica do [Iánnis] Xenákis. Como castigo, na altura 
em que em grupo, eu, a Ivette, a Antónia Amaral (Turk-
man) e a irmã, e a Helena Barroso (Morin), fomos passar 
férias ao Algarve, quando fomos a uma boîte, perguntei-
-lhe se queria casar comigo, e ela disse logo que sim. Em 
setembro ela tinha de ir à Alemanha fazer um curso de 
alemão e resolvemos casar a 10 de outubro. Eu acho que 
quando as coisas são para fazer, fazem-se! No dia em 
que regressámos das férias, acho que a Helena Barroso 
disse à Ivette “Mas tu já avisaste a tua mãe?” A Ivete 
disse “Não” (a Ivette é muito distraída…).  A Ivette lá 
telefonou à mãe, mas só disse que tinha uma surpresa... 
Quando chegámos, às tantas a senhora perguntou qual 
era a surpresa, eu respondi que ia casar com a filha dela, 
mas foi uma genuína situação de surdez psíquica, conti-
nuou a sorrir, e daí a um bocado perguntou de novo qual 
era a surpresa, com o mesmo resultado. Só à terceira vez 
que perguntou, e a Helena Barroso lhe gritou “Ele vai 
casar com a sua filha” é que ela fez um ar consternado. 
[Gargalhadas] 

Gazeta Foi então com a sua esposa para Inglaterra…

Dinis Pestana Fomos os dois no ano seguinte. Foi um 
período talvez um bocadinho difícil, tínhamos um miú-
do [Pedro Pestana] que tinha nascido em agosto e fomos 
para lá no fim de setembro. Ainda assim, tivemos os dois 
bolsa da Gulbenkian.

Gazeta Regressado a Portugal, ingressa na Secção de 
Matemática Aplicada da FCUL e, já em 1983, no Depar-
tamento de Estatística da FCUL. Como se chega tão jo-
vem a coordenador do Centro de Estatística e Aplicações 
da Universidade de Lisboa? 

Dinis Pestana Acho que passei para a Secção de Ma-
temática Aplicada ainda em 1975, antes de ir para She-
ffield, como assistente estagiário. No regresso, a Ivette e 
eu fomos contemplados com o período de expansão das 

universidades, começado pelo Veiga Simão (um homem 
notável) e que frutificou com o Estatuto da Carreira Do-
cente Universitária do tempo da Eng.ª Maria de Lourdes 
Pintasilgo. Assim, creio que em 1980 já éramos professo-
res associados, e, como tivemos algum êxito em publica-
ções, creio que obtivemos o título de Professor Agregado 
em 1983. Por volta de 1986, como o estatuto obrigava a 
pôr a concurso os lugares de dois em dois anos, concor-
remos ambos a professores catedráticos. Assim, foi um 
misto de trabalho, sorte e oportunidades.

Gazeta Mudando de assunto, o professor tem fama de 
brincalhão, sobretudo com aqueles com quem mais se 
sente à vontade. Que histórias nos pode contar sobre os 
exemplos dados em aulas?

Dinis Pestana Às vezes nas aulas utilizava como ins-
piração dois primos da Ivette, os irmãos Carlos e o Rui, 
que eram gémeos. Contava a história de dois gémeos 
que ainda estavam por nascer com temperamentos di-
ferentes. O Rui dizia ao Carlos que deveriam continuar 
quentinhos dentro da mãe pois os papás poderiam ser 
pobres. Já o Carlos, mais afoito, sugeria uma visita lá fora 
ansioso com a possibilidade dos brinquedos da Guerra 
das Estrelas ou comboios elétricos. Um dia, o Carlos, mais 
curioso, decidiu colocar a mão de fora para ver como era 
o mundo exterior. Todo contente, abraçou o seu irmão 
Rui e, disse: “Já podemos nascer! Os papás são ricos.  
A mamã até tem casaco de peles…” Este é um bom exem-
plo para verem como a recolha de dados pode ser ex-
tremamente errada e que tal como nem tudo o que vem 
à rede é peixe, também nem tudo o que vem à mão é 
casaco de chinchila. Houve exemplos como este que per-
correram toda a faculdade no mesmo dia. 

Gazeta Este exemplo relembra-nos as provas com hu-
mor para maiores de 18 anos elaboradas pelo professor. 
Quer contar-nos um pouco sobre essas provas?

Dinis Pestana A aventura dos meus exames extrava-
gantes começa com um teste por alturas do Natal para 
dispensarem de exame. Sempre fiz todos os possíveis 
para que os alunos fossem aprovados e tivessem boas 
notas. Na verdade, quando comecei a dar Bioestatística 
na Faculdade de Farmácia a média das classificações su-
biu quatro valores, o que foi uma enorme alegria para 
os diretores.

Um aluno que veio tirar dúvidas disse-me “Não seja 
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mau para as criancinhas”, e eu agradeci porque isso me 
lembrou a matança ordenada pelo rei Herodes, o que me 
inspirou a elaborar o enunciado do teste sobre a matan-
ça dos santos inocentes.

Depois, foi um pouco ao sabor do acaso. Enquanto 
nas cadeiras de Bioestatística tentava usar questões de 
Biologia, nas cadeiras de Probabilidade dos cursos da 
área de Matemática inspirava-me em contos infantis, ou 
em efemérides, como a notícia de a Lorena Bobbitt ter 
cortado uma parte essencial do marido, John Bobbitt, e 
tê-la atirado para o jardim, sendo depois reconstituída 
com tanto sucesso que ele veio a ter uma carreira no ci-
nema porno; ou o anão rezingão, que se achava preju-
dicado na repartição das noites que a Branca de Neve 
concedia a cada anão...

Creio que a obra-prima dos meus exames é a que usa 
personagens de contos infantis, mas a presidente do De-
partamento de Matemática da altura mandou a secre-
tária do departamento interrogar os alunos para saber 
se tinham ficado ofendidos (negaram), e isso levou-me 
a perceber que nem sempre as minhas qualidades eram 
apreciadas. 

Gazeta Tem uma paixão de longa data pela literatura. 
Nas suas palavras, “a par da ciência, a literatura tem o 
dom de ampliar aquilo que nos interessa e de criarmos 

um pouco mais de alma.” Como é que o seu interesse 
pela literatura interseta os seus interesses científicos?

Dinis Pestana Sempre li muito. Tenho muito prazer 
em reler. Na minha idade costumo revisitar aquilo de 
que gostei, o que às vezes me desilude. Alguns livros 
são quase uma metáfora da existência de universos pa-
ralelos, e proporcionam-nos emotiva e intelectualmen-
te uma experiência que na nossa vidinha rotineira não 
conseguiríamos ter. E a beleza encantatória do encade-
amento de sons enche a razão e o coração. O belo con-
to breve Homero, da Sophia, pode ser uma descrição de 
como criava versos de um ritmo e de uma sonoridade 
capazes de ressuscitar o radical Catilina, que, pela voz 
da poetisa, diz: “sou a seta lançada em pleno espaço / e 
tenho de cumprir o meu impulso”. No fundo, em poesia 
um universo cabe num verso.

Gazeta É notável em diversos escritos e conferências 
a sua apetência por questões da filosofia da ciência, em 
torno por exemplo da construção do conhecimento cien-
tífico. Cita frequentemente a resposta do físico Linus 
Pauling sobre o que está na base do sucesso em ciên-
cia, “ter muitas ideias, e a coragem de deitar quase todas 
fora”, como paradigma do pensamento científico, com 
o seu paralelismo no trabalho do estatístico. Chegou a 

Dinis Pestana e Maria 
Ivette Gomes em Du-
brovnik (VI International 
Symposium on Comput-
ers at the University, 
Dubrovnik, 1984)
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afirmar que a Estatística converteu incerteza e acaso em 
aliados, em vez de inimigos, na aventura da criação do 
conhecimento. Quais são as suas principais reflexões em 
torno desta área?  

Dinis Pestana A metodologia da investigação científi-
ca talvez tenha sido o assunto mais fascinante que apren-
di no liceu. Tive um excecional professor de Filosofia, o 
Rui Grácio, que despertou o meu interesse pela Teoria do 
Conhecimento e a Metodologia da Investigação Científi-
ca, temas do programa que ele tratou com muito detalhe. 
Nas questões da filosofia da ciência, sou apenas um ama-
dor que acha que a amostragem nas urnas de Laplace nos 
ensina alguma coisa sobre a construção do conhecimento 
a partir da experiência, e que acha interessante que no 
fim do século XIX, com instrumentos rústicos para os 
nossos tempos (como os atuais serão em algumas déca-
das) Poincaré achasse que probabilidades superiores a 
0.999 conduziam a uma “certeza moral”, e as inferiores 
a 0.001 a uma “impossibilidade moral”. Alguns parado-
xos, por exemplo o de São Petersburgo, que muitos têm 
tentado contornar (o que levou em particular à criação da 
teoria da utilidade), também me têm encantado e obriga-
do a refletir.

Mas tudo o que publiquei sobre o assunto é bastante 
amador, apesar de continuar a achar interessante o que 
escrevi em The Ways of Probable Truth2.

Certo dia, um jornalista telefonou-me dizendo que 
um colega de Coimbra lhe respondera que não aposta-
va no Euromilhões porque a probabilidade de ganhar o 
jackpot era a mesma jogando ou não jogando. Queria o 
jornalista saber se compartilhava dessa opinião. Eu res-
pondi que não, que gostava de apostar, porque a proba-
bilidade de enriquecer a jogar ou a roubar era maior do 
que a de enriquecer a trabalhar, e a minha opção era de 
vez em quando jogar. A Santa Casa nunca teve a gentileza 
de me recompensar por uma publicidade tão genuína, e 
continuo a jogar de vez em quando, o que me permitiu 
comprar a minha casa dos Açores, onde passo sempre 
que possível uns dois meses por ano, e obrigou a minha 
mulher a deixar de dizer quando me via comprar lotaria 
que me “saía dinheiro do bolso”.

Gazeta Gosta muito dos Açores.

Dinis Pestana Os Açores são muito bonitos. Orientei o 
doutoramento de três docentes da Universidade dos Aço-
res, criei amigos, tornou-se uma segunda naturalidade.

Gazeta O professor é um comunicador nato e aborda 
diversos temas. Nos seus trabalhos e orientações gosta 
também de percorrer muitos assuntos distintos e não co-
nectados. Pensa que esta escolha possa ter sido um fator 
de dispersão na sua carreira ou enriqueceu-o? 

Provas de agregação em 1983 
(da esquerda para a direita) Tia-
go de Oliveira, Bento Murteira, 
Fátima Fontes de Sousa, vice-
reitor Gomes Ferreira, Dinis 
Pestana, Rogério Nunes e Pedro 
Braumann.
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Dinis Pestana Eu gosto de variedade e foi esta que 
me permitiu ter um papel de auxílio a outras institui-
ções de ensino. Essas instituições precisam de pessoas 
com uma diversidade de cultura e de problemas que as 
enriqueçam. Nesse sentido, orientei de forma muito di-
ferente os meus estudantes. Sempre me esforcei por não 
fazer repetições, e aprendi muito com eles e com os seus 
temas.

No entanto, houve um fio consistente de trabalho em 
temas de Probabilidade e Teoria das Distribuições, a par 
da diversificação com os interesses ligados a orientação 
de doutoramentos e colaboração com cientistas de ou-
tras áreas. Enfim, um equilíbrio de unidade e diversida-
de, como creio que acontece com quem vive mais tempo. 
A diversidade ocorre com o tempo, porque a vida é com-
plexa: tem uma parte real e uma parte imaginária.

Por exemplo, um dos meus excelentes alunos de dou-
toramento, o Rui Santos, fez um trabalho espetacular 
sobre a tentativa de axiomatização da Probabilidade na 
tese de Diogo Pacheco d’Amorim, de 1914, que transcen-
de largamente um estudo histórico. Corrige de forma 
muito criativa conceções erradas, como o da construção 
da probabilidade contínua partindo e dobrando repe-
tidamente um segmento até ter uma curva contínua, o 
que leva Pacheco d’Amorim a afirmar que os dois ex-
tremos se tocam ‒ de facto, na construção do Pacheco 
d’Amorim o que acontece é que no limite todos os pon-
tos coincidem, o que não tem interesse nenhum para a 
“probabilidade contínua” que ele queria resolver ‒ e que 
de facto já estava bem lançada pelo Borel em 1909. O Rui 
estabeleceu um resultado realmente interessante, usan-
do renormalização em cada passo da iteração, de forma 
a, no limite, não ter um resultado degenerado.

Gazeta Pode referir alguns dos problemas que mais o 
interessaram no decorrer da sua carreira de estatístico? 
E qual é o problema que gostaria de resolver e ainda não 
resolveu?

Dinis Pestana Grande parte dos meus interesses de 
investigação surgiram nos três anos em que fabriquei o 
meu doutoramento. Os temas centrais foram as leis limi-
tes de somas de variáveis aleatórias e a unimodalidade, 
ficando com uma admiração deslumbrada pelo Paul Lévy 
e o seu discípulo W. Doeblin (prematuramente morto na 
guerra, mas que antes disso caracterizou os domínios de 
atração das estáveis para somas), e pela caracterização de 
Khinchine das autodecomponíveis para somas. 

Depois descobri a teoria de representações usando 
pontos extremos, com a análise estocástica de D. G. Ken-
dall e do seu discípulo Rollo Davidson (que morreu com 
25 anos, se a memória não me engana, com a mania das 
escaladas, mas que antes disso fez um trabalho exce-
cional sobre semigrupos délficos). E nos estudos sobre 
unimodalidade e caracterização de Pólya, lembrei-me 
de, em trabalhos de Paul Lévy, ter encontrado deriva-
das e integrais de ordem não inteira, e felizmente na bi-
blioteca havia um livro de “cálculo difero-integral”, que 
foi um instrumento precioso para estender a classe das 
transformadas de Laplace com transformadas Beta(1,q) e 
unimodalidade generalizada. 

Durante alguns anos foram estes os meus temas de 
investigação e publicação, e creio que já no ano final de 
doutoramento comecei a olhar para as similitudes e di-
ferenças da teoria de valores extremos, talvez por oca-
sionalmente falar com a Ivette sobre essas questões.

Gazeta Como lidam entre si dois estatísticos na mes-
ma casa?

Dinis Pestana Olhe, esta arte de lidar com o outro no 
casamento se calhar tem muito a ver com o não colidir-
mos muito um com o outro. A minha mulher gosta de 
futebol, eu tenho astigmatismo e não consigo ver onde 
é que a bola anda no meio daquilo tudo e tenho pou-
co interesse. Eu gosto de ópera e ainda por cima, como 
ouço mal, ponho alto e ela não gosta de ópera, acha que 
aquilo é uma berraria, mas como temos uma casa muito 
grande, isso não tem importância. A Ivette tem um bom 
feitio e, portanto, se eu tenho ou não bom feitio, isso não 
tem a menor importância. Com certeza que eu não te-
nho a mais mínima dúvida de que ela é muito melhor 
investigadora do que eu. Ela é de topo e eu sou apenas 
mediano. Dei-lhe algumas ideias de vez em quando e 
um princípio que tomámos desde base foi que trabalho 
um com o outro não é a nossa ideia. Apenas assinei tra-
balhos com a Ivette em situações em que a minha contri-
buição tinha sido considerável.

Por exemplo, quando trabalhámos em meta-análise, 
área onde, por exemplo, orientei a Fátima Brilhante, o 
que acontece é que temos de conjugar p-values obtidos 
de diversas experiências que às vezes são demasiado 

2 Pestana, D., and Sequeira, F. (2016). The Ways of Probable Truth, In O. 
Pombo and G. Santos (eds), Philosophy of Science in the 21st Century – 
Challenges and Tasks, Documenta, CFCUL, 91-111.
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poucos para terem interesse. Pensei então, vamos am-
pliar os p-values à custa de teoremas de caracteriza-
ção das variáveis uniformes, resultado que eu já tinha. 
Como a Ivette é muito melhor do que eu em estatística 
computacional, colaborou connosco. Digamos que a par-
te mais teórica do trabalho é minha, mas ela teve a sua 
parte. Este foi um dos trabalhos que com ela coassinei. 
Outro, foi quando construí uma extensão da família das 
betas e alterei a equação de Verhulst para obter cresci-
mentos populacionais Gompertz (portanto, tipo lei de 
extremos Gumbel). Conseguimos com isto relacionar es-
tas leis com as leis de Gumbel, Fréchet e Weibull. Como 
a Ivette é da área de extremos, acabámos por publicar 
um ou outro trabalho sobre isto na utilização de mode-
los demográficos em que surgissem equilíbrios diferen-
tes do clássico equilíbrio logístico.

Outro trabalho que temos em conjunto é relacionado 
com o estimador de Hill, um estimador não paramétri-
co que pega nas estatísticas ordinais de topo, passa ao 
logaritmo e faz uma média geométrica, ou seja, média 
de ordem p=0. Falámos disso por acaso e numa conver-
sa acabei por lhe sugerir que utilizasse outra média que 
não a geométrica. Considerámos médias de ordem p.  
A Ivette tem publicado muitos trabalhos em que apa-
recem médias de ordem p. Em resumo, a interseção do 
nosso trabalho teve sempre justificação. Nunca fizemos 
uma carreira de competição, nem de paralelismo, nem 
de colagem.

Gazeta Voltando aos trabalhos por concretizar…

Dinis Pestana Os meus interesses alargaram-se, en-
tretanto, para outras questões da teoria das distribui-
ções estatísticas (benditos volumes de Johnson, Kotz e 
Balakrishnan, que dão acesso fértil a tantos resultados!), 
com particular interesse na studentização em populações 
não-gaussianas ‒ a súmula dos resultados que desenvol-
vi com alguns alunos de doutoramento está no curso de 
Inferência Estatística sobre a Localização, que está aces-
sível na página da Sociedade Portuguesa de Estatística.

Ao discutir as provas de agregação do Egídio dos 
Reis, descobri as expressões recursivas de Panjer-Sun-
dt, e como na altura estava em contagens de bastardos 
de passarinhas que devem ter aprendido a ser infiéis 
na ópera Così Fan Tutte, do Mozart, fiz trabalhos sobre 
modelos fundamentais de contagem. Também fiz algum 
trabalho sobre expansões de Edgeworth e vários tipos 
de momentos, que me levou a uma demonstração quase 

elementar do teorema limite central (mas, claro, o que a 
teoria dos cumulantes que está por detrás implica não é 
tão elementar como eu gostaria).

Alguns dos novos temas (novos para mim, claro) 
ganharam raízes, em particular a orientação do douto-
ramento da Sandra Aleixo, em colaboração com o José 
Leonel Rocha, levou-me a ter resultados diversos em 
fractais e caos, ligando em particular a densidades betas 
e a uma extensão (em duas etapas, primeiro a que cha-
mei de betinhas, e depois uma classe que continuo a es-
tudar, englobando as betas mas com quatro parâmetros, 
que batizei com o nome BetaBoop), levando a equilíbrios 
populacionais que estendem de forma bem interessante 
a logística de Verhulst. Mas outros temas houve pelo ca-
minho, como desenvolvimentos da Teoria de Dorfman 
sobre análises clínicas conjuntas, e uma muito episódica 
colaboração com o meu filho, analisando numa perspe-
tiva de autossimilaridade as Façades de Philip Glass. O 
texto está publicado, mas infelizmente um computador 
“pifou” de forma irrecuperável, e perdi a comunicação 
que apresentei num congresso sobre o caos em Atenas, 
em que Façades servia de fundo musical a uma colagem 
de imagens e filmes de labirintos que me tinha levado 
horas e horas a fazer. Por fim, existem, sim, alguns pro-
blemas que gostaria de resolver, mas não sei se vale a 
pena maçar-vos com isso.

Gazeta O livro Introdução à Probabilidade e à Estatística 
– Volume I, do qual é coautor, é considerado por muito 
estatísticos um importante manual em português para 
uma sólida formação de um bom estatístico. Muitos es-
peram a sua continuação. Para quando o volume II?

Dinis Pestana Esse manual está esgotado há uma 
dezena de anos, e a Fundação Calouste Gulbenkian 
aparentemente deixou de investir nos textos universi-
tários. Há dois anos ainda pensámos pedir à Fundação 
Gulbenkian para ceder os direitos (que contratualmente 
têm para mais duas edições) ao Centro de Estatística e 
Aplicações ou a qualquer outra instituição (Sociedade 
Portuguesa de Estatística, ou Sociedade Portuguesa de 
Matemática, por exemplo) que quisessem manter o livro 
vivo, mas o isolamento decorrente da pandemia deixou 
tudo isso no limbo. Tenho pena, porque considero que é 
um livro muito bom e que o fundamental está escrito de 
uma forma agradável. Quando estava no fim da licen-
ciatura em Matemática, o professor mais marcante que 
tive, António Simões Neto, depois grande amigo, falou-
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-me do livro do W. Feller, An Introduction to Probability 
Theory and its Applications, que de facto mudou o meu 
entendimento da Probabilidade. Foi, em certo sentido, 
um modelo, não nas matérias abordadas, mas no intuito 
de procurar uma apresentação inicial simples e apelati-
va, complementada por uma apresentação mais formal 
e rigorosa. Tem características diferentes de outros ex-
celentes livros de Probabilidade e Estatística em portu-
guês, como o de Bento Murteira e Marília Antunes e o 
de Esmeralda Gonçalves e Nazaré Mendes Lopes (penso 
que o fim da Escolar Editora também vai tornar estes 
últimos inacessíveis, infelizmente).

Não tenho um conhecimento panorâmico de Estatís-
tica, creio que não me sentiria confiante na capacidade 
de escrever um livro mais centrado em Estatística que 
tivesse as qualidades do volume I. Penso que a Antónia 

Amaral Turkman é que poderia escrever um livro fas-
cinante mais focado em Estatística. O volume II que eu 
poderia escrever teria de ser mais centrado de novo em 
Probabilidade, mas os conhecimentos de Probabilidade 
mais avançados interessam a um público muito restrito, 
que tem acesso a excelente documentação em inglês, não 
tendo interesse editorial em português. Assim, não te-
nho grande incentivo para todo o investimento que teria 
de fazer. E a pergunta que eu gostaria de fazer é uma va-
riante da vossa, “Para quando a reedição do Volume I?”

Gazeta Voltando ao campo da filosofia da ciência, a 
matemática tem, apesar de Gödel (e os seus teoremas de 
incompletude), um alto grau de coerência. É a ciência 
onde é menos discutível o que é verdadeiro e o que é fal-
so. Como estatístico, se calhar não concordará com esta 

Dinis Pestana, conversa em Cacilhas (junho de 2022)
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frase. Mas o professor diz que a verdade pode ser vis-
ta como um labirinto de hipóteses e de possibilidades.  
Que reflexões lhe suscitam estes comentários?

Dinis Pestana Como disse antes, quando eu estava 
nas aulas de Filosofia do Rui Grácio, entre outras coisas, 
ele apresentou os vários critérios de verdade. Logo no 
início das Meditações Metafísicas, Descartes diz que os 
dados da razão pura nunca nos enganam, e sendo um 
cientista ele decerto considerava a coerência um critério 
de verdade, para além do seu critério de evidência (que 
me parece mais discutível, uma vez que ele o usou para 
validar o argumento de Santo Anselmo sobre a existên-
cia de Deus, sem que isso convertesse os que graças a 
Deus são ateus).

A coerência é um critério de verdade facilmente acei-
te, mas o conhecimento que “garante” só é de facto ver-
dadeiro se os pontos de partida, axiomas e definições, 
forem verdadeiros. Ora, a história da negação do 5.º pos-
tulado de Euclides, de que por um ponto exterior a uma 
reta passa uma paralela e só uma, mostra que a “verda-
de” afinal é uma entidade elusiva. Quase dá para acredi-
tar na afirmação de que a verdade é uma mulher nua no 
fundo de um poço, como defende uma personagem de 
Os Velhos Marinheiros, de Jorge Amado.

Se afinal não houver nenhuma paralela, ou infinitas, 
o que parece contraintuitivo, as geometrias de Riemann, 
Bolyai e Lobachevsky aí estão para mostrar que há ou-
tras construções coerentes, que me dizem que, em con-
textos mais estranhos, ‒ e haverá mais estranho do que 
quarks? ‒ parecem fazer sentido. Mas não sei discutir o 
assunto, e abandono. Quando tentamos aperceber-nos 
do que é verdade, se tivermos um espírito aberto, des-
cobrimos que a verdade é um labirinto. Aquilo que ad-
quirimos num dia pode ser posto em causa em dias ou 
horas que lhe sucedem.

Gazeta Que transformações registou na sua vida 
após a aposentação?

Dinis Pestana Mudou muita coisa. Gostava mais da 
minha vida anterior, porque uma componente muito 
importante da minha vida era dar aulas, ter contacto 
com os alunos e com os alunos de investigação que eu 
orientava.

Atualmente, uma das coisas que faço é ajudar anti-
gos alunos meus na sua colaboração com outras pesso-
as. Ainda na semana passada ajudei, a pedido do Fer-

nando Sequeira, alguém do Banco de Portugal que está 
a tentar fazer um trabalho sobre as vulnerabilidades e 
decorrente risco para os sistemas informáticos.

Se por um lado a minha vida não tem tantos estimu-
lantes como no passado, por outro lado posso ser mais 
agressivo nas minhas opções e menos bem-educado 
quando me apetece. [Risos] 

Gazeta Um colega, o falecido professor Pedro Ramos, 
publicou há alguns anos um livro intitulado Torturem os 
Números que Eles Confessam ‒ Sobre o Mau Uso e Abuso das 
Estatísticas em Portugal, e Não Só. Numa época em que 
somos bombardeados com todo o tipo de conclusões ba-
seadas em estudos “mais ou menos” sérios, preocupa-o 
o mau uso e abuso das estatísticas não só na Economia, 
mas em todas as áreas da nossa vida?   

Dinis Pestana No século XIX, Thomas Carlyle, um 
dos grandes constitucionalistas ingleses, escreveu um 
livro chamado Chartism. No capítulo 3 explica que odeia 
o nome Estatística, mas reconhece que a mesma é a de-
fesa dos homens comuns contra as aldrabices que lhes 
querem impingir. Infelizmente o papel que a Estatística 
tinha nesse século desapareceu e o abuso da Estatísti-
ca é preocupante. A patetice humana que substitui a 
fé religiosa por fé em patacoadas de nutricionismo, de 
todas as áreas de ciências humanas ‒ enfim, o triunfo 
do preconceito com o apoio de estatística irracional ‒ é 
um fenómeno dos nossos tempos, que deve ser difícil 
de erradicar, apesar dos esforços do Pedro Ramos, do 
Goldacre e de muitos outros. 

Creio que foi em 2004 que a revista Statistical Scien-
ce publicou um conjunto de elogios ao How to Lie with 
Statistics, do D. Huff, no cinquentenário da sua publica-
ção, em que é visível que a literacia estatística de muitos 
cientistas é insuficiente. O Planeamento de Experiên-
cias, que cresceu inicialmente no cérebro privilegiado 
de Ronald Fisher, continua a ser ignorado, ou mal usa-
do, e o seu aforismo sobre “os que vão consultar um 
estatístico depois de recolher os dados em vez de um 
diagnóstico só têm direito a uma autópsia” é em si mes-
mo um bom diagnóstico da atual situação da Ciência, 
com uma proliferação de publicações erradas mesmo 
em boas revistas, mas sobretudo em revistas em que se 
paga para publicar. Parece o reino da estupidez, para 
ser agressivo como o Jorge de Sena gostava de ser.

Talvez o bom humor dos prémios IgNobel vá fazen-
do alguma coisa por remediar a situação. Mas também 
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eles se enganam, como no caso do gozo com a rã a levi-
tar do A. Geim, o qual além de um prémio IgNobel teve 
o prémio Nobel da Física em 2010; ou no gozo ao traba-
lho de McManus, sobre a posição errada dos testículos 
na estatuária clássica, que está na base do excecional 
livro Right Hand, Left Hand. The Origins of Asymmetry in 
Brains, Bodies, Atoms and Cultures, que é um dos livros 
mais interessantes de divulgação de Ciência.

Ah, como eu adorava ter um prémio IgNobel, ainda 
espero vir a ter estaleca para fazer um trabalho mere-
cedor!

Gazeta Assistimos a um período de pandemia, uma 
guerra a decorrer com um grande impacto na Europa 
e lidamos diariamente com números sobre as nefastas 
consequências das alterações climáticas. Acha que é 
possível ser a Estatística a “salvar o mundo”? 
Dinis Pestana Não (e não há nada que possa salvar 
o mundo!). Concordo, obviamente, que as matemáticas 
(há outras além da desenvolvida no Ocidente) ajudaram 
a domar o nosso mundo, tal como a invenção da roda 
mudou o mundo, a invenção da “roda matemática” que 
é o 0 mudou o mundo, e continua a mudar.

A Estatística, como qualquer criação intelectual, tem 
um lado criativo, para o qual gostamos de olhar, e que 
me levou em tempos a fazer uma conferência que intitu-
lei “Minha Querida Estatística”. Mas, por outro lado, há 
o uso pérfido da Estatística, que levou a monstruosida-
des como o eugenismo que Galton e Fisher apoiavam, e o 
abuso da Estatística que pode ser uma das componentes 
mais nocivas da publicidade e da desinformação.

Muito boa Estatística tem sido obra de geneticistas 
e matemáticos como o Karl Pearson e o Fisher, ou de 
químicos como o Student e o W. J. Youden, antes de se 
tornarem estatísticos. Mas até o mais respeitado estatís-
tico profissional, Fisher, escreveu um artigo “provando” 
que fumar não é prejudicial para a saúde. Mas não vou 
alargar-me sobre o tema, porque creio que todos perce-
bem que tudo tem um direito e um avesso, como na bela 
novela do João Guimarães Rosa3. 

Gazeta Concorda que dados estatísticos bem tratados 
e analisados são essenciais para combater, por exemplo, 
os negacionistas das alterações climáticas.

Dinis Pestana Evidentemente que é importante que 
os cientistas dessas áreas tenham também a Estatística 
como confirmatória de determinadas opiniões e hipó-

teses. Mas não é bem o papel da Estatística (apesar de 
haver atualmente muita Estatística espacial que se de-
dica também a questões ambientais), mas eu acho que 
o cerne da questão não deve ser a Estatística, mas tem 
antes que ver com coisas que são muito mais terra-a-
-terra, como sejam os problemas químicos envolvidos, 
o problema da subida dos oceanos, que são coisas mais 
de gestão do ambiente. A Estatística é mais um instru-
mento de trabalho.

Gazeta Por fim, como é que é viver sabendo que se é 
mais inteligente do que a média?

Dinis Pestana [Risos] Fico muito agradecido com a 
opinião! Eu olho para trás na minha vida e digo: “Ó ho-
mem, foste tão estúpido, e deves continuar a ser!” Tan-
ta parvoíce que eu fiz na vida! Portanto, não tenho essa 
opinião sobre mim. Mas tive a sorte de, de facto, a minha 
mãe investir muito na nossa educação e isso tem impor-
tância, e a sorte de ter lidado com muitas pessoas exce-
cionais, que também me ensinaram que justiça, sentido 
do dever, caridade (no sentido clássico de compaixão e 
solidariedade) são tão importantes quanto a inteligên-
cia, e que apreciar tudo aquilo que nos rodeia, gozando 
a parte divertida da vida para criar alento para os ine-
vitáveis revezes e maus momentos, é uma sã sabedoria.

3 “Agora é que você vem vindo, e eu já vou-m’bora. A gente contraverte. 
Direito e avesso… Ou fui eu que nasci de mais cedo, ou você nasceu 
tarde demais. Deus pune só por meio de pesadelo. Quem sabe foi 
mesmo por um castigo?…” em A Estória de Lélio e Lina.
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Matemática e literatura

Nuno Camarneiro  
Universidade  
de Aveiro
nfcm@ua.pt

Literatura e Ecologia
A literatura é um espelho dos seres humanos e o que escrevemos revela 
o que sentimos, o que pensamos e o que tememos.

Do grego oikos (casa) e logos (estudo), a ecologia tem-
-se afirmado como um importante campo do saber 

e uma lente segundo a qual estudamos as relações com-
plexas entre os vários organismos vivos (incluindo a es-
pécie humana) e entre esses organismos e o meio que ha-
bitam. O termo que usamos para denominar este ramo 
da biologia foi cunhado pelo cientista alemão Ernst Ha-
eckel em 1866, mas as suas origens vêm de muito longe, 
pelo menos desde a Grécia Antiga, com as observações 
do mundo natural feitas, por exemplo, por Aristóteles e 
Hipócrates. 

As muitas transformações que o planeta sofreu ao 
longo da História e a crescente consciência do papel que 
nós, seres humanos, temos em muitas dessas transfor-
mações têm dado maior relevo à disciplina da ecologia 
e aos seus estudos, modelos e previsões, levando-os fre-
quentemente para os noticiários e páginas de jornais. As 
alterações climáticas são apenas o fenómeno mais recen-
te e mais mediático, mas muitos outros o precederam, 
tais como a sobre-exploração dos recursos naturais, a 
contaminação dos solos e das águas ou os efeitos da Re-
volução Industrial.

Como acontece com todas as matérias relevantes 
para a experiência humana, não faltam exemplos de 

obras literárias que abordam questões ecológicas, re-
fletindo as preocupações, as angústias e os desejos pró-
prios de cada época. Podemos começar pela Bíblia que 
logo no primeiro livro, o Génesis, descreve a criação do 
céu, do mar e da terra, depois das ervas e das árvores 
de fruto, dos peixes, das aves, dos animais terrestres e 
finalmente do Homem, que haveria de reinar sobre os 
demais seres vivos. Na narrativa bíblica, o dilúvio é o 
primeiro desastre ecológico provocado pela espécie hu-
mana e Noé o primeiro conservador.

Saltando muitos séculos, até 1851, ano da publicação 
de Moby Dick, de Herman Melville, encontramos na obra 
uma das mais bem conseguidas representações da rela-
ção conturbada entre homem e Natureza, que põe em 
confronto a admiração que o Capitão Ahab sente pela 
baleia e a sua vontade de a dominar, de a subjugar e, 
eventualmente, de a matar. A Revolução Industrial tinha 
já começado e a Humanidade começava a aperceber-se 
do seu imenso poder e da angústia que o acompanha.

Um novo salto, desta feita até 1962, ano em que foi 
publicado o romance de ficção científica Cataclismo Solar 
(The Drowned World, no original), do autor inglês J. G. 
Ballard. A obra descreve um mundo pós-apocalíptico 
em que o aquecimento global provoca uma subida do 
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nível das águas, tornando a maior parte do planeta ina-
bitável. É mais um exemplo da ficção a antecipar a rea-
lidade e marca o início de uma era de ecoansiedade que 
tem alimentado o género do “romance ambiental”, do 
qual também são exemplos A Estrada, de Cormac Mc-
Carthy, Órix e Crex, de Margaret Atwood, e Eu, Animal, 
de Indra Sinha.

A última obra que gostaria de citar foi publicada em 
2007 e tem por título O Mundo sem Nós. Nela, o jornalista 
norte-americano Alan Weisman dá mais um passo na 
problematização da relação entre Homem e ambiente, ao 
discorrer longamente e com abundância de pormenores 
sobre a evolução de um mundo pós-humano, de como os 
ecossistemas recuperariam o equilíbrio e os vestígios da 
nossa civilização seriam progressivamente eliminados 
por plantas, micro-organismos e animais.

A literatura é um espelho dos seres humanos e o que 
escrevemos revela o que sentimos, o que pensamos e o 
que tememos. Não é diferente no que toca à ecologia e à 
nossa relação com o planeta–se, por um lado, tendemos a 
achar-nos mestres e senhores da Terra, também sabemos 
que não podemos agredi-la para lá de um certo ponto 
(mas qual?). Somos cada vez mais assombrados por uma 
perspetiva que para uns é terrível e para outros esperan-
çada, a de que talvez o planeta possa sobreviver-nos e se-
guir a sua vida sem nós, até que nova espécie inteligente 
desenterre o passado e escreva uma obra em vários volu-
mes intitulada Ascensão e Queda da Humanidade. 
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notícias

Comité Executivo da Sociedade Europeia de Matemática reuniu-se 
em Lisboa

A SPM foi a anfitriã da reunião de trabalho do Comité 
Executivo da Sociedade Europeia de Matemática 
(EMS) que decorreu em Lisboa, nas instalações da 
Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa 
(FCUL), nos dias 28 e 29 de outubro.
O Comité Executivo da EMS é composto por 
dez elementos eleitos por quatro anos e reúne 
periodicamente para tratar de assuntos correntes da 
vida da Sociedade, sendo estas reuniões acolhidas 
por sociedades de Matemática que são membros 
de EMS. Foi a primeira vez que a SPM, que é sócia 
fundadora da EMS, acolheu uma destas reuniões.
Na reunião, que foi a última do mandato dos atuais 
presidente, Volker Mehrmann, tesoureiro, Mats 
Gyllenberg, e vice-presidente, Betul Tanbay, estiveram 
também presentes, como convidados, os sucessores 
dos dois primeiros, Jan Philip Solovej e Samuli 

Siltanen, respetivamente, a nova vogal, Victoria 
Gould, além do responsável pela comunicação, 
Richard Elwes, e do editor-chefe do EMS Magazine, 
Fernando Pestana da Costa (atual vice-presidente da 
SPM e presidente em 2012-14).
O vice-presidente da EMS, Jorge Buescu (atual 
presidente da Assembleia-Geral da SPM e presidente 
em 2014-16), que é docente da FCUL, fez as honras da 
casa. A reunião, que teve o apoio de secretariado das 
secretárias Rita Ferrer (SPM) e Elvira Hyvonen (EMS), 
foi iniciada no dia 28 com uma breve alocução pelo 
diretor da FCUL, prof. Luís Carriço, e terminou no 
dia 29 à noite com um concerto na Aula Magna pela 
Orquestra Metropolitana de Lisboa. Foi a primeira 
vez que uma destas reuniões de trabalho terminou 
com um evento cultural de tanto relevo.
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A Sociedade Portuguesa de Matemática (SPM) e a 
Associação Álvaro Gonçalves promovem a primeira 
edição do prémio anual Álvaro Batista Gonçalves, 
que visa reconhecer e motivar a excelência no ensino 
da Matemática nos ensinos Básico e Secundário em 
Portugal. 
O prémio é de cinco mil euros e será atribuído a um 
professor que se distinga pelo seu esforço, pela sua 
dedicação e pelo impacto nos alunos.
As candidaturas à primeira edição estão abertas, 
desde o dia 29 de setembro de 2022 e até ao dia 3 
de fevereiro de 2023, a todos os professores de 
Matemática do País.

O Encontro Conjunto Brasil-Portugal em Matemática 
decorreu de 14 a 20 de agosto de 2022 na Universidade 
Federal da Bahia, em Salvador – Bahia. Este encontro 
marcou o Bicentenário da Independência do Brasil 
e ocorreu em Salvador, a primeira capital do Brasil 

Encontro Conjunto Brasil-Portugal em Matemática

Prémio Álvaro Batista Gonçalves para professores de Matemática – 
Candidaturas abertas

(1549-1763), celebrando a intensificação da cooperação 
científica na área e a efeméride da independência, com 
o objetivo de lançar as bases para um novo estágio de 
colaboração bilateral, ainda mais ambicioso, na área de 
Matemática.
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Setúbal, uma cidade de dois países

Com um ano de atraso, por causa das restrições 
implementadas durante a pandemia de COVID-19, 
Setúbal recebeu, no passado mês de outubro, a 9.ª edição 
do Encontro Luso-Brasileiro de História da Matemática 
(ELBHM). Desde a primeira edição, em 1993, o ELBHM 
tem-se afirmado como um dos principais motores da 
cooperação entre investigadores brasileiros e portugueses, 
fortalecendo a ligação entre os dois lados do Atlântico, 
sem a qual seria mais difícil a afirmação internacional 
de muitas das obras escritas em língua portuguesa 
ou longe dos principais centros políticos. Além das 

sessões plenárias e das conferências individuais,  
o 9.º ELBHM contou com cinco simpósios: História 
do Ensino/Educação Matemática, Os Manuais de 
Astronomia nas Instituições de Ensino Superior no 
Mundo de Língua Portuguesa (séculos XVII a XX), 
Divulgação da História da Matemática em Portugal e no 
Brasil nos Séculos XIX e XX, História da Matemática em 
Práticas Docentes Portuguesas e Brasileiras, e Episódios 
Didáticos na História da Matemática: da Babilónia a 
Cardano. Respeitando a regra da alternância que tem 
marcado o evento, a próxima edição decorrerá no Brasil.

Os mais novos vão a jogo
Os alunos do 3.º ao 6.º ano do Ensino Básico já se podem 
inscrever na 5.ª edição do Campeonato Nacional Multipli 
2023, organizado pelo Politécnico de Leiria em colaboração 
com a Alfiii. O campeonato tem por base o jogo de cartas 
Multipli e pretende ser uma forma de incorporar uma 
componente lúdica na aprendizagem da Matemática.  
As provas serão disputadas online, estando a grande final 
agendada para o dia 5 de julho, depois de apurados os 
alunos vencedores das semifinais regionais.
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As 37.as Olimpíadas Ibero-Americanas de 
Matemática (OIAM) que decorreram em Bogotá, 
Colômbia, de 25 a 30 de setembro, acabaram 
com um saldo de duas medalhas de prata e uma 
de bronze para Portugal. Participaram mais de 
70 jovens de 20 países da América Latina e da 
Península Ibérica, ficando Portugal, por países, 
em 6.º lugar na competição. Este ano, e pela 
primeira vez na sua história, dois dos problemas 
escolhidos para a prova foram propostos por 
Portugal.
Tiago Mourão (Esc. Sec. Santa Maria da Feira) 
e Leonardo Tavares (Esc. Sec. c/ 3.º Ciclo D. 

Filipa de Lencastre, Lisboa) arrecadaram ambos 
medalhas de prata, terminando de forma notável 
a sua carreira olímpica. Os restantes elementos 
da delegação portuguesa, os mais jovens da 
equipa, Apolo Gomes (Esc. Sec. de Santa Maria, 
Sintra) e Tiago Sousa (Esc. Sec. de São João do 
Estoril) conquistaram uma medalha de bronze e 
uma menção honrosa, respetivamente.
Portugal, que já organizou as OIAM duas vezes 
(2007 e 2018), participou pela primeira vez 
nesta competição em 1990 e, desde então, já 
conquistou dez medalhas de ouro, 26 medalhas 
de prata e 42 de bronze.

Portugal conquista duas medalhas de prata e uma de bronze nas 
Olimpíadas Ibero-Americanas de Matemática

Da esquerda para a direita: Nuno Arala (tutor), Leonardo Tavares, Tiago Mourão,  Apolo Gomes, Tiago Sousa 
e Joana Teles (chefe de delegação).
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A Época e a Obra de Monteiro da Rocha
José Monteiro da Rocha, matemático e astrónomo 
de inegável talento, foi também uma figura crucial 
na elaboração, no séc. XVIII, dos Estatutos da nova 
Faculdade de Matemática da Universidade de 
Coimbra, bem como do plano de estudos do Curso 
Mathematico, que este ano cumpre 250 anos. Inserido nas 
comemorações dessa efeméride foi lançado, no passado 
dia 12 de outubro, no Departamento de Matemática 
da FCTUC, o livro José Monteiro da Rocha – A Época e a 
Obra, numa sessão apresentada por Henrique Leitão. 
A publicação, coordenada por António Leal Duarte, 
Fernando B. Figueiredo e João Filipe Queiró, reúne 
textos de diversos autores, cristalizando, numa centena 
e meia de páginas, algumas das palestras apresentadas 
durante o colóquio de 2019 que assinalou o bicentenário 
do falecimento de Monteiro da Rocha.

Bolseiros na área da 
Matemática do Programa 
Novos Talentos da Fundação 
Calouste Gulbenkian
No âmbito do programa Novos Talentos, 
a Fundação Calouste Gulbenkian atribuiu 
um total de 70 bolsas nas áreas de Biologia, 
Física, Matemática, Química, Humanidades 
e Ciências Sociais. Na área da Matemática 
foram apoiados dez candidatos: Nuno 
Carneiro, Pedro Costa, Rui Wang e Pedro 
Ronda (Instituto Superior Técnico), David 
Moreno e Rodrigo Luís (Faculdade de 
Ciências da Universidade de Lisboa), Dantas 
Serra e Filipe Gomes (Faculdade de Ciências 
e Tecnologias da Universidade de Coimbra), 
Bernardo Gomes (Universidade de Aveiro) 
e Martim Paiva (Faculdade de Ciências da 
Universidade do Porto).
Os bolseiros recebem um apoio direto no valor 
de €1000 (€4000 para candidatos em situações 
sociais adversas) e um apoio de €1500 para 
atividades de enriquecimento de talento 
como, por exemplo, cursos de formação 
avançada, participação em conferências e 
escolas de verão, estágios, cursos de línguas, 
aquisição de livros e material de laboratório, 
entre outros. Mais informações em https://
gulbenkian.pt/bolsas-lista/novos-talentos

Lançamento de livros
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Damos conta de algumas novidades editoriais em Portugal na área da Matemática.

Matemática e a sua História
Numa edição da Imprensa da Universidade de Lisboa, 
foi recentemente lançada a tradução portuguesa 
(a cargo de Jorge Nuno Silva) do livro Mathematics 
and Its History, de John Stillwell. Em A Matemática 
e a sua História, o autor “apresenta uma visão 
unificada e concisa do desenvolvimento histórico 
da matemática, desde Pitágoras a Poincaré e Erdös. 
A abordagem é essencialmente cronológica e inclui 
as biografias dos mais importantes matemáticos no 
final de cada capítulo. Numa linguagem simples 
e acessível ao público menos familiarizado com 
a disciplina, Stillwell descreve o nascimento dos 
principais ramos da matemática moderna, traçando 
o seu desenvolvimento ao longo dos séculos até ao 
momento presente”.

Tratado de Prática Darismética
Comemorou-se em 2019 o quingentésimo aniversário 
da edição do primeiro livro de matemática impresso 
em Portugal, Tratado de Prática Darismética, de Gaspar 
Nicolas (cf. artigo publicado recentemente na Gazeta 
n.º 190, pág. 23). O autor viveu num período de grande 
atividade editorial no que diz respeito a livros de 
aritmética comercial. Depois do seu livro, também Rui 
Mendes publicou Prática Darismética, em 1540, e Bento 
Fernandes publicou Tratado da Arte de Arismética, em 1555.  
O livro de Gaspar Nicolas conheceu mais nove edições, 
impressas entre os séculos XVI e XVIII (1530, 1541, 1551, 
1573, 1594, 1607, 1613, 1679 e 1716). O livro é este ano 
reeditado pela Fundação Calouste Gulbenkian, numa 
edição coordenada por Jorge Nuno Silva e Pedro Jorge 
Freitas.
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cartas da direção

O fim das restrições impostas pela pandemia levou ao ressurgimento das 
atividades presenciais. Iremos ver alguns exemplos.

Uma nova direção

José Carlos Santos

Presidente da SPM 
jcsantos@fc.up.pt

O título desta Cartas da Direção talvez leve o leitor 
a pensar que a Sociedade Portuguesa de Matemá-

tica vai mudar e dedicar-se a tarefas totalmente novas. 
Mas não se trata disso. O título refere-se somente ao facto 
de esta ser a primeira carta que tem origem na direção 
da SPM que tomou posse a 9 de setembro de 2022 e que 
consiste em José Carlos Santos (presidente, Universidade 
do Porto), Fernando Pestana da Costa (vice-presidente, 
Universidade Aberta), Isabel Hormigo (vice-presidente, 
Escola Secundária D. Filipa de Lencastre), Joana Teles 
(tesoureira, Universidade de Coimbra), Clementina Ti-
móteo (vogal, Escola Secundária Padre Alberto Neto), 
Frederico Valsassina (vogal, Colégio Valsassina), Luís 
Roçadas (vogal, Universidade de Trás-os-Montes e Alto 
Douro), Óscar Felgueiras (vogal, Universidade do Por-
to), Paulo Vasconcelos (vogal, Universidade do Porto), 
Pedro Patrício (vogal, Universidade do Minho) e Pedro 
Serranho (vogal, Universidade Aberta).

Mas há uma mudança que nos é imposta do exterior: 
o fim da maior parte das restrições impostas pela pan-
demia. Isto leva a um regresso à normalidade das ativi-
dades desenvolvidas pela SPM. Já teve lugar em Tomar, 
no mês de julho, um Encontro Nacional da SPM feito em 
condições normais (que ainda foi da responsabilidade da 
direção anterior) e a SPM já participou na nona edição 
da Feira da Matemática, que teve lugar em outubro, no 
Museu Nacional de História Natural e da Ciência. 

As Olimpíadas de Matemática também retomaram o 

seu funcionamento normal e as 37as Olimpíadas Ibero-
-Americanas de Matemática (OIAM), que decorreram 
em Bogotá (Colômbia) de 25 a 30 de setembro, acabaram 
com um resultado de duas medalhas de prata e uma de 
bronze para Portugal, tendo a equipa portuguesa termi-
nado em sexto lugar dentro de um total de 20 países. 

A SPM irá dar seguimento às numerosas atividades 
de divulgação que tem vindo a desenvolver. A divulga-
ção permite alertar o grande público para a importância 
das ciências matemáticas e despertar vocações entre os 
mais jovens, ajudando a compreender um pouco melhor 
o mundo de hoje. As Tardes de Matemática contam com 
um programa extremamente rico e acontecem um pou-
co por todo o País. O seu funcionamento foi perturbado 
pela pandemia e deverão retomar a sua atividade nor-
mal. Por outro lado, as publicações periódicas e não peri-
ódicas da Sociedade chegam a milhares de leitores, cons-
tituindo em certos casos verdadeiros êxitos de vendas a 
nível nacional. É nossa intenção continuar a desenvolver 
esta componente editorial da SPM, apoiando o Boletim,  
e a Gazeta de Matemática e selecionando títulos de quali-
dade para as nossas coleções não periódicas. 

Iremos também continuar a contribuir para o desen-
volvimento da investigação matemática em Portugal.  
A revista Portugaliae Mathematica, hoje em dia editada 
pela European Mathematical Society, é exemplo disso 
e tem crescido em reputação e disseminação na comu-
nidade matemática internacional. Iremos ainda apoiar 
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a comunidade matemática nacional na organização de 
eventos científicos de grande impacto, como tem acon-
tecido regularmente no passado (e.g., o AMS-EMS-SPM 
Meeting, no Porto em 2015, e o ECMTB 2018, em Lisboa). 

Ainda a respeito da European Mathematical Socie-
ty, convém referir que a última reunião da sua comissão 
executiva decorreu em Lisboa, em outubro, com o apoio 
da SPM. 

A SPM irá continuar a contribuir para um ensino de 
Matemática de elevada qualidade. Manteremos a inter-
venção informada, rigorosa e construtiva sobre questões 
educativas, num momento em que a questão do ensino 
da Matemática em Portugal é mais importante do que 
nunca. Os atualmente designados SPM@Testes, que já 
decorrem desde 2016, com o objetivo de proporcionar às 
escolas um instrumento de avaliação externa que permi-
ta acompanhar o desempenho dos alunos, continuarão 
a ter lugar, de preferência tentando alargar o número 
de escolas que os aplicam. Além disso, continuaremos a 
promover o Centro de Formação e o Centro de Avaliação 
e Acreditação de Manuais Escolares. Daremos continui-
dade às atividades protocoladas com diversas institui-

ções e reforçaremos a formação com ações diversificadas 
e pertinentes para os professores. Aliás, uma das ativida-
des da SPM consiste em formular pareceres que nos se-
jam pedidos pelo Ministério da Educação relativamente 
aos programas de Matemática. Os novos programas não 
foram exceção: foi-nos pedido um parecer, o qual já foi 
entregue ao Ministério. A SPM também está envolvida 
no grupo de trabalho que está a repensar a formação de 
professores, tarefa que é necessário levar a cabo por cau-
sa da grande falta da professores (de Matemática e não 
só) que irá fazer-se sentir nos próximos anos. 

Apoiaremos, desenvolveremos e consolidaremos pro-
jetos, de âmbito nacional, que permitam desenvolver as 
capacidades dos alunos e incrementar o gosto pela Ma-
temática. Por exemplo, daremos continuidade ao projeto 
Círculos Matemáticos, atualmente a ser desenvolvido em 
projeto-piloto em várias escolas do país, em parceria com 
a Fundação Calouste Gulbenkian. 

Haverá, naturalmente, dificuldades, tanto de origem 
interna como externa, que a SPM terá de superar. Encara-
mos essas dificuldades com naturalidade.



A Gazeta de Matemática continua a ser, tal como 
acontece desde a sua fundação em 1940, o prin-

cipal elo de ligação da Sociedade Portuguesa de Ma-
temática com a comunidade matemática portuguesa.

A Gazeta de Matemática é uma publicação essen-
cialmente de divulgação da cultura matemática. Pre-
tende estimular o gosto pelo estudo da matemática 
assim como a troca de ideias entre quem estuda, en-
sina, investiga, usa ou simplesmente se interessa pela 
matemática.

A Gazeta de Matemática publica artigos submeti-
dos espontaneamente, artigos convidados e secções 
permanentes.

Incentivamos os nossos leitores a enviarem textos 
para publicação na Gazeta de Matemática. Damos 
preferência a artigos curtos (4 a 6 páginas) sobre temas 
que tenham interesse para o nosso público: algo rela-

cionado com um tema de investigação que possa ser 
explicado à comunidade matemática em geral, algum 
aspecto curioso de matemática menos conhecido, uma 
nova perspectiva sobre um tema do interesse do leitor 
ou simplesmente algo que tenha uma ligação com o 
mundo matemático. 

Os artigos poderão ser submetidos à apreciação de 
um ou mais especialistas com o objectivo de obter um 
parecer sobre a sua adequação para publicação na Ga-
zeta de Matemática.

Os textos podem ser submetidos em  
LaTeX ou em Word (com uma versão em PDF). No 
caso de o documento conter muitas fórmulas acon-
selhamos o primeiro formato. Deve submeter o tex-
to, junto com as imagens, para o seguinte endereço:  
gazeta@spm.pt.

A SPM disponibiliza na página http://www.spm.pt/carreira/carreira.phtml informação sobre emprego e carreira 
para matemáticos. As pessoas interessadas em incluir anúncios neste site devem enviar um email com os dados para  
imprensa@spm.pt

ASSINATURA DA GAZETA PARA O ANO 2023
Preço 
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portes de 

envio

Assinatura 
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