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A MÁQUINA CALCULADORA ELECTRÓNICA(#) 

par T. R. Kennedy Jr. 

O M i n i s t é r i o da Guerra dos Estados Unidos tornou 
recentemente conhecido aqui lo que f o i um dos mais 
importantes segredos da guerra, uma m á q u i n a mara
vi lhosa que permite efectuar cá l cu los m a t e m á t i c o s 
a t é agora demasiado d i f í ce i s ou laboriosos, com velo
cidades que podem obter-se unicamente com dispo
si t ivos e l ec t rón i cos . Os peri tos que v i r a m func ionar 
pela p r ime i r a vez esta m á q u i n a , declararam que ela 
é o instrumento com o qua l s e r á p o s s í v e l reconstruir 
completamente s ô b r e novas bases as q u e s t õ e s c ien
t í f i c a s . 

Estes instrumentos, f o i d i to entre outras coisas, 
p o d e r ã o revolucionar a engenharia moderna, i n t r o d u 
zindo uma era nova no campo dos projectos indus
t r i a i s , e e l iminar a maior par te do l e n t í s s i m o e custoso 
desenvolvimento por tentat ivas que era actualmente 
n e c e s s á r i o na p l a n e a ç ã o das m á q u i n a s mais compl i 
cadas. A t é hoje as subtis dif iculdades m a t e m á t i c a s 
t ê m mui tas vezes f o r ç a d o os autores dos projectos a 
aceitar para os seus problemas so luções que n ã o s ã o 
as melhores, com custos mais elevados e u m mais 
lento progredi r da t é c n i c a . 

A nova marav i lha de velocidade e l e c t r ó n i c a , que 
se chama a E n i a c » , e l imina v i r tua lmente o tempo 
n e c e s s á r i o para real izar tais estudos. Os seus inven 
tores asseguram que ela é capaz de resolver u m p ro 
blema m a t e m á t i c o num tempo m i l vezes in fe r io r 
à q u e l e a t é agora exigido. O « E n i a c » , conhecido mais 
exactamente por « i n t e g r a d o r e calculador n u m é r i c o 
e l ec t rón i co» , n ã o tem nenhuma p e ç a m e c â n i c a em 
movimento : nada se move dentro das suas 18 m i l 
v á l v u l a s t e r m i ó n i c a s e ao longo dos seus v á r i o s q u i 
l ó m e t r o s de f i o — a n ã o ser os p e q u e n í s s i m o s e l ec t rões . 

H à contudo aparelhos m e c â n i c o s associados à m á 
quina que t raduzem ou « i n t e r p r e t a m » a l inguagem 

m a t e m á t i c a do homem em termos c o m p r e e n s í v e i s 
pelo « E n i a c » e viceversa. O « E n i a c » f o i inventado e 
a p e r f e i ç o a d o por dois jovens cientistas da Escola 
Moore de engenharia e l e c t r o t é c n i c a da Universidade 
de Pennsylvania. S ã o eles o D r . John W i l l i a m 
Mauchly , de 38 anos, professor de f í s i c a e « d i l e t t a n t e » 
de meteorologia, e o seu assistente J . Presper E c k e r t 
Jr., de 25 anos, que d i r i g i u a e x e c u ç ã o do projecto. 
Eles fo ram t a m b é m assistidos por muitos outros pro
fessores da escola. 

Naquele p e r í o d o , a arma de ar te lhar ia do E x é r c i t o 
dos Estados Uuidos procurava uma m á q u i n a capaz 
de preparar u m grande n ú m e r o de dados b a l í s t i c o s 
neces sá r io s para a c o m p i l a ç ã o das t á b u a s de t i r o das 
novas armas de ofensiva destinadas ao u l t ramar . 
Sem as t á b u a s de t i r o as p e ç a s n ã o podiam ser usa
das com e f i c á c i a . 

O c a p i t ã o H . H . G ó l d s t i n e , m a t e m á t i c o adido ao 
se rv i ço t écn ico da ar telharia , teve n o t í c i a do projecto 
do D r . Mauchly , f a lou dê le ao coronel Pau l N . G i l l o n 
do p o l í g o n o de Aberden (Mary land) , obteve d ê s t e o 
apoio e n t u s i á s t i c o , e o projecto poude assim i r avante 
com o a u x í l i o do Estado. T r i n t a meses depois a 
m á q u i n a estava completa e em f u n ç ã o , e executava 
com faci l idade aqui lo que só homens treinados no 
cá l cu lo podiam fazer com grande f ad iga . O « E n i a c » 
s e r á brevemente insta lado em Aberden de modo per
manente. 

O « E n i a c » resolveu em duas horas u m « d i f i c í l i m o 
problema de g u e r r a » que f o i in t roduzido no seu com-

(#) R e l a t ó r i o do « U n i t e d S t a t e s I n f o r m a t i o n S e r v i c e » ( S e c ç ã o 
de I m p r e n s a ) , do qua l fo i gen t i lmente c e d i d a u m a c ó p i a à Gazeta 
de Matemática pe io P r o f . M a u r o P i c o n e , D i r e c t o r do « I s t i t u t o p e r 
le A p p l i c a z i o n i d e i C a l c o l o B , de R o m a . 
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plicado c i rcu i to apenas a m á q u i n a f o i completada. 
O mesmo t rabalho te r ia normalmente ocupado 100 
h á b e i s calculadores por u m ano in te i ro . 

Es ta m á q u i n a capaz de resolver t ã o d i f í ce i s proble
mas pertence à q u e l a categoria que os peritos de c á l 
culo n u m é r i c o chamam dos calculadores «digital». 
Fundamentalmente, ela n ã o faz nada mais do que 
somar, subtrai r , m u l t i p l i c a r e d i v i d i r . E l a pode efe
ctuar estas o p e r a ç õ e s gerando impulsos e léc t r i cos 
cu ja f r e q u ê n c i a , rigorosamente controlada, é de 100.000 
impulsos por segundo, e executa uma o p e r a ç ã o em 
cada v in te impulsos, conseguindo por isso executar, 
por exemplo, 5.000 a d i ç õ e s por segundo. 

V i s t o que todos os problemas m a t e m á t i c o s , por mais 
abstrusos e complicados que sejam, podem ser resol
vidos com as quatro ope raçSes W, desde que ha ja bas
tante tempo d i s p o n í v e l , o « E n i a c » pode abreviar este 
processo, e l iminando o fac tor tempo, e dar uma res
posta a qualquer problema. Ass im a f i rmam os inven
tores. 

Mas esta m á q u i n a pode fazer ainda mu i to mais. E l a 
é dotada da faculdade humana da « m e m ó r i a » para 
executar uma s u c e s s ã o d e o p e r a ç õ e s na ordem n e c e s s á r i a . 
E l a tem mesmo elementos de «cont ro le» e pode, dentro 
de certos l imi tes , determinar a u t o m á t i c a m e n t e a suces
s ã o conveniente das o p e r a ç õ e s . E l a pode por exemplo 
confrontar dois n ú m e r o s e, segundo a grandeza deles, 
escolher u m dos dois procedimentos p o s s í v e i s . 

Como p r i m e i r a coisa, ela recebe os dados in ic ia i s do 
problema de uma sé r i e de c a r t õ e s perfurados de maneira 
a ind ica r as «cond ições in i c i a i s e aos l imi tes do p ro 
b l e m a » . U m dos «cé rebros» do « E n i a c » encarrega-se 
de real izar esta o p e r a ç ã o . Quando o problema f o i f i 
xado mediante p e r f u r a ç õ e s sobre c a r t õ e s , estes s ã o 
in t roduzidos a t r a v é s duma fenda num « d i s p o s i t i v o de 
l e i t u r a » . A g o r a não temos mais do que sentar-nos e 
esperar os resultados. A lgumas vezes s e r á n e c e s s á r i o 
esperar mu i to tempo ; mas o « E n i a c » resolve a maior 
parte dos problemas em poucos segundos. 

U m elemento chamado « M a s t e r p r o g r a m m e r » v i g i a 
todo o cá lcu lo e assegura que seja levado a termo. 

O « E n i a c » c o m p õ e - s e de quarenta p a i n é i s da a l tu ra 
de c ê r c a de t r ê s metros, todos cobertos de m a n í p u l o s 
e quadrantes. Premindo os m a n í p u l o s , acendem-se 
luzes r ó s e a s de l â m p a d a s de néon sobre numerosos 
p a i n é i s que apresentam impressos os n ú m e r o s p r ó x i m o 
das l â m p a d a s . O e s p a ç o para as d e m o n s t r a ç õ e s p r á 
ticas no qua l é instalado o « E n i a c » é de c ê r c a de dez 
metros por v in te e é ocupado q u á s i inteiramente pela 

( 1 ) N a s u a fase f i n a l , b e m entendido , porque a p r i m e i r a 
par te d a r e s o l u ç ã o ( a q u e l a p r o p r i a m e n t e conce i tua i ) , n a d a t em 
que T e r c o m a e x e c u ç ã o m a t e r i a l de o p e r a ç õ e s a r i t m é t i c a s 
( n o t a do T . ) 

m á q u i n a . O D r . A r t h u r W . B u r k s da Escola Moore 
que d i r i g i u a d e m o n s t r a ç ã o p r á t i c a , explicou que as 
quatro o p e r a ç õ e s fundamentais da a r i t m é t i c a permitem 
resolver q u á s i todos os problemas desde que sejam 
desenvolvidas com rapidez suficiente. « P r e s t e m aten
ção , podem n ã o se aperceber sequer da o p e r a ç ã o » , 
disse o professor permindo um b o t ã o para elevar o 
n ú m e r o 97376 à p o t ê n c i a de expoente 5000. A maior 
par te dos presentes n ã o se apercebeu sequer do que 
se passou : a o p e r a ç ã o f o i resolvida num abr i r e fechar 
de olhos. 

Para demonstrar a extrema velocidade do « E n i a c » i 
o D r . B u r k s desta vez reduziu a" velocidade da opera
ção da m á q u i n a de m i l vezes e repe t iu o problema. 
Se os observadores tivessem t ido a p a c i ê n c i a de esperar 
16 minutos e um tê rço , eles t e r i am podido 1er a res
posta sobre os indicadores de néon . A o p e r a ç ã o suces
siva f o i uma m u l t i p l i c a ç ã o : 13975 por 13975 ; o produto 
apareceu imediatamente: 195.300.625. N u m d é c i m o de 
segundo f o i ob t ida uma t á b u a de quadrados e de cubos; 
depois uma t á b u a semelhante de senos e cosenos. Todo 
o trabalho f o i realizado e os resultados fo ram impres
sos numa grande folha , antes que a maior par te dos 
visi tantes tivesse passado duma sala à outra . 

F o i depois in t roduzido no «Ei i iac» u m d i f í c i l p ro 
blema que t e r i a exigido v á r i a s semanas de trabalho 
da parte de um h á b i l calculador: o « E n i a c » resolveu-o 
em quinze segundos. 

Todos os problemas devem p r ime i ro que tudo ser 
decompostos nos seus elementos essenciais, registados 
sobre c a r t õ e s perfurados e feitos passar a t r a v é s dum 
disposi t ivo chamado « le i to r» , c o n s t r u í d o pela « I n t e r 
nat ional Business M a c h i n e s » . O «le i tor» t raduz a l i n 
guagem m a t e m á t i c a naquela p rop r i a do « E n i a c » e 
vice-versa ; fe i to isto, a m á q u i n a e s t á p ron ta para 
entrar em a c ç ã o . Os valores n u m é r i c o s que pertencem 
à vasta categoria das « c o n s t a n t e s » s ã o interpoladas 
todas as vezes que seja n e c e s s á r i o . Para isto, o 
« E n i a c » faz i n t e r v i r quatro e s p é c i e s de « m e m o r i a » . 

Normalmente o « E n i a c » efectua o p e r a ç õ e s com 
n ú m e r o s de dez algarismos, mas pode com i g u a l f a c i 
l idade operar com n ú m e r o s a t é v in t e algarismos che
gando aBsim a resultados de d i m e n s õ e s a s t r o n ó m i c a s . 

N a c o n s t r u ç ã o da m á q u i n a fo ram empregadas mais 
de duzentas m i l horas de trabalho ; ela c o n t é m mais 
de meio m i l h ã o de soldaduras e custa cerca de 400 
milhares de d ó l a r e s . E l a absorve para o p r ó p r i o f u n 
cionamento uma quantidade de electricidade t r ê s 
vezes superior à q u e l a ex ig ida pelo funcionamento de 
uma das maiores i n s t a l a ç õ e s radio-transmissoras dos 
Estados Unidos . 

A t é h á t r ê s anos o « E n i a c » era somente uma idea ; 
hoje ê le representa a maior marav i lha das a p l i c a ç õ e s 
e l e c t r ó n i c a s . O D r . Mauchly tornou-se professor cate-
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d r á t i c o da Escola Moore em 1941, na e s p e r a n ç a de 
v i r a real izar o seu projecto e a revolucionar a arte 
de efectuar c á l c u l o s complexos com grandes n ú m e r o s . 
E le admi t ia , por exemplo, que se pudesse v i r a fazer 
qualquer coisa que permitisse a p r e v i s ã o do tempo a 
longo prazo. 

No campo das actividades da paz, o D r . Mauch ly 
p r e v ê n ã o só a possibil idade de efectuar cá l cu los para 
a p r e v i s ã o do tempo a longo prazo, mas ainda c á l c u 
los para a v i a ç ã o , turb inas a g á s , v á l v u l a s t e r m o i ó n i -
cas para micro-ondas, t e l e v i s ã o , i n s t a l a ç õ e s para a 
p r o d u ç ã o de energia, projecteis dotados de velocidade 
superior à do som, a l ém de estudos cada vez mais 
rigorosos sobre o movimento dos planetas. 

Segundo o que a f i rmou Goldstine, os cientistas do 
passado efectuaram montanhas de cá l cu los , que pode
r ã o agora ser em grande par te faci lmente levados a 
termo com o auxi l io das m á q u i n a s calculadoras elec
t r ó n i c a s . E le salientou como a r e s o l u ç ã o das e q u a ç õ e s 
do movimento, que no passado c o n s t i t u í a um o b s t á c u l o 
quase i n s u p e r á v e l , e os estudos sobre os av iões e fogue
tes a a l ta velocidade sejam «somen te alguns dos cam
pos n u m e r o s í s s i m o s que o b t e r ã o grande vantagem do 
cá lcu lo e l ec t rón ico» . 

O sr. Ecker t , por sua vez, p r e v i u uma é p o c a na qual , 
tendo à d i s p o s i ç ã o as velocidades de que s ã o capazes 
os aparelhos e l ec t rón icos , se p o d e r ã o prontamente 
resolver para f ins p r á t i c o s aqueles problemas que t ê m 
sido a t é hoje i r r e s o l ú v e i s porque ex ig iam a v ida 
i n t e i r a dum homem para a sua r e s o l u ç ã o : 

«A velha era e s t á declinando : aquela nova das velo
cidades e l e c t r ó n i c a s e s t á - s e aproximando, e nós pode
remos c o m e ç a r a t r a t a r os problemas c i e n t í f i c o s , base-
ando-nos sobre novas concepções» . 

T r a d u ç ã o do i t a l i ano de J. S e b a s t i ã o e S i l v a 

N O T A 

O r e l a t ó r i o precedente fa la de uma nova mara 
v i l h a de t é c n i c a — uma daquelas prodigiosas c r i ações 
humanas que tocam as raias do i n v e r o s í m i l . Deve
mos, todavia , sublinhar que, ao publ icar este r e l a t ó r i o , 
t ivemos como p r i n c i p a l object ivo p ô r em e v i d ê n c i a 
um facto que m u i t a gente parece ainda obstinada em 
n ã o reconhecer : o papel fundamenta l da M a t e m á t i c a 
no mundo de hoje e de a m a n h ã . 

H á ainda em Por tuga l quem pregunte : « P a r a que 
serve a M a t e m á t i c a ? » E é t a m b é m frequente ouv i r 
entre nós esta ou t ra p regun ta : « P o i s ainda h á que 
descobrir em M a t e m á t i c a ? » 

Ora a verdade é que, na é p o c a em que vivemos, a 
T é c n i c a e s t á pondo à M a t e m á t i c a problemas cada vez 
mais d i f í c e i s , que a obr igam a um desenvolvimento 

c o n t í n u o , a uma incessante r e n o v a ç ã o de m é t o d o s e a 
imprevistas a m p l i a ç õ e s de d o m í n i o s . Parece u l t r a 
passada aquela fase de M a t e m á t i c a c a r a c t e r í s t i c a 
do século passado — a fase dos belos teoremas, das 
belas propriedades, das elegantes d e m o n s t r a ç õ e s — em 
que o invest igador , à maneira dos gregos, faz ia a 
matemática pela matemática, com p r e o c u p a ç õ e s de puro 
ar t i s ta . 

Ho je as necessidades s ã o outras, e o homem n ã o 
tem j á tempo para se deter em l o c u b r a ç õ e s p l a t ó n i 
cas, vol tando as costas à realidade. De resto, é sobre
tudo tornando-se útil que a C i ê n c i a se t o rna bela. 
O que n ã o quere dizer que deva cessar por completo 
a act ividade puramente especulativa : ela conduz, 
por vezes, a resultados concretos imprevistos . Mas 
para tudo h á uma j u s t a medida, e é fo ra de d ú v i d a 
que um completo alheamento da real idade conduz, 
a la longue, a uma completa esterilidade. 

E m c o m p e n s a ç ã o , que r iqueza de s u g e s t õ e s , que 
impulsos vigorosos, nos v ê m a cada passo do mundo 
e m p í r i c o ! « L a p h y s i q u e » d i z i a POIHCARÉ «ne nous 
donne pas seulement l 'occasion de r é s o u d r e des p ro 
b l è m e s ; elle nous aide à en t rouver les moyens, et 
cela de deux m a n i è r e s : elle nous f a i t pressentir la 
solut ion ; elle nous s u g g è r e des r a i s o n n e m e n t s » . 
E mais adiante : « D e v i n e r avant de d é m o n t r e r 1 A i - j e 
besoin de rappeler que c'est a ins i que se sont faites 
toutes les d é c o u v e r t e s importantes ?» 

«A M a t e m á t i c a é uma c i ê n c i a e x p e r i m e n t a l » —pro
clamou H E A V I S I D B , ao l a n ç a r o cá l cu lo s imbó l i co . 
E , se houve e x a g ê r o na sua p o s i ç ã o , ela f o i contudo 
u t i l í s s i m a como r e a c ç ã o à a t i tude dos m a t e m á t i c o s 
sérios que o c r i t i cavam, i Que impor t ava que o seu 
m é t o d o n ã o estivesse sancionado pela teor ia — se a 
p r á t i c a lhe v inha dar r a z ã o ? O a p e r f e i ç o a m e n t o lóg ico 
era certamente n e c e s s á r i o : era mesmo i n d i s p e n s á v e l . 
Mas êsse a p e r f e i ç o a m e n t o veio depois, a pouco e 
pouco, com amplas r e p e r c u s s õ e s em todo o ed i f í c io 
m a t e m á t i c o . 

Vem ainda a p r o p ó s i t o f a la r aqui do « I s t i t u t o per 
le A p p l i c a z i o n i dei Calcolo» de Roma, i n t e r e s s a n t í s 
sima c r i a ç ã o do Prof. Picone — a quem devemos 
a possibil idade de publ icar aqui o r e l a t ó r i o pre
cedente. Numa act ividade de mais de v in te anos, 
t ê m sido resolvidos neste In s t i t u to i n ú m e r a s ques
tões provenientes dos mais variados d o m í n i o s da 
C i ê n c i a e da T é c n i c a : electrotecnia, h i d r á u l i c a , aero
n á u t i c a , c o n s t r u ç õ e s navais, economia, e s t a t í s t i c a , 
actuariado, b iometr ia , agronomia, etc., etc. A l i o 
m a t e m á t i c o encontra sempre u m rico manancial de 
ideas que não se encerram de nenhum modo num 
estreito c í r cu lo u t i l i t á r i o —que podem ser o ponto de 
p a r t i d a para i n v e s t i g a ç õ e s de longo f ô l e g o . E assim 
é que, a par duma «équ ipe» de h á b e i s calculadores, o 
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Prof . Picone tem podido formar um escol de inves t i 
gadores que se contam entre o que h á de mais p ro 
metedor na moderna g e r a ç ã o m a t e m á t i c a i t a l i ana . 

Os ins t i tu tos deste g é n e r o estabelecem um contacto 
com a realidade, em v i r t u d e do qual a p r o d u ç ã o ma
t e m á t i c a é apreciada n ã o somente do ponto de v is ta 
da veracidade ou falsidade, mas sobretudo do ponto 
de v i s t a do seu maior ou menor valor efectivo, em 
r e l a ç ã o a nós , homens, que criamos os s ímbo los para 
que ê les nos s i rvam, e n ã o para que ê les se tornem 
f ins a si mesmo. Pretende-se muitas vezes ter resol
v ido u m problema, apresentando um processo de re
so lução que depois, passando à p r á t i c a , se revela 
i n a p l i c á v e l pela massa a s t r o n ó m i c a de cá l cu los que 
requere. Abundam assim, na A n á l i s e c l á s s i ca , as ele
gantes d e m o n s t r a ç õ e s de e x i s t ê n c i a , que bem magra 
s a t i s f a ç ã o podem dar a quem n ã o queira permanecer 
eternamente numa a t i tude contemplat iva. 

Todav i a a m á q u i n a calculadora e l e c t r ó n i c a vem 
modi f ica r enormemente ê s t e estado de coisas, m u l t i 
pl icando por m i l , segundo se diz, as possibilidades 

humanas de efectuar cá lcu los n u m é r i c o s . D ê s t e modo, 
muitos procedimentos considerados a t é hoje como 
i n e x e q u í v e i s passam a ter v i ab i l idade — o que vem 
abr i r à C i ê n c i a e à T é c n i c a perspectivas i n i m a g i n á 
veis. 

Infe l izmente , o anterior comunicado fa la sobretudo 
de a p l i c a ç õ e s b é l i c a s da m á q u i n a e l e c t r ó n i c a — e f o i na 
verdade a guerra que cr iou o « E n i a c » , como f o i ela que 
c r iou a bomba a t ó m i c a . Mas o mesmo comunicado re-
fere-se a v á r i a s outras p o s s í v e i s a p l i c a ç õ e s do « E n i a c » , 
que nada t ê m que ver com a guerra. 

U m a ú l t i m a c o n c l u s ã o nos parece l í c i to t i r a r daqui : 
a necessidade premente de arejar os nossos m é t o d o s 
e programas de ensino, tornando-os adequados ao 
e s p í r i t o da época . 

E n t r á m o s numa nova era, que é, f e l i z ou i n f e l i z 
mente, a era atómica. E devemos ab r i r os olhos, fazer 
um es fo rço sé r io de a d a p t a ç ã o , se n ã o quizermos f i ca r 
para sempre agarrados a sombras, no mundo do 
passado. 

JOSÉ SEBASTIÃO E S I L V A 

Geometries Elémentaires et Nombres Complexes 
HI. Variétés Quadratiques Spécialisées W 

par Pout Belgodère 

Transformations projectives conservant 
une variété quadratique: 

Dans l a p l u p a r t des g é o m é t r i e s au sens de K L E I N 
couramment é t u d i é e s , le groupe p r i n c i p a l est iso
morphe au groupe p r o j ec t i f conservant une v a r i é t é 
quadrat ique, ou à l ' un de ses sous-groupes. 

Par exemple, la géométrie projective cons idé rée pour 
l a surface seule d'une hyperquadr ique de l'espace 
p ro j ec t i f Sn + t à ra+1 dimensions donne, par projec
t i o n s t é r é o g r a p h i q u e , l a géométrie anallagmatique à 
n dimensions puis , par pro jec t ion isotrope, l a g é o m é 
t r i e de contact des h y p e r s p h è r e s o r i e n t é e s (groupe de 
hie) de l'espace à n — 1 dimensions. Ce m ê m e groupe 
correspond aussi à la géométrie cayleyenne à n—1 
dimensions. 

On obtiendra l a géométrie euclidienne à n dimensions 
en f i x a n t le n-point a l'infini» de la g é o m é t r i e anal
lagmat ique , et sa p ro jec t ion isotrope donne la géomé
trie de Laguerre de l'espace à n—1 dimensions. Citons 
aussi la géométrie projective réglée, et l a cinématique 
à 3 dimensions, respectivement é q u i v a l e n t e s aux g é o 
m é t r i e s à la surface d'une hyperquadrique de ou <S 7. 

Signalons, pour les g é o m é t r i e s dont le groupe a 
m ê m e s tructure que le groupe des t ransformations 

projectives conservant une v a r i é t é quadrat ique, l ' i m 
portance fondamentale de la forme polaire, dont 
l ' annula t ion exprime toujours une p r o p r i é t é g é o m é 
t r ique impor tante . 

Variétés spécialisées; utilité: 

Mais le simple exemple de l a Géométrie euclidienne 
nous i n t r o d u i t à une nouvelle é t u d e , car on peut 
l 'obtenir directement en f i x a n t dans l'espace p r o j ec t i f 
un absolu quadrat ique tangentiel lement s p é c i a l i s é 
(conique ombil icale) c ' e s t - à - d i r e en é t u d i a n t les trans
formations automorphes d'une v a r i é t é quadrat ique 
spéc i a l i s ée . A un changement p r è s du domaine de réalité 
(si l 'on ne c o n s i d è r e que l'ensemble des t ransforma
tions à p a r a m è t r e s r ée l s ) , on retrouve cette p r o p r i é t é 
dans la Géométrie de Laguerre. De f a ç o n encore plus 
m a r q u é e , i l en est de m ê m e dans la géométrie pseudo 
elliptique de BLASCHKE, é q u i v a l e n t e à la c i n é m a t i q u e 
plane, obtenue en f i x a n t dans l'espace p r o j ec t i f S3 une 
quadrique d é c o m p o s é e ponctuellement en deux plans, 

(#) C o n t i n u a ç ã o dos art igos I - É l é m e n t s I m a g i n a i r e s . R é p r é 
sentat ions R é e l l e s e I I - N o m b r e s H i p e r c o m p l e x e s , publ i cados r e s 
p e c t i v a m e n t e e m « G a z e t a de M a t e m á t i c a » nos o . o s 30 e 31. 
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et tangentiel lement en deux points de leur intersection. 
P r é c i s o n s notre langage : 

Selon que nous c o n s i d é r e r o n s une m u l t i p l i c i t é de 
points ou d'hyperplans, nous parlerons de v a r i é t é ponc
tuelle ou tangentielle. 

Nous dirons qu'une v a r i é t é est : 

générale, si elle n'a pas d ' é l é m e n t mul t ip l e ; 

spéciale, ou spéc i a l i s ée , s i elle a des é l é m e n t s m u l t i -

Veriélés quadratiques générales: 

Rappelons les notations et formules habituelles. 
Sr est une v a r i é t é l i n é a i r e ponctuelle à p d imen

sions de l'espace p r o j ec t i f S„, à n dimensions. 

E l l e y d é p e n d de (p+1) (n—p) p a r a m è t r e s . 

Si elle est astreinte à passer par une v a r i é t é l i n é a i r e 
f i x é e S , , à q dimensions, elle ne d é p e n d plus que de 
(p — q) (n—p) p a r a m è t r e s . 

Une hyperquadrique g é n é r a l e V\ de Sn y d é p e n d 

G é o m é t r i e É l é m e n t s 

É l é m e n t s pour 
lesquels l a f o r 
me quadra t ique 
est nul le 

C o u p l e s d ' é l é 
ments pour les
quels la forme 
polai re estnulle 

Couples d ' é l é m e n t s pour les
quels l a forme pola i re est 
nulle , et dont chacun annule 
la forme quadrat ique. 

Cayleyenne 

P o i n t 
de l'espace 

D r o i t e 
de l'espace 

P o i n t 
de l 'absolu 

D r o i t e 
« m i n i m a » 

Points 
c o n j u g u é s 

D r o i t e s « p e r 
p e n d i c u l a i r e s » 

Points sur une m ê m e g é n é r a 
t r ice de l 'absolu. 

Droi tes m i n i m a a s s o c i é e s . 

Ana l l agma t ique H y p e r s p h è r e P o i n t H y p e r s p h è r e s 
orthogonales 

Points d'une m ê m e isotrope. 

De L I E 
H y p e r s p h è r e 

o r i e n t é e H y p e r s p h è r e s tangentes. 

Pro jec t ive r é g l é e 
à 3 dimensions 

Complexe 
l i n é a i r e 

D r o i t e Complexes en i n 
vo lu t i on 

Droi tes concourantes. 

C i n é m a t i q u e à 3 
dimensions 

S o m a (posi t ion 
d ' u n c o r p s 
solide) 

Somas d é d u i t s l 'un de l 'autre 
par ro t a t ion . 

pies, sans ê t r e decomposable en m u l t i p l i c i t é s ana-
ly t iquement distinctes ; 

décomposée, si elle est c o n s t i t u é e par l'ensemble de 
v a r i é t é s analyt iquement distinctes ; 

dégénérée, si elle est c o n s t i t u é e par l'ensemble de 
v a r i é t é s confondues, de d e g r é s moindres ; 

évanescente, si son é q u a t i o n est ident iquement v é r i f i é e 
par tous les points (ou hyperplans). 

Exemple : dans S3 une quadrique générale n 'a n i 
po in t n i p lan tangent double. 

— une conique est une quadrique s p é c i a l i s é e tangen
t iel lement, et d é g é n é r é e ponctuellement en un plan 
double. 

— un cône est une quadrique s p é c i a l i s é e ponctuel
lement, et d é g é n é r é e tangentiel lement en un po in t 
double. 

— l'ensemble de 2plans et de 2 p o i n t s s i t u é s sur leur 
intersection est une quadrique d é c o m p o s é e ponctue l 
lement et tangentiel lement. 

de n (n + 3) /2 p a r a m è t r e s . L e sous groupe du groupe 
p r o j ec t i f (à n (n + 2) p a r a m è t r e s ) q u i l a conserve 
d é p e n d donc de n (n + 2) — n (n + 3) /2 = n (n + 1 ) / 2 
p a r a m è t r e s . 

L a VI c o n t i e n t des v a r i é t é s l i n é a i r e s Sp si 
p<(n—l)/2, d é p e n d a n t de ( p + 1) ( 2 n — S p — 2 ) / 2 para
m è t r e s , et l 'on peut d é m o n t r e r q u ' i l passe par un S, 
d o n n é de V\ des ST l i n é a i r e s , e n t i è r e m e n t s i t u é s 
sur V I , d é p e n d a n t de {p—q) (2n—Sp—q—S)/2 para
m è t r e s , sous l a condi t ion q<p<(n—1)/2 . 

Pour n = 4 m + l , i l existe des Sïm f o rman t deux f a 
mil les distinctes : deux <!?2m de la m ê m e f ami l l e ont 
X, o o î j . . . oo2»> points communs ; deux <S2„, de famil les 
d i f f é r e n t e s ont 0 , o o l } . . . oêf—* points communs. 

Pour n = 4 m + 2 , i l existe des S2„, fo rmant une seule 
f a m i l l e . 

Pour n=4m + S , i l existe des «Sîm+l > f o r m a n t deux 
fami l les d i s t inc tes : deux ^ m + i de l a m ê m e f ami l l e 
ont 0 , ool . . . oo2"+l points communs; deux Simii de 
famil les d i f f é r e n t e s ont 1 , °°2 ( . . . ooz™ points com
muns. 
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Pour n — 4m + 4 , i l existe des < S 2 m + i , f o r m a n t une 
seule fami l l e . 

Nous n'avons c o n s i d é r é j u s q u ' i c i , c o n f o r m é m e n t à 
l 'habi tude, que les v a r i é t é s l i n é a i r e s admises ponctuel
lement par une v a r i é t é quadrat ique g é n é r a l e : par exem
ple une quadrique de <S3 porte deux famil les de droites, 
une hyperquadrique de S5 porte deux famil les de 0 0 3  

plans g é n é r a t e u r s , etc. C o r r é l a t i v e m e n t , les hyper-
plans S„_i tangents à l 'hyperquadrique peuvent se 
grouper en fami l les l i n é a i r e s , ensemble des hyperplans 
passant par une v a r i é t é l i n é a i r e ponctuelle d 'un nom
bre moindre de dimensions (axe de la f a m i l l e ) . 

Dans un espace S2mi.i à nombre i m p a i r de d imen
sions, i l existe des v a r i é t é s l i n é a i r e s Sm appartenant 
po in t par p o i n t à l 'hyperquadrique (et la p o l a r i t é 
i n d u i t une corrélation de Chasles entre les ° ° m points 
de cet S m , et les ° ° m hyperplans q u i la contiennent). 
Mais , dans un espace S2m+z à nombre i m p a i r de d imen
sions, i l existe des S m + i axes d'une f ami l l e l i n é a i r e 
d'hyperplans tous tangents à la v a r i é t é quadrat ique, 
q u i ne f o n t que toucher l 'hyperquadrique le long d'un 
S m (et l a p o l a r i t é i n d u i t une c o r r é l a t i o n de CHASLES 
entre les ° ° m points de cet Sm, et les ° ° m hyperplans 
passant par le S m + i , admis tangentiellement par l 'hyper
quadr ique) . 

C'est a ins i que, dans l'espace à 4 dimensions, i l 
existe 00 3 plans, a s soc iés à une hyperquadrique, t ou 
chant l 'hyperquadrique selon l 'une de ses 00 3 droites 
(qu i compte double dans l ' intersect ion), et tel que tou t 
hyperp lan q u i le contienne touche l 'hyperquadrique 
en l ' un des points de la droi te de contact p r é c é d e n t e . 

Plus g é n é r a l e m e n t , à chaque v a r i é t é l i n é a i r e S P i 

s i t u é e sur une hyperquadrique g é n é r a l e V\ d 'un S„, 
correspond un S n - ^ \ , q u i en est pola i re r é c i p r o q u e 
par r appor t à l a V%, q u i contient S„, et q u i est l 'axe 
d'une fami l l e d 'hyperplans tous tangents à l a F * . 

Variétés quadratiques spéciales : 

A f i n d ' é t u d i e r les s p é c i a l i s a t i o n s que peut p r é s e n t e r 
l 'hyperquadrique limite d'une fami l l e d 'hyperquadr i -
ques g é n é r a l e s , bornons-nous au cas d'une fami l l e 
d 'hyperquadriques admettant toutes un (n—1) è d r e 
non d é g é n é r é c o n j u g u é commun, et dont les é q u a t i o n s 
(ponctuelle et tangentiel le) peuvent donc se ramener 
s i m u l t a n é m e n t à une somme de c a r r é s 

a 0 x„ + a j x? -I + a„ x * = 0 

le r appor t tendant effect ivement vers 0 avec X, 

u\ u\ 
— — 
a 0 a 

= 0 

les a f é t a n t fonct ions d'un p a r a m è t r e X, et r a n g é s par 
ordre d ' i n f in i t ude , c ' e s t - à - d i r e que pour \ assez p e t i t 

K I > K l>--->l«»l 

a f i n que la l i m i t e ne soit pas une hyperquadrique 
g é n é r a l e . 

Pour l 'hyperquadrique l i m i t e , seuls les at d u m ê m e 
ordre que a 0 in te rv iendront dans l ' é q u a t i o n ponctuelle 

6 0 xl + . . . + 6A a j j = 0 , (k < n) 

où les 6; ont entre eux les rapports l imi tes des rapports 
f i n i s des a f (i<k) 

De m ê m e l ' é q u a t i o n tangent iel le sera: 

"? , «!+! 0 (l>k + l ) 

où les o ; ont encore entre eux les rapports l imi tes des 
rapports f i n i s des a; (i>l) . 

A i n s i , une hyperquadrique l i m i t e non g é n é r a l e 
a p p a r a î t comme ayant à la fo is une é q u a t i o n ponc
tuelle et une é q u a t i o n tangentiel le , o p é r a n t sur des 
c a r r é s d'indices dis t incts , avec des lacunes pour 
certains indices, q u i ne f i g u r e n t dans aucune des deux 
é q u a t i o n s . 

Ponctuellement, l 'hyperquadrique l i m i t e admet un 
espace l i n é a i r e double Ru , 1 à ra—k—1 dimensions; 
tangentiel lement c'est l'ensemble des S„_i m e n é s par 
des <S„_,_j tangents à une hyperquadrique g é n é r a l e 
Vn^i d'un <S„_, i n t é r i e u r au S„_k_t . 

L'espace à t ro is dimensions est t rop restreint pour 
montrer de v é r i t a b l e s exemples ; toute s p é c i a l i s a t i o n 
y e n t r a î n e une d é c o m p o s i t i o n ou une d é g é n é r e s c e n c e 
(ponctuelle ou tangentiel le) ; un cône est d é g é n é r é 
tangentiel lement en son sommet, comptant double. 
Mais , dans l'espace à 6 dimensions, on peut c o n s i d é 
rer une hyperquadrique s p é c i a l i s é e ponctuellement et 
tangentiellement, admettant un espace double à 
3 dimensions, et dont le noyau tangent ie l soi t r é d u i t à 
une conique: i l a p p a r a î t a ins i une lacune d'un c a r r é 
dans le couple des é q u a t i o n s ponctuelle et tangentiel le . 

D 'une m a n i è r e g é n é r a l e , une hyperquadrique l i m i t e 
est d é f i n i e par son noyau tangent ie l , hyperquadrique 
g é n é r a l e d 'un <S„_,, par sa v a r i é t é double <S„_i,_i issue 
de S„_i, et par sa trace ponctuelle sur un Sk sans 
po in t commun avec le <S„_ t _ 4 . 

Spécialisation purement ponctuelle ou tangentielle: 

P l a ç o n s - n o u s au po in t de vue s tr ic tement ponctuel 
(par exemple), en supposant l ' é q u a t i o n tangentiel le 
c o m p l è t e m e n t é v a n e s c e n t e . Comptons les p a r a m è t r e s . 

Une v a r i é t é quadrat ique ci fois s p é c i a l i s é e a une 
é q u a t i o n comportant + 1 — d c a r r é s , et porte une 
v a r i é t é l i n é a i r e double S j ^ , , à ci—1 dimensions. 
Les S d _ t , s i t u é s dans S„, y d é p e n d e n t de d(n— c i + 1 ) 
p a r a m è t r e s . D 'au t re par t , dans un S ^ , ne coupant 
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pas le Sd_f choisi , les hyperquadriques g é n é r a l e s 
d é p e n d e n t de (re—d) ( ra- d + 3)/2 p a r a m è t r e s . Une 
hyperquadrique d fois s p é c i a l i s é e est par fa i tement 
d é f i n i e par sa v a r i é t é double Sd_,, et sa trace ponc
tuelle sur <S„_ 4. E l l e d é p e n d donc de d ( ra—d+1) + 
+ (n—d) (n-d+S)/2 = n (n + S)j2-d ( d + l ) / 2 para
m è t r e s . 

L e groupe automorphe de cette hyperquadrique, 
c ' e s t - à - d i r e le sous groupe p r o j e c t i f de S„ q u i l a con
serve, d é p e n d donc de re (ra + 2 ) — [ra (n + 3 ) / 2 — 
— d ( d + l ) / 2 ] = r e ( » + l ) / 2 + d ( d + l ) / 2 p a r a m è t r e s . 

Ce groupe automorphe n'est pas simple, car i l con
t i en t des sous-groupes invar ian ts , dont un cas p a r t i 
cul ier est f o u r n i par les d é p l a c e m e n t s , h o m o t h é t i e s et 
t ranslat ions, sous-groupes des s imil i tudes de l'espace 
euclidien. 

E n prenant l ' é q u a t i o n de l 'hyperquadrique sous l a 
forme : 

xl + x? + + xl_d=0, 

les t ransformations automorphes peuvent s ' éc r i re : 

H 0 

A B 

où la matr ice (à ra + 1 lignes et colonnes) r e p r é s e n t e la 
t ransformat ion l i n é a i r e f a i san t passer de la colonne de 
c o o r d o n n é e s a; à la colonne de c o o r d o n n é e s X . 

U n po in t de Sd_t é t a n t t r a n s f o r m é en un autre p o i n t 
de Sd_t, le tableau à n — d+1 l ignes et at colonnes, 
r e p r é s e n t é par le symbole 0 , a tous ses é l é m e n t s nuls. 
L a matr ice c a r r é e r e p r é s e n t é e par H , t ransformant 
les X j i ï ^ M — d) en Xj(j<-n — d) et conservant (à un 
fac teur p rè s ) la somme des c a r r é s , est orthogonale (le p r o 
d u i t scalaire de deux lignes d i f f é r e n t e s é t a n t nu l , et 
le c a r r é scalaire d'une l igne é t a n t é g a l à la valeur d u 
d é t e r m i n a n t , que l 'on peut supposer é g a l e à 1 à cause 
de l ' h o m o g é n é i t é ) . 

Quant aux d l ignes r é s i d u e l l e s , leurs é l é m e n t s sont 
a rb i t r a i res . 

Remarquons que, dans l a composi t ion de deux t rans
format ions , les matrices H , H' se m u l t i p l i e n t entre 
elles (subst i tut ions d u s y s t è m e des g é n é r a t r i c e s ) , les 
B, B' é g a l e m e n t ( t ransformations project ives de <Sd_,), 
tandis que le nouveau tableau A" d é p e n d des 6 t a 
bleaux AA< BB< HH'. 

Comptons les p a r a m è t r e s : 

(n — d) ( r a + 1 — d)/2 pour la matr ice orthogonale H 
de d é t e r m i n a n t 1 ; d pour les tableaux A et B 
(d d e r n i è r e s l ignes) donc en t o u t n (n + 1 ) / 2 + d (d +1)/2, 
e o n f o r m é m e n t au r é s u l t a t a n t é r i e u r . 

On obt ient des sous groupes invar ian ts en suppo
sant : 

.H r é d u i t à l a matr ice u n i t é E 
ou 

B r é d u i t à la matr ice scalaire xE'. 

Comptons les v a r i é t é s l i n é a i r e s s i t u é e s sur une 
V f , d fois s p é c i a l i s é e , en nous at tachant d 'abord aux 
v a r i é t é s l i n é a i r e s contenant l a v a r i é t é double Sd_,, 
et dont la trace sur un ne coupant pas le Sd_, 
d o i t n é c e s s a i r e m e n t appar tenir à la V f ^ trace de l a 
V f : i l s u f f i t , dans ce cas de substi tuer à n,p,q les 
q u a n t i t é s n — d , p — d , q — d , dans les formules don
nant le nombre de v a r i é t é s l i n é a i r e s p o r t é e s par une 
v a r i é t é quadrat ique g é n é r a l e . 

Donc, sous les condit ions d — l<q<p< (n —1)/2 , 
i l existe sur la Vf des v a r i é t é s l i n é a i r e s S p , à p d i 
mensions, issues d u Sd^t, d é p e n d a n t de 

( p — d+1) (2ra — 2 — 3 p + d ) / 2 p a r a m è t r e s 
et des v a r i é t é s l i n é a i r e s S„, issues d 'un S,, d é p e n 
dant, lorsque cet S, est; f i xé , de 

( p — q) (2n — 3p — q+2d— 3)/2 p a r a m è t r e s . 

D 'au t re par t , les v a r i é t é s l i néa i r e s S, à r d imen
sions contenues dans une v a r i é t é l i n é a i r e f i xée Sp à p 
dimensions y d é p e n d e n t de ( p — r) (r + 1) p a r a m è t r e s 
et les v a r i é t é s l i n é a i r e s Sr à r dimensions, contenues 
dans une v a r i é t é l i n é a i r e f i x é e Sp à p dimensions, et 
contenant une v a r i é t é l i n é a i r e S, à s dimensions d é 
pendent de ( p — r) (r—s) p a r a m è t r e s . 

Donc, sous les condit ions s<r<p<r+d, q — d< 
<s<Çl'J~P i o n peut c o n s i d é r e r toute v a r i é t é l i n é a i r e 
6"r à r dimensions s i t u é e sur Vf comme appartenant 
à une v a r i é t é Sp à p dimensions issue d u Sd_t double 
( l 'entier q d é p e n d a n t de l a d isposi t ion re la t ive d u Sr 

et d u Sd_,), et d é p e n d a n t de ( p — r) ( r + 1 ) p a r a m è 
tres dans cet S p , donc sur V* de 

(p—d+1) (2n-2-Sp + d)j2 + 
+ ( p — r) (r + 1) p a r a m è t r e s . 

Lorsqu 'un S, à s dimensions de Vf est fixe' (appar
tenant à un S, issu de Sd_t ), les £ ' r q u i passent par 
l u i et dont la d isposi t ion est telle qu ' i ls soient j o i n t s 
à Sd_i par un espace l i n é a i r e Sp à p dimensions 
(contenant n é c e s s a i r e m e n t S,) d é p e n d r a i e n t , si Sp 

é t a i t aussi f i xé , de ( p — r)(r — l ) p a r a m è t r e s , donc 
d é p e n d e n t en tou t sur V f , lorsque S„ est seul f ixé , de 

( p - q ) (2n-3p-q + 2d-S)l2 + 
+ ( p — r) (r — s) p a r a m è t r e s . 

Spécialisation à la fois ponctuelle et langentielle : 

C o n s i d é r o n s maintenant à la fo is l ' é q u a t i o n ponc
tuelle (n+1—d c a r r é s ) et l ' é q u a t i o n tangent ie l le 
(ra + 1 — d ' c a r r é s ) . Nous poserons : 
n + l - ( n + l - d ) - ( n + l - d l ) = d+d'-(ni- l ) - l , 
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nombre de lacunes entre les c a r r é s q u i in terviennent 
dans l ' é q u a t i o n ponctuelle et ceux qu i in terviennent 
dans l ' é q u a t i o n tan gentiel le. 

Dans tous les cas l < d , et en pa r t i cu l i e r s i <Z=1 
( v a r i é t é s à un seul po in t double), 1=0. 

U n hyperplan tangent touche une hyperquadrique 
tangentiel le à d—l c a r r é s de <Sd_,. Or, ces hyper-
quadriques, l fois spéc i a l i s ée s par r appor t à Sd_t, 
d é p e n d e n t de (d-1) ( d - l + 3 ) / 2 - l ( i + l ) / 2 para
m è t r e s . 

De m ê m e , les hyperquadriques ponctuelles, d fois 
spéc i a l i s ée s , ayant pour espace double Sd_,, d é p e n 
dent de n (n + 3)/2 — d (d+l)/2 p a r a m è t r e s . 

Donc, les hyperquadriques de s p é c i a l i s a t i o n s d, d' 
de S„, d é p e n d e n t de n (n + 3 ) / 2 — d (d +1)/2 + 
+ (d - 1 ) (d+2) /2 - 1 (l+1)/2=n (n+3)/2-1 - l (l+1)/2 
p a r a m è t r e s , et leur groupe automorphe est à: n(n + 2) — 
- [n (n + 3) (l+1) /2] = n (n + 1) /2 -t-1 + 1 (l+1) / 2 
p a r a m è t r e s . 

I l est remarquable que seules interviennent dans 
ces formules f inales les valeurs de n et de l , mais 
non l a place des l lacunes p a r m i l'ensemble des c a r r é s 
f i g u r a n t dans les é q u a t i o n s ponctuelle et tangentiel le . 
E n par t i cu l ie r , l a g é o m é t r i e pseudo e l l ip t ique (n—5, 
d=d'='2, 1=0), d é p e n d d'un groupe à 7 p a r a m è t r e s 
aussi bien que l a g é o m é t r i e euclidienne (ra = 3, eZ=3, 
d'= 1,1 = 0), avec é v i d e m m e n t une structure d i f f é 
rente. 

Ce groupo contient des sous groupes invar ian ts , en 
pa r t i cu l i e r celui qu i correspond à l ' invar iance s imu l 
t a n é e du noyau tangent ie l et des espaces l i n é a i r e s 
g é n é r a t e u r s d u support ponctuel , et q u i d é p e n d de 
n (n + l)/2 + l+l (l +1)/2 - (n - d) (n — < f - f - l ) / S — 

- (n-d<) (n-dJ + ty/Z^l+dd' 

p a r a m è t r e s . 

D'autres sous-groupes invar ian ts correspondent à 
l ' invariance respective d u noyau tangent ie l ou des 
espaces g é n é r a t e u r s ponctuels, ou d u <S ̂  double, etc. 

H 0 0 

x = A B 0 X 

C D W 

L a matr ice de la t ransformat ion, p r é s e n t é e ci-dessus, 
conserve les points de , et la v a r i é t é quadrat ique 
ponctuelle. Donc H est une matr ice orthogonale à 
n + 1—d l ignes et colonnes, et les deux tableaux s u p é 
r ieurs i n d i q u é s par 0 sont composés de termes tous 
nuls. De m ê m e , l a matr ice t r a n s p o s é e ind iquan t , 
sur les c o o r d o n n é e s tangentielles, l a t ransformat ion 
inverse, H' est une matr ice orthogonale à n+1—d' 
lignes et colonnes, et le t r o i s i è m e tableau i n d i q u é 
par 0 est aussi c o m p o s é de termes tous nuls. Quant 
aux tableaux A , B , C, D , i l s sont c o m p o s é s d ' é l é 
ments arbi t ra i res , en nombre to ta l dd'. 

Remarquons que l 'on ne peut pas en g é n é r a l normer 
en m ê m e temps toutes les c o o r d o n n é e s en sorte que 
les d é t e r m i n a n t s de H et B? prennent en même temps 
l a valeur 1 . 

L e nombre de p a r a m è t r e s du groupe automorphe 
est donc : 

( n — d ) ( n + l - d ) / 2 + (n-d<) (n+l-d1)/2 + cta' + l = 

=ra (n—1) / 2 + i (l+l) / 2 , et le sous groupe i n v a r i a n t 

H=E,hV=xE] d é p e n d de 1+dd1 p a r a m è t r e s . 

//. Sobre o Cálculo Simbólico 
(continuação do n." 31) 

por J o s é Sebastião e Silva 

Produto de operadores . Consideremos t r ê s con
juntos A , B , C quaisquer, e sejam : * , uma t ransfor
m a ç ã o u n í v o c a de A em B ; <J7, uma t r a n s f o r m a ç ã o 
u n í v o c a de B em C. Chama-se produto de <t> por V/, 
e representa-se por * . <P (ou simplesmente por * 1 r ) , 
aquela t r a n s f o r m a ç ã o u n í v o c a de A em C que equivale 
a apl icar sucessivamente " / , * (primeiro W e depois <t>); 
is to é, em s ímbo los : 

(<t>. <F) (oc) = * (w (x)), para cada x e A . "> 

(1) A e x p r e s s S o XQA deve l er - se a q u i ox pertencente a A » . 

É claro que, em par t icu la r , os conjuntos A,B,C 
podem coinc id i r entre s i . 

Exemplo: Se representarmos por H a classe dos 
seres humanos e escrevermos «y=pad x» como abre
v i a t u r a de «y épaide x» e ay=mad xv como abrevia
t u r a de «y émãe de x» (designando por x,y elementos 
indeterminados de H, sem d i s t i n ç ã o de sexo), é claro 
que os s ímbolos pad, mad r e p r e s e n t a r ã o operadores 
definidos pelo menos numa par te H* de H— opera
dores que fazem corresponder a c a l a elemento x 
de H* u m e um só elemento (padx ou madx) de H. 
Ora ó f á c i l ver que o produto pad . mad n ã o ó mais do 
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que o operador correspondente à e x p r e s s ã o «avô 
materno de» , pois que, por d e f i n i ç ã o : 

(pad. mad) x=pad (mad x ) ; 
enquanto o produto mad .pad é o operador correspon
dente à e x p r e s s ã o «avó paterna de» . E v ê - s e ime 
diatamente que 

mad . pad =/t pad .mad , 
o que basta para p ô r em e v i d ê n c i a este facto de 
n o t á v e l interesse em M a t e m á t i c a : que a multipli
cação entre operadores não e, no caso geral, uma opera
ção comutativa. 

D i r - s e - á que dois operadores <t>, T s ã o permutáveis, 
quando se t iver , excepcionalmente, *>I r = , I r a>. 

Exemplos : 1) A s f u n ç õ e s n u m é r i c a s cp (x) = x—1, 
^ ( x ) = 3 y x , que consti tuem, manifestamente, t rans
f o r m a ç õ e s u n í v o c a s do conjunto dos n ú m e r o s reais 
em si mesmo, n ã o s ã o p e r m u t á v e i s pois que 
se tem ç (ty (x)) = ^ x — 1 , <j< (ç (x)) =3^x—í, e por
tanto y . <|/ =j= 4/. <f (isto é, as o p e r a ç õ e s de « s u b t r a i r 
uma u n i d a d e » e de « e x t r a i r a ra iz c ú b i c a » n ã o são 
p e r m u t á v e i s ) . Mas se pusermos <p (x) = s \ / x , iji (x) s 

= x*, s e r á <p . fy=fy • <p, pois que se tem 3\/x2 = (3y/x)* 
(isto é, as o p e r a ç õ e s de « e x t r a i r a ra iz c ú b i c a » e de 
«e leva r ao q u a d r a d o » são p e r m u t á v e i s ) . 

2) Seja A u m conjunto formado por 4 elementos, 
que designaremos por a ,b ,c ,d. U m a t r a n s f o r m a ç ã o 
u n í v o c a do conjunto A em si mesmo ( í ' s e r á , por exem
plo, o operador o assim d e f i n i d o : a (a) = 6 , a(b)—c, 
o (c) = b , o (d) = a ; ou, mais condensadamente, con
forme a n o t a ç ã o usual da teor ia de G A L O I S : 

(b c b a\ 
o = ) (por c ima de cada le t ra a sua t rans-

\a b c d j 
formada por meio de o). U m a out ra t r a n s f o r m a ç ã o 
u n í v o c a do conjunto A em s i mesmo se rá , por exem-

(d b a e\ 
pio, o operador 6 = 1 ) . Te r - s e - á e n t ã o 

\a b c d/ 

(a c b b\ fb a b d\ 
o8 = «o = e, por tanto , 

\ o o c d ) \a b c d J 
a 8 = j t õ o . M a s j á , p o r e x e m p l o , os o p e r a d o r e s 

(c d b a\ fb o d c\ , 
) , ( ) sao p e r m u t á v e i s , como 

a b c d)' \a b c d ) * ' 
é f á c i l ve r i f i ca r . 

(D C o n v é m n o t a r quo, no caso das f u n ç õ e s n u m é r i c a s , se 
a p r e s e n t a m dois conce i tos n ã o e q u i v a l e n t e s de produto de duas 
funções cp> T" : 1) 0 produto de <p por ^ ó a f u n ç ã o X t a l que 
X (x) = f (x) . ^ (x) [conceito u s u a l ] ; 2) o produto de Ç por 
é a f u n ç ã o 6 t a l q u e 6 (x) = w (y (z)) [conceito a q u i c o n s i d e r a d o ] . 
P a r a os d i s t i n g u i r , c h a m a r e m o s ao p r i m e i r o produto elementar e ao 
segundo produto operatório. 

(-> K f á c i l v e r que entre o conjunto A e e le mesmo se p o d e m 
d e f i n i r ao todo 4*=256 t r a n s f o r m a ç õ e s u n í v o c a s . . . 

Todav ia , a multiplicação entre operadores é sempre 
uma operação associativa ; is to ó, t e r - s e - á <I> (<P 0 ) = 
^ ( í x r ) © , quaisquer que sejam os operadores 4>, W, 8 
e os conjuntos entre os quais eles operam; podendo es-
crever-se e n t ã o mais simplesmente 4>>r0 em vez de 
<P(W0) ou de (4>>F)0. 

Observação : Quando, em vez da n o t a ç ã o í> (x ) , se 
usa a n o t a ç ã o * x , é cómodo dizer que <PX representa 
o produto do operador <t> pelo elemento x . N ã o r e s u l t a r á 
d a í qualquer inconveniente, mas apenas vantagem, 
desde que se evi te c o n f u s ã o entre o s ímbo lo de ope
rador e o s ímbo lo de elemento. 

P o t ê n c i a s de operadores . D o anter ior conceito de 
produto de operadores resulta imediatamente uma na tu 
r a l d e f i n i ç ã o de potência <I>" dum operador * (com n 
in te i ro > 1) . S e r á , por d e f i n i ç ã o : 

*" = 4>. * . . . 4> (n vezes) . 

Ass im , por exemplo, se representarmos por D o 
operador de d e r i v a ç ã o , s e r á D" a o p e r a ç ã o que con
siste em der ivar n vezes sucessivas (derivação de 
ordem n). Analogamente, o s í m b o l o pad" d e s i g n a r á , 
segundo as convenções precedentes, o operador corres
pondente à e x p r e s s ã o «o n-ésimo antepassado em linha 
masculina deu. Outro exemplo: se f ô r <p(x) = {/l—x, 
s e r á 

(x) = Vl— / i ^ x , <f>3 (x) = f l - V l r - y f T ^ f , etc.<". 

Por outro lado, é na tura l p ô r ainda, por d e f i n i ç ã o : 
= qualquer que seja o operador * . 
Finalmente , é na tura l convencionar que a p o t ê n c i a 

de expoente 0 dum operador 4> qualquer seja o opera
dor idêntico (ou identidade), is to é, aquele operador 
que faz corresponder a cada elemento x o mesmo 
elemento x ; operador que representaremos por I . 
De acordo com t a l c o n v e n ç ã o e s t á o facto de se dizer 
que a derivada de ordem 0 de qualquer f u n ç ã o <p é a 
p r ó p r i a f u n ç ã o 9 , o que, simbolicamente, se exprime 
d ê s t e modo : D0tf*=y ( isto é D"=I) . 

Todas as anteriores d e f i n i ç õ e s de p o t ê n c i a podem 
manifestamente resumir-se no seguinte esquema de 
r e c o r r ê n c i a : *° = I ; t>"+1 = *". * . E é f á c i l a inda 
demonstrar as propriedades : <t>m <t>" = <t>" * m = *"+» , 
(a)")" = <p m ", as quais resul tam de associatividade da 
m u l t i p l i c a ç ã o . «. 

Soma de operadores . O conceito de soma <!>-)-¥ de 
dois operadores ®,W (com um mesmo d o m í n i o A e 

(I) É prec i so n ã o p e r d e r de v i s t a que, no caso das f u n 
ç õ e s n u m é r i c a s , t eremos dois conceitos de potência, correspon
dentes aos dois concei tos de produto a t r á s c i t a d o s . A s s i m , 
p o r e x e m p l o , a e x p r e s s ã o sen* 2: é s u s c e p t í v e l de dois s i g n i f i c a 
dos d i v e r s o s : 1) seu" x = sen x . s en x . s en x [ s ign i f i cado u s u a l ] ; 
2) s e n 8 x = s e n ( sen (sen x)) [conce i to a q u i c o n s i d e r a d o ] . 
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um mesmo c o n t r a d o m í n i o B) só costuma apresen-
tar-se de modo na tura l , quando o conceito de adição 
se encontre j á def in ido a respeito dos elementos de B . 
E m t a l h i p ó t e s e , chama-se soma de 4> com W, e re-
presenta-se por «p-t-V, aquele operador que faz corres
ponder a cada elemento x de A o elemento t i + f i 
de B ; i s to é, em s ímbo los 

(* + *) x = « X + V J C , para cada x e A . 

No caso das f u n ç õ e s n u m é r i c a s t a l conceito coincide 
manifestamente com aquele usual . Ass im, por exem
plo, a soma das f u n ç õ e s a , <J* dadas pelas e x p r e s s õ e s 
ç x ^ l / x 2 — 1 , tyx = e* sen x é a f u n ç ã o <( + ty dada pela 
e x p r e s s ã o x = l / x J — l + e* sen x . 

Por outro lado, v is to que entre as f u n ç õ e s n u m é r i 
cas se encontra assim de f in ida uma a d i ç ã o , é claro 
que t a m b é m , pelo mesmo processo, f i c a r á de f in ida uma 
a d i ç ã o entre os operadores que operam s ô b r e f u n ç õ e s 
n u m é r i c a s (operadores de t i po 2) ; e assim sucessiva
mente. T e r - s e - à , por exemplo, segundo a d e f i n i ç ã o 
geral (representando por <p uma qualquer f u n ç ã o de-
r i v á v e l ) : 

(LP + D+I) <p = D3ç + D<p + ç . 

N ã o f a r á p o r é m sentido fa la r , por exemplo, da soma 
dos operadores pad, mad a t r á s considerados, por isso 
mesmo que n ã o e s t á de f in ida nenhuma a d i ç ã o entre 
seres humanos (isto é, nenhuma o p e r a ç ã o que f a ç a 
corresponder a cada par de pessoas x , y uma deter
minada pessoa x+y chamada soma das duas p r i 
meiras). 

Mas j á faz sentido fa la r da soma das f u n ç õ e s número 
de irmãos de x , número de irmãs de x , def in idas 
em H , mas de c o n t r a d o m í n i o n u m é r i c o (dados: seres 
humanos; resultados: números). 

E f á c i l agora ve r i f i c a r o seguinte fac to i m p o r t a n t e : 
Se o adição definida em B é associativa, comutativa e 
invertívelm, o mesmo acontecerá a respeito da adição 
por ela induzida entre os operadores de contradomínio B . 

Ocorre ainda preguntar se a m u l t i p l i c a ç ã o a t r á s de
f i n i d a entre operadores é distributiva respeito da a d i ç ã o 
agora in t roduz ida entre os mesmos ; isto é, se as i g u a l 
dades * ( T + 8 ) = * < r + * 0 , ( * + * ) © = * © - r - < í r e t ê m 
luga r quaisquer que sejam as t r a n s f o r m a ç õ e s u n í v o c a s 
4>, 8 de A em si mesmo (supondo def in ida em A uma 
a d i ç ã o ) . Ora, como o le i to r pode faci lmente consta
tar , tal propriedade não se verifica no caso geral 
mas ela verifica-se, com certeza, se nos limitarmos à 

íl> C h a m a m o s na tura lmente invertibilidade da adição k p o s s i 
b i l i d a d e de s u b t r a c ç ã o e m q u a l q u e r caso . 

(5> É t o d a v i a f á c i l v e r que a s e g u n d a i g u a l d a d e , (<I>4-U') Q= 
(distributividade à direita) se v e r i f i c a e m q u a l q u e r 

caso . 

família daqueles operadores <S> que satisfazem à con
dição 

* (x + y) = <t>x+t>y, 

quaisquer que sejam os elementos x , y de A; opera
dores que diremos distributivos a respeito da a d i ç ã o . 

Exemplo n o t á v e l dum operador (de t ipo 2) d i s t r i b u 
t i v o a respeito da a d i ç ã o é, precisamente, o operador 
de d e r i v a ç ã o , pois que se t e m : D(<p + <$i) = D<( + Dty 
quaisquer que sejam as f u n ç õ e s d e r i v á v e i s ç , ^ . Mas 
j á n ã o é d i s t r i b u t i v o a respeito da a d i ç ã o , por exem
plo, o operador e assim d e f i n i d o : e , a>(x )= [D , a>(x ) ]* . 
D i s t r i b u t i v o s a respeito da a d i ç ã o s ã o ainda os ope
radores M da fo rma Mx <p (x) =-y (x) . ç ( x ) , em que 
If (x) representa uma f u n ç ã o f i x a d a a r b i t r à r i a m e n t e . 
É interessante observar que os operadores desta fo rma 
n ã o s ã o p e r m u t á v e i s com D. 

Operadores n u m é r i c o s . En t r e os operadores d e f i 
nidos em campos n u m é r i c o s ou funcionais f i g u r a m , 
em pr ime i ro lugar , os multiplicadores numéricos. Seja, 
por exemplo, ff o conjunto das f u n ç õ e s reais definidas 
num mesmo in te rva lo : todo o n ú m e r o rea l a f a r á cor
responder a cada f u n ç ã o / pertencente a ff a f u n ç ã o 
a . f pertencente ainda a ff"'. D ê s t o modo, cada 
n ú m e r o real a d e f i n i r á uma t r a n s f o r m a ç ã o u n í v o c a 
de ff em si mesmo, de t a l maneira que : 

1) A soma dos operadores definidos por dois n ú m e 
ros a,b coincide com o operador def in ido pelo n ú m e r o 
a - f - è ; pois que se tem af+bf=(a + b) f , qualquer 
que seja f e f f . 

2) O produto dos operadores definidos pelos n ú m e 
ros o , b coincide com o operador def in ido pelo n ú m e r o 
a . b ; pois que se tem a ( b f ) = (ab)f, qualquer que 
seja f e f f . 

3) O operador def in ido pelo n ú m e r o 1 coincide com 
a o p e r a ç ã o i d ê n t i c a , / . 

Nestas cond ições , n ã o h a v e r á qualquer inconve
niente em confundi r os n ú m e r o s com os operadores 
por ê les definidos (como mul t ip l icadores) . Ass im, 
por exemplo, o s ímbo lo 2/3 r e p r e s e n t a r á ind i ferente
mente o número 2/3 ou aquele operador que faz cor
responder a cada f u n ç ã o / a f u n ç ã o 2 / 3 / , etc. 
Analogamente, o operador idêntico I p o d e r á confun-
dir-se com o número 1 e o operador nulo com o 
número 0 . Por outro lado, f i c a r á a u t o m á t i c a m e n t e 
estabelecido o que deva entender-se por soma a-)-* 
dum número a com um operador <p , por produto a . <t> 

(i) É c l a r o que c o n s i d e r a m o s a q u i como produto dum número a 
por uma função f a f u n ç & o a .f a s s i m d e f i n i d a : ( a . / ) ( x ) = a . f ( x ) . 
T a m b é m é man i f e s to que as c o n s i d e r a ç õ e s a q u i d e s e n v o l v i d a s 
se a p l i c a m , mutatis mutandÍ8,ao& conjuntos de f u n ç õ e s c o m p l e x a s 
de v a r i á v e l c o m p l e x a d e f i n i d a s n u m mesmo d o m í n i o : e n t ã o os 
m u l t i p l i c a d o r e s n u m é r i c o s s e r ã o n ú m e r o s c o m p l e x o s . 
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dum número a por um operador 4> e por produto * . a 
dum operador <s> por um número a —uma vez estabele
cido que os n ú m e r o s se podem conceber como opera
dores. 

[Para concretizar ideas, tomemos para exemplo u m 
c i rcu i to e l éc t r i co simples, com uma r e s i s t ê n c i a r , 
uma i n d u t â n c i a l e uma f o r ç a electromotriz & ( í ) , 
f u n ç ã o do tempo. A intensidade 3 (t) da corrente 
deste c i rcu i to deve, como se sabe, ve r i f i c a r a e q u a ç ã o 

d 
diferencia l r 3 (t) +1 ^ 7 3 (t) = S (t) , ou seja, mais 

condensadamente: (r+l D)3=8 • Se e n t ã o puzermos 
r + l D=@, v i r á © c 7 = g , e podemos dizer, por analo
g ia com a l e i de Ohm, que o operador &—soma do 
operador numérico r com o operador diferencial 1D — 
representa a resistência funcional do c i rcu i to conside
rado. Mas é preciso n ã o esquecer que nem S , 3 s ão 
n ú m e r o s (mas sim f u n ç õ e s ) , nem & é um coeficiente 
n u m é r i c o , ta l como r ] . 

Posto isto, poderemos j á d e f i n i r função racional 
inteira dum operador <t> . Daremos êsse nome a toda 
a f u n ç ã o de * que se expr ima por meio dum n ú m e r o 
f i n i t o de sucessivas adições e multiplicações a p a r t i r 
de * e de constantes n u m é r i c a s . 

O que desde logo ocorre preguntar é se é l í c i t o 
t r a t a r as f u n ç õ e s racionais inteiras de operadores com 
as mesmas regras que se usam para as f u n ç õ e s r ac io 
nais in te i ras de v a r i á v e i s n u m é r i c a s e se, em par
t icu lar , toda a f u n ç ã o rac ional i n t e i r a de <t é r e d u t í 
vel à fo rma dum p o l i n ó m i o in te i ro em * : 

a„ *" + <!, *»-< + . . . + »„_, * + o„ 

(em que a „ , a, , . . . , o„ designam constantes n u m é r i c a s 
a r b i t r á r i a s e n u m n ú m e r o na tu ra l qualquer) . 

Ora, como se pode ver f á c i l m e n t e , a resposta é nego>-
tiva no caso geral, mas afirmativa se nos limitarmos à 
classe daqueles operadores * que verificam as condições 
seguintes : 1) * ( / + g) =<S>/-+•$>g; 2) * ( a f ) = o ( * / ) , 
quaisquer que sejam o n ú m e r o a e as f u n ç õ e s f , g 
pertencentes ao d o m í n i o de t . A p r i m e i r a destas 
propriedades j á sabemos que se exprime dizendo que 
* é distributivo a respeito da adição ; quanto à segunda 
ela exprime-se, naturalmente, dizendo que * é per
mutável com os mult ipl icadores n u m é r i c o s [ p o d í a m o s 
escrever mais simplesmente * a = a * em vez de <I>(o/)= 
= a (4>/)] ; f inalmente , as propriedades 1), 2) , v e r i f i 
cadas conjuntamente, exprimem-se dizendo que o 
operador * é linear. 

Exemplo n o t á v e l dum operador l inear é, p r é c i s a 

it) De ter -nos -emos oportunamente s ô b r e o sent ido prec i so des ta 
quest&o. T r a t a - s e a g o r a apenas de s u g e r i r o p r o b l e m a . 

mente, o operador de d e r i v a ç ã o , D, pois que, a l é m 
de ser, como j á vimos, d i s t r i b u t i v o a respeito de 
a d i ç ã o , ê le é a inda p e r m u t á v e l com os factores n u m é 
ricos [D ( a f ) = a ( D f ) , qualquer que sejam o n ú m e r o 
a e a f u n ç ã o d e r i v á v e l / ] . D ê s t e modo, todas as 
regras a p l i c á v e i s á s f u n ç õ e s í a c i o n a i s in te i ras duma 
v a r i á v e l n u m é r i c a , s e r ã o ainda a p l i c á v e i s à s f u n ç õ e s 
racionais in te i ras do s í m b o l o D. Ass im, por exem
plo , t e r - s e - à : 

( D 2 + 2 D - 3 ) ( £ * - 2 D - 3 ) - D * - 1 0 D 2 + 9 ; D*-

- 5 D - 3 6 - ( D - 3 ) ( D + 3) (D-2Í) (D+2Í), etc.,etc. 

Exemplos de operadores lineares são os próprios 
operadores numéricos. Tem-se, com efeito : 1) a ( f + g ) — 
= af+ag; 2) a (bf)=b ( a f ) , quaisquer que sejam as 
f u n ç õ e s / , g e os n ú m e r o s a ,b . 

Outro exemplo de l inearidade é-nos dado pelos 
operadores M a t r á s citados. 

Todav ia , nós aqui l i m i t á m o - n o s a de f in i r o conceito 
de linearidade para operadores cujos d o m í n i o e con-
t r a d o m í n i o s ã o c o n s t i t u í d o s por f u n ç õ e s Ora a ver
dade é que t a l conceito se estende fecundamente a 
muitos outros campos, e se quizermos, por uma rac io
na l medida de economia de pensamento, a b r a ç a r 
numa mesma teor ia o maior n ú m e r o p o s s í v e l de d o m í 
nios, devemos manter-nos f i é i s ao m é t o d o da A n á l i s e 
Geral : abstrair completamente da natureza dos entes 
que constituem os dados e os resultados dos operadores, 
retendo apenas as propriedades formais de certas rela
ções definidas entre esses entes (por exemplo, as p r o 
priedades formais da a d i ç ã o ) . 

E-se d ê s t e modo levado, naturalmente, ao conceito 
abstracto de sistema vectorial. 

O b s e r v e b e m o l e i t o r como o conce i to que v a m o s d e f i n i r 
( p a r a o q u a l se adoptou a d e s i g n a ç ã o « s i s t e m a v e c t o r i a l • ) c o r r e s 
ponde exac tamente ao f i m que nos propomos a t ing ir . E l e p e r m i 
t i r á d e f i n i r c o m a m á x i m a ampl i tude p o s s i v e l o conce i to de 
l i n e a r i d a d e , c o n s e r v a n d o o que n ê s t e ex i s t e de e s s e n c i a l . E m 
p a r t i c u l a r , t o r n a r - s e - à l i c i to f a l a r de funções racionai* {inteiras 
ou fraccionáriasj de um ou mais operadores lineares permutáveis 
entre si, e a p l i c a r a t a i s f u n ç õ e s as r e g r a s do c á l c u l o a l g é b r i c o 
o r d i n á r i o . 

Q u a n d o depois se t r a t a r de d e f i n i r funções irracionais ou 
transcendentes de operadores lineares, s e r á n e c e s s á r i o r e s t r i n g i r o 
conceito de « s i s t e m a v e c t e r i a l » , i n s e r i n d o ne le u m a c o n v e n i e n t e 
n o ç ã o de « l i m i t e » . P o d e r e m o s e n t ã o i n s t i t u i r e m b a s e s r i g o r o 
s a s u m càlctdo dos operadores lineares, de que s e r á a p e n a s u m 
caso p a r t i c u l a r o cálculo simbólico dos electrotécnicos (pelo m e n o s 
n u m a par te e m que este é a d m i s s í v e l ) . 

(1) O conceito es tende-se i m e d i a t a m e n t e ao caso dos operado
r e s de d o m í n i o e contradomfnio n u m é r i c o s ; m a s é f á c i l v e r que 
as ú n i c a s f u n ç õ e s lineares d u m a v a r i á v e l n u m é r i c a sao aque las 
d a f o r m a f x = a x , e m que a d e s i g n a u m a constante n u m é r i c a 
a r b i t r á r i a . O s o p e r a d o r e s log , y * - , , sen, cos, e tc . sao noto
r iamente uno l i n e a r e s . 
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£ n ã o h a v e r á n is to n a d a de a r b i t r á r i o ou de a r t i f i c i o s o . 
T u d o t e n d e r á n a t u r a l m e n t e p a r a u m f i m , como o l e i t o r v a i t er 
o c a s i ã o de cons ta tar . 

Sistemas vectoriais. Por sistema vectorial ou sis
tema de vectores relativo ao corpo real, R , entende-se 
toda a classe S de entidades u , v , . . . de natureza 
qualquer, a respeito das quais sejam definidas duas 
o p e r a ç õ e s — adição e multiplicação escalar—de acordo 
com os preceitos seguintes : 

Vi) Para todo o par u,v de elementos de S existe 
u m e um só elemento de S chamado soma de u com v 
e r e p r e s e n t á v e l por u + v ; 

V2) u + T = T + U j quaisquer que sejam u , v e S B I 

(comutatividade) ; 

V 3 ) ( u - f - v ) + w ^ u + ( v - f w ) , quaisquer que sejam 
u , v , w e S (associatividade) ; 

VÎ) Dados dois quaisquer elementos n , v de S , 
existe sempre u m e u m só elemento x de S , t a l que 
u-rX=v; podendo escrever-se e n t ã o x=v—u (inver-
tibilidade) ; 

Vs) Para cada par a, u formado por um n ú m e r o 
real a e por um elemento u de S , existe um e u m 
só elemento de S chamado produto de a por u e repre
s e n t á v e l por o u ; 

V6) a ( u + y ) = o n + a » ; 
F 7 ) (a+b) n=ou + 6 v ; 
V s ) o ( í n ) = ( o 6 ) u 
Vt) l . u = u ; 

quaisquer que sejam u , v e S ; o , 6 6 R . 
A s propriedades F j a V*, quando verif icadas con

juntamente , costumam t a m b é m exprimir-se, dizendo 
que a classe S constitue u m grupo comutativo ou abe-
liano a respeito da a d i ç ã o . De tais propriedades 
resulta, em par t icu la r , que e x i s t i r á n e c e s s á r i a m e n t e 
em S u m e um só elemento x t a l que: u + x = u , qua l 
quer que seja u e S . Representaremos por O ê s t e ele
mento e chamar-lhe-emos o zero do sistema S . 

Os elementos u , v , . . . do sistema vec tor ia l S s e r ã o 
chamados vectores, e os elementos a , / / . . . . do corpo 
R s e r ã o chamados escalares ( 3 ) . 

N a anter ior d e f i n i ç ã o , o corpo real R pode ser 
s u b s t i t u í d o por u m outro corpo qualquer, por exem-

M) Muitos autores u s a m a d e s i g n a ç ã o « e s p a ç o v e c t o r i a l » o u 
a i n d a « e s p a ç o l i n e a r » , c o m o s i gn i f i cado que a t r i b u í m o s a q u i a 
« s i s t e m a v e c t o r i a l » . 

í*) A e x p r e s s ã o «u , v 6 Sn d e v e l er - se a q u i «u , V pertencen

te* a S » . 
*3> A r a z ã o de ta l t e r m i n o l o g i a e s t á e m que e l a sugere a n a 

log ia s fecundas com as n o ç õ e s do c á l c u l o v e c t o r i a l o r d i n á r i o . 

pio, o corpo complexo, K, o corpo racional , Ra, etc., 
e assim teremos: sistemas vectoriais relativos ao eorpo 
complexo, sistemas vectoriais relativos ao corpo racio
nal, etc. 

Exemplos : a) U m pr ime i ro exemplo dum sistema 
vector ia l re la t ivo ao corpo real é-nos fornecido pelos 
vectores do cá l cu lo vector ia l elementar. Como se sabe, 
cada vector é, neste caso, def inido por u m segmento 
orientado AB, is to é, um segmento ao qua l se a t r i b u i 
u m determinado sentido de percurso, dizendo-se que 
dois segmentos orientados definem o mesmo vector, se, e 
só se, t ê m a mesma direcção, o mesmo sentido e o 
mesmo comprimento. Por outro lado, sabe-se o que se 
entende e n t ã o por soma de dois vectores (obt ida segundo 
a regra do paralelogramo) e por produto dum número 
real por um vector; e é bem fác i l constatar que as 
o p e r a ç õ e s assim introduzidas ve r i f i c am as cond ições 
V t s K , . 

b) Convencionemos agora chamar vector n-dimen-
sional a toda a s u c e s s ã o (x, , Xj , . . . , x„) de n n ú m e r o s 
reais, chamando soma de dois vectores (x,, x 4 , . . . , x„), 
(x*,x%, ...,x') à suces são (xl + x*, x, + x j , . . . , x„ + x*) 
e produto dum número real a por um vector (x,, x 2 , . . , x„) 
à s u c e s s ã o (ax,, a x s , . . . , ax„) . E f á c i l ver e n t ã o que 
o conjunto R„ de todas estas sucessões (chamadas 
agora vectores n-dimensionais) constitue, com as duas 
o p e r a ç õ e s que nele introduzimos, um sistema de vecto
res re la t ivo ao corpo real. A t a l sistema R„ d á - s e o 
nome de espaço vectorial cartesiano a n dimensões reais. 

Se, em vez de sucessões de n n ú m e r o s reais, conside
rarmos as sucessões de n n ú m e r o s complexos, seremos 
conduzidos ao conceito de espaço vectorial carte
siano K „ , a n dimensões complexas, o qual constitue, 
manifestamente, u m sistema vector ial r e la t ivo ao 
corpo complexo. 

c) U m outro exemplo dum sistema de vectores re la 
t i v o ao corpo real é o conjunto éT, j á a t r á s conside
rado, das f u n ç õ e s reais de v a r i á v e l real definidas num 
mesmo in tervalo , dando às exp re s sões «soma f + g de 
duas funções f , g» e «produto a f dum número real a 
pela função f» o s igni f icado que usualmente lhes é 
a t r i b u í d o . Os vectores s ã o por tanto , neste caso, as 
funções f , g , . . . 

Se, em vez das f u n ç õ e s reais da v a r i á v e l real , con
siderarmos f u n ç õ e s complexas da v a r i á v e l complexa 
(definidas num mesmo d o m í n i o ) , teremos a i u m novo 
exemplo dum i i s t ema vec tor ia l r e la t ivo ao corpo 
complexo. 

Mui tos outros exemplos de sistemas vectoriais 
podiam ser citados ainda. 

Operadores l ineares. A n é i s . Sejam S , S* dois 
quaisquer sistemas vectoriais (relat ivos ao mesmo 
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corpo) e geja * uma t r a n s f o r m a ç ã o u n í v o c a de S em 
S*. Diz-se que o operador * é linear, quando v e r i 
f i c a as cond ições : * (u + v ) = * u + * v , * (a u ) = 
a ( * u) , quaisquer que sejam os vectores u , v e S e o 
escalar o . E f ác i l ver desde logo que o produto ou 
a soma de dois operadores lineares e ainda um operador 
linear. 

Representemos por A (S) o conjunto de todas as 
t r a n s f o r m a ç õ e s lineares do sistema vector ia l S em si 
mesmo. F à c i l m e n t e se reconhece que a adição e a 
multiplicação definidas em A (S) conforme as conven
ções precedentes gozam das seguintes propriedades : 

I ) Propriedades da adição : univocidade, associati-
vidade, comutat iv idade e reversibi l idade (isto é, 
A (S) f o r m a u m grupo comutativo a respeito da a d i ç ã o ) . 

I I ) Propriedades da multiplicação : univocidadej 
associatividade e e x i s t ê n c i a de unidade (o operador 
idêntico). 

I I I ) Propriedade mista : d i s t r i bu t iv idade da m u l t i 
p l i c a ç ã o a respeito da a d i ç ã o . 

Todas estas propriedades, assim verif icadas con
juntamente — e x c l u í d a a da e x i s t ê n c i a de unidade — 
exprimem-se dizendo que o conjunto A (S) constitue 
um anel a respeito das duas o p e r a ç õ e s consideradas. 

Nota: Observemos que t a m b é m o conjunto dos 
n ú m e r o s intei ros (posi t ivos e negativos), o conjunto 
dos n ú m e r o s pares, o conjunto dos p o l i n ó m i o s i n t e i 
ros em x , etc., etc. consti tuem anéis a respeito da 
a d i ç ã o e da m u l t i p l i c a ç ã o o r d i n á r i a s , mas com estas 
d i f e r e n ç a s capitais : 1) nestes ú l t i m o s conjuntos a 
m u l t i p l i c a ç ã o é comuta t iva ; 2) o produto a. b de 
dois elementos nesses conjuntos não pode ser nulo, 
sem que u m pelo menos dos factores o seja; ao passo 
que, na f a m í l i a A ( S ) , exc lu ído o caso de S ser u n i 
dimensional " ' , a m u l t i p l i c a ç ã o n ã o é comuta t iva e 
existem pares de elementos (chamados divisores de 
zero) cu jo produto é nulo sem que nenhum dos fac to 
res o seja. Pois bem : d á - s e o nome de domínios de 
integridade à q u e l e s a n é i s , como o anel dos intei ros , 
em que a m u l t i p l i c a ç ã o é comuta t iva e o anulamento 
do produto i m p l i c a o anulamento de um, pelo menos, 
dos factores. 

Observemos por outro lado que t a m b é m o conjunto 
dos n ú m e r o s racionais, o conjunto dos n ú m e r o s reais 
o conjunto das f u n ç õ e s racionais, etc., são dominios 
de in tegr idade — mas com esta d i f e r e n ç a ainda : que, 
nê s t e s ú l t i m o s conjuntos, ao c o n t r á r i o do que sucede 

nos pr imeiros , a e q u a ç ã o ax=b è r e s o l ú v e l pa ra 
todos os pares de elementos a,b tais que a=f=0'u. 
D á - s e o nome de corpos ou domínios de racionalidade 
a tais d o m í n i o s de in tegr idade. 

É a inda de notar que o anel A (S) c o n t é m «empre 
u m corpo : o corpo dos operadores escalares. 

T r a n s f o r m a ç õ e s l ineares entre e s p a ç o s carte
sianos — Supondo f ixado , no e s p a ç o o r d i n á r i o , um 
ponto O como or igem, cada ponto A do e s p a ç o d e f i 
n i r á u m vector : o vector representado por OA. T rans 
f o r m a ç õ e s lineares deste sistema vec tor ia l em s i 
mesmo são , por exemplo, as homotetias em r e l a ç ã o à 
or igem (correspondentes aos operadores escalares), as 
r o t a ç õ e s em torno da or igem, as p r o j e c ç õ e s c i l í n d r i c a s 
sobre planos que passam pela or igem, etc., etc. 

Consideremos, para f i x a r ideas, o e s p a ç o vecto
r i a l !{•>, cujos elementos são , como sabemos, os pares 
ordenados de n ú m e r o s reais (vectores do plano) ; 
e representemos por * o operador que faz correspon
der a cada elemento ( x i , x 2 ) de Bz o elemento ( x i , x2) 
de ]{•> dado pelo sistema 

x i = 0 ] i xt + aiz x 2 

— > 
X2 = 02l X j + 022 X2 

em que an , a±z , «21 ) azz representam n ú m e r o s reais 
quaisquer. Pois bem : é f á c i l ver que não só a trans
formação <S> assim definida é linear, como toda a trans
formação linear de H2 em se pode reduzir à forma (1) 
mediante uma fixação oportuna dos coeficientes Ou , , 
azi j «22 - Deste modo, cada t r a n s f o r m a ç ã o l inear de 
Bz E M -^2 s e r á univocamente representada pelo qua

dro ou matriz . í « 1 1 « 1 2 I 
Z X \ 

l a2i azz J 
de t a l maneira que matrizes 

distintas r e p r e s e n t a r ã o operadores distintos. O opera
dor idêntico, 1 , s e r á e n t ã o representado pela mat r iz 

r 1 0 1 r, f o o i 
| Q ^ j » 6 0 ° P e r a d o r O pela mat r iz j i ; dum 
modo geral , cada operador escalar a t e r á a represen-

f a O 1 í «íi "!•> 1 
taçao i n f • •* soma de dois operadores { > , 

l O a 1 L " ; i <'22 J 

{ &11 &12 1 
} s e r á , como é f á c i l ver, o operador 

b2i biz J 

f « 1 1 + * i l «12 + *12 1 » . . 
< \ ; e o produto doB mesmos ope-
l «21 + b2l «22 +" °22 J 

(1) D i z - s e que u m sistema Tectorial S e unidimensional quando 
todos os elementos de S se podem obter de um deles ( ^ 0 ) , 
multlplicando-o por escalares. 

<') A r e f e r i d a p r o p r i e d a d e do a n u l a m e n t o do produto e s t á j á 
i m p l í c i t a n a r e s o l u b i l i d a d e de ax—b p a r a azfzO ( admi t idas as 
r e s t a n t e s p r o p r i e d a d e s ) . Df i s te modo , podemos d e f i n i r corpo como 
todo o anel que, com a exclusão do zero, forma um grupo comuta
tivo a respeito da multiplicação. 
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radores, na ordem em que estão escritos, s e r á o operador 

{ au bu + al2 b2i ait bi2 + ai2 b22 l 

02l ò j j + a22 b2l a2í 6 1 4 + a 2 2 J 

0 le i tor pode agora constatar que, por exemplo, as 

1 o 1 r - 11 " _ 1 101 f -111 . . 
t r a n s f o r m a ç õ e s j | , 1 . ^ J naosao p e r m u t á v e i s , 

r l O l f 0 0 1 
e que o produto | Q Q | ' | Q J | " N U 0 S E M 1 u e n e ~ 

nhum dos factores o seja — o que mostra que o anel 
A ( i? 2 ) n ã o é um domínio de integridade. 

Todas estas c o n s i d e r a ç õ e s se extendem imedia ta 
mente ao caso dos e s p a ç o s vectoriais cartesianos com 

u m n ú m e r o n qualquer de d i m e n s õ e s , reais ou com
plexas ; e n t ã o , os operadores lineares s e r ã o represen
tados por matrizes de ordem n , is to é, matrizes com n 
l inhas e n colunas. 

(Continua) 

Nora : N ã o tendo sido p o s s í v e l te rminar no presente 
n ú m e r o esta sé r i e de ar t igos, f i c a t ransfer ida para o 
n ú m e r o seguinte a b i b l i o g r a f i a j á promet ida . 

E r r a t a : No a r t igo do n ú m e r o precedente, p á g . 2. 
l inhas 13, 15, 30, onde e s t á escrito a — D , deve ler-se 
£>—<*. 

P E D A G O G I A 
ALGUMAS DEFICIÊNCIAS EM MATEMÁTICA DE ALUNOS DOS LICEUS 

por Maria Teodora Alves 

Quando as d e f i c i ê n c i a s em M a t e m á t i c a , acumuladas 
num dado aluno, a t ingem certo n íve l , esse aluno, por 
maiores e s fo rços que f a ç a não p o d e r á prosseguir os 
seus estudos. O d e s â n i m o do aluno e . . . o medo à 
M a t e m á t i c a são as c o n s e q u ê n c i a s mais imediatas do 
facto . 

A escola tem, por isso, de procurar, a respeito de 
cada aluno, as suas d e f i c i ê n c i a s , as quais podem ser 
de mui to var iada natureza, a f i m de as c o r r i g i r p ron 
tamente, evitando a f o r m a ç ã o de um complexo de 
infer ior idade capaz de p roduz i r graves p e r t u r b a ç õ e s . 

Os Professores de M a t e m á t i c a do L i c e u de Passos 
Manuel acordaram em que se começasse , por aver iguar 
as d e f i c i ê n c i a s de t é c n i c a de Cá l cu lo A r i t m é t i c o e 
A l g é b r i c o que, em cada ano do curso dos Liceus, os 
alunos trazem do ano anterior. 

Por amabil idade para comigo incumbiram-me da 
o r g a n i z a ç ã o dos respectivos testes e do estudo esta
t í s t i c o do resultado dos ensaios. 

A t é c n i c a do C á l c u l o A r i t m é t i c o e A l g é b r i c o é u m 
object ivo s u b s i d i á r i o do ensino da M a t e m á t i c a na 
escola s e c u n d á r i a . 

D a í porque sem o conhecimento da t é c n i c a do C á l 
culo A r i t m é t i c o e A l g é b r i c o n ã o é pos s íve l prosseguir 
no estudo da M a t e m á t i c a e ex t ra i r portanto, as van
tagens que esse estudo proporciona à f o r m a ç ã o men
t a l da c r i a n ç a e do adolescente, a i m p o r t â n c i a da 
t é c n i c a do C á l c u l o A r i t m é t i c o e A l g é b r i c o e a neces
sidade do seu d o m í n i o pelos alunos. 

Embora u m dos mais altos e s p í r i t o s da humanidade, 
Goethe, tenha af i rmado que «A cu l tu ra mental propor
cionada pelas m a t e m á t i c a s é pa r t i cu l a r e reduzida em 

sumo g r a u » <" em todos os tempos, e actualmente t a m 
b é m , a M a t e m á t i c a tem sido considerada um agente 
i n s u b s t i t u í v e l na f o r m a ç ã o mental da c r i a n ç a e do 
adolescente. 

Os modernos p s i c ó l o g o s e pedagogos, rejei tando a 
velha teoria das discipl inas formais , re t i ra ram à Mate 
m á t i c a e aos estudos c láss icos o monopó l io que exer
c iam na e d u c a ç ã o , mas, como n ã o negam a t r a n s f e r ê n 
cia do adestramento, is to é, «a i n f l u ê n c i a que uma 
melhoria ou t r a n s f o r m a ç ã o numa f u n ç ã o mental tem 
sobre as outras f u n ç õ e s m e n t a i s » (Thorndike) , a Mate
m á t i c a n ã o f i ca , por isso, deminuida na sua a c ç ã o 
educativa. 

Eles discutem quanto e como se transfere ou o que 
se transfere, mas pode dizer-se que unanimemente 
aceitam que se real iza a t r a n s f e r ê n c i a . 

A esse respeito Ing l i s , quanto à M a t e m á t i c a diz 
«é igua lada por poucas outras m a t é r i a s do curso 
s e c u n d á r i o , mas por nenhuma e x c e d i d a » . 

N a t r a n s f e r ê n c i a do adestramento de uma forma 
mental para outras, o m é t o d o de ensino e os assuntos 
de i n c i d ê n c i a do ensino s ã o elementos essenciais, is to 
é, o professor e o programa s ã o p e ç a s basilares. Se 
o ensino da M a t e m á t i c a fô r concentrado em si p r ó p r i o 
e desligado das suas conexões com a v ida , p o d e r á 
fo rmar peri tos neste ramo do saber — n ã o é o objec
t i v o da escola s e c u n d á r i a — mas t e r á pouco valor 
educativo. 

A l é m disso, o mui to , o complicado e o d i f í c i l e 

« ) C i t a ç ã o de A d o l f R u d e . 
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mesmo o abstrato, quando não utilizado progressiva
mente e com a devida cautela, são considerados fac
tores de perturbação na transferência do adestramento. 

O eminente matemático francês, H. Lebesgue, em 
resposta a um inquérito promovido em «L'Enseigne
ment scientifique», reagiu contra o excesso e dificulda
des dos programas dos liceus franceses de então, afir
mando, talvez exageradamente: «Nenhumconhecimento 
é indispensável para que um indivíduo frequente uma 
escola de engenharia ou faculdade. Basta-lhe somente 
ter aprendido a trabalhar intelectualmente.» 

Ensinar a trabalhar intelectualmente, e não a trans
formar o aluno numa enciclopédia viva de conhecimen
tos, é, com efeito, um dos objectivos da escola secun
dária. E a escola secundária fá-lo-á tanto melhor, 
quanto melhor conhecer o aluno e as suas deficiências, 
o que só poderá determinar pela experiência. 

A escola não pode actuar por impressões gerais ou 
dentro de teorias por mais brilhantemente expostas 
ou deduzidas que sejam. Tem de experimentar, com 
cautela, mas tem de experimentar. 

«Em pedagogia tudo está dito, mas nada demons
trado» (Thorndike). 

Considerando somente o caso restrito da Matemá
tica, na escola secundária, o volume de experiências 
a realizar atinge tais proporções que não pode ser 
trabalho de um grupo de professores de um liceu. E 
trabalho para equipes de professores e em vários liceus. 

O simples teste organizado para o 2.° Ano, apesar 
das deficiências que eu própria já lhe reconheço e o 
correlativo estudo estatístico, correspondeu a algumas 
horas de trabalho. Se em vez de averiguar as defi
ciências de técnica de cálculo fosse pretendido averi
guar por exemplo a influência da Matemática no pen
samento de selecção e relação dos alunos o hábito de 
generalizar ou a compreensão do simbolismo algébrico 
e o seu uso, as dificuldades aumentariam considerá-
velmente. A organização de um teste nessas condições 
exige um espírito crítico, um saber e uma experiência 
que confesso sinceramente não possuir. Se a Gazeta 
de Matemática patrocinasse, junto dos professores, 
um movimento no sentido de serem iniciados estudos 
dessa natureza, prestaria à cultura da Matemática 
em Portugal, um serviço inestimável. 

O teste organizado para determinar as deficiências 
de técnica de cálculo dos alunos do 2.° Ano e que com 
autorização do senhor Reitor do Liceu de Passos 
Manuel serviu num tempo de aula (50 m), aos alunos 
das quatro turmas foi o seguinte : 

Calcule : 

1) 170x1 2) 1x120 
3) 520:520 4) 180:1 
5) 0x17 6)^ 2 1 x 0 

7) 0:18 8) 1 :1 
9) 2 - 3 - 4 + 7 10) 9 - 2 + 5 - 4 

11) ( 8 x 6 x 5 ) : (8x6) 12) ( 7 x 3 x 9 ) : (3x9) 
13) 4:0 ,1 14) 20X0,1 
15) 8 - 6 : 3 16) 7 + 8 :4 
17) 4 + 3X2 18) 1 0 - 4 X 2 
19) 2 0 - 4 X 2 - 1 5 : 3 20) 1 6 - 1 2 : 4 - 3 X 2 
21) 16 22) 1» 
23) 23X2 24) 3*: 3 
25) 38 X 22 : 3» 26) 22 X 53 : 53 
27) 22+3* 28) 4 2 - 3 2 
29) 2 x ( 2 x 3 + 3 ) 30) 2 X ( 1 8 : 6 + 1) 
31) 2 + 3/4 32) 2/3 + 2 
33) 3-3 /2 34) 5 /2-2 
35) 1/2 + 2/3 36) 3/4-2/3 
37) 2 / 7 X 3 38) 2X4/5 
39) 3/8:2 40) 3/5:3 
41) 1 + 2/3X2 42) 1 - 2 / 5 X 2 
43) 1 + 3/4:3 44) 1 -5 /2 :5 
45) 2/3:1/2 46) 2:3/4 
47) 1 1 / 4 X 3 48) 2 : 2 1/3 
49) (2/3)'- 50) (4/3)2 

Para evitar que os alunos copiassem uns pelos outros 
e também facilitar a vigilância do professor assistente 
à prova, foram constituídas duas formas do teste que 
se distinguiam apenas na ordem das questões propos
tas, as quais mantinham em cada forma a mesma pari
dade. Assim, pôde ser distribuído a cada dois alunos 
sentados na mesma carteira uma forma diferente do 
mesmo teste. 

A simples leitura do teste mostra a sua insuficiência. 
Foram deixados por explorar muitos aspectos da 

técnica do cálculo em que os alunos poderiam revelar 
deficiências ; isto é, outras orientações poderiam ter 
sido seguidas na constituição do teste e aquela que 
eu segui não teria sido, talvez, a melhor. 

Mas por melhor que fosse a organização de um 
teste, para o efeito que era exigida, seria sempre 
insuficiente. Somente o recurso a uma bateria de tes
tes poderá resolver o problema em causa. 

Também em questões como por exemplo 18 e 19, 
deviam ser consideradas duas fases : uma, a de maior 
valor educativo, referente à ordem e combinação das 
operações e a outra fase, de restrito valor educativo, 
referente à execução das operações. É outra deficiên
cia do teste apresentado ; mas se houvesse que atender 
a estas duas fases a organização do teste compliear-
-se-ia mais ainda. 

Somente recorrendo a baterias de testes, repito, 
será possível resolver estas dificuldades, eliminando 
a maioria das deficiências indicadas. 

Depois do ensaio do teste o professor de cada turma 
recebeu a indicação das questões não resolvidas ou mal 
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resolvidas pelos alunos. Ficou assim conhecendo as 
deficiências que cada aluno revelou nas questões 
ensaiadas e terá ocasião de insistir com eles de modo 
a corrigi-las ou de aconselhar-lhes a resolução de 
questões análogas até que adquiram o conhecimento 
desejado. 

O coeficiente de confiança do teste (reliability coef
ficient) foi determinado pelo método aconselhado por 
Kelley (Split-test method), usando-se a formula de 
Spearman-Brown. Para isso as 50 questões de cada 
forma do teste foram divididas em dois grupos de 
dificuldade sensivelmente igual, o grupo das questões 
impares e o das questões pares contendo cada grupo 
25 questões. 

Cada questão, não resolvida ou de resposta errada, 
foi classificada com um zero, e com 1, se foi bem 
resolvida. 

A cota de cada aluno, para a determinação do coe
ficiente de correlação foi o número de questões certas 
que resolveu nas questões de mesma paridade. 

Apresento a estatística dos resultados do teste 
ensaiado : 

Cota mínima 18 
Cota máxima 50 
Média 36.88 
a '« 7.23 
r 0.8Í 
rx (Coeficiente de confiança) 0.89 
r *„ (Indice de confiança) 0.94 

O valor r l 0 0 =0 ,94 (índice de confiança) que indica 
a mais alta correlação de que o teste é capaz, por ser 
próximo de 1, pode considerar-se satisfatório. 

As questões do teste foram agrupadas nos grupos : 
A, B, • • • I, e foi calculada a percentagem de alunos 

 

 

 
      

que resolveram todas as questões de cada grupo, sendo 
depois calculada a dificuldade do grupo, tomando a 
para unidade de medida. 

Í1> Prefiro ff ao erro provável da média. R. Fisher, a pro
pósito do erro provável , diz : KO U S O vulgar do erro provável e 
a sua única recomendação». 

Também foi calculada a percentagem de respostas 
erradas dadas em cada grupo. 

É o que consta do quadro seguinte : 

iv"=129 alunos 

Grupos 
Questões do teste 

pertencentes a cada 
grupo 

Dificuldade 
expressa em a 

Percentagem 
de respostas 

erradas 

A 1 a 8 0.61 72.87 
B 11 e 12 ; 25 e 26 0.21 58.11 
C 15 a 20 ; 29 e 30 0.40 65.81 
D 31 a 36 0.33 62.80 
E 13 e 14; 37 a 40; 

45 a 48 0.98 83.73 
F 21 a 24 ; 49 e 50 0.20 58.14 
G 41 a 44 0.70 75.97 
H 9 e 10 0.73 76.75 

I 27 e 28 0.13 44.97 

As percentagens de respostas erradas em cada grupo 
mostram as graves deficiências reveladas pelos alunos 
na técnica do cálculo aritmético. 

Quais as causas de tão graves deficiências ? A meu 
ver, são muitas e variadas e o seu estudo deverá ser 
feito cientificamente, pois de um autêntico problema 
científico se trata, que se não compraz com juizos 
«à priori» por mais bem deduzidos ou convincentes que 
pareçam. 

O ajustamento da curva de normalidade ao histo
grama de frequência das respostas certas foi feito 
pelo método das ordenadas, tendo sido determinados 
sete pontos da curva. 

média 36.88 
<j=7.23 
» = 3 
y„ (ordenada máxima) = 21.3 
+ a , ordenada correspondente, 12.9 
+ 2c, o » 2.88 
+ 3a, « » 0.24 

A inspecção desta figura mostra que o ajustamento 
da distribuição de frequência de respostas certas 
obtidas no ensaio do teste, à distribuição normal, da 
mesma área, média e a se fez com algum desvio ; 
isto é, há necessidade de introduzir correcções no 
teste pelo estudo isolado de cada questão devendo 
ser pesada a dificuldade de cada uma delas em a, o 
que será feito quando eu tiver oportunidade para isso. 

Para completar esta experiência agora iniciada, e 
obter resultados merecedores de confiança, conviria 
que este teste, ou outros do mesmo género, fossem 
ensaiados com muitos outros alunos e em outros 
liceus. 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 17 

M O V I M E N T O C I E N T I F I C O 
M O V I M E N T O MATEMÁTICO E M B A R C E L O N A 

Notícia enviada pelo nosso colaborador Prof. Francisco Sanvisens 

En el transcurso del aîio escolar de 1945 a 1946 las 
actividades del Seminário Matemático de Ia Univer-
sidad de Barcelona, vinculado con el Instituto «Jorge 
Juan» de Matemáticas dei Consejo Superior de Inves-
tigaciones Científicas, han sido las siguientes : 

Cursos monográficos. Por el personal docente de 
dicho Seminário han sido desarrollados los siguientes 
cursos monográficos : 

«Familias normales de funciones analíticas» por el 
Dr. D . José Maria Orts. «El movimiento y la figura 
de los cuerpos celestes» por el Dr. D Francisco San
visens. «Geometria diferencial y de los espacios» por 
el Dr. D . Juan Auge. «Introduccion matemática a la 
Mecânica cuántica» por el Dr. D. Francisco Sanvisens, 
y «Teoria de la medida» por el Dr. D. Enrique Lines, 
catedrático de Analisis Matemático últimamente des
tinado a Barcelona, nuevo y valioso colaborador dei 
Seminário Matemático. 

Cursillos de conferencias. En dos cursillos de con
ferencias organizados por el Seminário Matemático 
han venido a explicar los prestigiosos Profesores de 
la Universidad de Madrid, D. Francisco Navarro Bor-
rás y D. Tomas Rodriguez Bachiller, sobre «Los mé
todos matemáticos de la Mecânica clásica y de la 
nueva Mecânica» el primero, y sobre «Grupos topoló
gicos» el segundo, exponiendo ambos el estado actual 
de tales problemas e indicando temas de posible e 
interesante investigation. 

Colaboración extranjera. E l Profesor dei Instituto 
de Alta Matemática de Roma, Lu ig i Fantappie, que 
ya en el ano de 1942 había estado en Barcelona, ha 
pasado un largo período en esta capital desarro-
llando un cursillo y habiendo trabajado con algunos 
jóvenes Profesores sobre cuestiones de Fancionales 
analíticos y sus aplicaciones a la resolución de ecua-

ciones diferenciales en derivadas parciales y a la Me
cânica cuántica. 

Tesis doctorales. Dir igida y apadrinada por e 
Dr. D. José M.* Orts, Director dei Instituto «Jorge 
Juan» de Matemáticas y del Seminário Matemático, 
ha desarrolado D. Francisco Sales Valles una inte
resante Memoria titulada: «Oontribución al estúdio 
de una ley de probabilidad» (1* ley de errores de 
Laplace), que ha sido presentada como tesis para 
aspirar al Grado de Doctor en Ciências Matemáticas, 
habiendo sido calificada de Sobresaliente. En dicho 
trabajo se estudia la ley de probabilidades cuya fun-

ción de distribution es í e - 4 ^ 1 * ' , hallándose los poli
nómios ortogonales respecto a esta función en el inter
valo ( — oo , + oo) , los cuales son una extension de 
los polinómios de Laguerre; se establecen las condi
ciones necesarias y suficientes para la validez dei 
desarrollo de una función en serie de estos polinómios, 
apoyándose en un teorema que relaciona el radio de 
convergência de la función característica de una fun
ción de distribución con el comportamiento de Ia 
misma en el infinito. Se da un método para hallar la 
ley de probabilidad de una variable aleatória suma 
de otras que siguen la 1* ley de Laplace, tanto en el 
caso de un numero finito como de un número infinito 
numerable analizando también otras leyes de proba
bilidad que resultan de combinar la I a ley de Laplace 
con la ley de Gauss, estableciéndose métodos para su 
aplicación a los problemas de ajuste, dandose algunos 
ejemplos. Finalmente se hallan hipotesis suficientes 
para poder considerar la 1* ley de Laplace como ley 
de distribución de errores de observation. 

En notas adicionales se estudia una extension de 
la estabilidad aplicada a la 1* ley de Laplace y se 
inicia el estúdio de la generalization a dos variables 
que siguen esta misma ley. 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Pontos saídos em exames do Curso Complementar 

de Ciências dos Liceus em 1946. 
2400 — Resolva o seguinte problema: «Um indi

viduo ao 1er as horas num relógio, trocou o número 
de horas com o número de minutos e reciprocamente. 
Passados 52 minutos verificou o seu êrro, porque, 

nesse instante, a hora marcada pelo relógio era exac
tamente metade daquela que seria se a sua primeira 
leitura estivesse certa. Que horas eram quando da 
primeira leitura?» R : Se for x o número de horas e 
y o de minutos da primeira leitura (errada) será 
6 0 x + y = 2 . (60y + x+52) equação que admite as solu-
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ções inteiras e posiUvas menores que 60, x = 10, y = 4 . 
Logo eram 4h. 10 m. 

2401 — Determine Ií de modo que a desigualdade 
(Exz — Ex + K—1) : ( x ? — x + 6) > 1 seja verificada 
qualquer que seja o valor real atribuído a x . R: O de
nominador da f racção do primeiro membro tem raizes 
complexas e por isso é sempre positivo para valores reais 
de x . Então a desigualdade proposta é equivalente a 

s [ ( K - l ) x 2 - ( K - l ) x + K — 7 ] : ( x 2 - x + 6 ) > 0 eterâque 
ser o numerador sempre positivo para qualquer valor 
real dexo que implica que seja K — 1 > 0 com ( K — l ) 2 — 
—4(K —1) ( K — 7 ) < 0 sistema que só admite as solu
ções K > 9 . 

2402 — Quantos números pares, de 4 algarismos, 
maiores que 2.000, se podem formar com os algaris
mos 0 , 1 , 2, 3, 4 , 5 e 7 sem repetição dos alga. 
rismos? R : O número e'dado por : 3 x 3 x 5 C 2 = 9 0 . 

2403 — Na determinação do máximo divisor comum 
de dois inteiros a e b, pelo processo das divisões 
sucessivas, obtiveram-se os seguintes cocientes 2 , 1 , 
1 , 3, 4 e para máximo divisor comum de a e 6 45. 
Determine a e ft. R : Então será: a = b . 2 + r 4 ; 
b = TI + r 2 ; r j = r 2 + T3 ; r 2 = 3r3 + 45 e T3 = 4 . 45 , donde 
se obtém a=3465 e b = 1350. 

2404 — Demonstre que: «Se a fracção a/b é igual 
à fracção pjq onde p e q são primos entre si, então 
a e 6 são equimultiples de p e g.» R : Como a/b = p/q 
será aq=bp ; como p divide aq e é primo com q então 
divide a isto è a = p r o que substituído na igualdade 
anterior dá b = qr , c. q. d. 

2405 — Considere a demonstração do seguinte teo
rema: «Num triângulo rectângulo, o segmento que 
une o vértice do ângulo recto com o meio da hipote
nusa é igual a metade da hipotenusa.» Dem. «Como 
o triângulo é rectângulo, pode inscrever-se numa cir
cunferência cujo diâmetro é a hipotenusa. Logo o 
ponto médio da hipotenusa é o centro da circunferên
cia, e o segmento que une o vértice do ângulo recto 
com o meio da hipotenusa é um raio e por isso iguaj 
a metade da hipotenusa». Que método se usou na 
demonstração? Faça a demonstração por outro mé
todo. 

2406 — Resolva e discuta a equação : 
(x+2) : (x + a) = (x —2) : (se—2a) . 

2407 — Na equação (2K+ 2) x* - (3K+1) x2 + 3K+ 
+ 1 = 0 determine K de modo que todas as raizes 
sejam reais. R : — 7 / 5 < K < - l e K = —1/3. 

2408 — Determine o termo em l / x 2 no desenvolvi
mento de (\/x-2/v/x)8. R : 4 . » C 2 . l/a; 2=112 . l /a*. 

2409 — Duas fracções diferentes são tais que o 
denominador de qualquer delas é igual a cinco vezes 
o numerador da outra ; e a soma das duas fracções é 
o quíntuplo da menor. Determine duas fracções que 
verificam o enunciado. Quantas soluções tem o pro
blema ? R : 2/5 e 1/10. Uma infinidade de soluções. 
Se forem p/q e a/b as fracções terá que ser p = 2a; 
q = 5a e b 10a . 

2410 — Demonstre que : «Se o inteiro o divide o 
produto dos inteiros 6 e c e é primo com 6, então 
a divide c» . 

2411 — Sabendo circunscrever uma circunferência 
a um rectângulo, e que duas circunferências são f igu
ras semelhantes, diga como resolveria, fazendo um 
esquema, o seguinte problema : «Inscrever numa cir
cunferência um rectângulo semelhante a um rectân
gulo dado». Que método ou métodos empregou na 
resolução do problema? Em que consistem? 

Soluções dos n . o s 2400 a 2411 de José D . da Si lva Paulo. 

F. C. C.—Exame de admissão ao estágio—8.° grupo 
— 1946-47. 

I — ÁLGEBRA B GEOMETRIA ANALÍTICA 

2412 — Determinar os valores de m e n para os 
L xt+mx + n 

quais a fracção — nao tem valores no inter
valo ( 3 , 7 ) . 

Obs. : Resolva a questão elementarmente e aplique 
os conhecimentos de cálculo infinitesimal para veri
ficar a exactidão dos resultados. 

2413 — Escrever a equação simplificada do l u 
gar geométrico dos centros das circunferências, que 
passam por um ponto dado e são tangentes a um 
circunferência dada. Discussão do problema. 

I I — TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA ANALÍTICA 

2414 — Considere um triângulo rectângulo girando 
em torno de um dos seus catetos e seja V o volume do 
cone gerado por este movimento. Considere agora o 
triângulo girando em torno do outro cateto e seja o 
volume do cone agora gerado n vezes maior do que 
o do primeiro. Determine em função dos dados a h i 
potenusa e os ângulos agudos do triângulo. Aplica
ção para V=l m3 e » = 2 . 

2415 — Considere um ângulo XOY e seja A um 
ponto do corpo do angulo. Conduza por A as perpen
diculares AB a OY e AC a OX. Una o ponto médio 
de OA com o ponto médio de BC. Demonstre que a 
recta determinada por estes pontos médios é perpen
dicular a BC. 
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I I I — HISTÓKIA DAB MATEMÁTICAS 

— História e importância do problema da resolução 
algébrica das equações. Evaristo Galois. 

I 
I V — FÍSICA E QUÍMICA 

— Calor e temperatura. Termómetro. 
Prova Oral de Matemáticas Superiores 

Ponto n.° 1 

—• Representação de função por meio de série ^ 
— Resolução numérica de equações. 
— Modos de definir função de uma variável (sé

ries, produtos infinitos, integrais, etc.). 
— Princípios de Geometria Analítica (problemas 

métricos). 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE EXAMES DE FREQUÊNCIA 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 

I. S. C. E . F.—1.* cadeira — 2.° exame de frequência 
ordinário — Junho de 1946. 

2 4 1 6 — Estude e represente geometricamente a 
1 

função y= e determine a aproximação com que 

deve tomar o número e para calcular o valor da função 
para x=2 com um erro inferior a 10~" (n int.). 

2 4 1 7 — Determine a menos de 0,1 raizes reais da 
equação 2*—x* + 2x + í=0. 

2 4 1 8 — Calcule os 4 primeiros termos do desenvol-
cos x 

vimento em série de potências da função y — 
cosh x 

I. S. C. E . F. — 1.* cadeira—2.° exame de frequên
cia extraordinário — Junho de 1946. 

2 4 1 9 —Determinar no plano definido pelos 3 pontos 
Pi ( 1 , 1 , 0 ) , P 2 (0, 2 ,1) e Pi (2 , 0 , 1 ) um ponto equi
distante de P±, Pi e Pi. R : O ponto P (x , y , z) 
pertence ao plano [Pj P 2 P 3 ] de equação x-t-y—2=0 e 
deve satisfazer às condições P P j = P P 2 = P P 3 ou, o que 
ë o mesmo, 2x—2y —2z+3=0 e 2 x - 2 y + 2 z — 3 = 0 . 

Resolvendo o sistema formado por estas três equações 
obtém-se P ( 1 , 1 , 3/2) . 

2 4 2 0 —Dada a função y (x) = a+ô/e* + e/e5* 
o) obter o seu desenvolvimento em série de potên
cias. 6) estudar o seu crescimento, as estacionarida-
des, a concavidade e as inflexões conforme os sinais 
possiveis das constantes reais o, 6, e c. R: o) Desen
volvendo em serie de potências e~x e e - 2* obtem-se 

y (x) = a + J] ( - 1 ) " (b + 2". c) x"/n ! . b) A análise 

da 1." e 2." derivadas, y' = — e _ I (b+2c e-*) e y" = 
= e— 1 (b + 4c e—x) , permite concluir, independentemente 
de a: 1) b > 0 , c > 0 - + y ' < 0 e y " > 0 , qualquer 
que seja x real e, portanto, y monotónica decrescente com 
a concavidade voltada no sentido positivo do eixo Oy ; 
2) b < 0 , c < 0 —>• y 1 > 0 e y" < 0 , qualquer que seja x 
real e, portanto, y monotónica crescente com a con
cavidade voltada no sentido negativo do eixo Oy ; 
3) b . c < 0 - » - y ' > 0 quando x> log(—2c/b) e y ' < 0 
quando x < log (— 2c/b) sendo P [ log (— 2 c / b ) , 
(4ac —b2) /4c] um ponto de mínimo. Ainda, nesta hipó
tese, y " > 0 quando x < l o g (—4c/b) e y " < 0 quando 
x > l o g (-4c/b) sendoQ [log ( -4c /b ) , (16ac-3b')/16c] 
um ponto de inflexão. 

Soluções dos n . , s 2419 e 2120 de O. Morbey Rodrigues.' 

CÁLCULO INFINITESIMAL 
F. C. C. — CALCULO INFINITESIMAL — 2.° Exame de fre

quência, 1945-46. 

2 4 2 1 — Achar os extremos da função 
/ (x , y) = x y (x — y — 1) . 

R : As condições de primeira ordem verificam-se em 
(0,0) e (—1/3,-1/3) ; mas como para ambos os pontos 
é s 2 —rt>0 , não há extremos. 

2 4 2 2 — Determinar por integração o volume do 

toro gerado quando uma circunferência de raio 1 roda 
em torno duma recta do seu plano situado a uma dis
tância 3 do centro da circunferência. R : 2ir2 . 

SoluçSes dos n." 2421 e 2422 de L . O. M. Albuquerque. 

F. C. L. — CÁLCULO INFINITESIMAL — 2.° Exame de fre
quência — Maio de 1946. 

2 4 2 3 — a) Defina elementos tangente e normais a 
uma superfície num seu ponto ordinário e indique a 
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respectiva representação analítica quer no caso da 
superfície ser definida pela sua equação cartesiana 
quer em coordenadas curvilíneas, b) Defina contacto 
de ordem n entre uma curva e uma superfície, escreva 
as condições analíticas para um tal contacto, defina 
conceito de osculação nesse caso, indique qual a 
ordem de contacto do plano osculador a uma linha 
torsa e defina plano oscular estacionário, c) Defina 
integral definido ; propriedades. 

2424 —Calcule 
1 

2425 — Determine a superficie'envolvente dos pla
nos osculadores à hélice 

x = o cos t, x = a sen t, z = at . 

I. S. A. — CALCULO INFINITESIMAL E DAS PROBABILI

DADES — 2." Exercício de revisão. 

2426 — Considere um triângulo [ABC], um ponto 
P qualquer de AB e as paralelas tiradas por P a AC 
e BC; designe por B e /S os pontos de encontro des
sas paralelas com BC e AC respectivamente. Deter
mine a posição de P sobre AB para a qual a soma 
das áreas dos triângulos [ASP] e [PRB] é mínima 
R : A soma das referidas áreas é minima se P è o ponto 
médio de AB . 

_ . , . . 1»+' sen x " 1 . „. 2427 — Calcule hm (a > 0) . 
*-»o sen x 

R : l im 
a;1*1 sen x~* 

l im - x 
x-*0 S e n X »-*0 

lim (assena;-*) = 0 . 

1 2 
2428 — Mostre que a equação x_-^ + 2x—í ~*~ *~ 

= 0 tem todas as raízes reais. R : Visto 
nx—1 

nenhum dos números 1 ' 2 ' " ' n ser raiz da equação 

dada, esta é equivalente a equação 

4 [(• - D <•» - 1 ) — C«* - 1 ) ] = o 

o çue, em virtude do teorema de Rolle relativo a equações 
algébricas, prova o que se pretendia. 

I. S . A. — CÁLCULO INFINITESIMAL E DAS PKOBABILIDA-
DES — 1.° Exame de Frequência. 

2429 — A cada ponto M da curva f = y = logx 
faz-se corresponder o ponto P da normal a v em M 
que tem a mesma ordenada que o ponto de encontro 
do eixo dos yy com a tangente •* em M. Determine 
a equação da curva f ' , lugar dos pontos P . Deter
mine as coordenadas do ponto de 7' tal que a tangente 
a -f nesse ponto é paralela à bissectriz dos quadran
tes pares. R : Coordenadas do ponto P : x=y—1> 
y = x + l / x . Eliminando x e y entre estas equações e 
aequaçãode 7, obtém-se y = X = e r + ' -\-e~(r+1>. O ponto 
pedido tem por coordenadas 

X = t / 5 , Y = log ( ( V 5 - l ) / 2 ) - l . 

2430 — A série 2 u» & definida da seguinte ma-
n = I 

n 
neira: U ! = l e u„= u„_t para re>l. Mostre que 

n + 2 
-a série é convergente e calcule a sua soma. R : Visto 

u*—1 \ 
—— —1 I = 2 , a série é convergente. 

6 

ser l im n 
tt-*0O 

S M - = 1 + s 

1 
- 1 + 6 2 , 

Í 3 V» + 1 

j (n + 1) (n + 2) 
1 

n + 2 
8. 

2431 — Sejam y=f(x) a função da variável real x, 
assim definida: 
para x = 2/n (n inteiro não nulo) : y = xz—1; 
para x^2jn (n inteiro não nulo) : y = 3/2 x • \ x—1 | . 
Estudar a continuidade da função dada, existência e 
continuidade da sua derivada. R : A função é descon
tinua para x = 0 e para x = 2/n (n inteiro não nulo), 
com exclusão dos valores x = l e x = 2 . A função tem 
derivada contínua nos pontos em que é contínua. 

Soluções dos n ." 2426 a 2431 de José C . Morgado Júnior. 

MECÂNICA RACIONAL 

I. S . A. — MECÂNICA RACIONAL E TEORIA GEBAL DE 
MÁQUINAS — 2.° Exame de frequência ordinário — 
1-6-1946. 

2432 — As rodas dentadas direitas, com os dentes 
do lado de fora, A\, Az e A3 estão montadas, respec
tivamente, nos veios paralelos 1, 2 e 3. Az engrena 
com Ai e A3. A roda A^ tem 20 dentes e raio 
primitivo igual a 40 mm. As distâncias do veio 2 aos 

veios 1 e 3 são respectivamente iguais a 90 mm e 
150 mm . O veio 1 efectua 10 r/s . 

a) Classifique o trem ; 6) calcule o raio primitivo 
e o número de dentes da roda A3; e c) determine a 
velocidade angular do veio 3 . R : a) O trem é ordi
nário simples plano, tendo 2 por veio parasita ; b) raio 
primitivo, R3 = 100 mm ; número de dentes, Z3 = 50 ; 
c) f l 3 = 4 r. p. s. 
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2 4 3 3 — Considere a recta E perpendicular ao 
plano 11 . Seja O a intersecção de E com 11. 

Demonstre que o momento de inércia em relação ao 
ponto O dum sistema material qualquer é igual à 
soma dos seus momentos quadráticos em relação a 
E e a n . 

2 4 3 4 — A equação do movimento do ponto mate
rial P, com a massa de 20 t , em relação ao sistema 
galileano O e i e 2 e 3 , é P=0+5íz ei—1/2 . e2 + 4í e 3 , 
onde a unidade de comprimento é o metro e a de 
tempo o segundo. 

Determine, em k W h , a energia cinética do ponto 
material no instante í = 5 s e g . R : Tx 6,99 k W h . 

2 4 3 5 — Sobre a face Oxy do triedro fixo Ox yz = 
s O ijk move-se o plano n . 

São conhecidas a equação do movimento do ponto 
P de D , P = 0 + X(t) i + Y (t) j , e a velocidade 
angular a = t»(t) de 11 em relação ao triedro. 

Determine a base da rolante. R : A base tem por 

equações •paramétricas 

Y'(t) 
«(0 

I . S . A. — MECÂNICA RACIONAL E TEORIA GERAL DE 
MAQUINAS — 2." Exame de frequência extraordi
nário —1-6-1946. 

2 4 3 6 — Os centros das rodas duma engrenagem 
plana exterior M 20 distam 1050 mm e a razão de 

transmissão é igual a 2 . Calcule os números de den
tes das duas rodas. R : .2^ = 70, Z 2 =35. 

2 4 3 7 — Considere um sistema de pontos materiais 
situados sôbre o plano 11. Sejam Ei e Ez duas rectas 
de 11, ortogonais entre si e cruzando-se no ponto O. 

Demonstre que o raio de giração do sistema em 
relação à recta perpendicular a n , que passa por O, 
é a hipotenusa do triângulo rectângulo que tem por 
catetos os raios de giração do sistema em relação a 
Ei e a Ez • 

2 4 3 8 — O ponto material P, com 2 kg de massa, 
submetido unicamente à acção das forças dum campo 
conservativo, atravessa a superfície equipotencial de 
cota nula com a velocidade de 10 m/s. 

Calcule a velocidade de P ao atingir a super
fície equipotencial de cota igual a 3,673 kgm. 
R : V=8 m/s . 

2 4 3 9 — O sólido S move-se em relação ao triedro 
tri-rectângulo Oijk . A velocidade de <S é o torsor 
cujas coordenadas vectoriais em relação a O são 

n=sen t* i + e*j + log (2 — e~) k 
0> = @ - t ) i-cos(-K + fi)k. 

Determine a posição inicial do eixo de Mozzi. 
R : A equação rectorial do eixo de Mozzi inicial e 
Q = O -)- i + Xj — 3k , onde X designa o parâmetro. 

Enunciados e soluções dos n . o s 2432 a 2439 de P. de Varennes 
e Mendonça. 

P R O B L E M A S 
U M PROBLEMA E VÁRIAS SOLUÇÕES 

2 4 4 0 — Sumar la serie 
00 J 

siendo ai+t = af—2. 
, a i o 2 a 3 - - - a „ 

SOLUCIÓN I 

Llamemos S (x) a la función : 

o , \ 1 1  

S (x) = - + — — , — Õ T + • • • x x (x 2 — 2) 
definida por la serie dada supuesta convergente. Se 
tendrá ! 
x . S (x) = 1 + + i + • • • = 

x 2 - 2 ( x 2 - 2 ) [ ( x2 -2 )2—2] 

= 1 + S (x 2—2). Para resolver la ecuaciòn funcional 
(1) x .S (x) = 1 + S ( x 2 - 2 ) , 
hagamos S (x 2 —2) •= z (x) . S (x) 2 donde z (x) es una 

función desconocida. Resulta asi: z (x) . S (x) 2 — 

- x . S ( x ) + l = 0 , queda: S (x) _ * ± W . 
2z(x) 

Entrando com este valor en la ecuaciòn funcional (1) : 

x ; ± y / x * - x ' 4 z W _ x 2 - 2 + y / ( x 2 - 2 ) 2 - 4 z ( x 2 - 2 ) 

2z (x) 2z (x2—2) 
Sumando y restando estas dos igualdades, se obtiene : 

x 2 - 2 z ( x ) x 2 - 2  
z (x) ~ z ( x 2 - 2 ) ' 

t/x* — 4x 2 z~(x) t / ( x 2 ^ 2 ) 2 - 4z (x 2 =2) 
z (x) z ( x 2 - 2 ) 

Resuélto este sistema se obtienen las soluciones : 
z (x) = z (x2—2) = 1 , y z (x) = z (x2—2) = 0 . 
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Evidentemente sólo sirve la primeira, puesto que la serie 
es convergente, luego : 

S (x) = g  

Pero quando x crece indefinidamente, la serie S (x) 
obtenidi decrece, luego habremos de tomar el signo — 

x — ^ x 2 — 4 
y » (x) g  

F . M E N E N D E Z - P I D A L D E N A V A S C U E S , aspirante a ingreso 
en la Escuela Especial de Ingenieros de Camifios. 

SOLUCIÓN II 

Hagamos a! = 2chi|< será: 
a 2=af—2=4ch 2< r—2 = 2 (2ch24—l)=2ch2<j. que es de 
igual tipo que a i , luego generalizando por inducción, 
pues si a,=2ch 9M + , a i + 2 = a? - 2 - 2 (2ch2 2 1- ' 1) -
=2ch 8*4, el término general de la serie es pues l/u„ 
siendo u „ = 2 n ch $ ch2 4/ • • • ch 2 n _ l | . 

Desarrollemos ahora sh2n <|Î de io siguiente manera: 

sh2n <|i=2sh 2--14/ ch2"-' <)) = 2 5 chS"-1 ch2°-2<|> sh2"-s <|> — 
— • • • = 2 n c h 2 j - ' {< ch2"7 2 | ch2°-3i)-- • • chfsh<|i—u, sh^ 

Bh2"4 A , sh + , ' » 1 
i«eoo : u„ = 1 « S = Y — = sh A y i  

sh<j- S î s h 2 » < | i T ^ r l s h 2 » + 
„ fl « 1 » ch 2 2"-' i - sh2 2°- ' i 

^ Bh2" <p V 2sh2 n - 1 + ch2"-'.|/ 

- i 2 ( c t h 2 n - 1 Í - th2°""' •) •• 2 

Para sumar S t »os apoyamos en la formula : cth2x = 
(thx - f cthx) /2 que podemos poner : cth 2x — thx = 

= cthx—cth2x. 
Escribiendo desarrollada S t y teniendo en cuenta la 

formula anterior, tenemos : 
S j - l i m [cth <|> - 1 / 2 . (th2»-' * + ctirë"- 1 +)] - cth f - 1 

y S = ship (cth 4. - 1 ) a t -y /a?-4 

P. A L V A R E Z F I D A L G O , aspirante a ingreso en la Escuela 
Especial de Ingenieros de Camifios. 

SOLUCIÓN III 

-Se va a probar por indujción completa que se verifica 
ta relaciôn 

(1) a„ + 2a„_! 4- 2a„_i a„_2 + 2a„_ 1 a„_ 2 a„_ 3 + 
+ ., . . + 2a„_i an_2 • • • a2 + 2 = 
= an..! a„_ 2 a„_ 3 - • • a 2 af . 

En efecto : 

a 3 + 2aî + 2 = a| — 2 + 2a2 + 2 = a2 ( a 2 + 2) = a2 a? 

Si se verifica para a„ : _(X)> s e verifica para a ^ , 
puesto que: 

a„+i + 2a„ + 2a; a„_j + 2a„ a„_i a„_2 + • • • + 
+ 2a^ a n I j • • • a2 + 2 = a; - 2 + 2an + 
+ 2a„ a„_t + 2a„ an_t a„_2 + • • • + 
+ 2a„ an_! • • • a2 + 2 = a„ (a„ + 2 + 2a n_ t + 
+ 2a_i a„_ 2 H \- 2a„_i an_2 • • • a2) = 
= a„ (a„_! a„_2 • • • a?) . 

como queríamos demonstrar. Basandonos en esto, ele
vamos la serie al Cuadrado, agrupando los términos de 
tal modo que en cada parêntesis intervenga el C u a d r a d o 
de uno de e l los y los dobles p r o d u c t o s en que a p a r e z c a 
el s i g u i e n t e : 

S 2 = [ ( ã , ) + a ? T 2 ] + [ ( a 7 i 2 ) + a T a i ^ +  

+ aî a:j a3 J + ' ' ' + \_ ( a t a2 • • • a , ^ ) + 

+ • 

a? a2 • • • a„ af al • 
2 

*U a „ ] H  

Reduciendo cada parêntesis a común denominador: 

- , A an + 2 a „ _ i a n _ 2 • • • a2 + 2a„_ 1 • • • a3 + • • •+2a„_ t +2 
B = 2 J a? ; • a5_i a„ 

Los numeradores son (escritos en orden inverso, exce
pto el primeroy último términos) : a?; aja 2; a?a2a3; ••• 
a? a2 a3 • • • a„_i y por tanto : 

1 1 
S2 = — + — - + • a2 a2 a3 a2 a3 34 

• 4 ... + : a 2 a3 • a„_i a 

que es precisamente : ai S , si se exceptua el término 

Como la serie es convergente, por ser minorante para 
todo ai > 2 de la * 

1 1 1 1 1 
„ = _ + _ + —-H + — H - , 

3L[ &J â j & | â j — J. 
se podrá escribir: l imS? = l i m a , S n — 1 , y posando 

n - > » n—V30 

al limite : S2 = aj S—1 . 
De las 2 raices de esta ecuación se desecha la mayor, 

ya que 
a + i/a 2 4 

: 1 "—! > 1 > a > S , resultando como 

suma de la serie: a » t— t / t i î — * 
" 2 

F E L I P E D E MACHIN V I L L A R R E A L , aspirante a ingreso 
en la Escuela Especial de Ingenieros de Camifios. 
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B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção 

61 — L A P I E R R E , ANDRÉ BLANC. — Sur certaines 
fonctions aléatoires stationnaires. Application à 
l'étude des flutuations dues à la structure électroni
que de l'électricité. Masson et Cie, ed.—Paris, 1945. 

La nouvelle branche d'Analyse Statistique qu'a faite 
découvrir le concept de fonction aléatoire, est sûrement 
appelée à recevoir de nombreuses applications dans 
toutes les sciences appliquées ou théoriques qui font 
usage de notions statistiques. La nécessité de ce con
cept se faisait tellement sentir dans les sciences expé
rimentales que ce sont des travaux expérimentaux dans 
des domaines aussi différents que ala Turbulence des 
Fluides» (G. I. Taylor) et que «les fluctuations des 
courants électriques» (Schottky, Courtines, Bernamont)^ 
qui ont les premiers employé, quoique sous une forme 
imparfaite et manquant de rigueur, les notions les plug 
essentielles du .«Calcul Aléatoire». 

M. Blanc-Lapierre a repris le problème physique 
des fluctuations de tension à la sortie d'un amplifica
teur soumis à une suite de chocs discrets, et lu i a 
appliqué le schéma de la fonction aléatoire. 

Après avoir montré que ce problème se ramenait à 
l 'étude d'une fonction aléatoire stationnaire x (t), 
continue, intégrable et dérivable (au sens de l'analyse 
aléatoire), — 1 E R » Partie — i l se consacre principale
ment à la théorie des fonctions aléatoires stationnai
res. Dans la 2 E Partie i l traite des propriétés ergodi-
ques de ces fonctions, — le problème ergodique consis
tant à savoir dans quelle mesure les moyennes sto
chastiques peuvent être «estimées» par les moyennes 
temporelles —, ce qui l'amène à considérer une classe 
de fonctions aléatoires importante: celles dont le coef
ficient de corrélation est intégrable au sens de Césaro 
d'ordre 1 . Nous ferons remarquer que ce problème 
ergodique n'est autre chose que le problème physique 
de la diffusion. 

Dans la 3e Partie, l'auteur se préoccupe de l ' inf lu
ence de la «densité» p dus chocs, dans le temps et du 
temps de réponse T de l'amplificateur. I l pose là en 
fa i t le problème primordial de l'adaptation des instru
ments de mesure à l'échelle des phénomènes étudiés, 
qui a été une des grandes préoccupations de l'Ecole 
française de la Turbulence (Kampé de Fériet, Dedebant 
et Wehrlé). M. Blanc-Lapierre fa i t intervenir le para
mètre (pr) et étudie la forme limite de la fonction de 
corrélation quand (pr)->-oo . Ceci l'amène à parler des 
fonctions aléatoires stationnaires laplaciennes ( 4 e m e 

Partie), qui sont celles dont la fonction de distribution 
conjuguée (pour k valeurs del a variable indépendante) 

est une loi de Laplace (nous dirions plutôt une loi de 
«Gauss-Pearson»). Dans cette même 4 E Partie, i l défi
nit aussi aies processus de Markoff»: lorsque x (t 4) est 
indépendant en probabilité de x (t) pour t<.t1<ttt et 
i l généralise cette notion à des processus aléatoires à 
plusieurs fonctions. Pour terminer i l applique ce 
schéma à l'effet de scintillation, qui est un effet de 
fluctuation à une échelle plus grande que l'échelle 
électronique. 

L'auteur conclut à la grande généralité, des métho
des du Calcul aléatoire et à la possibilité de nombreu
ses applications. 

G . Dedebant 

62 - PICONE MAURO e TORTORICI PAOLO -
Trattato di Malematiche Generali, 1.° vol., Tummi-
nelli, Città Universitaria-Roma, 1947. 

«Que livro me aconselha para estudar Matemática?» 
É frequente ouvir esta pregunta a pessoas que, tendo 
perdido o contacto com a Matemática ou não tendo 
podido mesmo receber uma oportuna preparação 
nesta ciência, se encontram um dia na necessidade de 
utilizar noções matemáticas que esqueceram ou não 
tiveram ocasião de adquirir. Verifica-se êste facto 
nos mais variados sectores da actividade técnica ou 
científica : engenharia, física, química, biologia, eco
nomia, finanças, etc. 

O problema é delicado. Uma conveniente cultura 
matemática não se improvisa facilmente de um dia 
para o outro. Por outro lado, os livros dedicados a 
êste género de estudiosos dificilmente correspondem 
ao f im que se propõem atingir : ou são demasiado 
elementares — e não fornecem ao leitor nem as noções 
de que êle carece nem a formação matemática que lhe 
seria indispensável para saber aplicar essas noções ; 
ou procuram manter-se num nível mais elevado — e 
tornam-se então quase sempre inacessíveis. 

Ora o presente Tratado de Matemáticas Gerais 
parece, nêste campo, uma feliz realização, digna de 
ser acolhida com entusiasmo não só pela referida 
classe de estudiosos, mas ainda por todos os que se 
dedicam ao estudo e ao ensino da Matemática. O 
Prof. Mauro Picone é, há mais de vinte anos, Director 
do «Istituto per le Applicazioni dei Calcolo» de Roma 
e a experiência ali adquirida em tão longo período de 
actividade torna-o particularmente habilitado a deter
minar os domínios da Matemática que convêm a 
êste ou àquele ramo da Ciência ou da Técnica, e a 
indicar a melhor maneira de enfrentar as questões 
concretas que em tais domínios se costumam levantar. 
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Este primeiro volume não pressupõe no leitor outros 
conhecimentos além dos que normalmente se adquirem 
nos quatro ou cinco primeiros anos dos nossos liceus. 
Partindo de noções elementares de Álgebra e de 
Geometria analítica (cálculo combinatório, progres
sões, teoria dos determinantes e das equações lineares, 
Geometria analítica no plano e no espaço com um 
breve estudo das cónicas e das quádricas, trigonome
tria plana e teoria dos números complexos), eleva-se 
depois progressivamente aos métodos e ás noções da 
Análise infinitesimal. Particularmente instrutivo e 
original o modo como são tratados os seguintes 
assuntos: teoria dos limites; métodos para o estudo 
do diagrama duma função e para a pesquiza dos 
máximos e mínimos das funções de uma ou mais 
variáveis (com aplicação à discussão da equação t r i -
nómia, ao métedo dos mínimos quadrados, etc.) ; 
cálculo das raizes reais de equações algébricas e 
transcendentes ; desenvolvimentos em série de TAYLOR 
(com particular atenção ao cálculo numérico) ; inter
polação ou extrapolação mediante uma família de fun
ções (em particular, racional inteira) ; calculo numé
rico das sucessivas derivadas duma função dada 
unicamente por seus valores numéricos ; teoria da inte
gração de funções duma variável, com as respectivas 
aplicações e com o cálculo de integrais clássicos ; 
métodos para o cálculo numérico de integrais definidos 
(integração por série, por interpolação racional inteira: 
métodos de CÔTES, de BEZOUT, de CAVALIERI-SIMPSON, 
de GAUSS; aplicação ao cálculo numérico dos integrais 
elípticos de 1.*, 2.* e 3.* espécies, do integral de GAUSS 
da teoria dos erros, do prémio a pagar na morte dum 
segurado, etc.) ; desenvolvimentos em série de FOURIER 
(com as noções de convergência pontual e de conver
gência em média, teorema de FÉJER , relações de 
BESSEL e de PARSEVAL, etc.) ; integração de funções de 
mais de uma variável; teoria das funções implícitas. 

No prefácio, o Prof. Picone expõe ainda o plano 
do 2.° volume desta obra, actualmente em preparação. 

Os assuntos a tratar serão, pouco mais ou menos, os 
seguintes : integração curvilínea, superficial e a três 
dimensões; estudo diferencial e integral dos campos 
vectoriais ; elementos da teoria das funções analíticas 
de uma ou mais variáveis complexas ; breve teoria 
das equações algébricas ; teoria da aproximação linear 
das funções (desenvolvimentos em série por funções 
ortogonais : por polinómios de LEGENDRE, de LAGUERRE, 
de HERMITE ) ; transformações de FOURIER e de LAPLACE; 
sistemas de equações integrais tipo VOLTERRA (lineares 
ou não) e integração dos sistemas de equações dife
renciais ordinárias com dados iniciais das soluções ; 
sistemas de equações integrais tipo FREDHOLM e inte
gração dos sistemas de equações diferenciais ordiná
rias com dados das soluções nos extremos; método 

operacional para a integração de sistemas de equações 
lineares a coeficientes constantes; problemas clássicos 
de integração de equações lineares às derivadas par
ciais da Física ; elementos do Cálculo das Variações 
(problemas de máximo e de mínimo livres ou condi
cionados para integrais a uma ou mais dimensões, sis
temas de equações diferenciais de EULER-LAGRANGE 
para as extremantes, etc.) ; elementos do cálculo das 
probabilidades e da teoria dos êrros. 

As perspectivas assim traçadas são de tal modo 
atraentes, que nos fazem aguardar com impaciência 
a publicação deste segundo volume. 

J . Sebas t l ïo e Si lva 

63 — A I T K E N , A. C. — Determinants and Marri-
ces (4.* edição, 1946, University Mathematical Texts, 
Oliver and Boyd, Edinburgh and London, 140 págs.). 

Ensinar não é, propriamente, o objectivo deste 
livrinho : contém matéria geralmente conhecida ex
posta de um modo que não tende a provocar o estudo 
próprio, nem mesmo progressivos comentários. Tam
bém não é, precisamente, um livro de Matemática : 
trata-se de «a code and a calculus» de alguns capítu
los da Álgebra linear, onde ficam por esclarecer as 
ideias fundamentais. Assim o livro, equilibrada e des-
pretenciosamente escrito com a clareza compatível 
com o seu género (v. por ex., pág. 28, linhas 31 e 3 2 
ou pág. 16, exercício 15), não responde suficientemente 
a questões tais como : £ o que é uma matriz ? £ qual a 
medida do interesse da noção de determinante? mas 
trata das regras que usualmente se aplicam no cálculo 
de determinantes e nas operações entre matrizes; e dá, 
com exercícios simples, a cada passo, uma espécie de 
desenvolvido dicionário da terminologia relativa a 
matrizes, determinantes especiais e noções afins 
(alternante, continuante, Jacobiano, Hessiano,Wrons-
kiano, etc., etc.). Os corpos iniciais são, implicita
mente, o dos números reais ou o dos números complexos. 
Da matriz como representação duma transformação 
linear há pouco mais que uma citação inicial ; ela é 
tratada como quadro de números. Parece-nos evidente 
que os inconvenientes deste procedimento são análogos 
aos que resultariam de reduzir os números racionais 
e suas propriedades algébricas, por exemplo, respec
tivamente à especial representação decimal e cálculo 
com decimais. 

Por outro lado o ponto de vista das aplicações fora 
da Matemática também não é decididamente tomado. 
Mas pode recomendar-se este volume a quem queira 
ter uma oportunidade de adquirir rapidamente um 
primeiro treino de cálculo com esse objectivo sem se 
interessar pelas ideias fundamentais, isto é, dum ponto 
de vista não matemático. 

Hugo Ribeiro 
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