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publicagdo  do presente n.° OO, que dedica ao ilustre matematico F. Gomes Tei-
xeira e também a todos os estudiosos e investigadores portugueses no campo das
matematicas.

Ao celebrar o 1." centenario do nascimento de Gomes Teixeira a Gazeta
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portuguesa.

A Redaccdo da (T. M. neste momento recorda saudosamente alguns dos seus
colaboradores desaparecidos ou actualmente impossibilitados  de participagdo ~ mais
directa na formacdo intelectual da nossa  juventude.

Profundo  reconhecimento  aqueles matematicos  estrangeiros e  portugueses
que contribuiram com a sua valiosa colaboracdo, a Junta de Investigagdo Mate-
matica e a Sociedade Portuguesa de Matematica pelo auxilio material  concedido.

Que o exemplo apontado seja, para todos e particularmente  para a juven-
tude, um forte incitamento de valorizacdo cientifica.

Ao Leitor interessado em conhecer a obra cientifica do Homenageado, indicamos a
consulta de :

Obras  sobre Mathematica do Dr. F. Gomes Teixeira, publicadas por ordem do Governo
Portugués — Coimbra, Imprensa da Universidade;

Jornal de Ciéncias Matematicas e Astrondmicas — Coimbra, 1877-1905

Anais  Cientificos  cia Academia Politécnica do Porto, actualmente Anais da Faculdade de
Ciéncias do Porto, publicacfes cientificas de que foi fundador.

Dados biograficos e bibliograficos importantes encontram-se em :

O Professor Doutor Francisco  Gomes Teixeira, por Henrique de Vilhena (elogio académico)
Varios artigos em Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto, Vols. : XVIII, XXXIV e XXXV.
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On the

reversion

of series

by E.T. WftiHoker, Sc D., F. R S.

University of Edinburgh

One of the most celebrated of Teixeira's discoveries
is the extended form of Burmann's theorem which he
published () in 1900. | propose to show that this
theorem may be used to establish a general formula
for the reversion of series, or for the calculation of a
root of an algebraic equation of any degree.

From the theorem, it is known that if y (x) as a
function of x, written in the form

V()= (r—
then under suitable conditions as regards conver-
gence, we have

)+ (1) >

Jy@I' d<-<r, |

Suppose that
pax o+ bx' o+ ox’ 4+ dx* - 0)

X (@ + bx+ cx*+ dx' + 9,
so that
a=20

<J)(x) = atbx cx' 4-dx" + )

The theorem becomes

Now it was shown by H. W. SUGJIB (°) that if

(a + bx +cx*+ L= A+ A+ AxF o+ AXA

then the coefficient A, may by written as a deter-
(") Received 1951 February.

(") Journal far Math, CXXIIl (1900), p. 97.
() Mess, of Math. XX (1892), p. 177.

minant of r rows and columns
(—=1)" nb a 0 0
rla+" 2ne («4-1)6 2a 0
3nd (2n+l)e (r(+2)6 3a 4)
4ne @ra+ 1)d (2ra+ 2)c (re+3)6

But from Taylor's theorem we have

(5)
Comparing (4) and (5) we have
# 1 (-1)"
an
nb a 0 0
2rcc (?i+1)6 2a 0
3nd (2n+l)c («+ 2)6 3a (6)
4«e  (3»+1)d (2ra+ 2)c (re+ 3)6
Substituting from (6) in (3), we have
V- 36 a
a 3las 6¢c 46
46 a 0
8c 56 2a
41 a> +
12d 9c 64
b a 0 0
2rc (r4-1)6 2a 0
3rd (2r + 1| r+ 2)6 3a
rd (2r+1)c (r+2) @

4re (3r+l1)d (2r+ 2)c (r+*3)6.

This formula (7) is the reversal of the series (1) : it
gives that root x of the equation (1) which tends
to zero when y tends to zero.



O artigo que a seguir se publica foi traduzido do original
em inglés pelo Doutor A. Pereira Gomes. O seu Autor, o
grande matematico francés, Professor J. Hadamard dirigiu a

Redaccdo da «Gazeta de Mateméatica» as seguintes palavras:

Il m'a été donné de rencontrer quelques fois M. Gomes Tei-
xeira;  plus souvent de le lire. J'ai ainsi pu aprécier la haute
caleur de I'nomme et du savant, et suis heureux de m'associer a

I'hnommage rendu h celte belle personalitt et a cette belle oeuvre.

J. Hadamard
Paris, le 10 Mars 1951.
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Equacdes de derivadas parciais

e funcbes de variaveis reais

por J. Hadamard

Membro do InsMrufo

As funcbes de varidveis reais tém sido tratadas
cada vez mais profundamente e, ao que parece, com-
pletamente, considerando-se sucessivamente espécies
mais gerais, afim de fazer incidir sobre elas hipoteses
tdo pouco restritivas quanto possivel. Neste sentido,
as func¢des continuas sao incluidas nas func¢des inte-
graveis a LEBESGUE. Véem entdo as funcdes integra-
veis a DENJOY e as fung¢des integraveis a PERSON, ap6s
0 que tém atraido a atencdo as sucessivas classes de
de BAIRE, etc.

Parece que se tem ido tdo longe quanto possivel
na direccao oposta, quero dizer, considerando-se pro-

priedades cada vez mais especiais das fung¢des. Entre
as funcdes continuas, foi-se levado a distinguir:

A) funcdes absolutamente continuas;

B) » de variagdo limitada;

C) » satisfazendo a condicdo LIPSCHITZ-
-HOLDER; entéo

D) funcdes admitindo derivada;

E) » cuja derivada gosa das propriedades
A) ,B) ou C);

F) func¢des admitindo um certo nimero p de deri-
vadas, que pode ainda supor-se satisfazerem as con-
dicdes A), B) ouC).

Se agora tomamos p= 00, isto &,

G) funcdes admitindo derivadas de todas as ordens,
parece a primeira vista que nenhuma outra hipdtese
oferece interesse enquanto nos n&o restringimos as

H) funcdes analiticas.

Mas por outras consideragdes, a lacuna entre as
condicdes G) e H) aparece como muito larga; e na
realidade, ela foi agora preenchida com o auxilio da
teoria das equacOes de derivadas parciais: mais pre-
cisamente, do problema de CAUCHY.

Como se sabe, a questdo referente a existéncia de
solugdes para as equacdes de derivadas parciais
recebeu uma resposta geral —ou considerada como

(") Recebido em 1951, Marco.

tal —no célebre teorema de CAUCHY - KOWALEWSKY.
Este teorema estabelece que para uma tal equagéo,
digamos de 2.* ordem (dando o valor duma derivada

de 2.* ordem s

&u /  d*u du
dxi

em termos das outras segundas derivadas, das pri-
meiras derivadas, da funcdo desconhecida u e das
variaveis independentes), se o segundo membro ¢
holomorfo nas diferentes variaveis, podemos deter-
minar uma solucdo u escolhendo arbitrariamente os

du
valores de u e de para x = 0, como funcdes
dxo
das outras variaveis independentes x, —seja
1) T(OIXT, eeox,._) = PXi, *oo, X,_,),
\d xof Xx,=o0

Se, além disso, {p e ~ sdo holomorfas, este pro-
blema de CAUCHY, admite uma e s6 uma solugéo (*).

Esta resposta ao nosso problema capital foi mui-
tas vezes considerada como completamente geral,
devido a tendéncia, entre os gedmetras do Ultimo
século, para ndao considerar a hipotese de analitici-
dade como uma restrigdo essencial de generalidade.

O estado actual da Ciéncia tem levado a conclusdes
muito diferentes. Pode acontecer que o problema de
CAUCHY seja possivel sem qualquer hipétese de anali-
ticidade; tal é o caso, por exemplo, do problema de
propagagdo do som num meio ilimitado em todos
os seutidos (sendo a equacdo diferencial a das ondas
esféricas e as condi¢cdes «defenidas» relativas
a i=0); dum modo geral, duma equag¢do do tipo
«simplesmente-hiperbdlico» (sendo os dados de CAU-
CHY originados por uma superficie espacial. Mas
se se considera agora a equacdo de LAPLACE (equagéo



dos potenciais) e tentamos determinar uma solucéao
u pelos dados de CAUCHY (!), pode ver-se facilmente
que, por exemplo, nenhuma solugdo existe se uma
destas funcdes é suposta identicamente nula e a outra
ndo analitica.

Isto ndointroduz nenhuma nova concepg¢éo, visto
que somos ainda conduzidos a condicdo H) de ana-
liticidade. Mas as coisas mudam se partirmos agora
da equagdo do calor,

du ou
ox' dy

Se tomamos ainda ¢, um dos dados de CAUCHY,
como identicamente nulo, o problema em geral nédo é
possivel, mesmo se o outro dado $ satisfaz a condi-
¢do G).

As condicdes necessarias e suficientes para a exis-
téncia duma solucdo sédo:

1.° Condigdo G) (que existam as derivadas ~ de
todas as ordens) ;

2.°) Condi¢do H,), que os valores absolutos de if*
admitam limites superiores:

H.) VY " {y)\<K~Ap)\R -,

onde K e R sdo.duas constantes positivas (isto é,
independentes de p e y, embora geralmente dife-
rentes para os diversos ij<).

A condicdo H,) difere da condicdo de analitici-
dade: elaé menos restritiva, pois quea analiticidade
é expressa, além de G), pelas desigualdades

H) \i<-»(y)\<Kp<I11>,

onde K e R tém a mesma significagdo que acima.

Portanto, a «classe de espécie 2» defenida por
aquela condicdo é intermediaria entro as classes G)
e H). O mesmo se pode dizer, sem duvida, das
«classes de espécie a» definidaspor

[T« (,)]<ir(,

para qualquer a. maior que a unidade (-).
Por um tal resultado, foiaberto o caminho para
uma longa e importante série de pesquizas.
Primeiramente, a propriedade mais classica —e
até agora considerada como caracteristica — das
séries de TAYLOK é que uma funcao i/ é completa-
mente determinada quando sé&ao dados

(Ha) )RR

os valores

(") A demonstracdo de CAUCHY e SOFIA KOWALEWSHY apenas
provou que ~nao existe mais do que uma solucdo holomorfa.
Que nenhuma outra qualquer solucdo pode existir resulta, ao
menos para muitos casos (equac5es lineares de coeficicientes
analiticos), de trabalhos posteriores (HOLMGREN, HANS LEWY,
CARLEMAN).

() a= 1 é aclasse das fungdes analiticas. Para a< 1, uma
funcdo satisfazendo as desigualdades (H3t) € n&o s6 analitca,
mas também uma funcgéo inteira de genus maior do que 1/(1—a).
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numéricos daprépria funcdo iJ/ e dassuas derivadas
de todas as ordens, para umdeterminado valor da
varidvel independente nointerior dointervalo (a, 6),
onde elaé suposta holomorfa ; tem-se, como Conse-
quéncia, que se i/ é dada numintervalo (a, b) e é
suposta holomorfa num intervalo (a,c) mais extenso
(com a<6<c) ,um tal problema de prolongamento
analitico —isto é, determina¢do de i/ no intervalo
complementar (6 ,c) — se for possivel, é"determinado.

A questdo que surge naturalmente é: pertencera
esta propriedade a classe Ha)? Seuma fun¢do per-
tence a esta classe, ser4d o seuprolongamento ana-
litico determinado adentro daclasse?

A resposta é negativa. Pode mostrar-se facilmente
que as fungdes

2) e~» , 29 Ne-*
pertencem a classe de espécie 2. As sucessivas deri-
vadas — mais precisamente, «derivadas a direita» —
de ambas elas sdo todas nulas para y=0. Assim (2)
ou (2Y) podem «prolongar», para y~"-0, uma funcdo
idénticamente igual a zero para y < 0, gerando uma
funcdo continua assim como todas as suas derivadas,
para cada y real de — oo a 4-o00.

A questdo pode ser agora obviamente generalizada.
Usando um simbolo andlogo ao de LANDAU, supo-

nhamos que
/-Off,

onde / e g sdaofung¢des do inteiro p, a segunda das
quais positiva, significa que existem duas constantes
A e R tais que

\f\<Kg/R»
para cada p positivo. Sendo dada umasucessdo de
numeros A, , osistema de desigualdades

(A) y>(y) =

a ser satisfeito pelas sucessivas derivadas duma fun-
cao , define umaclasse de func¢des (a classedas
funcdes analiticas, se A,=p !). Diremos agora que
esta classe A, é quase-analitica se o prolongamento,
no sentido considerado acima, é determinado adentro
desta classe. A questdo é:sob quecondicdo a suces-
sdo A,, define, pelas desigualdades (A), umaclasse
quase-analitica.

Este belo problema foi completamente resolvido
pelas pesquizas de BOKEL, DENJOV e CARLEMAN. A con-
dicdo para a quasi-analiticidade é a divergéncia da
série

®A

previamente regularizada, isto é, quando certos valo-

res de A, sdao substituidos por outros menores se,
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para alguns valores de p, eles sdo anormalmente
grandes.

Ainda outra generalizacdo é possivel e foi estudada.
Imaginemos um sistema de condi¢des — n&do neces-
sariamente da forma (A) — imposto a uma fungéo

definindo-se assim uma classe £. Pode acontecer
que esta classe seja quasi-analitica, sendo a signifi-
cacdo de «prolongamento» ligeiramente modificada
pois que as derivadas ja nédo intervém: uma funcéo +
¢ definida em (a,6) e satisfaz as condi¢des g; tente-
mos defini-la em (b,c) de forma que as mesmas con-
dicdes sejam satisfeitas em (a,c); diremos que a
classe é quasi-analitica se este prolongamento (quando
possivel) é possivel duma s6 maneira.

Estas espécies de classes quasi-analiticas foram
obtidas por SERGE BERNSTEIN como uma consequéncia
das suas célebres e profundas investigaces sobre
aproximacdo polinomial. Quanto elas podem ser dife-
rentes das consideradas acima, sera imediatamente
assinalado pelo facto que algumas delas compreendem
func¢des desprovidas de qualquer derivada.

Ainda outros caminhos de investigacdo foram su-
geridos pela consideragdo das classes i7j ou Ha.-
Uma propriedade essencial das funcdes analiticas é a
de gerarem outras pelas operagdes classicas da Ana-
lise, tais como a adigdo, multiplicacdo, formacédo de
fun¢des de funcdes e funcdes compostas, definicdo de
funcdes implicitas por meio de equagdes ordinarias
ou também por equacdes diferenciais. Como se sabe,
a demonstragdo de que estas operagdes, aplicadas a
funcdes analiticas, produzem aindafunc¢des analiticas,
é geralmente levada a cabo com o auxilio de «fun-
¢des dominantes», baseando-se no facto que as desi-
gualdades com os membros maiores positivos podem
combinar-se por adi¢do e multiplicacéo.

Maurice Gevrey generaliza isto as classes de espé-
cie a, constituindo para estas classes toda uma nova
Andlise, inteiramente paralela a antiga, mas onde os

sucessivos calculos sdo ndo s6 sujeitos a «dominacéo»
como no método de Cauehy, mas a «sobredominacédo»,
isto é, substituindo cada termo pela sua poténcia de
ordem R e fazendo uso da desigualdade
(¢« + *)*> a*+ b*, a> 0,b>0,a> i

Assim, o produto de duas funcdes pertencentes a
classe de espécie a>1 ¢é ainda uma funcdo da
mesma classe ; etc.

Sem duvida, podemos estudar propriedades seme-
lhantes nas classes mais gerais (A). No que diz res-
peito ao produto, a questdo foi completamente resol-

vida por Gorny (!): a propriedade relativa ao pro-
duto subsiste em cada classe do tipo (A) considerada
num intervalo infinito. Ela é também valida se o
intervalo é finito, desde que substituamos A, por
max (A, ,pl).

11

Outras questdes respeitantes ao problema de Cauchv
conduzem a propriedades notdveis e inesperadas de
funcdes de variaveis reais.

Partamos da equagdo das ondas esféricas,

Esta equacdo é hiperbélica e, mais precisamente,
«simplesmente hiperbdlica». Contudo o problema de
Cauchy que lhe diz respeito pode ser impossivel.
Tais casos ocorrem se, em vez de t=0, os dados séo
originados pela hipersuperficie x=0: uma superficie
temporal («time-like») em lugar de uma espacial
(«space-like»). O problema de determinar a solugédo
de (E,) por

(°,y, 10 = <p(y>»0> ( ~) = i(y,»,0

\0 ay . .,
onde y « v ja ndo sdo supostas analiticas (mesmo
se indefinidamente diferenciaveis), é em geral impos-
sivel. Como deveremos escolher e 4/ —ou, para
simplificar, uma destas fung¢des, tomando-se a outra
identicamente nula — para chegar a um problema de
CAUCHY possivel ?

Sem duvida, um problema anéalogo existe para cada
nimero de dimensdes : por exemplo, para a equagéo
das ondas cilindricas. Mas, desta vez, aparece uma
nova e curiosa circunstancia se considerarmos um
meio unidimensional, ficando a equacdo diferencial
reduzida a equacdo das cordas vibrantes

e)u e)'u
(Ei)

Neste caso ndo ha distincdo entre direcgdes
espaciais e temporais: a variavel t desempenha um
papel inteiramente andalogo a x, de modo que o
problema de que agora falamos n&do existe para
este caso. Consequentemente, encontraremos proprie-
dades de fung¢des de diversas varidveis que n&do tém
analogo no caso duma s6 variavel.

(1) Conservo o cruel remorso de nao ter conseguido obter,
para este jovem tdo belamente dotado, uma nomeag¢do numa
Universidade Americana. A recusa duma tal nomeaguo equivaleu
para ele a uma condenag¢do a morte: nao pdde ser libertado
dum campo de concentracdo em Franca, que abandonou somente
para seguir para a cdmara de gaz, na Alemanha.



Vé-se facilmente que a questdo pode ser, e mesmo
duma infinidade de maneiras, reconduzida a expresséo
duma funcdo de duas ou mais varidveis por médias
«semi-eireulares» ou «hemi-esféricas».

Para a equagdo das ondas cilindricas

d*u &u o'u

ax* ay at’

a qual nos referiremos de preferéncia, por conveniéncia
de figuracdo, tomemos no semi-plano x J>0, um
semi-circulo tendo o seu centro (0, y,) sobre o eixo
dos y, sendo o seu raio designado por to- O valor
médio duma funcgdo arbitraria X (X, y) sobre este
semi-circulo serd uma funcdo de yo e de t,, digamos
i (Vo, k)

Sendo agora dada <(y,,t) , é possivel encontrar
uma funcdo X(xy) correspondente?

E certamente possivel (duma sé maneira) se i. é
analitica nas duas variaveis que contém e, mais ge-
ralmente, como resulta duma proposicdo de VOLTEBRA,
se é analitica em y, ; mas o problema ¢, pelo con-
trario, certamente impossivel se ~ é independente de
i e ndo analitica em vy,

Para um dado <J, o X requerido pode ser obtido
por aplicacdo, uma infinidade de vezes, das duas
operacles que combinam derivacdo eintegracdo. Para
que X exista, é necessario que cada uma destas su-
cessivas operacdes seja possivel (o que, no entanto,
em virtude da interven¢do da integracdo, pode acon-
tecer mesmo sem a existéncia de derivadas de 4) . Se
assim é, estas operagdes levam ao valor médio do
produto 7.P, onde P é um polinémio; donde por
processos conhecidos de passagem a limite, o valor
de X em cada ponto. Somente, ¢ ainda necessaria a
convergéncia nestas passagens a limite.

Mas as operacdes assim sumariamente descritas
oferecem um notadvel aspecto. Elas podem ser efec-
tuadas quando é dada no interior dum pequeno
segmento do eixo dos y e variando t de t' a t"—
por outras palavras, num rectangulo (*), embora
exiguo, paralelo ao eixo dos t (veja-se o diagrama
junto). Se, agora, as condi¢des de validade e con-
vergéncia destas operacdes sdo satisfeitas, elas defi-
nirdo X e, consequentemente, $, ndo sé no interior
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do rectangulo, mas em todo o interior dum losango
(ver diagrama) circunscrito aquele (de lados incli-
nados de 45° em relagdo a vertical),com excepg¢ao das
partes que correspondem a i<i' oua t> t". Por-

tanto, vemos que as funcdes satisfazendo as condicOes

de possibilidade do nosso problema admitem um certo
prolongamento analitico —n&o, porém, sobre qualquer
espécie de dominios, mas sobre dominios de certas
formas.

Se recordarmos que a reducdo do problema de CAD-
CHY a um problema de médias semi-circulares pode
ser obtida pelos mais variados caminhos, encontramos
que o prolongamento analitico de (y,t), se dado
no interior duma certa area S, do plano y t, atinge
uma area circunscrita a iSo e limitada por caracte-
risticas de ambos os sistemas.

Vemos pois que, para fung¢des de diversas variaveis,
existem novas espécies de prolongamentos analiticos,
que nao tém analogo para funcées duma sé variavel,
a saber, prolongamentos sobre &reas ou volumes de
certas formas especiais.

(") No caso da equacdo das ondas esféricas — uma equacéo
em quatro variaveis, a Ultima das quais, /, &€ uma variavel do
tipo-tempo,—a funcdo W(y, z, t) pode ser dada no interior dum
circulo, embora pequeno, do plano yz e para t' <t<t" , isto
6, no interior dum cilindro circular, embora exiguo. de eixo
paralelo ao eixo dos t; e sendo assim, ela serd determinada
em todo o interior dum duplo cone circunscrito ao cilindro (ou
mais exactameuto na parte deste duplo cone correspondente a
t<i<iv).
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Sobre pares

de figuras

convexas

por L.A. Santalo

Universiled de Lo Plate — Argentina

Dedicatéria. Entre la gran variedad de asuntos
que trato F. GOMES TEIXEIRA figura también el de los
cuerpos convexos. En efecto, aunque matematico
analitico principalmente, publico varias notas sobre
la geometria de las figuras convexas en las que se
refleja su fino espiritu geométrico. Por esto, en este
nimero dedicado a su memoriay como sincera home-
naje a la misma, no creo esté demasiado fuera de
lugar un tema como el indicado en el titulo de la
presente nota.

1. Introduccién. E| estudio de las figuras con-
vexes (conjuntos convexos, limitados y cerrados)
coustituye un importante capitulo de la Geometria,
con abundante literatura”). A cada figura convexa
van unidos una serie de caracteristicas (longitud,
area, diametro, anchura minima, circulo inscrito,
etcétera) y el estadio de los valores extremales de
algunas de estas caracteristicas, conocidas otras,
présenta interesantes problemas.

Una generalizacion que parece poco estudiada es
la de considerar figuras K* formadas por un par de
figuras convexas. Mas general, se trataria de consi-
derar figuras K formadas por r figuras convexas.
Tambien en este caso se pueden definir ciertas
caracteristicas (area, longitud, diametro total, diame-
tro de cada componente, minimo circulo que contiene
K', etc.) y se presentan muchos problemas de ma-
ximos y minimos, generalizacion de los correspon-
dientes a r 1, (nicos generalmente estudiados.

En esta nota nos vamos a limitar al caso r=2 y
vamos a dar, como ejemplo, dos tipos de problemas:
a) Unageneralizacion deiteorema de HELLy afiguras

compuestas de dos figuras convexas ; b) Algunos
problemas extremales de figuras A'".

(») Recibldo eu Abril de 1951.
() T. BONNESES-W. FENCHEL, Théorie der konvexen
Berilo, 1934.

Ktirper,

2. Generalizaciéon dei teorema de HELLY. Para
el caso dei plano, n=2, el teorema de HELLJ- a que
nos referimos, dice: Dado en el plano un conjunto de
figuras  convexas, si cada 3 de ellas tienen punto  comdn,
existe punto comhn a todas (I).

Nuestra generalizacion a «pares»
vexas K* =K K + K, afirma:

de figuras con-

TEOREMA. Dado en el plano un conjunto
figuras  convexas K *, si cada 17 de ellos
comun, existe un punto comin a todos.

de pares de
tienempunto

La demostracion, que también puede aplicarse para
el teorema original de HEixy, la basaremos en dos
lemas.

LEMA 1. .Sean Kj (i=1,2,3) tres figuras con-
vexas (cerradas) cuya interseccion J tenga puntos in-
teriores-y  sea tal que KjflIK~J En estas condiciones,
toda figura convexa K que tenga punto comin con

K), K,,K,, tiene punto comin con J.

Demostracion. Supongamos que exista una figura
convexa K con punto comin con K\, A,, K, y sin
punto comin con J. Elijamos trés puntos ~e K" K.
El triangulo aja,a, (que puede degenerar en un
segmento) est4 contenido en K y por tanto no con-
tiene a J ni las rectas a, a,-, pueden tener punto
comun con J, pues si a,«,, por ejemplo, cortara a
J en un punto P, por pertenecer este punto a las
ties ifj, los puntos aj,a, pertenecerian a unamisma
figura K, contra la hipdtesis de que las K, to-
madas dos a dos no tienen mas punto comin que la
interseccion J . Por tanto el triangulo aia,a, tiene
un lado, sea aja,, que separa J y al otro Vvértice
013. Tracemos por ai la recta de apoyo de ./ que

(') BONNESEX-FENCHEI., loc. cit. pag. 3.



deja a distinto lado a J y a 013. Sea Q el punto
de contacto (o uno de ellos si hay mas de uno). Por
pertenecer Q a J, cada segmento Qa, pertenece a
iiff y es exterior a Si Q fuera interior a alguna
K. habria dos de estas figuras con punto comun
exterior a J, contra la hipdtesis. Luego Q perte-
nece al contorno de las trées A, y por tanto las pro-
longaciones de Qa, seran exteriores a K . Si esto
fuera possible, tomando un punto S interiora J y
préximo a Q, alguno de los segmentos Sy.; cortaria
a alguno de los Q*- en puntos distintos de los ex-
tremos; estos puntos de interseccion pertenecerian a
dos K, sin pertenecer a J, lo que es contrario a
la hipotesis.

LEMA Il. Sean 17 pares de figuras convexas
Kp (i= 1,2 e, 17) cuya interseccion J tenga  puntos
interiores y sea tal que KpHK? = J (es decir, lasfi-
guras Kp no tienen, dos a dos, otros puntos comunes

que los de J). En estas condiciones, todo par de fi-
guras convexas K * que corte a todas las Kp, corta
también. a 3.

Demostraciun. L a intersecciéon de pares de figuras
convexas se compone, a lo sumo, de 4 figuras con-
vexas J, ; sea J=J"+J2+J3 +J4 -« Segun el Lema I,
cada componente de 10 podra cortar a lo sumo a 2
figuras XIp por cada J, sin cortar a J: en total
puede cortar a 8 figuras A? sin cortar a J. Las
dos componentes de AT’ pueden, por tanto, cortar a
lo sumo a 16 figuras K? Luego si cortan, por hi-
pétesis, a 17, deben cortar a J .

Sentados estos lemas pasemos a la demostracién
dei teorema.

Supongamos primeiro que cada 17 figuras A"
tengan puntos interiores comunes, para poder aplicar
los lemas anteriores. Luego veremos que esta condi-
cion es supérflua. Supongamos también primero que
el conjunto sea finito. Procedemos por inducci6n.
Supongamos el teorema cierto para N figuras ATy
vamos a demostrar que lo es también para N.+i «

Sean Kf («'=1,2 eee 16) 16 figuras de entre las
N que cumplen la condiciéon dei enunciado y K~ _,
la nueva figura afiadida. Sea J, la intersecciéon de
todas las K\ («=1,2 e N) sin contar la A'p (i=
—1,2,16) y <« lainterseccion delas A+ (i=
= 1,2, e+« ,16) . Por suponer el teorema cierto para
N, la figura -fi"', debe cortar a los y también
a iS por suponer que cada 17 figuras dei conjunto
tienen punto comun. Pero las figuras J,, S tomadas
dos a dos no tienen mas punto comin que J, luego
se cumplen las condiciones dei Lema Ily K~, debe
cortar a J .
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Debemos ahora prescindir de la condicion de que
cada 17 figuras tengan puntos «interiores» comunes.
Supongamos que solo tienen punto comln. Conside-
rando las figuras paralelas exteriores a distancia e,
ellas tendrdn puntos «interiores» comunes y por
tanto la demostraciéon anterior vale. Si el teorema
vale para qualquier 1, tratandose de conjuntos
cerrados, vale en el limite para e=0.

El paso a un conjunto infinito, numerable o no, se
puede hacer aplicando un teorema de Riesz, exacta-
mente igual a como lo hace D. KONIG para el caso
dei teorema de HELi.y (i).

3. Generalizaciones. E | problema se puede ge-
neralizar considerando conjuntos de figuras K com-
puestas cada una de r figuras convexas y también
pasando al espacio euclidiano de n dimensiones en
lugar dei plano. En ambos casos la demostracién
puede hacerse siguiendo en lineas générales el método
anterior. Nos limitaremos a dar el siguiente enun-

ciado general. .
Sea dado en el espacio euclidiano de n dimensiones
un conjunto de figuras K."™ compuestas cada una de r

figuras  convexas. Si cada nr'+ 1 de ellas tienen
comun, existe un punto comin a todas.

El nimero nr’+ 1 es el que da la demostraciéon
anterior. Es posible, sin embargo, que se pueda dis-
minuir. Para el caso r =2, n= 2 que hemos con-
siderado en detalle, es probable que se pueda susti-
tuir 17 por 13.

Seria también interesante ver si el teorema ante-
rior se puede generalizar de manera andloga a como
el primitivo teorema de HEi.Ly fué generalizado por
su préprio autor a conjuntos de «celdas» en vez de
figuras convexas (°).

punto

4. Treés problemas extremales sobre pares de.
figuras convexas. Dada uma figura K' compuesta
de dos figuras convexas K%, K-,, utilizaremos las
siguientes denominaciones :

d Distancia minima = extremo inferior de las
distancias entre un punto de Aj y otro de K,
D = Distancia méxima = extremo superior de las

distancias entre un punto de Aj y otro de AT,.
S = Diametro = extremo superior de las distancias
entre dos puntos cualesquiera de A''. Es siempre

S, ,S, = Diadmetros de las componenetes
F = Area de A'".
L — Longitud dei contorno de K~*.

K+ , K,

(") D. KSNIO, Ueber konvexe Korper, Mat. Zeits. 14, 1922.
() E.HELLY Ueber systtme von abgeschlossencn Mengen mit
gemeinschaflichen  Ptmkten, Mooatsheft© Mat. und Phis., 37, 1930.
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Con estas denominaciones vamos a considerar tres

problemas.

1. Dados d y D, hollar el médximo de F.

Sean K\ y K, las dos componentes de AT’. Sean
L\, L, las longitndes de los contornos respectivos y

supongamos Li~"L. Supongamos primero que el
contorno de K, no tenga puntos angulosos, de ma-
nera que también resulte convexa la figura A'j—e
paralela interior a distancia e suficientemente pe-
quena. Afirmamos que para la K* de méaxima area,
K., no puede tener puntos interiores. En efecto, en
caso contrario consideremos las figuras convexas
Ki + tjKz—e paralelas exteriores e interiores res-
pectivamente a distancia e. Para la nueva figura
K* resultante, d y D no han variado y en cambio
el area se ha incrementado de

) AF = L,s+ ITEE— (L.,s- n')

= (/1 - L) t+ 2,re’>0

o sea, F ha aumentado. Si AT, tiene puntos angu-
losos (teniendo puntos interiores) se puede aproximar
convenientemente por otra figura convexa que no
los tenga y el resultado subsiste.

Luego, para que K sea de area maxima la com-
ponente 7i, no debe tener puntos interiores: debe
ser un segmento. Sea el segmento de extremos A, B.
Supongamos que sea AP (P e A\) el segmento tal
que d= AP Sea r la recta normal a AP trazada
por P. Con centro B y radio D tracemos el arco
de circunferéncia que se apoya en r . Queda asi un
segmento de circulo en el interior dei cual debe que-
dar K\ . Este segmento circular serd maximo cuando
la distancia de B a r sea minima, o sea, cuando
B esté en la paralela a r por A. Entonces K,
debe estar contenida en los dos segmentos de circulo
de centros A,B y radio D limitados por r. La
parte comuUn a estos segmentos serad maxima cuando
ambos coincidan, o sea, A= B . Por tanto :

Dados Ay "D el maximo de F se obtiene por la
figura compuesta de un punlo A mas un segmento de
circulo de radio D y centro A cuya base diste d dei
punto A .

Poniendo tp—arecos (d/D) el resultado se puede
eseribir

F < D" —dD senc<f.

2. Dados d, D hallar el maximo de L .
C011 la misma demastracién anterior, con solo sus-
tituir (1) por AL = L.-f2ns— (X,-2r. e = L—

—£, + 47re”~>0, resulta que el maximo corresponde

D

a la misma figura anterior. Por tanto se puede tam-
bién eseribir

L < 20D + 2s/Di-di.

Ambos problemas se complican si se sustituye D
por S.

3. Hallar el circulo de radio
cualquier  par de figuras convexas
pectivos sean 0"i,S, y la distancia
sea d.

minimo que contiene a
cuyos diametros res-
minima  entre ellas

Para el caso de una sola figura convexa se sabe
que el radio minimo p estd dado por p= S/vV' (")e
En el caso de un par de figuras convexas conviene
considerar dos casos (supondremos siempre S,~Sj):

'y %2~ ~+ d. Consideremos el caso de dos
segmentos PQ , RS de una misma recta cuyas lon-
gitudes sean P Q= S,, QR = d, RS = S, . Para
cubrirlos a los dos se necesita un circulo de radio

) f- g +

Vamos a demostrar que cualquier par de figuras
convexas en las condiciones dei enunciado puede
cubirse con este circulo. En efecto, cualquier A'j de
diametro S, que contenga Q estarda contenida en el
circulo de centro Q y radio Si= QP ; analoga-
mente, cualquier AT,de didmetro S, que pase por Tf
estard contenida en el circulo de centro R y radio
S, = RS Como ambos circulos estdn contenidos en
el circulo de diametro PS , queda probado el enun-
ciado.

b) <i,> 8j+ d. En este caso no vale lo anterior.
Considereemos la A'™ formada por un segmento PQ
de longitude Si y un triangulo equildtero RST de

S

T

lado <i, colocados como indica la figura 1, en la
cual es QR = d. Para cubrir toda la figura hace
falta un circulo de radio

(') BONXESEN-FENCUEL, loc. cit. pag. 78.
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® p - =
2(S,+-d) +y/5S,

Afirmamos que con este radio se puede cubrir cual-
quier figura K' con las condiciones dei enunciado.
En efecto, la primera componente K\ de K' estara
contenida en el segmento circular limitado por la
circunferéncia de centro R y radio Sj+d y la
perpendicular por Q a la recta QR. L a segunda
componente A-~, puede estar contenida en un circulo
de radio 8,/v/3 (sea O su centro) y por tanto
estard contenida en la interseccién de este circulo
con el de centro R y radio ?,. Si giramos el cir-
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culo de radio p que contiene la fig. 1 alrededor
de R hasta que su centro se coloque sobre R O,
cubrird tanto al segmento circular mencionado que
cubre K, como a la interseccion mencionada que
contiene a i£", y por tanto cubrird a K~’.

En resumen:

Dados ,8, y d, y suponiendo 8, ~>Si, cual-
quier figura K *® con estos elementos  puede cubrirse
con un circulo de radio p dado por (2) si 0,< 3i+ d
opor (3) si 8,> 8'-fd.

LA PLATA (Argentina), Facultad de Ciéncias Fisicomatematicas.
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On a certain arithmetical

periodic  functions

identity
of the second

related to the doubly
and third kinds”

by M.A. Basoco
The University of Nebraska, U.S.A.

1. Introduction. The problem ofrepresenting the
doubly periodic functions of the first (i.e. elliptic),
second and third kinds (using a terminology introdu-
ced by HERMITE) in various types of trigonometric
series has been discussed by many authors including
the distinguished Portuguese mathematician FRAN-
CISCO GOMES TEIXEIRA. To TEIXEIRA we owe a syste-
matic study (!) of the developments ot the functions
of the second kind, and the present writer is glad to
acknowledge the influence of this paper of TEIXEIRA
on his study ofcertain related problems. (*)

In what follows we shall be concerned with an
arithmetical result which is implied by an identity
which involves the JACOBI elliptic theta functionsand
certain doubly periodic functions of the second kind.
The latter are meromorphic functions which satisfy
periodicity conditions of the form

ri(, +2,)=1(z)

@ e+ & y-cl(»), cx1, 9v(-)>0.

Included in this category are the following

() /(z)=0-~(3,*)=* ~4TITT. (a,6=0,1,2,3)
*6(") *c\V)

for which, in a standard notation, (*) we have &\ =

= *,a,*,, (2m,2U") = (1,itT),0< amp ?< ir and

c=exp (—2iv). These functions were first discovered

by JACOBI (*) in connection with hiswork onthe dyna-

(») Received April, 1951.

(') F.GOMES TEIXEIRA, «Sur le développement des fonctions
doublement périodiques de seconde espéce en série trigonomé-
trique», J. fur die Reine und Ang. Mat. 125, (1901) p.p. 301-318-

(") M.A. BASOCO (i) Bull. Am. Math. Soc. 37 (1931), p.p.
301-318, (ii) ibid, 38 (1932), p. p. 560-568, (iii) Am.J. Math.
54 (1932) p.p. 242.252

(') WHITTAKER AND WATSON, nModern Analysis»,

(>) JACOBI, Werke, Bd.2, p.p. 291-351

Cbap. XX T

mies ofarotating rigid body. HKRMITE (*) wasthe first
to obtain the Fourier Series developments of these
functions and TEIXEIRA (') has shown how HERMITE'S
results could be obtained as examples illustrating
his general theory. Forfuture reference we note that
the function <t,, (z,v) has the development

&l (z-t-v)
(3) cot z + cot Vv

» W *i ey

where the inner sum ranges over all the positive,
integral divisors d,3 of n, and 0 (z), 3 (v) are less
than 3 (WT).

2. The Analytical lIdentity. The basic identity
which is to be established is obtained by using a
procedure which is inthe spirit of the methods used
by TEIXEIRA (loc. cit.) suitably modified to take care
of the fact that we begin with a function which hai
the periodicity properties ofa doubly periodic func-
tion ofthe third kind (*).

Consider thefunction
@ =Bty gQuEty, -y,
where x and z are regarded for the time being as
parameters and y is a complex variable. It follows
from the properties of the theta functions that

1 f(y+ <»-"/(y),
q = exp (IMT), n = integer .

=g"'e’ *f

The function f(y) has simple poles at y —-niz,

(") HERMITE, Oeuvre), t. 4 p.p. 190 and 199-200.

() TEIXEIRA, loc.cit. p.p. 317-318.

( > For tbe general theory of these functions, reference mar
be made to a monograph by APPELL in the Mémorial des Sciences
Mathématiques, 36, (1929). Also to M. A .BASOCO, Acta  Mathe-
matica, 57.



12

and at y= —X+ MJTT, M= 0, +1, + 2,---, with
residues - <" e~""e» (X + @) and @?' e**<*+" * (a)
respectively.

Let C represent a contour in the y-complex plane
composed of (n+ 1) cells (of width TZ)above and
n cells below the real axis and consider the auxiliar}'
function

(6) * (<)=/« cot (<-2/),
which has poles at t=y , t= miz
The residue at t=y
CAUCHV residue
to the result :
Q) &j(x+y+9)*  (x+y,-y -
=ooj()i+, i) s (D) Ty L 2)

and t=—x + nx -.
is f (y) » An application of the
theorem leads, upon letting n -*o00,

where,

® X (u,v)= 2 17

= ex 2>(rimn .
Subject to the
express this result in tlje form

9) X (u,v) = cotu+ 2§ﬂ:"”n2’iv +

+° Sft"(ZSin B —rMe«+ 2awl),
n=I

where the inner sum refers to all the positive integral
divisors d, 8 of n such that <Z<8 and i~d,
(mod 2) and 3 (")>3 (") *'° '"*** than 0 (TCT).
3. The Arithmetical Identity. If the expansions
(3) and (9) are substitued in (7) and if we use the
®

B (TR,

conditions noted below, we may

fact that 0 (2) = 2
nm—ao
after a fairly long calculation to the relation:

g"'cos 2 >iz, we are led,

Cad WE
tl=I 1 (a)

:42all’|Ssint(Al +A)m+ _ +
n=| 1 @
+ 2(A—Aa- 2" -+

[©]

sin2 [(8-M)tt(3-tF2-02/7-"2]} =

_")2/+

(10) + 2 (A—A) z][+ cot (x +1Y) 2 %" £ (») [cos 2sz -

. —cC0s 2s(x 4 ¥+ z2)] —
oo
mn
—cot2 2f" M 2e(x+ @) —
—cos2s (x+y + 2)] +

. 22ftllx (")I,S [cos 2rssin2< (x +z) ~

—cos2r (x+ z)sin2<a]l,
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where the integers
the relations :

i,d,S,h,A,A,t are subject to

@ n=2+ 2tf8, »7~0, 8>0, rf>0,
6) n= A+ AA', A0, 0<A<A', A=A', mod 2-
(11)
(¢ n=¢s, s>0, E()= 1 or 0 according as n
is'or is not a perfect square.
M, =+ r>0, OO, X(«)=1 or 0

accordiug as n is or is not a sum of

two squares.
The terms in (10) which involve the cotangent
functions may be reduced by means of the formula
r-1
sin ru cotu — 2 N
I=0
The resulting terms when combined with the last
series in (10) give the following simplified expression

w 49 a"s (9) lj§i [ U 404y -

24) u.

—sin(sx +jy-f*)J +

+ 4 thll* (») {Ssin (rx + (r_ Oa)i °
1=1 1@ J

In this way it is seen that (10) contains only trigo-
nometric terms of the form sin (ax + fiy + fz) where
a,P,Y are integers.

Using a procedure which was probably first used
by LIOUVILLEin connection with his celebrated arith-
metical formulae (LIOUVILLE, in this connection merely
gave results ; no proofs where given) and which in
recent times as been fully justified by BELL (*) we
obtain the following «paraphrase» of (10) :

Let F (xy ,z) be a single valued function defined
for integral values of the arguments and subject only
to the of parity conditions:

F(-*,-,,-2) F(X,w,8), F (0,0 ,0)=0.
Then identity (7) implies and is implied by the
arithemetical identity:

(13) 275 ¢+t Hi0 =

where,

() E.T.BELL, (1) Trans. Am. Math. Soc,
and 198-219, (11) Coloquium  Publications,

22 (1921) p.p. I-SO
Ant. Math. Soc, 7, 1928.
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and

L(»):SF (rlOlrt_l)l n:r*+fil r>*>0
partitions (11),
which n is an arbitrary positive

and (a), (b) refer

4. Conclusion.

to integral

Somewhat simpler formulae may
be obtained by restricting the parity F (x.)y ,2)
through either of the following conditions :

D F( r-xy,»)-F(xy

= -F{x,y,*j,F (as,0,a)
2) F(-x,y,z)"-F(x,y,z),F(x,-y,-2)
=0.

*=F(x,y,z), F(x

Corresponding to these more restrictive parity con-

1 0.2)

ditions we have respectively :

(14) “F(?> 4+
M
r IV + a

=s{"™(4-"-r

»),F(x,-
=0;

h-d+

A —A

(15) SF(3+*ls_fZ+
(@)

f

TA"+'A

A

A
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+ F/IA,1_TJA_ A)I+ «(n)r(n).

These formulae are of interest in connection with
certain results obtained by USPENSKy in a series of
memoirs entitled «Sur les Relations entre les Nom-
bres de Classes des Formes Binaires et Positives» (*).
In fact, formulas (14) and (15) were obtained by
USPENSKY using purely arithmetical methods. These
methods are «elementary» in the sense that no
analytical processes are wused, but this does not
necessarily mean that they are simple. By way of
application of these results it may be said that
USPKNSKY has used these formulae to enumerate the
number of representations of a number as the sum of
three squares, the enumerating function being a
divisor function. Hence we see that these formulae
are related to GAUSS' classic enumeration in terms of
the class number function for binary quadratic forms
of negative discriminant.

It is clear that results analogous to (13), (14), (15)
may be obtained by replacing equation (4) by the
functions

fIS) SF e (K o» o+ ) («l«)l
where u, v are linear functions of x and y.
(") J. V. USPENSKT, Bull, de I'Académie  des Sciences de

VU. S. S. R (192G) p.p. 547-566 and Bull. Am. Math. Soc., 36
(1930) p.p. 743-754.
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Sobre la inversion del orden

en las elasticidades

parciales ()

por J. Gallego Diaz

Madrid — Espano

El objeto dei presente trabajo es investigar las
condiciones générales bajo las cuales, dada una fun-
cion a= F (x,y), es licito invertir el orden de las
elasticidades parciales. Nos proponemos, pues, averi-
guar cuales son las funciones que satisfacen a la
ecuacion :

— *2..(*)* (1)

Recordamos que, dada una funcion
Ilama elasticidad

y=y(x), se
de la funcion y se representa por el

simbolo E (y) a la expresion :
dy X
iy 2

Analogamente, dada una funcién a de dos varia-
bles independientes x e y, se llama elasticidad par,
ciai primera de z respecto de x, a la expresién

E* () = @®

y elasticidad parcial primera de a respecto de vy,
a la expresioén :

4

Para el calculo de las elasticidades parciales suce-
sivas basta observar que la elasticidad de un pro-
ducto es igual a la suma de las elasticidades de los
factores y que la elasticidad de un cociente es igual
a la diferencia entre la elasticidad dei numerador y
del denominador.

Asi
s\ [E, (] = B% (@ = E. («i)+ I—JB. (a)

JE, [E.L W] =E" @ =E &)+ 1- E, @
E, [B. (@]l=E, (&=E (@) - E (@ . (5)
K [«. (]=K, *=*»<¥)-"m. )
La ecuacién (1) equivale, pues a
™

5 (4) =M -

(*) Recibido en Mayo, 1951.

o lo que es lo mismo:

y Y ~ aie-. (8)

Y si suponemos cumplidas las conocidas condi-
ciones de existéncia y de continuidad de las derivadas
de las funciones consideradas, podemos admitir que

wV o Ci» o 1° vt | * ecuacién (8) pasa a ser

es decir:
, = — (2/~-n2")
i a

la cnal se satisface, bien por ser:

Col ©
a) ya, = X«i
O por ser = a .ar (10)
b) a

La integracién de estas dos ecuaciones en deri-
vadas parciales es inmediata. Para la ecuacién (9)
se tendra que verificar, como es sabido,

dx dy dz
X —y 0
0 sea :

L (xy) - « a- p;e xy = Ki

Y, por tanto: T ("2/) (11)

Y para la ecuacién (10), puesta en la forma:

integraremos respecto de y, resultando :

Lz', = L a+ L>VKX ; Lz = L-

e integrando respecto de X:

Lz —nx) + (?/)
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y, por tanto : z=a(x)p 0 (12)

Podemos comprobar el resultado (12) mediante el
cambio de funcién: Zj= Lz o lo que es lo mismo:
Z = e'<e

Las derivadas parciales de z respecto de x e vy

son :
Vv=e@d, =<i)

- e< [(«); () +

y la ecuacién (10) se convierte en:

* &6 + (@ - («$ m}

y puesto que

e". 4=0
resulta :
(");',=o0. . (i3)
Las soluciones de (13) aeran, pues,
zii-i(x) + S(y)
y, por tanto :
Z = e= *W+8M ,, , (X)-p(y). (14)

ecuacion idéntica a la (12) .

La generalizacion al caso de una funci6n de n

variables independientes es obvia.
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Dada la importancia que, a nuestro juicio, présenta
el céalculo de elasticidades para el estidio de los
fenémenos naturales (fisicos, biolégicos, econémicos,
psicolégicos, etc.) (!) estimamos que los resultados
obtenidos en el presente trabajo ofrecen un doble
interés ya que, por un lado, sirven de corroboracion
a algunos de los conseguidos en el trabajo a que
antes aludimos y, por outro lado, si admitimos, como
parece l6gico, que las funciones utilizadas en las
ciéncias expérimentales satisfacen a la ecuacion (1),
estas han de ser dei tipo de las (11) o de las (12).

Por Gltimo, es inmediato advertir que, si adernas
de (11) suponemos que ha de cumplirse:

FE 0
L
resulta : z = kxy

Y, si adernas de (12) suponemos que ha de cum-
plirse, igualmente, z"*+ z"*—0, resulta:
z = coshy (aje™*+ * e

obien: z = senhy (ae" —be™**).

(') Véase nuestro trabajo: «Una métrica universal para las
ciéncias expérimentales», en esta misma revista, n.° 41-42, 1949,
(Recension de L . M. BLUMEMHAL en Mathematical Review*,
Enero 1951, pg. 3).
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Sobre anéis de

endomorfismos

por A- Almeida Costa

do Universidade do Porlo

Introdugdo. No que vai seguir-se, 9J1 é um mo-
dulo e fl um dominio operatério do mesmo, formado
por endomorfismos de 9Jt. n é o anel dos endomor-
fismos-fi, de 9J1, e [J’E n um anel contidoem n. 91 sera
um sub-médulo-fl, de SDI, podendo 9t afectar-se de
um indice, sem perder esse significado. O conjunto
dos endomorfismos pertencentes a fl', que aniquilam 91,
constitui um ideal direito, representado por é e cha-
mado ideal aniquilador. A 91; corresponderd 4&j, no
mesmo sentido. Por ideal de contraccbes em 9i, desig-
naremos o conjunto n dos endomorfismos de fl' que
aplicam 9Jt dentro de 91. A 91;corresponderd n;, no
mesmo sentido.

O § 2 destina-se a completar, em certos pontos, as
investigacdes de que démos larga conta em dois tra-
balhos anteriores : [10]— «Sobre 0s endomorfismos dos
moédulos», Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto,
1948, vol.xxxin, pags. 5 a 32; [14]— Vber Kontrak-

tions-und  Vernichtungsideale in der allgemeinen Mo-
dulntheorie», Revista ~ da Faculdade de Ciéncias de
Lisboa, 2.* série, A—Ciéncias Mateméticas, vol.i,

1951, pé&gs. 297 a 344. Em particular, demonstraremos
um teorema A' e algumas consequéncias do mesmo,
em correspondéncia com o teorema A e certas conse-
quéncias que se encontram em [14]. O teorema 42'
encontra-se enunciado a pags. 35 do importante livro
de N. JACOBSON, «Theory of rings», 1943, livro }ue
adiante serd indicado por (I1). Depois de darmos uma
demonstracdo, completamo-lo com o enunciado do
teorema 43'. Quanto aos teoremas 64' e 65', que carac-
terizam os médulos completamente redutiveis, deverdo
comparar-se com os teoremas 36 e 37 de [10, p4gs. 31
e 32], os quais constituem uma outra caracterizacdo
dos mesmos mdédulos. As nota¢des, a terminologia e
a numeracdo dos teoremas fardo corpo comum aqui,
em [14] e num artigo em publicacdo nos Anais da
Faculdade de Ciéncias do Porto, tomo xxxv, 1950-1951.

(*) Recebido em Maio de 1951

Esse Capitulo formard o Cap. xv da nossa obra «Sis-
temas  hiper-complexos», da qual os doze primeiros
Capitulos se encontram em volume, ja desde 1948, e
os Capitulos xiii e xivconstituem o texto duma confe-
réncia realizada no Congresso  Luso-Espanhol, levado
a efeito em Lisboa, em Outubro de 1950. O leitor
encontrara nas Actas do referido Congresso, vol.i,a
reproducdo integral dessa conferéncia. Julgamos ser
Gteis neste momento, repetindo que os interessados
poderdo actualizar facilmente os seus conhecimentos
no dominio da Teoria dos Anéis e Ideais ndo comuta-
tivos, se, depois de adquirirem as nogdes mais elemen-
tares da Teoria dos Grupos e da Teoria dos Anéis,
quizerem ler os quatro primeiros Capitulos do citado
livro «Sistemas hiper-complexos», e, em seguida, preci-
samente os referidos Capitulos xm, xive xv. O con-
junto constitui uma exposicdo perfeitamente ordenada
e acessivel. Ele devera ser seguido, de resto, de trés
Capitulos mais, cuja publicagdo fica diferida para
mais tarde.

No § 3, tratando especialmente do caso em que fi é
um anel de divisdo, limitamo-nosa dar uma demons-
tracdo, em parte modificada, de um teorema que se
encontra em N. JACOBSON, «Structure theory of simple
rings without finiteness  assumptions*, Transactions  of
the American Mathematical Society, vol. 57, 1945,
pags. 228 a 245. Esse teorema refere-se a anéis  densos,
que aquele algebrista americano define do modo se-
guinte: dado 9JI e suposto il um anel de divisdo, diz-se
que n' é denso em 9ft, sobre fi, se, considerados
X\, ++e, X,,€9Jl,independentes-i!, e também vyi, *¢-, vy, e
6 9JI, independentes-n ou nédo, existir umendomorfismo
-4eil' tal que x, A=y, (i=1,2, e=,»). As referéncias
a esta memoria de JACOBSON serdo feitas por[4].

No § 4, em face dum artigo de T. NAKAYAMA, Uber
einfache  distributive Systeme  endlicher  Range», Pro-
ceedings of the Imperial Academy, Tokyo, vol. xx, 1944,
pags. 61 a 66, veremos como um método de demons-
tracdo de C. CHEVALLEY leva a estabelecer um teorema
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que também se encontra em [4], embora provado ai
por forma completamente diferente. Esse teorema re-
fere-se a anéis irredutiveis, que podem definir-se como
vai ver-se. Imaginemos 3Jt e o anel de diviséo fi.
fI' diz-se irredutivel em 3JI, sobre il,se ndo existir
sub-mddulo de 331 que seja admissivel-n'. As referén-
cias ao trabalho citado de NAKAYAMA serdo feitas por
[3], Os numeros das diferentes referéncias jogam
também com os que se utilizam nos Capitulos xm
a xviii, de que atras falamos.

2. Sobre algumas proposicdes gerais. Em [14,82],
demonstrdmos um teorema A, que nao teve 0 seu
correspondente em [14, 83].Todavia, vale para sub-
-médulos-il, o

TEOREMA A': Se 3}=3I,n3t, e (31,3t,) = 3JI, os res
pectivos ideais aniquiladores, supondo SI'=fl,  verificam
a igualdade &4=4&(+ &,, como soma directa.  Sabemos
que S2(ai,4,), [14,teor. 2']. Dado Beé, tomemos
me 2X1. Decompondo ra de duas maneiras distintas,
sob as formas m=»,+ n,—n\+ re, (»,,«4eSix;
n,, »,e91»)j vé-se que n,—»'= »,—»,e3}, de modo
que se tem nB = n[B, n~B”~n'B. Conclui-se,
assim, que, dado me3X1l, se obtém endomorfismos-il,

de 2Xt, por via das seguintes correspondéncias:
m—*n,B=mAl,m—>-nB = mA. Supondo m—n, =
= re,-f0e3li, vé-se que »,-»n,A",—0°+B =0, pelo

que 31,A{= (0),A{eé,. E, analogamente, A'en
E, sendo m= », + n,, mB = »,23+ »,B =m”"4, +
+ mMA\ = m ("4j+ /4,), conclui-se B = A"+ Al. Por
isso, tem-se &= (é, ,a.)*Ora esta soma é directa, pelo
facto de ser éii"lé.2=(0), como resulta de [14, teor.1'].

Em todo este § admitiremos sempre fl'=n e utiliza-
remos a nogdo de aniquilador  modular, para significar
sub-moédulo-il que é aniquilado por um dado conjunto
de endomorfismos. Também fixaremos a regra geral
de que um elemento dum conjunto representado por
uma letra gdtica mailscula se indicara pela letra
latina mintscula correspondente.

COROLARIO C: (0)= 3}, f19T1,, (3ii, 31,) = 3Xt,

tem-se fl=¢é&i+ é,.

Supondo

termos do corolario anterior,
1=E{ 4-Ej,(E<ed), em idem-
potentes ortogonais, Vvé-se que 3}, e ai séo aniquiladores
reciprocos, de sorte que 3}, é aniquilador  modular de EJ.

Representando por ~,2 31, o aniquilador modular
de S,,(t'=1,2), sabemos que (0)=<p, f1%, [14,teor.2'].
Suponhamos xe , X $S7j e escrevamos x=«,+ n,.

COROLARIO D': Nos
fazendo a decomposi¢do

GAZETA DE MATEMATICA

Serd XE',=-» E'.+»,E'_. 0=ra E\
n=jfeO e m,e"Pi. Assim, nédo serd nula a interseccéo
dos 0 que é absurdo. Conclui-se *PiE9iij e,
portanto, 23,= 3ii. Como éi e E\ tém o mesmo ani-
quilador, modular segue-se o resto do corolario.

de sorte que

O teorema A’ arrasta a possibilidade de se enunciar
o teorema B', em correspondéncia com o teorema B,
de [14,8 5] . Tem-se :

Se 31 - 91, fI31,, (3ii, 3i.) - 9X1, e se se
e que 0, e nilideal bilateral, i
3 é nilpotente; e,
semi-nilpotente.

TEOREMA B':
admite que Si € nilideal
e nilideal; se 3i e &, sdo nilpotenles,
se $i e &, sado semi-nilpotentes, aé

Ainda sobre o contetdo de [14, § 5] daremos o

COROLARIO A': Supondo (0)=31, fI31,, (91,,91,) = 2XI,
entdo, admitindo que é, é nilideal, tem-se 31,=(0),
3ii=2Xt, consequentemente, ai= (0). Este corolario sé6
merece enunciado pela unidade que da aos nossos
raciocinios. Ele resulta, é certo, do teorema 17' de
[14, § 5] mas traduz também propriedades imediatas
da soma directa.

Passando a [14, § 6], podemos enunciar o

TEOREMA O : Se 3}j e 31, tiverem nilideais ani-
quiladores @i e 6ZI entdo, supondo 3} = 3ii D 3},,
3 = (31i,31,), ndo existe sub-modulo E 31 que possa

ser aniquilador modular  dum idempotente. De facto,
supondo *$E 91, o ideal aniquilador de sera
<f££4 = &i + é,. Sabemos que ndo hd em ¢é elemento
idempotente, pelo que o ndo havera em £ .

Em [(Il), pgs. 35], encontra-se o enunciado que

vai seguir-se :

2X1 um mddulo—fl e  supo-
com («n,, (St, n e+en n

TEOREMA 42': Seja
nhamos (0)=srtj n *s*n % ,
D %+,, e« 3t,)) = 3Xt, (i—1,2, *e=,h) . Bnido, poredo
3Xi, = 3fi fl eee D D 91+1fle e« fl9f,, conclui-se:
V) (awj,3%)-aft;a’) s*rm-i0);") (smi,---,,,-,,

,ee-,an,) —91,; 4') (3T{....-.3Tt,)=3Tt. Da de-
monstracdo, que é simples, vamos dar apenas a parte
que prova 3'). Sem duavida que SJMES};, se  j=f=i
Resta mostrar que cada »,e 31, pode sempre ser
escrito sob a forma », = mH 4-m_, + m, ,H +
+ m,, (TOe 3Jl,). Dado »,, se este elemento pertence
a todos os 9lj, entdo n,=0 tem a forma indicada.
Supondo, de contrario, que, por ex., € Slt, o primeiro
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31, que ndo contém n, podemos escrever Nf*an, '+

, (i"=i'0 . Veé-se que H,e9Tin e«eD SI»,» Em
seguida, seja 9, , (i*k > {'i), o primeiro 9i, que
ndo contém «, Podemos escrever n”™ = %, -f ,
com n, eSfliH +e+ 0% ,; ° também Hj=re, + > +
+ ?n,. O raciocinio prossegue até se chegar a um
» , com i=j=k, pertencente a todos os 91,. Nesse
momento é «, = 0 e n = m, + e + , como se
afirmou.

Em complemento, podemos dizer :

TEOREMA 43': Nas condigdes
tem idenipotentes E{, ¢+ EE,
aniquilador ~ modular

do teorema 42', exis-
tais que: 5) 01; € o
de E'j e o ideal direito aniqui-
quilador de % é i'|=.E',n; 6') |—E'j-J- e« + W, e
E'.E'j-0, se I4=i V) n= E~i+ e+E\,n; 8)
o ideal de contraccbes em 3}, é n.—OE\H |-fIE", +
+ fIE',., A +n E',; 9) o ideal direito aniquilador
de SRi V E'jil + ese + E'i_,& + E',,, iT+ eeo +E' O;
10') o ideal de contraccdes em 3" é rti—nEV A
afirmacdo 5') resulta imediat imente do corolario D"
Em seguida, escrevamos, para xeSJlI, i«i + )iij +
+ eee>«,. com mjeSJlj. O coroldrio D' garante-nos
também ser 3)* o aniquilador modular de 1—E',.
Por isso, sendo nij =TOjTi'i+ Wj (1—E',) , tem-se m, =

= w,E",. Nessas condi¢des, é X E\ = mE\ = m,
de sorte que o; (E'x-i \-E') = xE\\ + X E\ —
= [BIH -fm,= x. Por outro lado, x E', E'=m E' =
—0, se jxf=i, pelo que 6") fica provado. 7') traduz

uma propriedade elementar da teoria dos anéis; 8'),
9') e 10") encontram-se provados em [14, teor. 19 e 19'].

Nos dois teoremas, que ainda vamos estabelecer
neste §, é introduzida a condicdo de maximo para os

sub-médulos-fi, de 3n.

TEOREMA 64': Se 33t é um mddulo-Cl com condicdo
de cadeia ascendente e se il ndo tem radical ; entéo,
admitindo  que, para cada sub-mdédulo maximo 'C~tSTi,e
diferente de zero o ideal aniquilador  $, podemos  afirmar
que (0) é interseccdo dum certo nimero de  sub-mddulos
méaximos e que 9Jt é completamente  redutivel. Neste

enunciado sé oferece interesse o caso em que 9JI ndo
¢ irredutivel-!). Tomemos, em SSSX, um sub-médulo
méximo 91| =f=3)1. O ideal ndo pode ser nilideal,
pois que, se o fosse, seria nilpotente e de expoente 2,
[14, teor. 16'], e s teria radical ndo nulo. Por esse
facto, 5Ri é precisamente aniquilador modular dum
idempotente B,61ii, [14, teor. 23'], tendo-se 3ii E, =
- (0), (0)=«RinanEi="?inSR, se W = anekE

E vé-se que n-, Ei - 0, n<E=n', 9In=91' + <ni, sem
esquecermos a relagdo 91i= 3n(l —Ex) . Se 31' for
méaximo, o teorema estd demonstrado, pois que ambas
as parcelas de an serdo também sub-mdédulos sim-
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ples. Se 3V ndo é maximo, tomemos 31,33V e méaximo.
£, entdo, a% E .= (0), (0) = Pt n an E, =3t, D a1~ ,

9i" = 3nE,, 9n = SU"+ *n,, como anteriormente.
E vé-se que o aniquilador modular de E] E, é =3n,
pois an Ej E, = 91'E, S$n, E, = (0). E vélida a
-igualdade 3v =31, H (31,91 =31 n Ui, com £)! =
= (91',31'"), como vamos provar. Sem duvida que 9V
est4 contido no 2.° membro. Se, agora, n, —n! + n"
for um elemento do 2.° membro, do facto de ser
n,E,=0=0+n", concluimos n, = n' e 3" como se

deseja. E tem-se (0)=9l| fI9i,DE£ii, a0 mesmo tempo
que, sendo 3n«=9V + 9li, 6 3T, = 3V + 3*iDai,, 3n= 3i" +
«'+snin9i2=ai+917,n3i,,0i = 3nE,+ anE,. s.
£Xi=j=3)1 6 maximo, o teorema fica demonstrado, pois
que, entdo, 3", 3V e S~nST? sdo simples. Se £3i ndo
é¢ méaximo, o processo continua. Obtém-se (0)=3}, 6
nanE,=sn3nai'"",9n=%n,-t-sn'", anE,E,=anE,E.i=
= (0), pois que 31,2)0i=3nE,+3nE,. Sdo validas
as igualdades 9t = 9t" + 3}'+ S~na”nats, 3n= 31" +
3i" + «' + siin 3*nafj-0» + 5nin«n,n9i,, Q, =
an Ej+ S E, +9n E,. Se D,Tfc3n é méaximo, o teo-
rema fica demonstrado, com (0) = 31] D 3t, fI3i, flQ2
e com a decomposicdo anterior para 3)1« A cadeia
(0)C3VvcQ|CQ.,C--- é finita, de sorte que se chega
a encontrar Q, -2 méaximo e tal que (0) =3t,n e O

not,,Nqg,-., an=Q,_,+ %iiNe®e*Nn9i, ,, 0 »=
=anEiH 1-3J1 E,,_i - Nesse momento, o sub-médulo
simples 3lifl+e¢H3l,_i tem a forma 9n E,,, vindo
3n=3nE,H |-anE, . Os idempoteiites E, veri-
ficam as relagbes E,E,=0, (i<j ;i=\ ,eee, n—1;

y_| Y-oo'«)o

Inversamente, se SU é um moédulo completamente
redutivel, a condi¢do de cadeia ascendente é valida,
o radical do seu anel de endomorfismos é nulo, [10,
pgs. 30; (I1), pgs. 58 e seguintes], e, para cada sub-
-moédulo maximo, o ideai aniquilador é=jt(0). Portanto:

TEOREMA 65" :
64' sfio necessarias
completamente

As condigbes enunciadas  no
e suficientes,  para
redutivel.

teorema
que Sn seja

Da comparagdo com os teoremas 36 e 37, de [10],
resulta ainda que as mesmas condi¢cBes sdo neces-
sarias e suficientes para que valha em 3Jl a condicdo
de cadeia descendente, i! ndo tenha radical e seja
diferente de zero o ideal de contrac¢fes num sub-
-médulo minimo.

3. Sobre anéis densos.
§ o0 .seguinte

TEOREMA : Se fl'é um anel
mos-n, de 9JI, e se 21 e um ideal bilateral de Of que con-
tem transformagdes lineares  finitas, entdo, dado o
sub-médulo-il finito 31 = Sn , hd uma projeccdo  EeSl,

Trata-se de provar neste

denso de endomorfis-
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de Sn sobre 31. Convém observar que nenhuma
hipétese se faz quanto a dimensionalidade de 3n,
sobre n. No caso de 3t=[x] ser um sub-mdédulo-n
com umadunica dimensdo, JACOBSON, [4], faz a demons-
tragdo como segue. Imaginemos O~bffeS| e 331B =
= Q/I! e>iln] “"* espago finito coma base formada
pelos elementos y, supostos independentes-n . Admi-
tamos que Sie3)l,z. B =y, , A ei2, y Ai=z,,
2/(~=0, se enfcl. Vé-se que 3)15/1!'= [yi,--,y,].4i E
= ['i]li HBAI = , de sorte que 2?,= .B.4,6 31 é
idempotente e tal que %RE, = \z] . Para se cons-
truir o idempotente E tal que WIE~[x\ supo-
nhamos A, A, eii', z,4,=x, x"-~zj. Entdo, veri-
fica-se que %RA, E, .4,=[z,] -4.=[x], X A, E, A=X,
de modo que A, E, A=E é precisamente o idempo-
tente procurado, Passando ao caso em que 9} =
= [X]j, **,x,], onde os X, sdo independentes-n, ima-
ginemos construidos idempotentes E\, (i=1,2, ¢ ,»),
tais que [xi,--.,X = 3ftE'i+ eee+3n , 3JtE',-
[x] ., Z?(eSl. E facil de construir um idempotente
F e Sl nas condigdes seguintes: 3Ji£', + 3n-E', =
31 + 3nF, E\ F - E',.0. Vejamos primei-
ramente que se tem 3)1E\ + 3)12£, = 3)LE£', +
+ 3)IE/", (1—E"i) onde, 1significa oendomorfismo idén-
tico. Umelemento do 2." membro é da forma rn E\ +
+ mE", (I—E') = (mmE") ~E\+ m'E’, , (m,m’e3R),
0 que mostra pertencer ao primeiro. Inversamente,
um elemento do 1.° membro é da forma mE'i +
+mE. = mE, + mME, +m E, E\ —m'E", E\ =
= (m+m< E") E'X+m'E", (I-E'{), pelo que per-
tence ao segundo. O referido 2.° membro é uma soma
directa. Como a sua 2.* parcela ndoé nula e é del.*
ordem, designemos por E'~eS1T um idempotente tal

que mE'(I-E') = mE<\. Vé-se que E<\E\0_
Pondo, entdo, F=E" — E'E", vem imediatamente
FE\=E\F=0, FF=FE"\ F=E", FE'\ =F,
an E"i=an E>\ FsmF,m F=%RFE", Ean E",

e, portanto, an2?"i=3n F. Em seguida, o idempo-
tente Ei = E'i+ F é tal que [xj,x.,]=an E\ . O"pro-
cesso continua, pondo anE\ + SnE' + 3n#'3 =
= 3n Ei + anE',. Chegamos a encontrar o idempo-

tente G nas seguintes condigdes : GeSl, SB, =

=s,c?=0, mMENmME'-s"mhi +mG, snf£',+

4 3nE',+anE'a-"B'i-r-SnF+3nG. Vamos ver

que os trés idempotentes E'i,F, G sao ortogonais.
De facto,

E E\=E"',,6 EXE"E, GE E\ =Q= GE’,
ENEIG = 0= E\G, Ei F=F, FE, = F,

GEi F=GF =0, FE\ G=FG =0.
Teremos, deste modo, [Xj,X,,X]=3nE,+3n0C =
= an”,, Ej— + + F+ G. O raciocinio
prossegue, atéa demonstracdo doteorema. Tem lugar
este
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ADITAMENTO. A projeccdo E e SI decompde-se em
projeccdes  ortogonais e todas pertencentess a S, de
tal modo que
[x,--,%X,,]=3nK =3neH bane,,, 1°=0, seizfclc;
[x.,"-.x,,] =3n<:i-r-'--+3ne,, [k = n.

4. Sobre a densidade dos anéis irredutiveis. Do
teorema em causa neste §, que vai ser enunciado,
a parte directa é provada como em [4].0 que tem
principal interesse é ademonstragdo da parte inversa,
a qual se é levado, rigorosamente falando, com um
raciocinio devido a CHEVALLEY, que se encontra
em [3].

TEOREMA de CHEVALLEY-JACOBSON. Seja fl'um anel
denso arbitrario em 3n, sobre il ,este suposto anel de
diviséo. ii* é anel irredutivel e il & o seu comutador.
Inversamente, se {i' € irredutivel e o anel de divisdo fl
é oseu comutador, entdo n' é denso em3n, sobre fl.

Partamos do anel denso n'esuponhamos (3Jt/fi)= I,
isto é, 3n de 1.* ordem sobre ii. Entdo, pois que 3n
¢ finito, o anel denso i!" é a totalidade dos endomor-
fismos-il, pelo que é o comutador de fl. Podemos
afirmar que {i' é anti-isomorfo de CIl. Escrevendo
3n=xil', (0=£xe3n), pois que n', por ser denso,
é irredutivel, procuremos também o comutador de ft' .*
Como fii' é anel de divisdo, o seu comutador é anel
de divisdo O, que contém n, e é anti-isomorfo den".
Seja ifefl. Por se ter xd' = xd, para um certo
den, vem, se d4=d, x(rf'-a*)=0, x(d'-d)(d'-d)-'=
= x=0, o que é absurdo. Assim, d'—d, d'en e
0=n. {i'e ii sdo,portanto, comutadores reciprocos,
no caso de 3n ter uma s6 dimensdo. Inversamente,
se fi' éirredutivel e flo seu comutador, na hipotese
(an/n)=I, iV é denso em 3)1sobre n, sendo n'e n
comutadores rciprocos. O teorema encontra-se com-
pletamente demonstrado, no caso de 3n ter uma so6
dimensdo.

Suponhamos agora que isso ndao tem lugar e vol-
temos ao anel ii'. Admitindo que B pertence ao
comutador de il', trata-se de provar que B=  beil
Seja 0=~rxe3n. Em primeiro lugar, x-e xB séo

dependentes-ii, visto que, de contrario, poderiamos
encontrar Ceii', nas condi¢cdes seguintes : x C= 0,
xBC=£=0, xBC=xCB =0, o queé absurdo. Pondo
xB = xb,, onde i”eii, vamos provar que, para ye3n
e qualquer, é também yB =yb. De facto, esco-
lhamos -4en' de modo que seja XA —y. Entao,
xAB = xBA = yB = xb,A —xAb, —yb, como se
quer. Demonstrado que b, é independente de x,
poremos xB =xb, o queprova a afirmagdo, pois, se

x=0, 0-B=0-¢e=0. A parte directa do teorema
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encontra-se, assim, com JACOBSON, completamente
demonstrada. A parte inversa serd provada deste
modo : pois que 9J! ndo é de t.* ordem relativa-

mente a fi», comecaremos por mostrar que, dados

i 1'etjra< n+i © 9JT e independentes-!1, é possivel
encontrar endomorfismos B, , B,,,B. 6n', para
0s quais X B~"Xi, Xj Zij—0 , (i.=f=j; =12 e,

n+ 1), contanto que se admita existirem n endo-
morfismos A para 0s quais X, A, =X, , e X A, =
vy X,.4,=0. se (»,7=1,2, «ss_,») ; depois,
tendo em conta a irredutibilidade de !)' e a exis-
téncia dos A, procuram-se C, , C,e fi' reali-
zando as igualdades x, C,= 3/,, ¢*¢,X,, C,,=v, , onde
0s y. sdo quaisquer elementos de 2Jt. O endomor-
fismo 0=27217(617 serad tal que x, C=>/, X,, C =
=Vy,, € adensidade de n' ficara estabelecida.
DEMONSTRAGAO. Encontrados OS A, (i =1, 2,%¢¢,«),
designaremos por & o ideal direito aniquilador do
sub-espago [x,, ees,x,]. Para cada x,” [x,, ***,X,],
vamos ver que €é x,0=jt(0). Se for xng= (0),
comecemos por fixar i e consideremos B tal que
x,iJ=0. Entdo, sendo XxAB—xB~0 e x,A;B=0,
concluimos A BeS e xnAjB = 0. A correspon-

=X
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déncia -aeiti ->>XoAA , (A efi' e qualquer), por ser
Xiil" = 3Tl, € um endomorfismo de 3JI, visto que, se

se admitir x,"4=x,C, ¢é x,(A—C')=0, e, pela
observacdo acabada de fazer quanto a B, é
x,AA A—C)=0, oque dad ip~rJ-in~C. O refe-
rido endomorfismoé um endomorfismo-!!", que repre-
sentaremos por aj6i!. Ele da xA-*xAa =
= xnAiA; X;= X.Ai—rXjAio = XnA, Ai; e, como

x, (jif —Ai) = 0, é Ai-Ae a, x,(Af-A,)=0 |,
XA Aj = xoai Posto isto, tomemos D = S A,.
Vale xj (A— DA) =x, A-X,A = Q, X(A—DA) =
= xo—x,D)A=0. E, como 4 ¢é qualquer, tem-se
X—x,D=0, XQ=X0 D = XX) - Ai. Os endomorfismos-!l",
representados por a ,a,,e*°,a,el!l, dao, assim,
Xo= x,2 Aj= Xo2 A, 4j= 2 x- Aja—S X, Oje [x, ,e°°, Xx,]1,
contra a hipoétese feita sobre x,. Estabelecido que
X, g =jt(0), tem-se x, & of= 2)1, e, portanto, x, S= 9JI.
Existe A, e $para o qual xnAn=Xn- Também existem
Aied, (T=1.2, e+, n), para 0s quais x,"4, =x, A'i
Pondo, entdo, xa= X,..,, A,= B,.. , 29=.A —A\,
(/=1,2, % ,«), Vvé-se que X,.,B,., =X,.,, Xx.,B, —
= Xjj4()=0, X; fl= X;Ai— x-iAT=XI, XjB, = x, A—
—XjA'i = 0, y Mc«). A demonstragcdo estd feita.
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In dem Gesamtwerk von F. GOMES TEIXEIRA finden
sich zahlreiche Arbeiten,die sich mit ebenen Kurven
und deren Uift'erentialgeometrie beschaftigen. Es
erscheint daber nicht unangemessen, dem Gedenken
an den einhundertsten Geburtstag Teixeiras die
Erorterung einer Fragestellung zu widmen, welche
ihren Ausgangspunkt in Satzen der ebenen Differen-
tialgeometrie hat.

I. Unser Problem lasst sich an zwei bekannten
Beispielen bequem erlautern.

1.1. Es sei 22, die euklidische Ebene. Ferner
sei 23 ein offener (*) Konvexbogen in 27,, der
streckenfrei ist (d. fa. der keine Strecke enthalt).
Lassen wir irgend zwei Punkte p' undp"™ von B
gegen einen Punkt p von B konvergieren und
konvergiert gleichzeitig die Verbindungsgerade von

p' und p" gegen eine Gerade P (durch p), so
bezeichnen wir P als eine (Geraden —) Q-Paratin-
gente an B in p und p selbst als Schmiegpunkt
von P auf B. Zwei Puratingenten Q', Q" mit

den Schmiegpunkten g, q" (wobeiq'=g" zugelassen
ist) liegen nun gleichartig inqg bzw.g" zu B im
folgenden Sinne : In einer (hinreichend kleinen)
Umgebung von ' bzw.¢" (in K,) liegen Q" bzw.Q"
ganz auf einer Seite von B und zwar beide auf der
gleicben Seite ; dabei konnen zwei verschiedene Seiten
von B erklart werden wie folgt: Man ergdnze B zu
einer einfachen geschlossenen beschrédnkten Kurve C
(was fur jeden einfachen Bogen (nicht nur furKon-

* Eingegangen am 4/ti/I951.

() Unter einem (einfachen, abgescfalosseneo) Bogen A ver*
stehen wir ein (bescbranktes) topologisches Blld einer abgesch-
lossenen Strecke oder ev. der Kreisperipherie in den £, ; spe-
ziell bezeicbnen wir ein topologisches Bild der Kreisperipherie
auch als Kurve. Unter einem offenen Bogen verstehen wir ein
topologisches Bild einer offenen Strecke.

Deurschlond

vexbogen) moglich ist) (') und ftihre als die eine
(etwa positive) bzw . als die andere (etwa negative)
Seite von B das Innere bzw. das Aussere von
C ein. Wir erinnern noch daran, dass B strecken-
frei und konvex ist genau dann, wenn B bezuglich
des Systems g der Geraden in 27, den (g—) Ord-
nungswert Zwei bezitzt, d. fa. wenn B mit jeder
Geraden hochstens zwei Punkte gemeinsam hat.
Bezeichnet man allgemeiner als (g—) Ordnungswert
eines Bogens das Maximum (falls es existiert) der
Machtigkeit des Durchschnittes des Bogens mit den
Geraden, so ist der Ordnungswert Zwei das Minimum
aller (Uberhaupt moglichen) Ordnungswerte. Unsere
bisherigen Feststellungen besagen also

Saiz: Vor. Es sei g das System aller Geraden
des E,. Ferner sei B ein offener Bogen (in. E,) vom
g — Ordnungswert Zwei, d. h. vom minimalen g— Ord-
nungswert. B eh. Aile g- Paratingenten von B

liegen gleichartig zu B.

Anmerkung (1) Es ist 23notwendig strecken-
frei, wenn 23 vom minimalen g-Ordnungswert Zwei
ist—(2) Man beachte folgendes: Jede g-Paratin-
tingente ist «freie» Tangente im Gegensatz zur Tan-
gente im Ublichen Sinne, der agebundenen» Tangente,
bei der einer der Punkte, etwa p", stets gleich dem
Grenzpunkt p ist. In einem Punkt g von B konnen
unendlich viele Paratingenten (mit g als Schmieg-
punkt) existieren. (FUr Konvexbogen kann dies aller-
dings nur in abzahbar vielen Punkten eintreten; und
genau in diesen Punkten gibt es dann mehrere gebun-
dene Tangenten an den Konvexbogen und zwar genau
zwei) (7).

() Vgl. z. B. B. T.KEKKKJARTO, Vorl. liber Topoloyte I, (Ber-
lin 1923) S. 69.

() Vgl. z. B. HAUPT-AUMANX-PAUC, Diff.—und Integr.
Rechn. 11.Bd. 2. Aufl. (Berlin 1950), Nr. 2. 2. 5.



Wir fragen nun, ob und in welcher Weise dieser
Satz sich umkehren iiisst. Dass, bei einer etwaigen
Umkehrung des Satzes, an den Bogen B ausser der
Forderung der gleichartigen Lage der g-Paratingen-
ten noch weitere Forderungen zu stellen sind, zeigt
das Beispiel etwa des durch 0 < 9<2rr bestimmten
Teilbogens B der Archimedischen Spirale >= <»>-0;
denn einerseits besitzt jeder Punkt p von B eine
konvexe Umgebung auf B, andererseits gibt es
etwa zur Geraden if=w/4 beliebig benachbarte Ge-
raden, welche mit B drei Punkte gemeinsam haben.
Eine Forderung, durch welche derartige Vorkomm-
nisse ausgeschlossen werden, lasst sich so formu-
lieren: Es sei B irgendein oft'ener streckenfreier
Bogen in 2?2; und es sei B in einem festen Sinne
orientiert, d .h . mit einem festen Durchlaufungssinn

versehen. Dann soil jede Sekante von B, d. h. jede
Gerade G, die mit B mindestens zwei Punkte
gemeinsam hat, normal orientierbar sein (zu B), d. h.

ftlr (mindestens, also fur genau) eine (der beiden)
Orientierung(en) von Q soli diejenige lineare
«Anordnung» der Punkte des Durchschnittes BG
von B mit G, welche durch die teste Orientierung
von B bestimmt ist, die gleiche sein wie diejenige,
welche durch die in Rede stehende Orientierung

von G bestimmt ist; eine «Anordnung» wird dadurch

bestimmt, dass von je zwei Punkten feststeht,
welcher «vor» bzw. «hinter» dem anderen liegt
(und  wenn die Relation «vor» bzw. «hinter»

transitiv ist). Bei beliebigem Bogen B st jede
Sekante normal orientierbar, welche mit B genau
zwei Punkte gemeinsam hat, dagegen nicht notwendig
jede Sekante, welche mit B mindestens drei Punkte
gemeinsam hat (vgl.den obigen Spiralbogen B).

Ausser der normalen Orientierbakeit der Sekanten
benotigen wir noch die normale Orientierbarkeit
der Paratingenten.

Diése erklaren wir allgemein so: Es sei B wieder
ein pffener, streckenfreier Bogen in FJ,, bezUglich
dessen die Geraden normal orientierbar sind. Ferner
sei P eine g-Paratingente an B im Schmiegpunkt

p, d.h.es sei P Limes (etwa im metrischen Raum
der Geraden) einer Folge von Sekanten G", Wir
betrachten auf P neben p noch einen (von p ver-

schiedenen) nicht zu B gehdrigen Punkt t (da B
streckenfrei ist, existieren solche Punkte t auf P) ;
es seien {/, und U, Umgebungen von p bzw. t in
Ezvon denen U, sowohl zu U, ais zu B fremd
ist. FUr schliesslich aile v ist dann sowohl U,BG\
ais U G, nicht leer; es sei etwa i,e U,67,.
Liegt nun i, fur unendlich viele fc»', hinter (oder
fur unendlich viele) G, vor jedem Punkt von U, BG, ,
so werde P derart orientiert, dass t hinter bzw.
vor p liegt auf P ; und P heisst normal orien-
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tierbar  bezUglich B, wenn diése Orientierung die
gleiche ist fUr aile Geradenfolgen, die P zum Limes
haben. 1st die Forderung der normalen Orientier-
barkeit sowohl der Sekanten ais der Paratingenten
bezUglich B erfullt, so sagen wir, es liege B
normal zum System g der Geraden ; die
Sekanten (bzw. die Paratingenten) bezeichnen wir
genauer als g-Sekanten (bzw.g-Paratin genten).

Zwecks Formulierung der ins Auge gefassten
Umkehrung des obigen Satzes mUssen schliesslich in
den Begriff «gleichartig gelegen zu B» noch weitere
Falle einbezogen werden. Auf jeder zu B normal
orientierten g-Sekante oder g-Paratingente G
unterscheiden  wir die einseitigen Umgebungen
eines Punktes g von BG in hintere und vordere
Umgebungen je nachdem siimtliclie Punkte dieser
Umgebungen (abjiesehen von q) hinter oder vor q
liegen. Zwei Falle sind moglich : Erstens es ist q
nicht hinterer (oder nicht vorderer) Iliiufungspunkt
von BG auf B (und G) ; es gibt dann auf G eine
hintere (vordere) Umgebung von q, die, abgesehen
von ¢, ganz auf der positiven oder ganz auf der
negativen Seite yon B liegt; je nachdem sprechen
wir von (/ als von einem hinteren (vorderen) positiven
oder negativen Stiltzpnnkl von G auf B. Ziceitens
es ist g hinterer (vorderer) Hiiufungspunktvon BG
auf B (und G'),d. h. jede hintere (vordere) Umge-
bung U von q auf G enthalt (unendlich viele) von
q verschiedene Punkte aus B G . Dabei bestehtfol-
gende Alternative: Enlweder gibt es ein U, das
fremd ist zur negativen oder zur positiven Seite von

B, dann bezeichnen wir g als hiiUeren (oorderen)
positiven bzw. negativen H-Stiitzpunkt von G auf
B ; oder der Durchschnitt eines jeden U mit der

positiven sowohl als mit der negativen Seite von B
ist nicht leer, dann heisse g ein hinterer (corderer)
H-Schnittpunkt, Sind nun Q', Q" zwei normal orien-
tierte g-Sekanten oder g-Paratingenten, sind ferner
q ,Qg" Punkte aus B Qf, bzw. aus B Q", so heissen
Q und P* hinten gleichartig gelegen in q' bzw, qg*
zu B, wenn folgendes statttindet: 1st q" hinterer
positiver oder negativer StUtz-oder //-StUtzpunkt
oder ist g" hinterer /i-Schnittpunkt so auch g hin-
terer positiver bzw. negativer StUtz-bzw. //-Stutz-
punkt bzw. //-Schnittpunkt. Entsprechend wird die
vorn gleichartige Lage definiert. Liegen q' und Q"
hinten gleichartig und ebenso vorn gleichartig, so
sagt man, es seien Q' bzw. Q" gleichartig zu
B gelegen in g und g

Die fragliche Umkehrung des obigen Satzes lautet
Umkehrung. Vor. Es sei B ein streckenfreier
offener Bogen, der normal liegt zum System ¢
der Geraden. Ferner sollen aile (d. h. irgend zwei)
g-Paratingenten in ihren Schmiegpunkten gleichartig
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liegen zu li.—h eh. Es bezizt B den minimalen
§-Ordnungsu;ert Zivei, ist also ein  Konvexbogen.
Anmerkung. In der Vor. winl nicht gefordert, dass

jede Gerade nur endlich viele Funkte mit B
sam haben oder dass B
Paratingente besitzen soil.

gemein-
in-jedem Punkt nur eine

1. 2. Aiszweites, etvvas weniger triviales Beispiel
sei das folgendc gewahlt. Es bezeicbne B einen
offenen Teilbogen eines Ellipsenquadrauten. Bekannt-
lich liegt B normal zum System c¢ der Kreise ()
(im Sinne der Definition in Nr.1. 1) ; dabei sind die
c-Paratingenten an B identisch mit den Schmieg-
kreisen (Krilmmungskreisen) im Ublichen Sinne
Und aile (d. h. irgend zwei) c-Paratingenten von H
liegen gleichartig zu B in ibren Sclimiegpunkten.
Ferner bezitzt B den c-Ordnungswert Drei, d. h,
jeder Kreis hat mit B hochstens drei Punkte
gemeinsam. Daraus folgt aber schon die gleichartige
Lage der c-Paratingenten. Es gilt namlieh allgemein
der

Satz. Vor. Es sei B ein zum System c der
Kreise normaler Bogen vom (minimalen) c-Ordnungs-
wert Drei. Keine c-Paratingente von B sei ein
Nullkreis.—B e h. Allé c-Paratingenten liegen gleich-
artig zu B.

Anmerkung. Bis auf abzadhblbar viele Aus-
nahmen existiert injedern Punkt genau eine c-Para-
tingente.

Auch hier gilt die (%)

Umkehrung. Vor. Es sei B ein offener kreisbo-
genfreier, zum System c der Kreise normaler Bogen.
Allé c-Paratingenten von B sollen von Nullkreisen
verschieden sein undinihren Sclimiegpunkten gleich-

artig zu B liegen. - Beh. Es besitzt B den
t-Ordnungswert Drei.
2. Diein Nr. 1. 1. und Nr. 1. 2. angegebenen

Satze, einschliesslich ihrer Umkehrung, sind bereits
so allgemein, dass— abgesehen von den Begriff'en
«System der Geraden» biw. «Kreise» —sdmtliche in
ihnen aut'tretenden Begriffe topologischer Natur (%)

(") Zuin System Cwerden die Geraieu gerechnet,
die Nullkreise.

(-) llierzu sowie zum Folgeoden
Pauc, a. a. O., Nr.2.2.6.1.

() FUrden etwas spezielleren Fall, dass B konves ist sowie
mit jedem Kreis hochstens ondlieh viele Punkte gemeinsam
hat und injedem Puukt genau eine C-Paratingente besitzt,
ist der Satz des Textes und seine Umkehrung entlialten in einem
frQher angegebenen Résultat. Vgl. HAUPT, Archiv d. Math. |
(1948), S. 102 ff.; in Fussnote 5 dieser Arbeit ist das Zitat
unter b) zu streichen.

(*) d. h. erkliirbar mit lIlilfe lodiglich von Begriffen der To-
pologia des E.

nicht aber

vgl. z. B. llaupt-Aumann-
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sind. Die Beweise zeigen nun, dass an Eigenschaften
des Systems der Geraden bzw. Kreise ebenfalls nur
topologische beniitigt werden. Man wird dadurch auf
folgende Verallgemeinerung dieser Systeme geftlhrt:
Unter einem System f von «Ordnungscharakteris-
tiken» (kurz: OCh) C verstehe man eine gewisse
Gesamtheit von Bogen (Kurven) etwa auf einer
Kreisscheibe A', die je durch Punkte eindeutig
bestimmt sind (/c">2 teste, durei) | bestimmte natUr-
liche Zabi) und sich stetig mitihren Bestimmungs-

punkten &ndern (‘). FUr einen (innerhalb K gele-
genen) offenen Bogen B erkldrt man genau wie
fruher (Nr.1. 1: Fallf=g, k=2, bzw.Nr. 1.2.:
Fall f=c¢, k= 3) die Begriffe: f-Paratingente,
normal zu f und gleichartig gelegen zu B ; dabei
moge hier der KUrze wegen gefordert werden, dass

jede  t-Paratingente selbst  OCh ist. Definiert man
schliesslich als t-Ordnungswert das Maximum
(falls es existiert) der Machtigkeiten des Durchschnitts
von B mit den OCh, so ist k der minimale f-Ord-
nungswert. Es gilt dann in Verallgemeinerung von
Nr. 1. 1. und 1. 2. der (*) rein topologische

Satz. Vor.
keine Teilbogen

Es sei B ein offener
einer OCh enthalt. Ferner

Bogen, der
liege B nor-

mal zum System t der OCh. —B e h. Folgende Aus-
sagen sind gleichwertig (1) Es besitzt B den f-Ord-
nungswert k; (2) Aile X-Paratingenten von B

liegen gleichartig zu B in ihren Sclimiegpunkten.

Anmerkung. (1) Inden Vor.des Satzes wird
weder die Eindeufigkeit (ler f-Paratingente in jedem
Punkt von B gefordert noch die Endlichkeit der
Durchschnitte von B mitden OCh. — (I1) Der Satz
lasst sich ferner verallgemeinern zu einem Theorem
liber Korrespondenzen auf B ().

BezUglich des an anderer Stelle
Beweises sei nur folgendes angedeutet: Es ist(2)
aus (1) im wesentlichen mittels bekannter Methoden
zu erschliessen. In &hnlicher Weise ergibt sich (1)
aus (2) falls BG endlich ist fUr alfc Cet. Die
Hauptlast des Beweises beruht also aufdem Nachweis,
dass aus (2) die Endlichkeit aller BC folgt oder
vielmehr, dass die Existenz eines unendlichen BC
Anlass zum Auftreten zweier nicht gleichartig
gelegener f-Paratingenten gibt.

zu fuhrenden

(") Genaueres bei HAUPT, Monatsh: f. Math. u. Phys. 40 (1983)
S. 1 ff..

() Dass in der Beh. des nachstehenden Satzes (2) aus(1)
folgt. liesse sich vermutlich aus noch nicht veriiffeutlichten Siitzen
von llerrn 11. HALLER entnehmen, welcher auch zelgt, das die
Normalitiit von B schon aus (1) folgt. Vgl.auch Il. HALLER,
Sitz. —Ber. d. Physlk.—mod. Sozietat zu Erlangen 69 (1937)

S. 215 ff..
() Vgl: HAUPT, Math. Nachr. 4 (1950), S 81f., sowie M.
LINSMAN, Introduction, a tine Théorie abstraite itsw., Mémoires

Acad. Belgique Sel.XVIIl (1938).
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3. Der in Nr. 2 I'ormulierte Satz gestattet seiner
Allgemeinheit wegen zahlreiche Anwendungen. Unter
dies,en sei nur noch die folgende genanntf/):

Vor.-Es sei y=f(x) eine eindeutige réelle
endliche stetige Funktion der reellen Variablen x im
(offenen) Intervall (a ,b); das Kkartesische Bild von
y=f (x) sei B. Das System k der OCh sei das

() Zu nachstehender Beh., (1) uod. (2), vgl. llaupt-Auinann-
-Pauc, a. a. O.,,Nr. 2. 2. 2. 5. und 2. 2. 6. 2.
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System der Parabeln (d. h. der Kkartesischen Bilder
von) y=a_, X~ + a*, x*'-) hochstens (k—1) —
—ten Grades (A>2). Es enthalte B keinen Teil-

bogen einer OCh.

B eh . Folgende Aussagen sind gleichwertig : (1)
Der k —te Differenzenquotient von f (x) ist nirgends
positiv  oder nirgends negativ. — (2) Es bezitzt B den
t-Ordnungswert k. — (3) Die X-Paratingenten an B
(also die Schmiegparabeln hiichstens  (k—X) —ten  Gra-
des von B) liegen s'dmtlich gleichartig zu ihren  Schmieg-

punkten.
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Un critere de

co nti nui té

per Renato Pereira Coelho

Nous n'avons pas trouvé dans les traités d'Analyse
les plus répandus aucune mention du critére de con-
tinuité suivant, qui peut-étre n'est pas sans utilité.

Soit /(P) une fonction réelle définie sur une région
du plan et Po un point de l'intérieur de cette région.
Pour que /(P) soit continue en Po il faut et il
suffit que — apres l'introduction dans ce plan
d'un systeme de coordonnées polaires p et 6 dont
I'origine est P, —les deux conditions suivantes
soient vérifiées :

m) il y aune demi-droite 6-=6, suivant laquelle
/ (P) est continue en P,

P) l'oscillation o(r) de/(P) sur les circonférence»
p=r tend vers zéro en méme temps que r.

Pour démontrer cette proposition sous une forme un
peu plus générale il est utile de considérer au
lieu de bases de filtre, des familles, partiellement
ordonnées et filtrantes a gauche, d'ensembles non
vides de Il'espace ou la fonction est définie. Soit
\A; ied\ une telle famille et 5j='i<U A. \B; iel\

est une base de filtre qui ne change pas si l'on rem-
place les ensembles A par des ensembles A\ tels
que Aid A'iCZBi. Inversement, quel que soit le filtre
g-, une quelconque de ses bases forme, relativement
a C , une famille jA |

Le théoréme dont il s'agit peut alors s'ennoncer
de la maniére suivante.

THEOREME. Soit R un ensemble quelconque et
\Ai ;iel j une famille, partiellement ordonnée par ~ et
filtrante a gauche, de sous-ensembles non vides de R e
Soit & le filtre engendré par cette famille de la fagon
indiquée  ci-dessus et ff, un filtre plus fin que & et
tel que

f) quel que soit Fo e il y aun index i,el tel
que A, fiF, =f=0 M‘i <Ji,. Soit f (x) une fonction

(») Regu le 8 Juin. 1i151 — Ce travail a été présenté au «Con-
gresso Luso-Espanhol para o Progresso das Ciéncias *—Lishoa —
1950a, et n*a pas encore été publié.

définie sur R et a valeurs dans un espace uniforme
S . Dans ces conditions il faut et il suffit pour que
limf(x)=1
que
i limf(x) =1
9))
et que
P) quel que soit I'entourage Uj de S il y ait wun

index ij tel que
f(A)x f(A) < Ui si i< .

La nécessité de la condition se démontre sans di-
ficulte : a) est un résultat bien connu [N.BOURBAKI,
Eléments de Mathématique, I, p. 36] et pour démon-
trer p") il suffit de considérer un entourage simé-
trigue U tel que Ua U\ et un index i\ tel que
f(Bi)EU{I)

Pour montrer que la condition est suffisantesoit U
un entourage quelcoanue de S et Dj un autre

entourage tel que LiC U. Soit P, eif, tel que
/(Po) c: t/i(l) et «°* H I indices correspondants,

d'aprés 7) et p) a Po " fi- Si/ < *<i, H
il 'y aun point a eA flPoe
{f,fa)) e & e \@a) jxf(A,)C t/j. Par con-

séquent I\ Xf(Aj)a V,
fBd C U(l) c.q.fd.

On peut remarquer que la relation Y)entre #0 °*
jA ! n'a pas été utilisée dans la premiére partie de
la démonstration.

Quels que soient et |j4j!,il est toujours possible
de considérer une nouvelle famille | A[j qui vérifie -j)
et AJEA'iCzBf, engendrant par suite le méme filtre g.
Une méthode triviale est déposer A'= Bj. Une autre,
qui peut conduire dans un plus grand nombre de cas
a la vérification de la condition P'), est la suivante.

Soit <% une base quelconque du filtre #0. Quels
que soient iel et Geg, (91~] == 0O parce que

VIVXUF (A) C U et


http://So.it
file:///l/XUf

28

§ C clo*' OFCiTo- Alors ily a un i'<J« tel que
O (HA, =f=0. Donné considérons seulement—s'il
y en a—les G qui ne rencontrent pas A, mais qui
rencontrent un A; avec i, < t. Pour chacun de
ces G soit i' un index tel que G flA =f=0. Soit
A'i la réunion de A  avec tous ces A, .

Evidemment A ¢ A C Z?. Quel que soit F ec?o
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ily aun Ge§ et contenu dans F.
tel que Ai renco.itre G.

Alors G 0 A'i,4=0 et, si i< i, et G H4 =<
il y a, correspondant a ce G, un A c¢ W tel que
G C\Ai=f=0. Donc, quel que soit i<[T,, G? ren-
contre A\et par conséquent de la méme propriété
jouiront tous les F G &o, c. g.f. d.

My a un »,
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As séries de

termos

quaisquer )

por José Ribeiro de Albuquerque

Universidade Técnica de Lisboa

Sejam ao, cu,a*,ese, a,, s, numeros reais for-
mando um conjunto numeravel, bem ordenado de
tipo de ordem w. Supomos que na sucessdo ha
nimeros positivos e negativos, havendo uma infini-
dade numeravel determos de cada sinal. Percorrendo
a sucessdo evidentemente que os termos consecutivos
de um mesmo sinal sdo em ndmero finito.

Definicédo 1. Chamaremos série de termos quaisquer
a série
(1) 2) A, t <t + *2+ eee tFN + oo o

Se na série (1) somarmos Os termos consecutivos
do mesmo sinal, obtemos a série

2 8)
Em geral, uma série de termos alternadamente
positivos e negativos é chamada uma série  alternada.
A série (2) sera chamada série alternada equivalente
a série (1).
Esta designacdo tem asua razdo de ser no seguinte

a0—  +a.-a,t seet (-1)ra,te e

de termos e a série

sdo da mesma

TEOREMA 1. A série
alternada  equivalente

quaisquer
natureza.

Demonstragdo. Formemos as somas de termos con-
secutivos das duas séries (1) e (2)

) Yo > > s e >
4 «@, «l,* [, eee «» oo

Toda a soma Sp € uma soma <Tge portanto: se
a série de termos quaisquer € convergente a série
alternada equivalente também o0é, e as somas séo
iguais.

Dada uma soma r/_ , ou elaé uma soma s, , ou
ela estda compreendida entre duas somas s, e «,.,

consecutivas e, facilmente se vé que
(5) *5t<do",<J «,.i seoultimo termo de é positivo,

(6) *7><7, ~>s_.|seodltimotermode € negativo.

Depois de estabelecido isto, tomemos uma qual-

quer sub-sucessdo de (3),
(7 c

e sejam

®)

os termos de (7) que terminam por uma parcela posi-
tiva ; sejam

(D) , ffnl,,‘ , <Vl Seee >

os termos de (7) que terminam por uma parcela ne-
gativa. Devido asrelacdes (5) e (6), teremos pois:

(10) $.. < 0,,< V,+l V.. <

<V, +i >ee-

(11) €e» >Fy > gn | >
e formemos as duas sucessoes:

(&) Vo, )« »e"
(13) B S A VAR S IO

Se em (12) h& apenas um numero finito de termos
distintos, necessariamente em (8) ha apenas um
nimero finito de termos distintos. Do mesmo modo,
se em(13) ha apenas um nimero finito de termos
distintos, necessariamente em (9) ba apenas um
namero finito de termos distintos. Logo, se em (7) ha
uma infinidade de termos distintos (ou assim consi-
derados) em (8) ou (9), ou em ambas, ha uma infini-
dade de termos distintos, e 0o mesmo se passa em (12)
e (13). Com os infinitos termos distintos de (12) e
(13) forma-se umasub-sucessdo de (4) que € mino-
rante dasub-sucessdo (7). Damesma maneira se for-
mava uma majorante.

A sub-sucessdo (7) vem enquadrada por duas sub-
-sucessOes de (4). Podemos pois afirmar que: sea
série alternada equivalente é convergente, a série de
termos quaisquer também o é, e as somas sdo iguais.

A série de termos quaisquer e a série alternada
equivalente sdo simultdneamente convergentes ou di-
vergentes.

(*) Recebido em 1951, Agosto.
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Se a série de termos quaisquer € indeterminada
(Olivier-Cesaro), evidentemente também a série al-
ternada equivalente o é. Neste caso, substituamos as
sucessOes (3) e (4) pelas seguintes:

(14) .., 120,+.), U3 -foi+a),
V' ("o + "I+ "2+ 13), -
(15) s,, 1/2(50+ *1), iy3 (e + «i +

1/4 (>>O 4- «f + «I + «]) ¥eooe

Como se sabe, se (14) e (15) tendem para limites
finitos, as séries dizem-se simplesmente indetermi-
nadas e os limites finitos, que se sup0e existir, sao
as respectivas somas simplesmente generalizadas das
duas séries (Cesaro).

Cada termo de (15) encontra-se em (14) e podemos
afirmar que: se a série de termos quaisquer é sim-
plesmente indeterminada, a série alternada equiva-
lente também o é, e as somas simplesmente generali-
zadas sdoiguais.

Tendo em atencdo as relagdes (5) e (6), também
cada termo de (14) se pode enquadrar com dois ter-
mos de (15) e, em Ultima analise, podemos afirmar
que : se a série alternada equivalente é simplesmente
indeterminada, a série de termos quaisquer também
0 é, e as somas simplesmente generalizadas sdo iguais.

Se. as sucessdes (14) e (15) sdo indeterminadas, o
que sucederd sempre que ndo tenham limites finitos,
podemos substitui-las pelas sucessdes das médias
aritméticas dos seus termos, e assim sucessivamente
até obter alguma com limite finito, e entdo podemos
afirmar que: se a série de termos quaisquer é n
vezes indeterminada, a série alternada equivalente
também o é, e inversamente, sendo iguais as somas
n vezes generalizadas das duas séries.

O teorema fica assim completamente demonstrado.

O valor absoluto do termo geral da série de ter-
mos quaisquer pode tender para zero sem que O
mesmo suceda na série alternada equivalente. Com
efeito, se o nimero de termos consecutivos do mesmo
sinal da série (1), for crescendo quando se avance na
série, pode entdo suceder que |a,|-*0, sem que
a,~>-0. Mas como cada termo da série alternada
equivalente é um termo da série (1), ou uma soma de
termos consecutivos do mesmo sinal, é evidente que:

TEOREMA 2. Se omddulo do termo geral da série al-
ternada  equivalente  tende para zero, também o modulo
do termo geral da série de termos quaisquer tende para
zero.

Se o nimero de termos da série (1), que se encon-
tram reunidos em cada termo da série (2), ndo excede
um inteiro determinado p, entdo ja se pode afirmar
que: se o modulo do termo geral da série (2) tende
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para zero, também o moédulo do termo geral da série
(1) tende para zero.
De resto, esta ultima proposi¢do é verdadeira com
qualquer série posta no lugar da série (1).
*

O teorema 1 & um teorema importante pois permite
reduzir o estudo de uma série de termos quaisquer
ao estudo da série alternada equivalente. Passaremos
em seguida ao estudo das séries alternadas nas quais,
para simplificar, se pode supor o primeiro termo
sempre positivo.

Dadas duas séries de termos positivos,

&) o+ a,+ a -i r a,-\

s Oi+ a + o, + ha,,, H

se as duas séries sdo divergentes podemos comparar
as velocidades com que divergem.Se S', e <S' sao
as somas dos k primeiros termos de cada série, a
primeira diverge mais ou menos velozmente que a

. , . S'n ‘
segunda quando existindo lim , este limite é
n-» S" n
S'n
infinito ou zero respectivamente. Se tende para
S" n

um limite finito, ndo nulo, as duas séries sdo igual-
mente divergentes.

Se a fraccao
Np ®m ‘Im im+2 ST F + QR <nip) —S
Ship  S"m cimet-i T osi-t3 e T i imdp)+t

tende para infinito ou zero quando p-*00, a pri-
meira série diverge mais ou menos velozmente que a
segunda. Se a fraccdo tende para um limite finito,
ndo nulo, as duas séries sdo igualmente divergentes.
Estas definicbes sdo equivalentes as anteriores por
serem as séries da mesma natureza que 0s seus restos
de ordem m previamente fixada. Tais defini¢cdes sédo
devidas a CKSAKO.

Notemos agora que: se dado e>0 a partir de
certa ordem m(s) se tem

| —e< <1+t
entdo
"SI+
t—)a...<a,.<(+s) oj
(l—s)a ,..,)_ i< at.,)i <(+s)a )i
e somando
(Il —e)(a,.., +a,,..+eeeta,,l <
<{a, +a,.,+ H haj,._,) <
< (I + e (a5, + a H + Os, _)
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e portanto
Lii +-lm+' + "+ <ambbR s
|l —t< <+ <
im+ +'HM+3+ ' '+ ®@2(m+p)-t
ou seja
i < <l +
s" o, —s"

qualquer que seja p independente de m. Conclui-se

que: se lim—— =1, entdo lim-—
* = 2o+ »-»S ,, —S ,
Esta proposicdo é valida para | nulo, finito ou
infinito.
Inversamente: se fixado m e dado t>0, a par-
tir de certa ordem p (e) se tem
Ci+t
‘2m+1 "1"'2m-r3 H I''2 im+p)—t
i - e < <l +t
2m+1 + ‘5m+3+ + ‘2(m+p+l)-1

também se tem

—s)(a,,., +a,.H + 0j._t) <

< (°2m + 2.,i42 + eee+ Am+D-i) <
< {l + e) (o»«i-i+iaiida-F e+ a,...  ,)

< e) (a... + a Lo +-a, ) <

< ('2m+ '2m+2 + eee+ Oilm+p+l12) <

< (i ») (@ F AL, F oA ,0l)

e subtraindo a primeira da segunda, a segunda da
terceira, e assim sucessivamente, vem :

I —B)a.,.,..,_, <'0Oijm+*+D-s < (i+ e) a,.. i

bty

(i E) Oi(..,+s)_i< ", ,..,..,_. < (I + e ct,,."5)_|

£ o < S«amHHV

a partir de certa ordem p (e). Conclui-se que : se

1lim | entdo, é lim - L Esta

proposicdo é vélida para | nulo, finito ou infinito.
Temos assim:

c/ o/
TEOREMA 3. Se lime®m+p °m = £ entdo,
p=
lim
e reciprocamente, qualquer que sejo- o valor de | nulo

finito  ou infinito.
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Consideremos agora a série alternada

S) a—et, +a,- a,+a-a+. *+(—1)"a,H
e sejam

QO+ «2+ <K+ eee + + eee
S™) a, + A, F 0, + eee s+ OIH., +

as séries componentes formadas com os termos de um
mesmo sinal. Com estas convengdes temos as seguin-
tes relagdes :

(16) S._, = <S,—a._, S... —S. + a,
e por Ultimo
@a7) S,... = S.i —

Estas relacdes permitem estabelecer desdeja alguns
resultados sobre as séries alternadas.
Assim, podemos enunciar imediatamente o seguinte:

TEOREMA 4 . A série alternada  é convergente
lutamente) quando as séries componentes
soma de 2(—1)"a, € a diferenca das somas
e 2a,,..,.

(abso-
o forem, e a
de 2a,,

Com efeito, se as séries componentes
forem convergentes, temos :

e So....,

e portanto a,-»0. As relacdes (16) dizem-nos que
se <S._i e S, tiverem limites, terdo limites iguais.
A relacdo (17) garante-nos a existéncia desse limite
Gnico.

A série alternada é entdo absolutamente conver-
gente, e a soma é a diferenca das somas das séries
componentes

c. q.d.

TEOREMA 5.
uma s6 das séries

A série alternada
componentes 2a,,

édivergente quando
ou 2a,,., o for.

A relacdo (17) mostra imediatamente que assim é.

Basta supor que uma das séries componentes é
divergente mas com o termo geral a tender para
zero, e a outra série componente convergente, para
havermos exemplos de séries alternadas que séo diver-
gentes mas para as quais o moédulo do termo geral
tende para zero.

TEOREMA 6.
e 2a,,.,
£(—N"a,

iSe as duas séries componentes 2 a,
sdo divergentes, para a série alternada
ser convergente & necessario que: a,-*0 e

Com efeito, da relacdo (17) vem:



sa

Por consequéncia, para que S,., tenda para limite

finito é necessario que

lim e -1
SI

e, pelo teorema 3, deverd ser: Iim =1. A

cessidade de a,, <0 é sobejamente conhecida,

c.q.d.
Note-se que, com o0,,-»0, ndo pode—— tender
para 1 por valores menores que 1.

Note-se ainda que, com a,-»-0 e com

tender para 1 por valores maiores que 1, entéo,

a,,-*0 monotonamente, e em tal caso a série alter-

nada é convergente (série alternada decrescente).
Mais geralmente ainda, podemos provar que

TEOREMA 7. Se numa série alternada 2(—I)"a,,,
a partir de certa ordem, emvalor absoluto, cada termo
é igual ou maior que todos oOs seguintes salvo apenas 0Os
q primeiros  que o seguem, entdo : a,—» 0 é a condigdo
necessaria e suficiente de convergéncia  (séries  alter-
nadas quase-decrescentes).

Basta-nos provar a suficiéncia. Para isso, seja p
um inteiro impar superior ao numero inteiro qg. Para
facilidade suporemos que a propriedade do enunciado
se verifica a partir do primeiro termo da série alter-
nada. E sempre possivel destacar da série dada, p
séries nas condi¢Bes seguintes:

Oo+ (-t)"a, +
+ (C1F+ + oeee 4 (-1)* +
a,. (_1)«la,.,-

eee +(-1)"""a,,, +

(-D)"'< 4 -+ (-1)'»+'»-"a +

(e

Estas p séries, quando p é impar, sao alternadas
decrescentes e para elas é suficiente que a,,-+0,
para que sejam convergentes. Masa soma destas p

séries, isto é, a série cujo termo geral é a soma dos
termos gerais de cada uma

«h,m{-lI)"a,+ (-tf**o0,,, + <+
+ (LD<»+),-.

a(1iftp—(

é umasérie convergente. Porém, esta série é obtida
da série alternada agrupando p ap ostermos, sem
lhes alterar a ordem. Desta observagdo resulta a
convergéncia da série alternada.

c.q.d.

As séries que verifiguem a propriedade do enun-
ciado do teorema anterior podem chamar-se quase- '
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-decrescentes ; no caso particularde q= 0 o teorema

anterior € o conhecido teorema cléassico sobre as
séries alternadas decrescentes.

Uma classificacdo dasséries alternadas

Para simplificacdo do estudo das series alternadas
é muito conveniente a seguinte classificacéo.

Seja
S) a,—a, +a, —a, + et (—I)"0, +eooe
a série alternada proposta, e formemos as duas se-
guintes séries

(18  £) d—K—a)—(a,—a)—(a-a)
— 2%+l Cili+-D)
(19) £") (an_ OJ) + (az_ al) + (aA _aﬁ) +—

+ (<hk — OJJH-1) + eee

As séries £' e 2" podem ser séries de termos
dum mesmo sinal, isto é, a partir de certa ordem, os
paréntesis, tanto numa série como na outra, témum
mesmo sinal em cada série.

Definicdo 2. Assérie alternada proposta serd cha-
mada simplesmente alternada se as correspondentes
séries (18) e (19) forem séries de termos do mesmo
sinal.

E facil de ver que h& apenas quatro tipos de séries
simplesmente alternadas.

1.° tipo:

SO a,—(ai—a) (@, —a...)
com a,, —a,_ .<20

(a, —a) + (a,—a,) + *so+ (a, a,.) +jj

com a.,- a,. >0

2.» tipo:

SO —a—(—al+a) —(—a, +
—(— o +««t*)
com —a.,.,+a,., >0

V) (-00+ai) +(—a,+a)H \-(—a, 4-a,..)-]
com —a,t+a,.,, <0

3." tipo:

£) ao—@]- a,) - (a,- a), (@, a,..)
Qm a.,., —a..>0

£") (@- aj)+ (a,- a,) + e+ (a. —a,..,) + o
com a,-a., >0

4." tipo:

£) —a,—(—ai+a)—(—a,+ a)— o

(—°M+!+SH-i)

com - a.., +ar+j< o0

£") (—ao+aj)+ (—a,4-a,) teee+ (—a, +0»+, ) 4-00e
com —a, + a,., < O.

O primeiro e segundo tipos sdo simétricos; o ter-
ceiro e quarto tipos sdo também simétricos. As séries
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simplesmente alternadas do terceiro e quarto tipos
sdo decrescentes; inversamente, as séries alternadas
decrescentes sao simplesmente alternadas e do 3." ou
do 4." tipos.

Supondo que o termo geral da série alternada pro-
posta, tende em valor absoluto para zero, 0,-*0, e
supondo que ela 6 simplesmente alternada, entdo, se
é do 3.° ou 4." tipo serd convergente; se é do 1.° ou
2.° tipo, e se for quase-decrescente, (Teor. 7), sera
convergente.

Uma série simplesmente alternada, S (—1)" a,,
que pertence ao 1." tipo, se as suas séries componentes,
~a,, e EOJIK.,, sdo convergentes, ela serd conver-
gente (absolutamente); se as suas séries compo-
nentes ndo sdo da mesma natureza, ela serd diver-
gente ; se a sua série componente de termos menores,
~u+io j fer divergente, a outra série componente,
ia,,, também ¢é divergente, e, para a série alter-
nada proposta ser convergente é necessario e sufi-
ciente que seja quase decresceute.

Com efeito, este Gltimo resultado encontra-se enun-
ciado no teorema seguinte que vamos demonstrar:

TEORKVIA 8. Seja )L{—I)a, uma série simples-
mente  alternada cujas séries  componentes, Xa,, e
i a.,.,, sdo divergentes mas de termos gerais em valor
absoluto  a tender para zero : a condigdo necessaria e
suficiente  para que a série alternada  seja  convergente
é que ela seja quase-decrescente.

A condicdo é suficiente como o prova o teor. 7.
Vejamos pois que é também necesséaria. Para isso,
suporemos que a série ndo é quase-decrescente, e
portanto: dado um inteiro p por maior que ele seja,

existe um k tal que: a**+i~<oi*Mmp .

Sendo assim, vem : *> 1. Mas, como  a..*0,
teremos :
3*+2|i 'W->P A
252l °SH

Fazendo crescer p tanto quanto se queira, Vird,

se existir: lira — = 1> 1. Portanto, se existir,

»-» a pi., H

serd: lim
»=»a,,.,
alternada é divergente.

> 1, e entdo pelo teorema 6, a série

Logo, para 2(—I)"ii,, ser convergente é neces-
s&rio que a série seja quase-decrescente.
c.q.d.

Com este teorema e com as observagfes que o pre-
cederam fica completamente esclarecida a natureza
das séries simplesmente alternadas.
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Suponhamos agora que alguma das séries (18) ou
(19) é uma série de termos quaisquer. O teorema 1
permite substitui-la pela série alternada equivalente.

Definicdo 3. A série alternada proposta sera cha-
mada duas-vezes alternada se a série alternada equi-
valente for simplesmente alternada; ela serd& chamada
p-vezes alternada se a série alternada p-vezes equi-
valente for simplesmente alternada.

Uma série alternada serd chamada infinitas-vezes
alternada se ndo é equivalente a nenhuma série sim-
plesmente alternada.

Vejamos em que condi¢Bes é que o estudo de uma
série p-vezes alternada depende do estudo de uma
outra série simplesmente alternada.

Seja dada uma série alternada, a série proposta

S0) a, —ai+ a,- a + eee+ (-1)" a, + oo

e formemos as duas séries

*0) « — («f — «2) — (@3 — «4)
— (KSAH — 2l Ap) — oo

20 («o - ai) + (a,—0,) + e +
+ («5l- — a2-+i) + eee

e suponhamos que alguma delas é uma série de ter-
mos quaisquer ; substituamo-la pela série alternada
equivalente :

S)) a', - a\ +a, - a(, + -+ (-1)"a',, + oo

o

a qual por sua vez correspondem as duas séries
2" e Z{", que sao séries de termos do mesmo sinal
se e sO se (definicdo 3) a proposta S) é duas vezes
alternada ; caso contrario, passaremos a uma série
S") alternada 2 vezes equivalente, a qual corres-
ponderdo as séries % e 2,', etc., assim sucessiva-
mente.

Se a série proposta S) e p-vezes alternada ; entédo,
a série S"~") é a sua série alternada (p—1)-vezes equi-
valente, e esta série iS'",) é simplesmente alternada.

Pelo teorema 2, se o valor absoluto do termo
geral da série ST*), a?,*, tende para zero também
o termo geral da série donde ela deriva, tende
em valor absoluto para zero e, por consequéncia
também af~* 0. Por ultimo, segue-se que: a,,-*0.

Viu-se, por conseguinte, que se o valor absoluto
aj’ do termo geral da série

S'-") o»-'—aT'+aS" - «fr'+ - +(-1)"or" +"-

tende para zero também, em valor absoluto, o termo
geral de qualquer das séries

20) srr- (OF = «') - (@* - «r0



4'-) (as-"- af*) + K" - «ST*% + " +

+ (alr’-aST.) +ees
tendera para zero e o mesmo se verificarda coma série
S*-9) a',- - ar

+ ar YT 4 ee: +

+ (-)»ar’ + —
Pelo teorema 1, a série S~') é da mesma natu-
reza que a série £(,_,) - Vamos agora demonstrar o

seguinte

TEOREMA 9 . Com a|;” —*0, a condicdo necessaria e
suficiente  de convergéncia da série S"*) € que uma sO
(qualquer) das séries 2j_, vu seja também  con-
vergente.

Com efeito, o teorema torna-se evidente obser-
vando que : se a** —0 as duas séries 2™ e S°Lj
serdo da mesma natureza, e, se convergentés, com a
mesma soma. c. q.d.

Entdo, com al;* —0, vem (teor. 2) aJ~"-*0. Em
seguida (teor. 9), com alp’ -—— 0 as séries S"°) e
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<S§") sdo equivalentes. Mas, com of~'-+0 vem:
.p-3_0 e (teors. .9 e 1) as seéries S"~) e S")
sdo equivalentes. Finalmente” podemos afirmar :

TEOREMA 10. Se 2(—1)"a, e «wia série p-vezes
alternada; sea série 2(—1)" a] e a série alternada
p-vezes  equivalente; se 0 médulo  p-vezes generalizado
do termo geral da série, a[|, tender para zero; entdo,
a série proposta d da mesma natureza da série simples-
mente alternada n-vezes equivalente 2 (—Nhral;.

Fica pois provado que o estudo de uma série alter-
nada se reduz ao estudo de uma série simplesmente
alternada.

Para este estudo ficar completo deveriamos ainda
resolver os seguintes dois problemas :

Pi. Existem séries infinitas wvezes alternadas ?
Caso afirmativo, construir um exemplo de tais séries.
Era conveniente, a construgdo de uma série p-vezes
alternada.

P.. No caso de existirem, serdo divergentes as
séries infinitas vezes alternadas ?
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Invariantes afines de ciertas

ternas de curvas en el

espado”

por Rebeca Cherep

Universidad de La Piara, Argentino

Inlroduccién. Para trés elementos curvilineos de
segundo orden (Ez) en el espacio ordinario (S3), han
sido obtenidos vérios invariantes proyectivos por
Buzano (‘). Este ha estudiado un caso completamente
general que nosotros nos proponemos, en el presente
trabajo, considerar desde el punto de vista afin, a la
vez que lo ampliaremos con dos casos particulares.
Obtendremos, como es inmediato, entre los inva-
riantes afines los seis proyectivos hallados por
Buzano; una interpretacion métrica y afin de los
nuevos invariantes completarda en cada caso el
estudio de los 3Z?,.

1. Caso general. Sean P,, P, y P3 los cen-
tros de 3E, pertenecientes a las curvas alabeadas
Ci, J C3 respectivamente ; supongamos que los
planos osculadores a dicbas curvas en esos puntos,
se intersectan en un punto O que no pertenece al
plano PiP, P,.

Si elegimos el sistema de coordenadas cartesianas
de manera que el punto O sea el origen y las rectas
OPi, OP, y OP, los ejes x,y,z respectivamente,
las expresiones de los Ez con centro en los puntos
Pi, Pz y P, Seran:

G y = ai (ce—h) --a, (Xx—h)- + ee
: z = O (x—h) 4-b, (x-hf-  + e
®@="0i(y—) -+ 2(y—")* +
z = d, (y-k) +d,(y-Ic)
X=e (z-]) + e (a—j)f+ o
y=A("-]) +fz{z-j)*+ e
donde h, k y j son las distancias OP\, OP, y OP3
respectivamente.

(1.1)

(*) Recibido en 29 de Sotiembre de 1351.

() uOsservazioni intorno agli inrarianti proiettivi di
curvilinei». Atti délia Accadomia délie Scienr.e dl
Vol. 81-82, pp.,109-113.

elementi
Torino-

A finde obtener los invariantes afines de segundo
orden de las curvas Ci, C, y C3en la vecindad de
los puntos Pi, P, y P3, debemos considerar la
transformacién afin més general que deje invariante
los ejes; serd :

1.2) x = aX, y = $Y, 3= 7-2,

donde a, S.7 son constantes arbitrarias. Por esta
transformacion, los puntos P, (h, 0,0), P, (0,i,0)
y P3(0,0,j) pasan a los puntos de coordenadas:
(/i/a,0,0), (0,A/p,0) y (0,0Jfy) respectiva-
mente; de ello se obtienen las siguientes relaciones:

(1.3) ‘

siendo H, K, y J las distancias entre los puntos
transformados de Pj, P, y P, y el punto O.

Introduciendo (1.2) en las (1.1) hallamos las
ecuaciones de los E!,, transformados de los Ez, a
saber :

r-J, (X-H)
Z-Bi (X-H)
X=Ci(Y-K) C,(Y- Ky- +
Z~* Di (Y - K) + D, (F— ICy a-
X=E (Z-3J) rE Z-jy+
Y=Fi(@Z-J3)+F(Z-jy+

A, (X -Hy + oo
Bz (X-H)z+ eee,

+ o+ o+ o+

donde los coeficientes A+, Az, Bi,---, etc. estan
dados por el siguiente sistema de ecuaciones :
B4 =ctja. nEi = ei f sC,=c¢c, f'
-N1 = 61%* (5Pi=/iT "rl),= tH3F
aCl=c¢c 8 6A =a a akE, = e f°
T»i-"e .B,= &a’ 3n2=/27"

Eliminando los parametros a, ,3,Y de estas ecuacio-
nes, se obtienen los siguientes 9 invariantes afines
independientes :

lj = a, ci I, = 6le, 1, = tl.A
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wing «\a,
h =
h
a\c e\b
h = e h:e\a,, h'?"jd2

Los trés primeros invariantes dependen sélo par-
cialmente de losE, considerados ya que dependen
unicamente de lostres planos osculadores (eleccion
dei origen O); los otros seis dependen totalmente
de los E.

Una sencillacombinaci6n de los invariantes bailados
conduce a laobtencién de los invariantes proyeetivos
determinados por BDZANO.

Para consideraciones posteriores serd Util intro-
ducir losseguientes invariantes, dependientes de los
anteriores:

*1 cl A
«l1l/2 /\t] «l "2
«b =
e, «2
a, &' e,
*7 = 0)eviei 8 — *1 Cl/I .
¢ Ojc, ft

Interpretation métrica y afin : Para dar una carac-
terzacion afin de los invariantes obtenidos, llamemos
hihihi *I»'«*y ""3° '** rectas tangentes y
pianos osculadores de las curvas C,, C,y C.,en
los puntos Pi, Pi y P3 respectivamente. Las con-
diciones de paralelismo entre esas rectas y de per-
tenencia entre rectas y pianos se expresa brevemente
por elsiguiente Cuadro :

h h h *] «2 3
7 t
./ 7,=1 -
h 4-1 P = fs-1
n'i =
h ' /] L 4-ri
'3=1
h1,  h-s,
el g- 1 ot

Para la interpretacion afin delinvariante «g con-
sideremos los siguientes planos que pasam por OPi:

1) Plano OPi P, (y= 0),

2) Plano OP,P, (s=0),

3) Pano osculador 1T} (b,y—o0,5=0) y

4) Plano determinado por OPi y la recta r inter-
seccion de los planos osculadores ir,y W3 (edy —
-/,c,.,=0).
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( 6, c, d,\
00 ,0,—,
B,c,f

que coincide precisamente con é(lzinc\e{riante t\. Es
interessante hacer notar que esta relacion doble
liubiese sido la misma si se hubiesen tomado los
planos correspondient.es que pasen por OP, u OP3.

BDZANO, en el trabajo citado, ha demostrado que
considerando lasdistancias A, (»,j = 1,2, 3) desde

el punto P; al plano osculador en P,, la razon
A3 AR

‘|»—\

es un invariante proyectivo. Por tanto,
N12723731

es también afin y tomando el caso particular en
que eltriedro (O: P\, PP>) es ortogonal se com-
prueba de inmediato que este invariante coincide
con nuestro i,.

Para darahora una caracterizacion métrica de los
invariantes « e i% determinemos lospuntos R,S vy
T en gne las rectas tangentes , t, y t, intersectan
a los planos x= 0, y=0, 3=0 respectivamente.
Siendo fl- el angulo OPj. OP,y a>el angulo que
forma OP3 con su proyeccion sobre elplano OP P,
el volumen dei tetraedro de vértices O,R, S, T se
pnede expresar en laforma :

V- % hkj (I, + 1,) senftsen a.

2. Ternas de curvas que secorlan en un punto
ordinario. Sea O el punto deinterseccion de trés
curvas alabeadas ,C.,y C, cuyas rectas tan-
gentes endicho punto lasindicaremos con ij, <y £3
respectivamente.

Si elegimos el sistema de coordenadas con centro
en Oy losejes X, y, z coincidentes con las tan-
gentes t{,t. y <3, las expresiones segln series de
potencias de las curvas Cj, C,y C, en el entorno
dei punto O son:

cii Y a, [B* + eoo X = cy- +
Tz —bx* s =4d,1/2 +
X =e,8 + oo
ti,
V=f2%+ eee,
Aplicada la transformacion afin (1.2) que deja
invariante los ejes, lascurvas (2.1) setransforman
en lassiguientes :

Y=/, X2+-- X=C,F24-...
P =B,A'2- es, Z=DYit+ eee
X=E,Zi +
r= F,Z2 + see,

+ eee,

(2.1)

donde los coeficientes A, , B, ,
por el sistema :

[IA, =aa? aC, =<B aE

, etc. , estan dados

=e f*


http://correspondient.es
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iB, =6,a? fD,= rfjpP"
La eliminacion de los parametros

a los siguientes 3
orden :

3P, -/iT"

a, g, 7 conduce
invariantes atines de segundo

di/t

5:je. < 7l«\V/

Introduciremos en lugar de los invariantes prece-
dentes el siguiente :
a, d, e,
of — jrl,d, ~ .

Interpretation métrica y afin del invariante J : Ana-
logamente a lo hecho en el § 1, consideremos los si-
guientes planos que pasan por la recta tangente a la
curva Ci en el punto O (eje X):

1) Plano que contiene a la tangente a C, (eje 3):
y = 0.

2) Plano que contiene a la tangente a C, (eje y):
== 0.

3) Plano osculador a C, en el punto O: by —

0.3 = 0.
4) Plano que contiene a la recta interseccién de

los planos osculadores a las curvas C, y C, en el

punto O: edy —/.,c,2=0.
Su relacién doble es : 0, 6. d el a<.d. e,
w2 LA kjCjls

valor que coincide con el invariante

De la relacién anterior resulta evidente la siguiente
conclusion : Los planos osculadores a las curvas Cj
C.y C, enelpunto O, forman un haz cuando el inva-
riante i es igual a 1.

Ademas, corno ya hitimos notar en el paréagrafo
anterior, la relaciéon doble se mantiene igual si se
toman los planos correspondientes que pasan por las
otras dos tangentes, es decir: Dadas tres curvas C,
(i=1,2,3) quepasan por unpunto O, si se indican
con t| y ir, las rectas tangentes y los planos oscula-
dores a dichas curvas en elpunto O y con r, (i=jtj)
las intersecciones  de los planos <Ky TH, la relaciéon
doble dei haz de planos t, i, t t,, rr,,tr,, es siempre
igual al invariante 3.

A finde dar una caracterizacién métrica dei inva-
riante J, vearnos las expresiones de las réctas rv
introducidas mas arriba:

/Ji=1¢vy

h v- 021 a,3= b,y
ity =A*

d»x = ¢,z

3
C,zZ= </,X
Llamemos M\, M, y M, a los puntos en que
estas rectas intersectan a los pianos z= X,y — X,
x = X, respectivamente. Llamando & al angulo
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hh i ? ' angulo formadopor tj y su proyeccién
sobre el piano tyt.,, el volumen del tetraedro de vér-
tices O, Afi,A/,,M,, se expresa entonces, enfun-
cion dei invariante J de la siguiente maneia :

v (a— IV

J — —sen & sen « .
6 J '

3. Ternas de curvas con una tangente comun
en un punto ordinario. Para mayor sencillez consi-
deremos que las tres curvas pasan por un punto O
donde tienen la mismarecta tangente t. Si elegimos
el sistema de coordenadas de manera que el origen
sea el punto O, que el eje x coincida con la tan-
gente t y que los planos z= 0, y = 0 coincidan
con los planos osculadores a las curvas Cj,C, en
el punto O, entonces las expresiones en series de
potencias de las curvas en el entorno dei punto O)
son las siguientes :

2= a, x=H C X+

A3*H "

Ci!
(3.1)

z=a",x'H ,

y = €, X"+ eee

z=/,x*+ .-

Para determinar los invariantes afines correspon-
dientes a los elementos de segundo orden de las
curwas Cj, C, y C, en el punto O, tomemos la
transformation afin mas general que conserve el
origen y los planos xy y xz, ésta serd la siguiente:

3.2) X=*X+pF+ ", y=Sr, z-eZ

siendo a,g,Y,S,s constantes arbitrarias.

Aplicada la transformation (3.2) alas curvas (3.1),
éstas se transforman en las siguientes :

F=yi X!I+- "= CX3+...
Z= B, £+ —, Z=D, X*+

Y = EA'2 +

Z-F,Xi-l

donde los coeficientes A'i, Z),, E., y F, estan dados
por el sistema :

SA =a, X’ SE, = e @&

eDj = rf, o’ EF, = f17
La eliminacion de los parametros a, 3 y s de
estas ecuaciones indica que: el Unico invariante

afin determinado por los elementos de segundo orden
de las curvas Cj,C, y C, en el punto O es el
siguiente :
a./,
i, e.
Interpretation métrica y afin del invariante 1
Para lacaracterizaciéon métrica v afin del invariante
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se puede considerar a este como el producto de los dos
invariantes que resultan al proyectar las curvas Ci
y C, paralelamente al eje z sobre el plano s=0
y las curvas C,y C, paralelamente al eje y sobre
el plano y=0. Los dos pares de curvas planas seran :

Oofs s= rf + '

Cc{: y = ax* + ---

y sus respectivos invariantes:
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0 sea:
T=1'1" (i)

Los invariantes 1' e i" han sido obtenidos vy
caracterizados por L. A.SANTALO en «Affine Inva-
riants of Certain Pairs of Curves and Surfaces»,
Duke Math. Journal; Vol.14, 3, 1947.

(1) Ilacemos notar que los invariantes /" e I son tarabfen
invariantes de las curvas dadas, pero se refieren sélo a pares
de ellas. Poreso, hemos preferido tomar directamente al inva-
riante / .
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de «filtro* e
limites

A nocéo
dos

as suas
e a definicéo

com a teoria

rea/s”

relacdes
dos numeros

por Luis Neves Real

Porto

Alguns dos participantes na actividade desenvol-
vida no Porto pela Junta de Investigacdo Mate-
matica elaboraram um Curso de Analise da  variavel
real, cuja realizacdo, em sessdes publicas, ficaria
como homenagem a GOMES TEIXEIKA, na passagem
do primeiro centendrio do seu nascimento.

A orientagdo do curso visando a contribuir para
uma actualizagdo da obra de GOMESTEIXEIKA de
mais i'unda influéncia na formacdo matemaética da
juventude universitaria portuguesa —o seu Curso
de Analyse Infinitesimal - inspirava-se nos tra-
balhos do grupo BOOBBAKI, desde as obras ja hoje
cldssicas até as suas mais recentes concepg¢des nos
dominios da integracdo. Era porém indispensavel
um trabalho preparatério para abordar certas
nogbes correntes nos livros e publicagdes dessa
escola. As notas seguintes correspondem a essa preo-
cupacdo e dizem respeito as nog¢des de «convergéncia
segundo  um filtro», «filtro de CAUCHY» e  «espagos
uniformes» —nogBes introduzidas na ciéncia por
AXDHE WEIL em 1937, e pouco correntes ainda no
nosso ensino. Tém estas notas um propositado
caracter de divulgacdo e referem-se a N. BOIJKBAKI,
Les Structures fondamentales de VAnalyse, Livre 11l —
Topologie Générale, Ch. 1,11,Paris, 1940. A propésito

é dever referir GOMES TEIXEIKA, Calculo Diferencial,
em Curso de Anéalyse Infinitesimal, 4.* edicdo:
Theoria dos nudmeros irracionais.

Consideiemos as duas rectas r e r' e nelas os
seus pontos referidos a duas origens o e 0' Supo-
nhamos que existe uma aplicagdo de )* sobre r’
uma fungdo / que, a cada ponto x de r faz corres-
ponder um ponto f (x) de r’

Seja a um ponto de r, ponto de abscissa a; e
A um ponto de abscissa A de r'.

Como é sabido diz-se que lim f(x) — A se, para todo
nimero S > 0 se puder determinar um nimero e >0
de modo que a imagem de todo ponto x do intervalo

Fig. 1

(@—t,a+z) caia no intervalo (A—3,A + 3) 0
que simbolicamente representaremos por

(1) lim») -4~V»|8> 0"z [e>0 e

Vi(a-e<j;<o +E-vi-0 </(")< A4-9)]I

Cma primeira etapa na passagem da anélise da
variavel real para a andlise geral foi atingida ao
traduzir-se em termos gerais a idea intuitiva de que
a definicdo (1)é uma formulagdo rigorosa: pontos
tdo vizinhosde A quanto se queira hdo-de ser ima-
gens de pontos suficientemente vizinhos de a. Esta
primeira etapa consistiu na axiomatizacdo da idea

(*) Recebido em Setembro de 1901



de vizinhanga dum ponto. Para o caso particular das
rectas r e r' considerar-se-iam (por exemplo) em
cada ponto x a classe &, de todos os intervalos
abertos de centro nesse ponto (x— e, x+¢€), sendo e
um namero real qualquer positivo. Satisfaz esta
classse de conjuntos a duas propriedades essenciais :

<8.1—A interseccdo de dois conjuntos da classe
contém sempre um conjunto da mesma classe.

c'3.2 — O ponto x pertence a todos 0s conjuntos
da classe &, .

Séo estas propriedades que se tomam como caracte-
risticas do que se chama uma base de vizinhangas
num espago (F) —de SIERPINSKI (cf. PEREIRA COMES,
«Cadernos de Analise Cerai», N.°5, seccdo Topologia).
Se num conjunto E se puder associar a cada um
dos seus elementos, x, uma classe 0, de subcon-
juntos de E com essas propriedades, diz-se que
se organizou esse conjunto como um espago topo-
légico e a classe Sl, chama-se base das vizinhangas
do ponto X do espaco E . Dada a base de vizinhan-
cas define-se seguidamente como vizinhanca de X,
qualquer subconjunto de E que contenha um con-
junto da base Atentando agora na definicédo (1)
e notando que, a cada 3 e a cada s, correspondem
um conjunto B, da base i$, das vizinhancas de a,
vé-se a equivaléncia de (1) a:

@) lim/(x) = A?.VB,

x=a

3B, j/(B,)<B.\

afirmativa de que «limf (x) = A se para todo con-
X=a

junto B, da base & ,, existir
base 48, cuja imagem f(B,)
incluida em B, ».
Observemos que, para definir limite duma funcéo,
(2) relaciona a classe tf,, das visinhancas de A com
a imagem f fjB,), da classe , base das vizinhan-
cas de a: a condigdo necessaria e suficiente para
que A seja lim/(x) é: «em qualquer conjunto da
X=a

um conjunto B, da
, pela funcédo /, esteja

classe , incluirem-se sempre conjuntos (um pelo
menos) da classe /(*?,,) ».

Para podermos formularde modo mais geral esta
nocdo de lim/(x) estudemos a classe , classe
das imagens, por /, de todas as vizinhancgas de a.

Nada garante que se comporte em r' como uma
base de vizinhangas dos pontos desta recta. Mas
possui tal classe f ({?,)as propriedades seguintes:

B, 1 — As intersec¢des de dois conjuntos da classe
contém um conjunto da mesma classe; e

JS.2 — O conjunto vazio 0 né&o pertence a classe.

B/l  éidéntica a i&.1 , mas c/3. 2 é um caso par-
ticular de B/.2; de modo que a classe S6, base das
vizinhangas do A igualmente satisfaz a estas pro-
priedades.
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Séo de resto elas, juntamente com a definigdo dada
de vizinhanca que garantem a classe 9 (mais rica,
isto € com mais elementos, que i&,), de todas as
vizinhancas de A (isto é constituida por todos os
conjuntos de r' que contém um conjunto de &,) as
propriedades :

F. I',6 2)j e V. C V', implicam que V ,e<i>, :
qualquer conjunto que contenha um conjunto da
classe pertence ainda a classe;

F.2 O espago inteiro pertence a ty, .

FS V.<De V', 6<2> implicam que Y, C\ V', e V,:
a intersecg¢do de dois conjuntos da classe é um con-
junto da mesma classe.

F.4 onn:
classe.

Como /(ii6,) satisfaz igualmente a B.l e/l,.2
é possivel, por meio dum procedimento paralelo ao
gue nos conduziu de B, a <2>, gerar a partir de
/(i3,,)) uma nova classe & constituida por todos os
conjuntos de pontos de r' que contém um conjunto
da familia /(«$,). cf, que satisfaz igualmente as
condicbes F.Il, F. 2, F.3 e F.Il, vai permitir
enunciar de modo simples a condicdo de convergén-
cia de f(x). Efectivamente, (2) pode escrever-se
em termos ja dos elementos V, e V, dasclasses CP, e 2>,
das vizinhangas de A o0 a:

0 conjunto vazio nao é elemento da

@ limi(x)=Aaevv [r.t/(FJcviy

e, como /(5',) , com 0 mesmo processo de geracao
utilizado sobre / (tt},), conduz a mesma classe SFi
posso afirmar simplesmente que

(4) lim/(J;)= J111) C~?

isto é: a condicdo necesséaria e suficiente para que
A seja lim/ (x), é que
de A esteja incluida
por {, da classe ty"

Note-se que na classe das vizinhancas dum ponto
— por exemplo A — (como também na classe &\
qualquer conjunto da classe intersecta noutro da
mesma classe (sempre com resultado diferente de 0)
um conjunto ainda da mesma classe. Assim com
conjuntos de 9'j pode organizar-se um encadeamento
sem fim de conjuntos que, em linguagem figurada,
se diz que uns aos outros se filtram, deixando sempre
passar outros conjuntos da classe. O ponto A, por
exemplo, passa constantemente através de todos os
elementos deste filtro. No caso particular de 9', a
interseccdo constado conjunto \A\ cujo Unico ele-
mento é o préprio ponto A . Mas podem iinaginar-se
classes de conjuntos satisfazendo as condigées F.I
F.2, F.S e JT"4 e de interseccdo vazia; por exem-

«a classe das vizinhancas de
na classe gerada pela
das vizinhangas de a ».

imagem,
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pio a classe gerada pelos conjuntos da forma
I[(A—S, A+S)—A1 (os intervalos abertos de centro
em A, com exclusdo do proprio A).

Estas consideracfes foram feitas com o objectivo
de tornar natural a sugestiva designacdo de filtro
sobre o conjunto E dada a qualquer classe de sub-
conjuntos de E que satisfaga as quatro propriedades
acima enunciadas ; e a designacdo de filtro das vi-
zinhancas dum ponto, dada a classe das vizinhangas
desse ponto. Por analogia com base de vizinhangas,
chamar-se-a a qualquer classe de sub-conjuntos de E
com as propriedades Ii,.1 e li.2 base de filtro
sobre E: dada uma base de filtro gif, é um filtro ff a
classe de todos osconjuntos F de E assim definida

FeffZ3B[Be&, e li <zF]

Diz-se de dois filtros ff, e ff, que satisfacam a re-
lagdo de inclusdo ff, C ffi (isto é: os conjuntos de
ff, sdo igualmente elementos de 0f) que &\ é mais
fino que ff, ou ff, é menos fino que ff .

Convencdes que permitem dizer: Para que lim/(*)=»
= A é preciso e basta que seja o filtro gerado pela
imagem f(td) do filtro das vizinhancas de o mais
fino que 1>", filtro das vizinhangcas de A.

Esta condicdo esclarece que a defini¢do classica de
lim/ (@) se apoia em dois filtros de vizinhancas
—o0s de a e A—comparando o filtro ligado a A —
0 das vizinhangas deste ponto na topologia ado-
ptada no contradominio da fungdo / (x) —com o
filtro'gerado pelas imagens, segundo /, dum filtro
dado no dominio de f(x)—precisamente o das vi-
zinhangas desse ponto. Mas sendo o essencial na
operacdo da passagem ao limite duma fun¢do o cri-
tério An finura aplicado para comparar os dois filtros
e, por outro lado, gerando as imagens dum filtroum
outro filtro—conclui-se que a definicdo classica
nos dad uma definicdo de limite apoiada num filtro
particular: o filtro das vizinhancas de a.

Assim se chega a uma primeira generalizacdo da
nocdo de limite duma funcdo: o limite de f(x), segundo
um filtro ff: Direi que A= lim/(x) se o filtro

gerado pela imagem de ff for mais fino que 9,
filtro das vizinhangas de A .

Acentue-se que este filtro ff pode nada ter com a
topologia definida no dominio da funcdo, dominio
este que pode até nao ser um espaco topolégico.
Por exemplo entre o eixo Ox e o0 eixo Oy estabe-
lecamos uma correspondéncia pela funcéo

f(x)=x, se
f(x)=x-1,

x<J1
se x> 1.

Suponhamos o0 eixo Oy munido da topologia da
recta real. E sobre Ox liinitemo-nos a considerar o
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filtro ffi , gerado pela base constituida pelos inter-
valos fechados [oc ,1], com x< 1.
definicdo acima adoptada
lim/(x) - 1.

~NL

nos conduz a escrever

Pode entretanto verificar-se que, munindo Ox da
topologia ila recta real, nao existe

lim/(x)

visto que o filtro obtido pela imagem das vi-
zinhangas do ponto 1 de Ox d&, por intersecgdo dos
conjuntos que o constituem, um conjunto com os dois
pontos O e 1 do eixo Oy.

Tudo isto nos prepara para as seguintes genera-
lizacgoes :
Ponto  limite x dum filtro ff sobre um espago

topolégico E é um ponto cujo filtro 55 das res-
pectivas vizinhangas em E é menos fino que ff,
filtro dado .

Filtro ff convergente para um ponto x dum espago
topolégico € todo filtro mais fino que 9\, filtro das
vizinhancgas desse ponto.

Nesta concepgdo cabem perfeitamente as nogdes
de limite duma siwessdo numérica e de sucessdo
rica  convergente.

De facto a definicdo classica

nume-

limx, «a2V3B3>0-*3N[Vn(n> N-»a —3<

<i,<o +1]]

compara as vislnhangas V, = (a—3, a++ 3) do pon-
to a, com os subconjuntos &', da sucessdo |[X,,]
assim definidos

ATPIY-M T CA4-2 1 X R ) X+p 1t
caracterizando-se a convergéncia de jx,j pela pro-
priedade

VK '3WVW[V» (N> A>& c V)\I.

Ora os S,, constituem a base dum filtro sobre a
recta real —ofiltro constituido por todos os conjuntos
numéricos  cujos conjuntos complementares  tém apenas
un numero finito de pontos da sucessdo jX,|. Cha-
mando a este filtro o filtro elementar associado a
sucessdo |x,,| podemos dizer: o limx, é a se o
filtro  elementar associado a [x,,| convergir para a
(ou se o filtro elementar associado a sucessdo for
mais fino que 9>,, filtro das vizinhancas de a) .

O facto das imagens dos conjuntos da base dum
filtro gerarem um filtro, habilita-nos a uma outra
formulacdo deste tipo de convergéncia.

No conjunto dos nimeros naturais

oT ilit,t, eee ™

Vé-se que a
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a classe Je todos os conjuntos destes nimeros, cujos
complementares sao finitos, é um filtro, que admite
como base a classe dos conjuntos S,, constituidos
por todos os numeros naturais maiores ouiguais a n:

S, - Jnn + 1,n -f2, ee-:

Este filtro designa-se por filtro de FBECHET e d4,
por imagem, gracas a aplicacdo ne-* x,,, um filtro
na recta real, filtro que vem a ser precisamente o
filtro elementar asssociado & sucessdo |[as,] , consi-
derada. Assim calcular o limite duma sucessdo  numé-
rica iX,,i,, quando n tende para infinito é uma
expressdo sinénima de calcular o limite da  sucessdo
1X,,! segundo o filtro de FHUCIIET; e diz-se que j*x,|
converge para a quando para a convergir o filtro
obtido por imagem do filtro de FEKCHBT, pela aplicacao
n X,y

Como a nocdo de sucessdo convergente, também a
de sucessdo de CAUCIIY, com ela intimamente ligada,
sofreu um processo critico, que, crn sucessivas abstrac-
¢des, conduziu & nocdo de filtro de CAUCIIY.

E sabido que numa sucessio \x,\ de nameros
reais se diz sucessdao de CAUCHY quando possui a se-
guinte propriedade

VS3NI!8>0- VnVp (> N—|[X,.,, - X,|< 3\

0 que, tomando como distancia de dois nimeros reais
X e Yy, 0 moddulo da sua diferenca, pode inter-
pretar-se da seguinte maneira: qualquer que seja o
nimero positivo 3 existe uma ordem iV tal que

Yy M » 2 SR o

constituem um conjunto C, onde, entre dois
quaisquer dos seus elementos, a distancia é menor
que 8 », por outras palavras : quaisquer que sejam
X ey s xeC, e yeC, d(X,y) < 8 —0 que
patenteia uma uniformidade de comportamento dos
pontos lo conjunto C,. Chamando-se diametro dum
conjunto ao supremo do conjunto numérico formado
pelas distancias dos seus pontos, dir-se-4 ainda que,
se uma sucessdo € de CAUCIIY, podem sempre nela
encontrar-se conjuntos C, de diametro inferior a
qualquer ndmero arbitrario e positvo 8, — 0 que se
resume na frase: na sucessdo jx,| podem encon-
trar-se conjuntos tdo pequenos quanto se queira. Pen-
sando no filtro elementar associado a sucessdo \x,\,
deduz-se daqui ter esse filtro associado conjuntos
tdo pequenos  quanto se queira. Designando, .de um
modo geral, por filtro de CAUCHY todo filtro que
possui  conjuntos  tdo pequenos  quanto  se queira, Vé-se
gque a toda sucessdo de CAUCHY corresponde um filtro
de CAUCIIY.

Estas nocdes,
reais (porque familiar

dadas no espaco dos nUmeros
a todos noés) assentam fun-

GAZETA DE MATEMATICA

damentalmente num critério de pequenez dum con-
junto, ou de proximidade de pontos dum espaco, crité-
rio que foiformuladoem termos da distancia de dois
ndmeros. Trés propriedades intervém essencialmente
nessa formulacédo

De1 d(xx,y —0 seesdse x=y

D.2 d(x,y) = d(y,a (simetria)

D.3 d(x,z)< d(x,y) +d(y,a
triangular).

De modo que em todos os espagos topoldgicos,
onde se define, para cada par de pontos x e y desse
espaco, uma funcdo ndonegativa que possui aquelas
trés propriedades — espacos chamados métricos —
podem nele traduzir-se os teoremas basilares da teo-
ria dos limites dos numeros reais. No sentido porém
de abordarmos uma fase do desenvolvimento das no-
cdes de convergéncia que em si engloba ja essa ada-
ptacdo aos espagos métricos, detenhamo-nos ainda
na observagdo das propriedades D.1, D .2, D .3,
quando x, y c s representam pontos da recta real
li. Tomemos o conjunto de todos os pares (x,y) de
nimeros reais. Assim se constitui o que em teoria
dos conjuntos se chama o espaco produto de R por
si mesmo e se representa por R x li + Corresponde
fiX li biunlvocamente ao conjunto dos pontos do
plano cartesiano e neste plano figuraremos o par
(x,y) pelo ponto de coordenadas x ey (fig.2). Posto

(desigualdade

/ C».JJ/
/s

Flg. 2

isto, dizer que d (x,y) < 3 ou |[x—y|< 8significa
afirmar que pertence o par (X,y) a faixa Pj

constituida por todos os pontos do plano compreen-
didos entre as rectas y—x 3 e y=x—28. Cha-
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maremos a P$ proximidade de ordem. Se ura con-
junto numérico X 6 de diametro inferior a 3, nesta
representacdo estard o conjunto plano produto X X X

incluido na proximidade Pg de ordem 3:

X X -Y <z Pg

Se a disiancia de dois pontos x e y é nula isso
dizer qne (x,y) , representa um ponto da
recta y = x, distinguida com a letra A e a desi-
gnacdo de diagonal entre os sub-conjuntos de R X R
e definida para um espago produto qualquer como o
conjunto dos pares da forma (x, x) .

quere

A simetria d (x,y) =d(y,x) —se |x—y |<3
também \y —a|-<8— diz-nos que se (jt,y)ef;
igualmente (y, x) e P3 . Esta propriedade implica
uma outra menos restrita: se conhecemos a proximi-

dade do par (Xx,y) (a proximidade dos pontos x e y
em ii) ficamos a conhecer a proximidade 0o- que
pertence o par (y,x), isto é a natureza da proximi-

dade de y a x. Sendo U um conjunto qualquer
de R x R (ou dum espaco produto qualquer) repre-
senta-se por U~' o conjunto dos pares (x,y) tais
que (y,x)eU. Para R x R
eada proximidade Pg , se tem em Pg' ainda uma
proximidade (pois que Pg=P~").

é evidente que, pol-

Quanto a D. 3 ela permite concluir a proximi-
dade de dois numeros x e z, por intermédio duma
triangulacdo, apoiada nas proximidades de x e z a
um terceiro numero y . Particularmente, ela permite
concluir que é inferior a 3 a distancia
se forem a infefiores a 3/, tanto a distancia de x a
2 comade j/a z.

de x a z,

No espaco produto R x R ~como em qualquer
espago produto) esta utilizacdo dum ponto y entre
dois outros faz-se através da chamada composicao

de conjuntos: Se U, e 17j sdo dois conjuntos de
Ry( R, ehama-se U, U, conjunto
e ao conjunto de todos os pares (x, z) tais que
de modo a ser (x,y)e U e (y.,z) eU,.

No plano (tomado como espago produto WX.It),
se considerarmos a proximidade Pg/2Pg/2 coincide
com Pg : dado um par (x,n)ePg pode determinar-
-se uma proximidade Pg/2 tal que existe y de modo
a ser (x,j/)ePg/-2 e (y,z)ePg/2; propriedade que,
das proximidades a que pertencem os pares (X,VY)
e y,z), deduz a natureza da proximidade a que
pertence o par (x.z).

composto  por Uj

existe y

Esta correspondéncia entre as propriedades da
distancia e as das faixas Pg —as proximidades de
R — correspondendo cada uma a um namero real e
positivo 3, leva a abstrair da nogdo de distancia e
a tirar o critério de pequenez ou proximidade em R
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do prévio conhecimento duma classe de conjuntos —
a classe dos P3 —dada no espaco produto R X Re
Efectivamente, imaginadas tragadas no plano as faixas

Pg , bastaria tomar como defini¢des : dois ndmeros
X e y serdo proximos de ordem o se o par (X,Y)
pertencer o Pg ; um conjunto X de nameros é pe-
queno de ordem 3 se X X X estiver incluido em Pg

Um filtro ff sobre R & um filtro de CAUCHY se
conticer  conjuntos  t4o pequenos quanto se queira, enten-
dendo-se por tal que : qualquer que seja a proximi-
dvde Pg existen sempre em ff conjuntos F pequenos

dc ordem 3.

A proximidade dos pontos dum conjunto X pe-
queno de ordem 3 tem nm caracter uniforme: quais-
quer que sejam x, e X, de X a sua proximidade é
de ordem 3 (o que se observa afim de se encontrar
uma sugestdo para designar por estrutura uniforme
toda estrutura dum conjunto R para o qual se define
no espago produto R X R uma classe ff de conjun-
tos, chamados proximidades de R com as seguintes
propriedades (agora evidentes para o caso particular
de R. ser a recta real) :

flo ff é um filtro.
U, A estd incluida
U Se Peff também

em todos os conjuntos de &.
P-+ e ff

U, Para todo P e ff existe Peff tal que P*a P
(representando por P*® o0 conjunto composto P P) .

Para estudar agora a convergéncia de filtros sobre
a recta real R, munida da estrutura topoldgica ha-
bitual (sendo as vizinhancas dos numeros os inter-
valos abertos neles centrados) e da estrutura uniforme
que nela define a classe ff das faixas Pg, come-

7 7/
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cemos por observar a ligacdo existente entre essas
duas estruturas : na realidade a vizinhanga V* dum
ponto x coincide com o conjunto dos pontos y tais
que (x,y) eP3 (fig.3). Esta ligacdo entre as duas
estruturas exprime-se dizendo que a topologiade R
pode deduzir-se da sua estrutura uniforme.

A um espaco E, cuja topologia foideduzida, por
este processo, duma estrutura uniforme nele dada,
chama-se espaco uniforme. Vé&-se pois como duma es-
trutura uniformedefinidaem E se deduz sempre uma
organizacdo topolégica de E como espago uniforme.

Terminada esta observacdo procuremos relacionar
os filtros convergentes em R e os filtros de CAUCHY de-
finidos sobre R . Como em todos os espacos Unifor-
mes, acontece que todo filtro convergente é um filtro
de CAUCHY. Na verdade: para toda proximidade P
de R, existe uma outra proximidade P tal que
P- d F. Seja Px, a vizinhanca de xo correspon-
dente a proximidade P. Sendo x, limite de S existe
em ff um conjunto A", tal que A'<zPx,,; e como
Px, é pequeno de ordem P*® e P"c P, S possui
conjuntos tdo pequenos quanto se queira e é, por
isso, um filtro de CAUCHY. Quanto a condicdo sufi-
ciente ndo é ela verdadeira em todos os espagos uni-
formes. Por exemplo, se (como se fez para a recta
real R ) definfssemos sobre a recta racional R um
conjunto de proximidades (faixas P tracadas no
plano Rx R constituido pelos pares (x,y) de
pontos de coodenadas racionais), o filtro associado de

;0,1 ;0,10 ; 0,101 ; 0,10100 ; 0,101001 ;

0,10100100001 ; e--;

é¢ um filtro de CAUCHY, que n&o é convergente em R .

Pelo contréario todo filtro de CAUCHY sobre a recta
R é convergente, propriedade que distingue entre os
espag¢os uniformes, ou espacos uniformes completos.
A anéalise das razdes desta essencial propriedade con-
duzir-nos-a a generalizar a definicdo dos nuUmeros
reais a partir dos nimeros racionais, pelo método de
CANTOR

Orienta esta definicdo (dada a partir do espaco
ndo completo da recta racional R) precisamente o
objectivo de identificar no dominio dos nimeros reais
as nocOes de sucessdo convergente e sucessdo de
CAUCHY, de modo a tornar valida na recta real a con-
dicdo necesséaria e suficiente de convergéncia enun-
ciada por CAUCHY.

Partamos do espaco uniforme R dos numeros ra-
cionais, sendo a classe das suas proximidades as
faixas P, dos pontos (x,y) de Rx R tais que
\x —y\<d  ; considereremos o conjunto It de todas

GAZETA DE MATEMATICA

as sucessdes de CAUCHY \X,[ de nameros racionais
e convencionemos dizer que a distancia  das  sucessdes
'l « ly,! é&menor que d (nGmero racional posi-
tivo) se existir N talque |x,.. —vy,. ,| <d para todo
inteiro  positiuvo  p. Com esta convencdo estudemos
no espaco produto R Xx R o conjunto P de todos
os pares (jX,i , ii/,i) de sucessdes de CAUCHY ]X,{
© MLt ctjr distancia é menor que d.

Como ;.T,| é sucessdo de CAUCHY, o filtro elemen-
tar 3B a ela associado possui um conjunto X a R :

pequeno de ordem P, ; analogamente o filtro 9/ asso-
ciado a )y,\ possui um conjunto Y d R de ordem
P,=
"— IpKti ¢ NS D oeee 2Vtm ) teele
0 conjunto unido A'vjl" é comum aos filtros A'e
)' e asua ordem P,, pois

LIAT —\+k < ISmi — ot Ixy+Hi—x- < 2d .

Assim, cada P, proximidade de R coincide com
0 conjunto dos pares de sucessbes de CAUCHY, cujos
filtros elementares associados témem comum um con-
junto de (nimeros racionais) pequeno de ordem P,,
A existéncia desta correspondéncia entre a classe dos
Pea classe dos P, sugere que, para completar
um espag¢o uniforme R qualquer, se tome o con-
junto R constituido por todos os filtros de CAUCHY
sobre R e em R se defina uma estrutura uniforme,
tendo como base das proximidades de it a classe iP
de todos os conjuntos P de pares (cG, 9/) de filtros
de CAUCHY sobre R que téem em comum um con-
junto do ordem P.,Pode verificar-se que a9sim se
obtém efectivamente uma base de proximidadesem R .

Ora R resulta precisamente um espaco uniforme
completo. Para o verificarmos continuemos a atentar
no modelo R, o conjunto das sucessdes de CAUCHY
de nimeros racionais. Entre estas sucessdes
tiam-se as de termos todos iguais entre si

encon-

(X, X, X, eee X ece

que representaremos por (x),onde x é um nUmero
racional. O sub-conjunto (R) de R, constituido por
todas as sucessdes deste tipo, pode por-se em corres-
pondéncia biunivoca com o espaco R dos nlmeros
racionais, pela aplicagdo

x «r-f (x) .

Quando se d& a defini¢do dos nimeros reais a par-
tir dos numeros racionais é precisamente passagem
essencial demonstrar que todo ntimero real C=[ix,|],
definido pela sucessdo de CAUCHY, |ss,j pode consi-
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dcrar-se, mediante apropriada definicdo de limite.

E= lim(;,)

onde (x,) é a imagem em R do nUmero (racional)
X,, de R. Analogamente, para completar um espacgo
uniforme R qualquer, deveremos considerar o sub-
-conjunto (R) de R, (R)aR, constituido pelos
filtros de CAUCHHY (@) cuja base é o conjunto \x[
com xeR; e demonstrar que qualquer elemento
de R, isto é qualquer filtro 32 sobre R pode consi-
derar-se, em R, como limite do filtro (32) imagem em
(R) , por meio de x -* (as), do préprio filtro 32«
Prova que decorrre de ser o filtro f, das vizinhan-
¢as de 32 menos fino do que 35. De facto, tome-se
a vizinhanga de 32, constituida por todos os fil-
tros y tais que (9f,32)eP. Esta relacdo implica
que 32 e y témem comum um conjunto C pequeno
de ordem P. Mas todo ce G da& lugar a um filtro
(c) que satisfard a ((c), 32) 6 P . Assim a imagem
(C), em R de de G satisfara a (C)d P, »

Porém essaimagem (C) sendo dum elemento C do
filtro 32 pertencera a imagem (32) deste mesmo fil-
tro; o que prova ser menos fino o filtro das vizinhan-
cas de 32 do que (32),

Esta densidade de (R) em R vai permitir mostrar
que em R todo filtro de CAUCHY é convergente. Uma
vez mais guiemo-nos pelo procedimento seguido na
passagem de R considerado como a recta racional para
R considerado como o conjunto de todas as suces-
sdes de CAUCHY de nvimeros racionais. A demonstra-
¢do consiste na escolha em corrresponddncia a cada
um dos elementos

li, h,
pertencentes a uma sucessdo de CAUCHY, )I[  onde
cada elemento E, é por sua vez uma sucessdo de
CAUCHY E,= \x\ de numeros racionais, x, de ele-
mentos de (R)

>-.v%.'.

(")) to), ee*> CA)>eee
tais que |[¢,— (X,,)|< 8 A sucessdo ;(X,)[
uma sucessdo de CAUCHY, porque «

[(*») - CI<IS.-(»01+ 1%, |+1 (*m) 1<,
mas constituida apenas por elementos de (R) . Ora
a sucessdo |sr,]

seria

que lhe corresponderia em R seria
igualmente de CAUCHY . Assim ]x,,\ seria um elemento
de Ti, limite até de )(x,)[ e por isso
da sucessdo de CAUCHY dada, \\,\.
Facamos agora a transposi¢cdo desta demonstragdo
para mostrar que é completo o espago uniforme R
dos filtros de CAUCHY sobre R (R um espago uni-
forme ndo completo qualquer). Em vez duma sucesséo

igualmente
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de CAUCHY comecaremos por considerar um qualquer
filtro de CAUCHY C sobre R. Assim como a sucessdo
17,1 substituimos outra sucessdo de CAUCHY, cujos
elementos (x,) eram imagens de nlimeros racionais
X,, , imagens essas vizinhas de menos de d dos corres-
pondentes elementos na sucessdo ;E,,|, vamos agora
substituir, ao filtro de CAUCHY sobre R, um filtro (S)
de caucHy, sobre (R)czR, filtro porém com ele-
mentos préximos, da mesma ordem P (qualquer),
dos elementos de G. Para isso, e fixada urna proxi-

midade P, considera-se para cada conjunto Ce<B a
unido

u P,

ceC

das vizinhancas P, (correspondentes a proximidade
P) de todos os elementos ¢ de C. As interseccdes
destas unides com a imagem (R) de R
(R)r> U P,
constituem uma base de filtro como facilmente se
verifica. Mas filtro que é de CAUCHY. Efectivamente
se P' é uma proximidade qualquer de R a proprie-
dade i7j das proximidades assegura-nos que existe
P tal que P*P=T"czP’ e Escolhendo no filtro @
um conjunto C pequeno de ordem P ,(R)i~\ \J P,
ceo

serd pequeno de ordem P° e portanto de ordem P' .
Sendo (S)de CAUCHY- é-o igualmente a sua imagem C,
em R. Portanto C &um elemento de R, cujo filtro
das vizinhancas é entdo menos fino que (<B); mas
este é claramente menos fino que g pois todo ele-
mento de (6) é-o também de 2. Todo filtro de
CAUCHY em R € pois convergente: R € um espago
uniforme completo.

Deve tei sido ja observado que em R (considerado
como conjunto de todas as sucessdes de CAUCHY de nG-
meros racionais) néo se tem ainda a recta real R: o0s
elementos de R nédo sdo os nGmeros reais. Efectiva-
mente falta ao espaco uniforme completo R uma
propriedade fundamental da recta real (e da pro-
pria recta racional) — a separagdo de dois quaisquer
dos seus pontos ; ndo é possivel no espaco R e, para
dois seus pontos arbitrarios, determinar duas vizi-
nhancas respectivas sem pontos comuns. Diz-se que
R ndo e espaco separado. E ser espago separado é
propriedade essencial num espaco dotado da nocéo
de limite, pois é a separacdo que garante a con-
vergéncia (das sucessdes e dos filtros) um Unicoli-
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mite. Ora, é de facto, possivel encontrai' duas saces-r

soes distintas “por exemplo |x,]| e jx,, -in

distintas, mas para as quais ndo existe uma proxi-

midade P tal que " j>ij ) |®« |~ TN

modo que é impossivel determinar em R, com a to-
pologia compativel com a sua estrutura uniforme

uma vizinhanca de W[ e outra de j X, —]

sem pontos comuns* Mais ' geralmente sendo |X,,; e
W\ duas sucessfes tais que, para d arbitrario, se
pode determinar N de modo a ser |x, — y,\<d
para » > N, o par correspondente, (|x,,) ,\y.[)., per-
tence a todas as proximidades; a interseccdo em

RXR de todas as proximidadesde R n&o se con-
funde pois com a diagonal & do espago produto
RxR.

Recorde-se que, para a definigcdo de nimeros reais,
se introduz uma relacdo de equivaléncia entre as
sucessdes de GAUCHY de nUmeros racionais, relacédo
essa que é

[{*« 1* 1y 1J1 Vt?2372|V»(«z>iV-. |X,, — y,\<d)].

Ora esta relagdo de equivaléncia pode exprimir-se

em termos das proximidades P, de R na forma se-

guinte, onde n Pd representa a intersec¢cdo de todas
as proximidades de R:

isto é duas sucessdes sdo equivalentes se o par que
elas determinam em R X R pertence a todas as pro-
ximidades da estrutura uniforme definida em R«
nimeros reais sdo classes de sucessdes de CAUCHY de
nimeros racionais equivalentes entre si.

Vé-se que este problema da definicdo dos numeros
reais a partir dos nimeros é, num dos seus aspectos»
um caso particular do processo a seguir para tornar
separado um espago uniforme qualquer niio separado

Por transposi¢cdo da nogdo de sucessdes equivalen-
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tes para um espag¢o uniforme qualquer R, diremos
que dois pontos x e y deste espago serdo equiva-
lentes se o seu par (x,y) pertencer h QP &o cor-
respondente espa¢o produto R x R .

Com as classes x de todos os pontos de R equi-
valentes a x, forma-se um novo conjunto R ( o con-
junto cociente de R pela relagcdo de equivaléncia
adoptada) que pode igualmente organizar-se como
espaco uniforme separado completo.

"l'ara levar a efeito essa organizagdo note-se que
na recta real R de elementos [x,] (designando-se
por tal o nUmero real que é o conjunto de todas
as sucessdes equivalentes a sucessdo |x,,|, sucessdo
que representa o respectivo nimero real) a proximi-
dade P ,, por exemplo, que é definida peia faixa
limitada pelas duas paralelas a diagonal tiradas
pelos pontos (0,rf) e (0,-rf) pertencem dois nul-
meros quaisquer [x,,.,] e [y,.] que satisfacam a

(lgJd-fad \<d.

Alas para que os numeros reais [x,,] e [»,] sa-

tisfacam a esta desigualdade deve existir em [x]

uma sucessdo W\ o em [y\ uma sucessdo A\A

que pertencam siinultdneamente
de R.

Esta observacéo

a proximidade P,

indica-nos a relacdo existente
de R de R; e

diz-nos que na passagem dum espaco uniforme néo

entre as proximidades P, e as P,
separado qualquer R para um outro separado R ,
se define a estrutura uniforme sobre R da forma
P de R x R
o conjunto de todos os pares

seguinte: em correspondéncia a cada
formamos em RxR
(x ,y) das classes x e y de pontos de R tais que
existe Xx'ex ey'ey,x'eRe y eR com (x',y) eP .

As relagcbes que tém lugar entre as proximidades
dos dois espacos permitirdo verificar o caracter com-
pleto deste espago e o de ampliacdo relativamente ao
espaco uniforme e ndo completo, donde partiramos
no inicio.
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Hypertetraeder

Hadwiger

Universilal Bern* Schweiz

H illsche
von H.
Es sei (0i,-",a,.) ein System wvon k linear
unabhéngigen isogonalen Einheitsvektoren Q, des

i-dimensionalen euklidischen Raumes, sodass fUr ein
1
w= cos 6, — < to< 1,
k—I
(0j ,dj) == D=jsjii,j= 1,000, K]
gilt. Das k-dimensionale Simplex H, , dessen Punkte
durch dieineinem Ursprung Z angreifenden Ortsvek-
toren

[I1>>i>A.>->x,,>0]

2 v Q

gegeben sind, wollen wirein HiLLsehesHypertetraeder
nennen. Fur k=5, also imFalle des gewohnlichen
Raumes, ist H , ein von M. J. M.HILL f') beschrie-
benes Tetraeder (vergl. Abb.und Tabelle), dessen
Volumen sich auf Grund der ttblichen Inhaltsaxiome
ohne Grenziibergang aus dem Prismavolumen ableiten
lasst. Diese Moglichkeit hdngt aufs engste mit de
Tatsache zuzammen, dass das Hillsche Tetraeder mit

einem Wttrfel zerlegungsgleich (endlichgleich) ist(*).

Muhelos lasst sich bestatigen, dass die bekannten

(*) Eingegaugen am 4.10.1951.

() M.J.M.HILL, Détermination of the volumes
species of tetrahedra without employment of the method of the
; Proc London Math. Soc.2 7 (1896) 39-53.

(') Nach den IliLLSchen Konstruktionen ergibt sich zunachst

of certain
limits
die Zerlegungsgleichheit seines Tetraeders mit einem dreisei-
tigen Prisma; hioraus resultiert welter die Zerlegungsgleichheit
eines HiLLschen Tetraeders miteinem Parallelotop. Hier kam
damais die Schlussweise zum Stillstand, da man erst viel spiiter
erkannte, dass jedes Parallelotop mit einem WQrfel zerlegungs-
gleich ist. Dies wurde u. W. erstmals von A. EMCIlI Endlich-
gleiche Zerschneidung wvon Parallelotopen in gewohnlichen
und  hoberen Euklidischen Ritumen; Comm. Math. |Ilelv. 18.
(1945/46) 224-231 bewiesen, Eine diesbezagliche Bemerkung von
C. JUEL (Egalité par addition de quelques polyédres; Ber. d. K.
Ges. d. Wiss. Kopenhagen 1903, 65-67), die sich aufeine Pyra-
mide, welche sich aus vier «rechtwinkligon» Hillschen Tetraedern
zusammensetzt, bezieht, wurde aus den oben genannten Ortin-
den von H. VOGT (Heber Gleichheit und Endlichgleichheit
von Prismen und Pyramiden ; 139. Programm d. Kodniglicheu
Friederichs-Gymnasiums zu Breslau 1904, S. 9 Fussnote 1) ais
Irrtum angefUhrt. DieJUELsche Behauptung ist aber doch richtig!

von M .DEHN (*) aufgestellten notwendigen Bedin-
gungen fureine bestehende Zerlegungsgleichheit im
vorliegenden Falle erfullt sind (vergl. Tabelle).

Die oben erwédhnte eindeutige Bestimmbarkeit des
Volumens ohne Stetigkeitsbetrachtungist anderer-
seits nach einem allgemeinen Satz von B.JESSEN (‘)
Ubrigens auch hinreichend dafllr, dass diese speziellen
Tetraeder miteinem Wttrfel ergdnzungsgleich bzw.
zerlegsgleich sind.

Kanten

a,

a, Flachenwinkel
VIl + 20>/2 + 20)

w

= cos 6
— to/l + o

I+ «2+ «3 = «
i+ 2002 + 20

0
0

1/2

(’) M.DEHN, Ueber den Rauminhalt; Math. Ann.55. (1901)
465-478. Einen veroinfachten Beweis des Dehnschen Satzes gab
kurzlich JOSE DASILVA PAULO, Aequivalenz von Polyedern ;
Gaz. Mat., Lisboa, 9, 4-6 (1948).

(*) B.JESSEN, EnBemaerkning omPolyédres Volumen ; Mat.
Tidsskr. B,1941.
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In der vorliegenden Note will ich einen kurzen
Beweis dafllr skizzieren, dass die sich auf die Hill-
schen Tetraeder beziehende klassische Satzaussage
ftir alie Dimensionen zutrifft, d. h. es gilt

Die  k-dimensionalen llilluchen
sind mit einem k-dimensionalen
legungsgleich.

Hypertetraeder H.,
Hyperiviirfel W zer-

Ueber die Zerlegungsgleichheit /.-dimensionaler
Polyeder ist ftir k > 3 u. W. noch nicht sehr viel
bekannt ; begreif'licherweise, wenn man bedenkt, dass
gewisse charakteristische Schwierigkeiten nicht
einmal irn elementargeometrischen Fali i:=3 Uber-
wunden werden konnten(’). Der hier mitgeteilte
Sachverhalt dllrfte fur gewisse Untersuchungen Uber
Zerlegungsgleichheit im /,-dimensionalen Raum wert-
volle Hinweise liefern.

Um den in Aussicht gestellten Beweis einzuleiten,
gehen wirvon der Bemerkung aus, dass es eine Gruppe
von kongruenten Abbildungen 7. [p = 1,2, eeck!]
(Drehungen und Spiegelungen) des A-dimensionalen
Raumes gibt, welche die k im Ursprung Z angrei-
fenden Vektoren u, [v= 1,2 ,¢¢+, k] des isogonalen
A-Beins (Ql, 0.2, ee¢,(!/,) in sich UberfUhren.

Es sei a"=y- (a,) der Bildvektor von o,; dann
ist das Bildsimplex flE = 't. (//,,,) von H offenbar

k

durch die Ortsvektoren y] X,q, [17™>X ">X, "> ees

festgelegt. Die in dieser Darstellung

Anordnung (ai >ees>,0f) stellt eine der

Abbildung 'l, eineindeutig zugeordnete Permutation

der ursprlinglichen Anordnung (dii "-)(!») dar.

Bezeichnet (X? , e+, X)) die kogrediente Permutation

des Koeffizientensatzes (Xjeee, X,), so lasst sich HJ,
k

A>X,A>0]
auftretende

auch durch die Ortsvektoren M Ov beschreiben.

[0} Die for die Zerlegungsgleichheit zwuier Polyeder hinrei-
cbenden Bedingungen kontiten iuimcr noch nicht aufgefunden
werden ; sie sind vermutllch mit den DEiiNschon notwondigen

Bedingungen ideutisch.
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Im Hinblick einerseits auf die Nebenbedingung 1 >
N> N A>eee A> AN ergibt sich, dass die kI ver-
sehiedenen Bildsimplexe 11%, paarweise keine inneren
Punkte gemeinsam haben konnen, und andererseits
erhellt der Umstand, dass p alie Permutationen

durchliiuft, dass das Vereinigungspolyeder

durch die Ortsvektoren
k

1
dargestellt ist, da ja ein beliebiger Koeffizientensatz
(Xi,), der deu Nebenbedingungen rechts genllgt,
stets ais Permutation eines monoton fallenden Koefti-
zientensatzes (X,) darstellbar ist. Also ist P ein
/r-dimensionales Parallelotop, insbesondere ein Hy-
perrhomboeder. Nach einem bekannten Satz von
A. EMCH (°) u.a. ist P mit einem HyperwUrfel W
zerlegungsgleich. Von den kI Bildsimplexen i/J, sind

* \ler>o et o %

; i . L L )
> kongruent und > symmetnsch zu H Nach

der gelaufigen i-dirnensionalen Erweiterung eines
klassischen Satzes (") sind aber symmetrische Po-
lyeder zerlegungsgleich. Unser WUrfel W ist somit
zerlegungsleich mit der Vereinigung von kI kon-

gruenten Exemplaren H,. Da andererseits der
Wurfel W auch zerlegungsgleich mit k !ekon-
gruenten  kleineren Wtlrfeln W ist, folgt so,

dass 7/, mit W in diesem Sinne selbsterganzungs-
gleich ist. Nach den vom Verf. ktlrzlich bewiesenen
allgemeinen Satzen (iber rirgdnzungsgleichheit (*)
resultiert nunmehr die Zerlegungsgleichheit von H,
mit W, w. z. b. w.

(") vergl. Fussnote (2).

(') vergl. etwa : 11. BCHOUTE, Ylebrdimensionalo Géométrie,
Il. Tell, Leipzig 1905; Nr. .18

() T1.1IADWIGER. Ergiinzungsgloicbhcit fc-dimonsionaler Polye.
der; befindet sich im D-uck und erschcint voraussiclitlich in dor
Math. Zeitschr.
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L'"inseg namento

de lle frazioni

di Emma Caslelnuovo

Romo

Come ogni ramo delia matematica cosi anche 1'arit-
metica ha una sua storia: una storia propriamente
detta relativa alla scoperta o alia chiaritieazione di
un dato Concetto numérico, e una storia delTinserirsi
e del divulgarsi del concetto stesso nella vita. Indub-
biamente le due storie sono legate fra loro, ma i
passaggi dall'una all'altra sono sempre molto lenti.

Ora, 1l'atteggiamento intellettuale dei fanciullo e
spesso dovuto a un'azione eriditaria considerata nel
senso piu largo; ma, evidentemente, non ¢ il lavoro
fatto da un mateméatico su questo o quell'argomento
che lascia una traccia nella mentalita infantile, bensi
10 sviluppo e 1'uso di
vita pratica.

Questo lento processo di assimilazione esercita una
profonda influenza sulla disposizione dei bambino ad
apprendere.

Ci proponiamo qui di analizzare
incontra l'allievo nello studio
discutere un piano per un primo insegnamento di
questo Concetto, collegandolo all'uso e alia pratica
che del concetto stesso si fece nella storia dell'umanita.

una determinata nozione nella

le difficolta che
delle frazioni e di

L'insegnamento alluale delle [razioni

Nelle popolazioni civili lo studio sistematico, da
un punto di vista pratico, dei calcolo frazionario
viene impartito a ragazzi dagli 11 ai 14 anni.

Occorre notare che ad 11 anni il bambino ha acqui-
sito nel campo concreto il concetto di talune fra-
zioni, in particolare delle unita frazionarie; reeenti
esperienze fatte a Ginevra all'Institut Rousseau sotto
la guida di Jean Piaget provano che & préprio nel
periodo dagli 8 agli 11 anni che il bambino afferra e
comprende —naturalmente per gradi —il concetto di
frazione. Quando noi iniziamo lo studio sistematico
delle frazioni il ragazzo ne lia dunque gia acquisito
11 concetto.

Dopo uno o due anni di questo studio, dopo infiniti

esercizi su espressioni frazionarie, si verifica un fatto
assai strano:il ragazzo incaricato di andare ad ac-

3
quistare Edi litro di latte € un po incerto se gh bas-

tera — litro. 11
2
nostro giovanetto, per scusare le proprie incertezze,
afferma che gli studi fatti avevano carattere teorico
e che cosi si dice a Scuola —il corso di Aritmética
serve per aiutare a ragionare préoprio come quello di
latino. Quanto al suo professore, conscio evidente-
mente dei risultato negativo deipréprio insegnamento,
preferisce sorvolare sui problemi pratici ed insistere
sempre piu su quelle espressioni frazionarie che, di
anno in anno, crescendo in lunghezza e in altezza
tendono con la loro estensione ad invadere Tintera
lavagna.
Né I'allievo ne il maestro hanno osservato che sul
libro di testo & seritto «Arimetica pratica». Minima
¢ evidentemente la colpa dell'allievo, grande quella
del maestro, ma grandissima quella dell' autore del
libro.
Nella maggior parte dei testi la frazione viene in-
trodotta prima come operatore e poi come numero ; ma
non sono due defiuizioni, anche se si succedono op-
portunamente, che possono chiarire il concetto. Il pe-
riodo che e passato storicamente fra la nozione con-
creta e quella astratta non puo ridursi aile poche
righe che intereorrono fra una definisione e I'altra.
Bisogna tener presente che & sono dopo secoli di la-
in

voro che il simbolo — fu spogliato dei
n

cato concreto e fu considerato come un numero.

Inoltre, le operazioni diaddizione e sottrazione sono
state create per necessita pratiche, cioé sono nate
storicamente in modo concreto, mentre a Scuola il

portare una bottiglia vuota da

suo signifi-

(*) Rlcevuto DOU' Ottobre 1051.
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calculo frazionario viene svolto considerando la fra-
zione come numero. Giustamente osserva R. Courant
(*) che per ridurre immediati i calcoli sull' addizione
e sottrazione si poteva stabilire per esempio che :

1 2
+

i
2
ma O la rappresentazione concreta che ci impedisce
di fissare per il calcolo numérico norme arbitrarie
come la precedente.
Se l'attenzione dell'allievo non e costantemente ri-
chiamata aH'interpretazione concreta e inevitabile
che egli cadra in errori di questo genere.

Un corso ciclico per le frazioni

Nell'insegnamento non si deve trascurare nessuno
dei vari aspetti del concetto di frazione anche se si
ha 1'impressione di perder tempo. lo sarei dei parere
di «frazionarli» nei primi tre anni delia Scuola secon-
daria: nel 1. la frazione dovrebbe introdursi da un
punto di vista concreto come operatore;
numero;  nel 3.° come rapporto.

Qui  mi propongo di discutere solo Vinsegnamenlo dei
primo anno di questo corso ciclico.

Quest'insegnamento potra essere iniziato anche su-
bito, senza aver bisogno di svolgere alcuna teoria
preliminare sul massimo comun divisore e minimo
comune multiplo. Si évitera cosi il pericolo didif-
I'ondersi troppo in questo studio astratto nel primo
anno, quando I'allievo non puo intendere ancora 1'in-
teresse di una teoria générale.

nel 2. come

I conceito di frazione nel piano concreto

Mi pare che le difficolta che s'incontrano nel con-
cetto di frazione sul piano concreto debbano attri-
buirsi a due fattori :

m

I) la frazione — porta a fissare l'attenzione su
71

fre punti contemporaneamente:

1
1) la parte —
n
2) la somma délie m parti
3) 1'intero.

Questa contemporaneity di pensiero, obbligando a
una sintesi, determina un notevole sforzo d'astrazione ;
¢ una difficolta di ordine visivo.

m
I) La frazione — ha, pur limitandosi sempre al

n
() R. JCOUKANT and 11.KOBBINS: What is Mathematics
— Oxford University Press, 1946'—pag. 51. Traduzione italiana:
Casa éditrice Kinaudi.
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campo concreto, due significati :
1) 1l'atto operativo: dividere 1'interoin n parti
e prenderne m;
2) il risultato dell'operazione: la parte di
valore — «
n

Questo duplice aspetto porta a una difficolta di
ordine psicolégico.

Anallsi delia prima difficolta. Questa porta ad
evitare la frazione.

A me pare che in questo punto la mentalita in-
fantile riproduca, fin nei particolari, quella degli
antichi.

Troviamo infatti che il pensiero dominante degli
Egiziani e dei calcolatori Oreci nel campo delle fra-
zioni € quello di spezzare una frazione in somma di
unita frazionarie:

1 1 1
_+ . ... H i
a o P
Abituata a lavorare sugli interi, entita visibili, la

mente dei primitivi rifugge dalla considerazione di
tre concetti contemporanei, cioe dal concetto générale
m
— , esilimita allaconsiderazione diunitafrazionarie.
n
L'unita frazionaria porta a fissare l'attenzione solo
su due punti simultaneamente: la parte e l'intero.
Spezzare la frazione significa lavorare su entita vi-
sibili, percettive.
Per  evitare  dunque
aile unita frazionarie.
Lo stesso avviene nei nostri bambini: per prendere
3 . . . .
— di una tavoletta di cioccolata i Ibambino ne prende

le frazioni gli antichi ricorsero

prima e poi di quello che rimane ; opera

quindi, corne gli antichi, lo spezzamento

3 1 1
T 2

Un altro modo di evitare le frazioni & quello di
creare nuove unita di misura :e quanto éstato fatto dai
Babilonesi e piu tardi dai Romani, che arrivarono a
enormi complicazioni nel loro sistema di unita di

m
misura pur di evitare il simbolo — .
n 4
Anche il bambino ricorre a questo metodo: se il

bastone che ha preso per misurare la distanza fra due
oggetti e contenuto per esempio piu di 4 volte e meno
di 5, egli dice che «non e buono» e preferisce pren-
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derne un altro piu piccolo o piu grande, ma tale che
sia contenuto un numero intero di volte. Egli cambia
dunque unita di misura.

Quanto alie unita frazionarie, benche findalla piu
remota antichita ne compaiano di assai complesse,
come nel Papyrus Rhine!:

2 1 1 1 1
29~ 24" 58 174" 232" .

nella vita pratica egiziana sono state introdotte gra-
dualmente.

Ce lo prova ilfatto che gliEgiziani per prendere un
sottomultiplo di un numero procedevano finche pos-
sibile con successive divisioni per 2, cioé si valevano
delle unita frazionarie:

11 1 1 1 1
¥'T'¥'16'32'64 ' "'
Queste furono anzi assunte
dell'unitd di capacita, 1'hekat. (!)

Sucessivamente si utilizzarono molto spesso anche
le unita :

come sottomultipli

1111
0¥ "% 72"

Nei bambini I,analogia con la mentalita antiea si
ritrova nella successiva, graduate assimilazione dei
Concetto di unita frazionaria. Si osserva infatti che al

bambino Tunita — riesce molto piu semplice delle

altre: — ,—, — (3. La differenza di diffieolta fra

3510
1/2 e 1/3 ad esempio mi sembra debba attribuirsi a

questo : — traduce Toperazione di un movimento

semplice (la piegatura di una strisciolina di carta,
per esempio, in modo che i due estremi coinci-

dano), mentre — traduce un'operazione complessa

(la trisezione).

E' chiaro che da un punto di vista percettivo si
coglie subito la prima operazione, perché se ne vede
1'immediata esecuzione, mentre «vedere» la seconda e
pit difficile perche non é chiaro il modo di eseguirla.

1 11
Trovato — , non c'e diffieolta ad avere — , — , ee oo

(') E interessante notare che questi sottomultipli rimasero in
uso si pué dire fino ai giorni nostri, fino all'introduzione del
sistema décimale.

(') Anche su questa graduale diffieolta riscontrata dal bam-
bino interessantl esperienze sono state fatte all'Institut Rousseau
pl Ginevra
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Giustamente osserva J. PIAGET (') che queste succes-
sive divisioni in due esercitano sul bambino una vera
seduzione. Ma direi che questo sia un caso particolare
di un fatto piu générale : & ilripetersi di un'opera-
zione che esercita un'attrazione sul bambino ; qui poi
oltre al ripetersi di questo atto operativo si ha come
risultato un graduale rimpiccolimentoe quindi viene
eccitata la fantasia infantile.
Nella storia dell'aritmetica pratica egiziana siri-
trova oltre all'uso delle unita frazionarie quello molto
2

frequente delia frazione — ¢ Sié voluto attribuire

a questa frazione un carattere mitico, corne aveva nel
campo delia geometria il triangolo di lati 3,4,5. Ma
anche il mito vuole le sue ragioni. Misembra che sia
2

pre8umibile che l'uso délia frazione — si riallacci
all'importanza che aveva questa frazionenella gamma
cinese, la piu antica a cui si possa risalire (*). Pur
non prevedendo la funzioneteé6rica che avrebbe avuto
guesta frazione nella gamma greca, se ne era intuita
I'importanza, tanto che veniva considerata come una
nuova unita di misura.

E chiaro che nella mente infantile non puo riscon-

trarsi una particolare facilita per la frazione —-«

essa in fondo ha avuto un predominio solo per un
periodo determinato di secoli e questo predominio non
era dovuto a una convenienza pratica.

Analisi délia seconda diffieolta. Questa porta a
considerare le frazioni corne degli inleri.

Questa diffieolta deriva, come abbiamo detto. dai

due diversi significati che ha la frazione m, pur

n
considerata sempre nel campo concreto : I'atto opera-
tivo e ilrisultato, la parte ottenuta.

Il fatto che gli antichi dividevano una frazione in
unita frazionarie —enti visibili - ci prova anche
che essi fermavano l'attenzione sul risultato, non
sull'azione che conduce al risultato. Dai papiri egi-

ziani risulta che la pratica nell'addizionare le unita
111

PR
ridurle esplicitamente alio stesso denominatore. Essi
«vedevano» dunque queste frasioni; ne percepivano
il valore.

- era tale che non si sentiva il bisogno di

(") J. PIAGET : L a géométrie spontanée de I'enfant, pg. 424
Paris, Presses Universitaires de France.

*) A. REY La science
Paris, Albin Michel

orientale avant les  Grecs, pPg 409
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Come negli antichi il concetto di operatore & nas-
costo dal risultato cosi avviene nel bambino. Se gli

3
diciamo di prendere i 7 di una torta gia divisa in

4 fette, egli prenderd 3 fette e non ricordera piuil
valore di una fetta rispetto all'intero. Egli & condotto
dunque ad agire corne sugli interi. La sua mente si
fisssa sul risultato; egli non pensa a come ¢ stato
ottenuto e non lo mette in relazione col totale.
Abbiamo detto che gliantichiriuscivano a «vedere»
solo le unita frazionarie. L'intuizione di noi adulti
—aiutata dall'azione ereditaria —si spinge un po piu
in la:oltre aile unita frazionarieinfatti noiriusciamo a
cogliere il valore di frazioni a termini piccoli, per

3
esempio la frazione e Se invece la frazione ha

- .147
termini grandi, per esempio 7-"-, la nostra mente
302

non riesee a percepirne la grandezza e deve ricorrere
all'atto operativo. Dunque, quando manca il sussidio
visivo, si ritorna necessariamente all'operatore.
Occorre risalire aile origini, alla costruzione.

In un primo insegnamento délie frazioni dovremo
percio insistere molto sull'atto operativo.

Un piano per
1.° corso.

I'insegnamento délie frazioni nel

Da quanto abbiamo visto mi sembra che si possa
asserire che il concetto di frazione non sorge natural-
mente nel bambino come non é sorto in modo spon-
taneo negli antichi; e la cosa & avvalorata dal fatto
che le societa inferiori attuali non ne fanno uso-
I secoli di lavoro pratico in questo campo sono ancora
troppo pochi perché se ne possa risentire una certa
azione ereditaria.

Il bambino cerca di evitare la frazione propriamente
detta e se & obbligato a questi calcoli s'industria ad
attuarli corne se opérasse su degli interi.

A noi insegnanti si pone percio un problema
didattico diverso da quello che si présenta nell'intro-
duzione dei numeri interi nelle scuole elementari ;il
problema e il seguente :

Far sentire la convenienza del calcolo frazionarioe
quindi fermarsi a lungo sul piano concreto ; quando
poi l'analogia coi numeri interi portasse a soffocare
il concetto di frazione, richiamare la mente del bam-
bino alla nozione primitiva.

Un'espressione conveniente per mettere in evi-
denza il valore relativo delia frazione.
3

Ritorniamo all'esempio fatto prima sui — délia

torta. Il bambino prende tre fette senza preoccuparsi
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delia quarta. Solo se lo faremo rifletteresu quello che
rimane egli colleghera il numero délie parti che ha
preso con 1l'intero, cioé avra la concezione delia fra-
. 3 f

zione T o).

E qui il punto delicato, U qui dove il concetto di
frazione si stacca veramente da quello di numero
intero. E su questa relativith  di valore che dobbiamo
insistere nel primo avvicinarsi al concetto di frazione:
¢ ilvalore relativo che interessa, non l'assoluto.

lo credo che la poca chiarezza che hanno i ragazzi
nel concetto di frazione sia dovuta in parte all'espres-
sione che usiamo ; quando per esempio si dice: tre
quarti, la mente considera i quarti come fossero
oggetti ; corne dire: tre seggiole, tre case, ecc. e
opera su questi come sugli interi, cioé fissa l'atten-
zione sul fatto che sono tre. Misembra che un'espres-
sione capace di far riflettere sul valore relativo delia
frazione potrebbe essere la seguente (dei resto usata
per frazioni a termini grandi): 3 su 4, dove alla
preposizione «su» venga dato ilsignificato originario.
3 su 4 significa infatti : 3 parti délie 4 parti, 3 parti
inrece di 4 parti, 3 possibilita  su 4.

Quest'espressione doveva essere comunemente usata
dagli Egiziani ogni volta che si trovavano davanti a
una frazione di numeratore 2 e denominatore dispari;
sappiamo che essi cercavano di disgregarla in somma
di unita frazionarie per darle un senso. Ma finche era
scritta come frazione, per esempio (con notazione

moderna) 3 non la chiamavano «due tredicesimi»,

ma dicevano : «esprimi 2 entro 13, cioe vedi di quante
parti si compone 2 rispetto a 13».

L. RODET in un interessante articolo sul Bulletin de
la Société  Mathématique de France (t. VI, 1877-78)
mette bene in evidenza il valore di quest'espressione
che fupoi ripresa e adoperata dagli Arabi e dagli
Ebrei.

La frazione. Le operazioni sulle frazioni.
Addizione e sottrazione.

In un primo tempo converra valersi di carta qua-
drettata, dove il lato del quadretto sara considerato
corne qualcosa d'indivisibile. Si comineera col far
costruire le unita frazionarie:

1 11
(1) ~2'T'g~"'""
1 B
— significa la meta dell'intero; prenderemo dunque

(") V'odl Tosservazione andaloga falta da L .JOHANNOT in vLe
raissonncmenl mathématique de I'adolescent* pg. 57. Nouchatel,
Delachanx et Niestlé ; e da H. G. WHEAT in KThe psychology
and leaching  of Arithmetic*, pg. 575. Boston, Heath and Company.-
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per intero uri segmento divisibile in due : di 2 qua-
dretti (*), o di 4,6, es=, insomma di un numero pari
1

di quadretti. — significa anche 1su 2, una parte in-
vece di due parti. S'insistera su questo valore relativo

per cui non ha importanza la grandezza dell'intero da

cui si parte. Cosi si procedera per — ,—,
4 8

Si noti che come intero si potrebbe prendere una
grandezza qualunque ; il segmento e conveniente
perche facilmente rappresentabile, percepibile. Questo
intero costituisce un appoggio visivo, una «base».

Partendo da un determinate segmento, per esempio
di 16 quadretti, il ragazzo osservera facilmente che :

1) ogni frazione (1) ha valore doppio delia succes-
siva ;

2) YT ¥

Arrivera cosi alla proprieta fondamentale delle
frazioni. Si accorgera che per ridurre ai «minimi ter-

mini» la frazione senza dover eseguire succes-

sive divisioni si puod dividere subito i due termini per
il loro massimo comum diuisore ; ilconcetto di massimo
comun divisore entra cosi nel'insegnamento in modo
naturale.

11 1

Si passera poi alie unita frazionarie — ,— , — > ¢ -
. 3 5 6

1 .
Come si confrontera > e —3T Bisognera prendere

un segmento divisibile in due parti e in tre parti,
cioé composto di 6 quadretti, o di 12, odi 18,---
Ecco che si vede la convenienza pratica d'intro-

duire il minimo comune maltiplo.

Si arrivera presto alla frazionecome somma di unita
frazionarie ; si costruira  insomma la frazione  come un
modo breve di espressione.

Esempio: sia da eseguire 1'addizione:

1e | 1
— di un dato segmento + — dello stesso segmento.

1
Per esprimere graficamente — dovremo
2

un segmento formatoda un numero pari di quadretti;

prendere

per esprimere 1 un segmento uguale al precedente

e divisibile in quatro parti uguali. Converra see-

(") Per brevity diremo quadretto invece che lato di un qua
dretto.

68

gliere un segmento di 4 quadretti (vedi disegno).
Opero 1l'addizione come se si tratasse di interi:
ottengo 3 quadretti. E qui il punto delicato: ottengo
3 quadretti, & vero; ma, che cosa rappresentano
questi quadretti ris-
petto al segmento di

partenza? Osserviamo: Vz-
ho avuto 3 quadretti
invece di 4 quadretti,
3 parti su 4, 3 su 4;
lo scrivo brevemente
3

Si entra in tal modo nel concetto di frazione.

In modo anéalogo si otterra la differenza di due
frazioni.

E chiaro che con questo procedimento il ragazzo
si abituera ben presto a calcolare espressioni dei

tipo :
5
2 +
6 4
Alcune volte si arrivera a frazioni in cui il nume-

raire supera il denominatore (frazioni improprie).
Esse assumeranno significato decomponendole in
un numero intero e in una frazione propriamente
detta. Si pensi che la frazioneimpropria riesce gene-
ralmente diflicile perche poco naturale, dato che si
parte da un problema, spesso irrealizzabile, di questo

7
prendere i —

5

La frartone imprépria assume invece significato,
anche nel campo concreto, se viene ad essere cos-
truita come somma di frazioni.

Conviene anche tener presente che le frazioni
improprié furono introdotte solo in via tedrica nel
1700.

Le frazioni su eui il ragazzo lavorera saranno sem-
pre a termini piccoli. La frazione a termini grandi
teoricamente non chiarisee certo il concetto e da un
punto di vista pratico si puo dire die non esista.
Basterebbe per esempio confrontare le statistiche,
dovute soprattutto agli americani e agli inglesi (¥
relative allé frazioni che intervengono nella vita
pratica.

Potra accadere che, pur limitandosi sempre a cal-
coli su frazioni a termini piccoli, si debba prendere

tipo: di un oggetto.

(") Vedl per esempio: 11.G. WHEAT: «The psichology and
teaching of At ithmetic*, Heath and Company, Boston, 193T.

P. B. BALLAKD : ~Teaching the Essentials of  Arithmetic*, uni-
versity of London Press, London, 1928.
The  Scottish Council ~ for Research in  Education: {(Studies in

Arithmetic!), vol. 1°, University of London Press, London, 1939
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come «base» un segmento non contenuto nel foglio.

E allora che il ragazzo si accorgera che la rappre-
sentazione grafica puo essere anche mentale, purcheé
egli mantenga —e questo ¢ importante —la perce-

zione dei segmento.

Questo momento del calcolo frazionario equivale a
quello che & segnato nel campo dei numeri intéri dal
distacco dei numero dalla sua rappresentazione gra-
fica. Taie distacco non €& mai totale: la percezione
visiva € sostituita da una percezione mentale : si
ovede» il numero.

Molliplicazione e divisione

Diciamo subito che ci sembra molto discutibile se
sia opportuno introdurre queste operazioni in un
primo insegnamento delle frazioni; nel caso afferma-
tivo €& bene porre ogni attenzione su questo studio
che e molto delicato.

Molliplicazione

Dato che ci limitiamo aile frazioni di grandezza,
terremo presente che i fattori e ilrisultato di una
moltiplicazione dovranno poter essere interpretati nel
campo concreto.

Ora, mentre nel campo dei numeri interi la molti-
plicazione si puo0 interpretare come un'addizione
abbreviata :

3-4 = 4-1-4 + 4,

gnesta'interpretazione viene a mancare se si passa
aile frazioni.

Ricorriamo allora alla rappresentazione geométrica:
sappiamo che nel campo degli interi il prodotto 3 4
rappresenta l'area di un rettangolo di dimensioni 3
e 4, espresse in una data unita di misura; questa
interpretazione puo0 estendersi al caso in cui base e
altezza del rettangolo siano frazioni di interi. La

scrittura :
2 4
3 ' 5
rappresenta l'operazione che si deve epeguire per
2
calcolare l'area di un rettangolo di dimensioni — di
4
un segmento e — di un altro segmente
5
Risulta dalla rappresentazione grafica che il

rettangolo che ha per dimensionii segmenti di partenza
AB e AD si compone di 15 parti, mentre il rettan-

AK-= — AD

golo di dimensioni AH - = AB e
a

,i compone di 8 parti.
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Abbiamo dunque: 8 parti invece di 15 parti, 8

8
su 16, Quindi :
15
2 4 8
3~ 5 "5"

Va osservato che a differenza delle operazioni di
addizione e sottrazione i due termini delia moltipli-

4/5 J

cazione non debbono necessariamente riferirsi alla
stessa unita; per esempio nel caso delia figura i
segmenti AB e AD sono disiguali.

Dalla regola di moltiplicazione di due fattori si
si passa facilmente a quella di tre o piu fattori:
basta infatti eseguire la moltiplicazione a due a due
per ottenere la regola générale.

Da wun punto di vista didattico l'interpretazione
visiva délia moltiplicazione, che abbiamo ora dato,
riesce assai facile perché si puo riattaccare al pro-
cedimento seguito alla Scuola elementare per intro-
durre la moltiplicazione fra due numeri interi. Col
disegno, com l'uso del pallottoliere ecc. si fanno
disporre gli oggetti in modo da formare un rettan-
golo; cosi, per esempio, il risultato délia moltiplica-
zione 2 <3 viene presentato sotto la forma rettan-
golare qui riprodotta :

Il problema sulla molliplicazione

o . 2 4
Siamo partiti dalla scritttura < -—5 interpretata

come operazione per trovare l'area di un rettangolo

.. 2 4
di dimensioni = e = e abbiamo scoperto la regola

di moltiplicazionedelle frazioni.

In générale nei libri di testo si da la regola di
moltiplicazione delle frazioni senza alcuna giustifi-
cazione.

Passando quindi aile applicazioni e ai vari tipi di
problemi si enuncia la regola : «per prendere una
frazione di un numero o di un'altra frazioni e si deve
eseguire una moltiplicazione»».
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Talvolta, per wuri desiderio di maggiore efficacia
didattica, prima d'introdurre la regola di moltiplica-
zione di due frazioni si parte da un problema dei

2 4
seguente tipo: prendere i— dei — di una data
grandezza. Il ragazzo € condotto a prendere prima
4
i = delia grandezza, ottenendo cosi una seconda

2
grandezza, e poi i — di quest'ultima. E condotto
0

cioé ad operare sucessivamente.
Allora si cerca di fargli comprendere che quanto
si ottiene in due operazioni successive coincide col

risultato che si avrebbe operando una sola volta
.2 4
sulla grandezza di partenza con la trazione — =
8 .
= . Ecco come si procede in générale: siccome
15
da un punto di vista grafico risulta:
2 4 8
3 ee 5 - 15°
dato che :
8 = 2-4 15 = 3-5
si conviene che :
2 4 2 4
(2) -» dei —= — ¢ —
). 3 5 3 5

Ma, a quest' uguaglianza si puo arrivare solo se
si e precedentemente introdotta 1'operazione di mol-
tiplicazione e se si & provato che :

2 4 8
® ~3 ' 5° 15"

Allora dalla (1) e dalla (3) risultera la (2).

E proprio questa mancanza di ordine ldgico che il
bambino avverte inconsciamente.

Occorre quindi introdurre prima lamoltiplicazione
di due frazioni (per esempio basandosi sull'appoggio
visivo del rettangolo) e successivamente interpretare
come moltiplicatoria 1l'expressione «dei».

La difficolta viene cosi attenuata, non certo elimi-
nata.

E sempre una convenzione, sia pure giustiiicata,
quella per cui si traduce in simbolo di moltiplica-
zione l'espressione «dei» ; e quindi, come in tutte le
convenzioni, il bambino avverte un senso di artifi-
ciosita che lo costringe a uno sforzo d'astrazione.

Divisione
Ricorriamo alio stesso esempio numérico trattato
nella moltiplicazione.

Partiremo dalla scrittura :
8 2

> 15 ¥
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e procederemo come nel caso delia moltiplicazione:
la (1) puo inlerpretarsi come Valtezza (o la base) di un
rettangolo  di cui i: data l'area e la base (0o Valtezza).
Si tratta quindi di costruire un rettangolo la cui area

8

sia gli dell'area di un altro e vedere come

15

risulta Paltezza se la base diventa i — delia base
0

primitiva. Indubbiamente la costruzione € molto com-

plicata. Sarei quindi d'opinione di trovare la regola

delia divisione con questa interpretazione geomé-

trica solo in casi particolari (ildivisore € un numero

intero o un'unita frazionaria).

E difficile far derivare la regola di divisione da un
problema concreto, e questo e avvalorato dal fatto
che storicamente taie operazione compare molto tardi
e da un punto di vista tedrico, considerando la fra-
zione come numero.

Ritengo quindi opportuno d'introdurrre la divisione
come l'operazione inversa délia moltiplicazione; si
trovera empiricamente il quoziente e si verifichera
poi ilrisultato.

Il problema sulla divisione

Ancor piu che per la moltiplicazione si riscontra
nel ragazzo una notevole difficoltd nelPinterpretare i
problemi sulle frazioni che portano a una divisione.
Anche qui la difficolta & assolutamente giustificata.

Non invertiamo il problema esposto per la molti-
plicazione perché poco visibile, ma ci limitiamo ad
un esempio numérico e concreto particolarmente sem-
plice : trattiamo un caso in cui il dividendo € un
numero intero. Sia da risolvere il problema:

— di litro di latte costano L 60 ; quanto costa
4

1 litro ?
La risoluzione u facile se si poggia l'attenzione su
uno schema grafico.

Lintere segmento rappresenta 1 litro; i — equi-
4
valgono a L .60. Dun-
que — dei segmento ! ! ' ; .
i 3/4-
equivale a L .60:3 =
= 2Z.20, e quindi
lintero segmento equivale a L .20.4 =1L .80.

Il ragazzo € condotto anche in questo problema a
spezzare la dificolta operando due volte sucessiva-
mente.

Si cerca di fargli comprendere che il problema si
traduee nella divisione di partizione :

60: 3 N
T
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Ma, se ci si limita a frazioni di grandezza, la diffi-
colta che ha ilragazzo é perfeitamente l6gica e non
puo essere alleviata dall'analogia col campo degli
interi. Infatti: il problema con dati interi :

3 litri di latte costano L .240; quanto costa 1 litro?
viene tradotto nella divisione di partizione:

240: 3,

dove il numero 3 & un numero puro.
La divisione a cui siamo portati nel
analogo con dati frazionari e la seguente :

problema

ora, questa divisione non ha senso se si considera la
3

frazione — solo nel campo concreto; per noi—finoia—

a frazione come numero puro non esiste.
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Dunque, finché ci si limita al campo concreto non
dobbiamo far tradurre in una divisione un problema
del tipo ora esposto; la risoluzione sara eseguita sul
diano grafico.

Conclusions

Non intendiamo di aver dato un método per un
primo insegnamento delle frazioni; abbiamo solo
voluto richiamare I'attenzione su un problema didat-
tico che non deve sfuggire al maestro.

La nostra esposizione si chiude invitando i colleghi
a riflettere su alcuni interrogativi:

1) Dobbiamo tener conto dello svilluppo storico
nell'insegnamento delle frazioni?

2) E opportuno fare un corso ciclico ?

3) Dobbiamo dare liberta al professore
gnamento delle frazioni ?

nell'inse-
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Quelques problemes

de physique

théorique °’

par Antonio Gido

| — Sur la masse propre du phoion.

Il— Sur la différence de comporte-

menr de la masse dans un champ gravifique el de la charge électrique

dans un champ électromagnétique.

électromagnétique généralisé.

Sur la masse propre du photon

De la quantification des équations du champ mé-
trique interne et externe dans notre théorie unitaire
[1] nous avons pu déduire l'expression suivante pour
le potentiel électrostatique V (r) dune charge pon-
ctuelle e isolée, c'est-a-dire suffisamment éloignée
de toute autre charge:

(1) * oy -« ,

ou Y)let Yj2sont des constantes dont nous indique-
rons plus loin les valeurs. Ce potentiel, identique au
potentiel déduit par M.L.DEBROGLIE par sa méthode
du «champ soustractif» [2], est la différence d'un po-
tentiel quasi coulombien & grande portée (constante
et d'un potentiel de YUKAWA a faible portée
(constante f\z) . Il reste fini pour r-»0 et correspond
a une valeur finie
€ (fin— )i)
(2) W, - - o
4 ijitrrjj
de I'énergie propre de la particule électrisée. La cons-
tante v]!,qui nous intéresse ici particulierement, est
reliée par
h

©) e M
a la masse propre m%. du photon, que nous allons
essayer de déterminer.

D'aprés notre théorie unitaire [3], I'espace-temps
peut étre considéré comme une hypersurface Vt d'un
espace auxiliaire ambiant pseudo-euclidien pentadi-

Ill— Propriétés générales du champ
IV — Sur
-TOMONAGA. V — Champs magnétiques

I"'équation  de SCHWINGER-
stellaires a variation périodique.

mensionnel £ 5, et toutes les propriétés électroma-
gnétiques correspondent a des propriétés de la métri-
que externe de V, dans E$. Considérons, comme dans
un travail récent [4] auquel nous renvoyons le lec-
teur pour éviter des répétitions, deux déformations
opposées  (Di,D) de V., c'est-a-dire telles que les
dérivées premieres et secondes des coordonnées des
points de Es sur Kj par rapport aux coordonnées
des points de V4, ont la méme valeur absolue et des
signes opposés en tout couple (P, P,) de points
correspondants de Di et Z),. La Géométrie Diffé-
rentielle nous apprend alors que les composantes tn,
du tenseur métrique externe de V4, contrairement
a celles du tenseur métrique interne g, , ont la méme
valeur absolue et des signes opposés en Pi et P,

Considérons les équations du champ métrique
externe
1
(4)
ou S, désigne le tenseur de Ricci formé avec le

tenseur externe wu>., <S l'invariant <o (avec
w* u>, = 8j), U, la densité d'énergie-quantité de
mouvement de I'électricité (ce tenseur joue, pour I'élec-
tricité, un rdle parallele a celui du tenseur T, pour,
la matiere), et enfin X, la constante cosmologique
électromagnétique. Dans le cas ou il est possible
d'admettre I'existence de deux déformations Dj et
Z), de l'espace-temps rigoureusement opposées, on
déduit facilementde (4) la relation

(5)

(*) Recebido em Outubro de 1951.
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valable en un point quelconque de Z)j ou de D%.
Pour arriver [4] a cette relation il suffit d'appliquer
le systeme (4) a un couple quelconque (P?~, P?) de
points correspondants de D\ et , et de supposer
que ces déformations rigoureusement opposées de
I'espace-temps sont associées a des distributions de
charge électrique ayant la méme valeur absolue, c'est-
-a-dire que les valeurs absolues | U, | des compo-
santes de la densité d'énergie-impulsion électrique
sont les mémes en P, et P,.

Pour obtenir une autre expression de U, nous
rappelerons ici le principe fondamental de notre
méthode de quantification des équations du champ
métrique. D'aprés ce principe, les états quantiques
de U, sont reliés aux états quantiques de <o, par
la relation

(6) Ufi*> = 1. Tro» :
4
dans laquelle Il'indice supérieur | prend la valeur 1
pour la classe d'états quantiques non accompagnés
d'émisssion ou d'absorption de rayonnement, la valeur
2 pour la classe d'états qui correspondent a une émis-
sion ou absorption de rayonnement et la valeur 3
pour la classe d'états d'interaction de la particule
avec les autres particules d'un systéme. L'indice
supérieur m symbolise I'ensemble des nombres quan-
tiques habituels indépendamment de I'appartenance
d'un état a l'une des trois classes 1=1 , 1=2 et I=B.

(iTEm* L),

La relation (6) permet de quantifierle systéme (4).
Tout d'abord, ce systeme peut étre écrit comme suit

7) S, ,-U*-—(V + \Jv>,:

La quantification par (6) donne alors

B 8P Ly +-57)ee

Pour pouvoir envisager l'existence de deux parti-
cules correspondant a des déformations rigoureuse-
ment opposées de l'espace-temps, ilfaut évidemment
quantifier I'état de ces particules et ne considérer
que les états quantiques ou d'une partil n'y a pas
d'interaction des particules et ou d'autre part elles

n‘émettent ni n'absorbent de rayonnement. Il faut
donc que les états des deux particules appartiennent
a la classe définie par | = 1. La relation (6) et le

systéeme (8) s'appliquent donc a deux deformations
rigoureusement opposées a la condition de poser
1=1. Afin de comparer ce résultat a (5), il faut
maintenant remarquer que cette relation repose essen-
tiellement sur I'hypothese de I'égalité, en valeur
absolue, de la charge des deux particules qui occupent
une paire de déformations rigoureusement opposées
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de l'espace-temps. Or, ilest clair qu'une telle hypo-
these exige, pour étre valable, que I'espace-temps,
abstraction faite des déformations opposées, soit tel
que le U, correspondant s'annule identiquement,
d'apres les équations du champ externe (4). L'es-
pace-temps le plus général qui jouit de cette pro-
priété est une hypersphére de DE SITTEE, dont nous
désignerons la constante cosmologique par X°,. Nous
devons donc écrire pour deux déformations rigou-
reusement opposées

9) fffl.-. f-YAV'»*» t/=-2X0,,
d'ou I'on déduit en quantifiant
(10) ut - - j X\, «jp, U» = - 2 x«.

En posant 1= 1 et en comparant ce résultat a (8)
on obtient finalement pour des déformations rigou-
reusement opposées

(11) Sjf= - — (X.- X0) u\r

Pour les champs faibles iciconsidérés, on a lali-
néarisation suivante

12 C o )2 00
avec

(13) Y- X, (X, - )

Zn étant la courbure moyenne de I'hypersphére de

DE SITTER la plus proche du domaine d'espace-temps
envisagé. Cette constante T)In'est autre que la cons-
tante 7]) de (1), car ce potentiel est une solution
particuliére du systeme (8) linéarisé [1], Posons

(14) -Po(X,-x0,)= e,

P, étant le rayon de I'hypersphére de DESITTER dont
la courbure moyenne est X,.Comme on a A= IIPn,
on obtient immédiatement

h y*

en comparant (13) a (3). Ce résultat exprime une
relation entre des propriétés microphysiques et macro-
physiques (cosmologiques) fondamentales de I'Uni-
vers et montre d'ailleurs qu'il est impossible d'envi-
sager le photon comme une particule a masse propre
évanouissante. Cette masse propre est cependant tres
petite. En effet, nous avons montré ailleurs [3] qu'il
faut poser 6 —1, de sorte que (15) devient

(16) irfL'i " = 10-«>gr,
2ircP,



GAZETA DE MATEMATICA

pour P, = 10" em. (ordre de grandeur généralement
admis en cosmologie relativiste).

Il est curieux de constater I'accord de (16) avec le
résultat correspondant de la théorie de la particule de
spin maximum 2 («graviton-photon») [5], théorie qui
par ailleurs repose sur des hypotheses peu séduisantes.

Sur la différence de comportement de la masse
dans un champ gravifique et de la charge élec-
trique dans un champ électromagnétique

La matiére et I'électricité sont les deux contenus
fondamentaux de I'espace-temps. Dans certains phé-
nomeénes, leurs propriétés se manifestent avec un
parallélisme presque parfait, tandis que dans d'autres
phénomenes, non moins importants, leur comportement
est essentiellement différent. Nous voulons nous
occuper spécialement ici du point suivant: le mou-
vement d'un corps dans un champ de gravitation est
indépendant de sa masse, tandis que le mouvement
d'un corps électrisé dans un champ électromagnétique
dépend d'une maniere essentielle du rapport char-
ge/massei Cette propriété ayant été considérée a tort
jusqu'ici comme un obstacle trés sérieux s'‘opposant
a un traitement wunitaire de la gravitation et de
I"électromagnétisme, nous croyons utile de montrer
qu'elle est une simple conséquence du fait que la
masse est une quantité essentiellement positive,
tandis que la charge électrique est positive ou néga-
tive.

Résumons tout d'abord I'explication [4] de ce fait
fondamental par notre théorie unitaire. Les propriétés
électromagnétiques étant, pour cette théorie, des pro-
priétés de la métrique externe de l'espace-temps, sont
naturellement empreintes de la dualité caractéristique
de cette métrique, par opposition a l'unicité des pro-
priétés métriques internes qui décrivent les phéno-
ménes gravifiques-matériels proprement dits. Par
suite du fait qu'a toute hypersurface V , d'un espace
ambiant on peut attacher deux tenseurs métriques
externes (0>,), et (<u,). satisfaisant a (u>), = — (<u,,)i
(ambiguité de la direction de la normale en chaque
point de V), il est .possible d'attacher, en accord
avec les équations du champ (équations 4 de la Note |
précédente), a toute déformation de I'espace-temps
des distributions d'électricité ayant la méme valeur
absolue de lacharge et des signes opposés. De méme,
deux déformations opposées de I'espace-temps (au
sens de la Note 1) seront occupées par des charges
de signes opposés, tandis que la densité d'énergie-
-impulsion matérielle est essentiellement la méme
dans les deux déformations. On peut dire que la ma-

fJ

tiere est un contenu «interne» de I'espace-temps,
tandis que I'électricité est en quelque sorte un contenu
superficiel «inscrit» sur les faces «positive» et «néga-
tive» de I'espace-temps, considéré en tant qu'hyper-
surface d'un espace ambiant pseudo-euclidien E..
En d'autres termes : |'électricité correspond a quel-
ques propriétés de laforme de I'espace-temps, tandis
que la matiere (masse) est «indifférente» a la forme.
La différence de comportement entre la matiere et
I"électricité doit donc étre, en derniere analyse, une
manifestation de la différence fondamentale entre la
structure métrique interne et la structure métrique
externe (forme) de I'espace-temps, en dépit du fait
que ces deux structures sont décrites par des tenseurs
symétriques du second ordre satisfaisant a des équa-
tions du champ ayant la méme forme analytique
(équations 4 de la Note | et équations analogues pour
9a, et T,).

Rappelons maintenant que selon la théorie des
particules fondamentales [6] que I'on peut construire
en se basant sur notre théorie unitaire, on doit
admettre I'existence d'une seule espéce de particules
véritablement élémentaires, qui n'est autre qu'un
électron généralisé susceptible de se trouver dans
une infinité dénombrable d'états de charge et de
masse propre, dont le premier (n=1) est ['électron
normal de charge +e et de masse propre (%)<, tandis
que les autres états (re”~2) sont des états microélec-
troniques ou des microélectrons dont les charges + e,
et les masses propres (m,), satisfont a

«0),
(€] (™o)., = 9

(Les rapports e,/(m), sont donc constants pour tous
les états). Toutes les autres particules fondamentales,
y compris le proton et le neutron, doivent étre con-
sidérées, non comme des particules élémentaires, mais
comme des particules résultant de la fusion d'élec-
trons généralisés, c'est-a-dire d'électrons et de mi-
croélectrons des deux signes. Les équations densi-
taires du mouvement des fluides élémentaires qui
correspondent a chaque valeur de n s'écrivent [7]:

d*x ri1dg k-

@ Ht lik J,ds ds

G (ejf).<.
pour les fluides élémentaires de matiére et

d-x { i 1 dx' dx 1
3) ~dj

pour les fluides élémentaires d'électricité. Dans ces
équations, @y et 0jj sont les tenseurs des tensions
hydrodynamiques internes des fluides, G, et C, des
scalaires de densité généralisée de masse et charge
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propres et i ' I} le symbole de Christoffel formé

\jk
avec le tenseur métrique externe iu, comme L"*i
est formé avec g,. On voit donc qu'abstraction faite
de I'influence des tensions internes, les trajectoires
des particules infinitésimales des fluides élémentaires
d'électricité sont les géodésiques de la métrique ex-
terne dCi' = u> dx' dx.

Nous avons montré en détail dans un travail anté-
rieur [7] que l'on peut déduire des équations densi-
taires du mouvement les équations du mouvement des
«centres de gravité» des particules finies de matiére
et d'électricité, et nous avons écrit ces équations
dans le cas général. En particulier, si I'on néglige
I'influence du spin de la particule et de la non homo-
généité du champ électromagnétique (influence qui
n'apparait précisément que lors du passage des équa-
tions densitaires a des équations pour les particules
finies), ainsi que I'influence de la réaction du rayon-
nement (réaction du champ métrique externe propre
de la particule sur son mouvement), ce qu'il est permis
de faire dans le présent travail ou il s'agit simple-
ment de chercher I'origine de la différence de com-
portement dela masse et de la charge dans les champs
de force, alors [7] les équations du mouvement d'une
particule finie d'électricité s'écrivent :

™  rie -
) de  \jh J

V' étant le vectou
de la particule et

vitesse du centre de «gravité»

*

P g
(5) I

ax' d a

tu", étant le tenseur métrique externe (abstraction
faite du tenseur métrique externe propre de la par-
ticule dont on étudie le mouvement) et 7., un sca-
laire (courbure moyenne de I'hypersphére d‘espace-

-temps telle que les S>"= — -—\- w™* soient des

petites quantités par rapporta 1/X,)).

Les équations (4) sont applicables a tout électron
ou microélectron et ne manifestent aucune influence
du rapport e/m sur le mouvement, de sorte que le
comportement des électrons dans un champ électro-
magnétique pur est tout-a-fait parallele a leur com-
portement dans un champ gravifique pur. Nous allons
montrer que la différence essentielle de comportement
de la masse et de la charge dans les champs de force
n'apparait qu'a partir du moment ou l'on considére
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des particules non élémentaires formées par la fusion
d'électrons et de microélectrons. Soit en conséquence
un ensemble de v électrons ou microélectrons de
charge + e, et de masse propre (m),(p=1, -- v).
Les rapports \eV(m,), ont tous la valeur ej(m,).
de I'électron normal. Le mouvement de chacune de
de ces v particules d'électricité satisfait aux équa-
tions (4), de sorte qu'on peut écrire pour la particule
complexe

Q étant la charge de la particule donnée par
Q — S e, .
i

Les équations (6) peuvent s'écrire comme suit
1 v dVv
ds (rak‘),,( *0)-

+772,1TT"

Remarquons que les e, de méme que les (X), peu-
vent étre positifs ou négatifs, mais les rappports
e/(""-w), sont toujours positifs, conformément a des
résultats antérieurs [4] . On peut donc écrire

v>v*p> _0 ¢ "

o Fhas ) (0
o

(>>Mi>) VIF*e,-0.

(*»),

L'opération de fusion que nous envisageons ici
étant une opération apres laquelle toutes les parti-
cules prennent la méme quantité de mouvement, on
voit que I'on peut écrire aussi apres fusion des par-
ticules

@)
([*,.;"*1£),*-0.

(X»), |

Posons
("»0)«C’ .
([h.jK]ije,
V.V g I

et définissons par

. A e

~Ds 1, S, (-oJ;

(M, masse propre de la particule) I'accélération du
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centre de gravite de la particule complexe. Lea
équations (7) prennent alors la forme

DV
(8) + V>V - 0.
Nous sommes ainsi arrivés tres simplement a des
équations du mouvement de la particule électrisée
sous I'action du champ électromagnétique (généralisé)

("Fjins ot I'influence du rapport charge/masse

propre apparait classiquement. Pour une particule
dont la vitesse reste tres inférieure a e(V « I,
j=1,2 ,3), les équations (8) se simplifient et
prennent une forme lorentzienne classique

DV Q i
9) . . ?2p =0,(,1i = (2-S*)/~\).
Ds M, c2
Nous verrons dans la Note [Ill que les ip se

réduisent au champ électromagnétique classique lors-
que les (u° satisfont a des conditions trés générales.
Quoi qu'il en soit, le résultat (7) montre nettement
que l'intervention de Q/Mo dans le mouvement de la
particule soumise a un champ électromagnétique
provient du fait que la particule n'est pas élémentaire.
Inversement, la facilité de la déduction de (8) a par-
tir de (4) peut étre considérée comme une preuve que
toutes les particuless dont le Q/Mo n'est pas celui de
I"électron résultent de la fusion de particules élémen-
taires. Nous voyons ainsi que la différence de com-
portement de la masse et de la charge dans les champs
de force n'est au fond qu'apparente, puisqu'elle dis-
parait pour les électrons et les microélectrons dont
sont formées toutes les particules.

Propriétés générales du champ électromagnétique
généralisé

Dans la Note précédente, nous avons rencontré
des grandeurs a trois indices Fj, définies par

(m,),, ¢ («0), c* 8
(1) XjkU e 7co 0 C

et qui représentent, dans notre théorie, le champ
électromagnétique qui agit sur les particules elec-
trisées. Il convient d'étudier les propriétés générales
de ce champ électromagnétique généralisé et de
mettre en evidence les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu'il se réduise au champ électroma-
gnétique classique a deux indices.

Disons avant tout que la généralisation a laquelle
conduit nécessairement notre théorie est bien natu-
relle, puisque c'est aussi une grandeur a trois indices

a1

*  \jki, 2 \dx* dx' dx>J

qui' régit le mouvement des particules matérielles
sous l'action d'un champ de gravitation et qui
représente donc le véritable champ de gravitation
selon les équations bien connues

d VvV
+ G, VYV =0,

dont la forme est tout a fait analogue a celle des
équations (4) de la NotelI.

De la loi de transformation des symboles de CHBIS-
TOFFEL de premiére espéce pour une transformation
de coordonnées X' -» X", on déduit immédiatement

dx" dx dx

@ Ax dx dxr t
(my.c2 1 dxt d* x
ax' dx'dx"

Le champ Fj, est donc un tenseur du troisieme
ordre lorsque la transformation x'-*x* appartient au
groupe des transformations linéaires. Il en est donc
ainsi pour toute transformation de Lorentz. De plus,
F). se comporte comme un tenseur du second ordre
dans toute transformation x'-~-x' linéaire qui laisse
invariante 1'une des coordonnées. On a alors par
exemple

_dxt dx
Ko

Hx dx’
En particulier, dans le cas important des trans-
formations linéaires purement spatiales, on a
- Fi i%
dx* dx*

De la définition de F),, on déduit

s - *v-0 ,
et
(jno).c* 1 (Ug
I'k + Flik = .
Xw  dx'-
En particulier, pour k=i (valeur temporelle de

I'indice) on a
(«lj).o« 1 aa»

F*+ K
' e X0J dx*

de sorte que F'A se comporte comme un tenseur
antisymétrique du second ordre pour des transforma-
tions linéaires purement spatiales des coordonnées
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lorsque la métrique externe est statique. L a défini-
tion (1) donne enfin pour &= 4:
a A d A (m,).c2 1 akK

dx’' ax’ 7e>  dx*

" e 2

Si la métrique est statique le champ .Fj, dérive
donc du potentiel A'. Remarquons ici que dans
toutes les relations précédentes nous avons écrit F',
au lieu de F, bien que les premierstermes du second
membre de (2) représentent une loi triplement cova-
riante. Mais on doit écrire, par suite de (1), F', —

La transformation (2), pour un changement
linéaire, peut s'écrire comme suit:

dx® dx™\ ax'

3
@) dx> ax>J ax’
dx* ax°"\ dx
+ Fi
dx’ d x> ax' "
avec | = 1,2,3. Considérons alors une transfor-
mation de LORENTZ
(x'1/1-p2+ 0'/C)*- *lio) ,
1
(x* —iv, Xx'c),
Vi—
qui donne a (3) la forme suivante
ax™ dx’
dx’' dx- J (/1-P
dx* IxF\ R
o
- |
Pour des petites vitesses par raport a c les

termes en Ffo sont des petites quantités par rapport
aux termes en F%, de sorte que F', se comporte
alors aproximativement comme un tenseur du second
ordre (antisymétrique si la métrique externe est sta-
tique). 11 en est de méme des f) de I'équation (9) de
la Note Il précédente. En résumé, le champ électro-
magnétique, d'aprés notre théorie, ne peut étre dé-
crit par un tenseur antisymétrique du second ordre
(comme le tenseur de MAXWELL-MINKOWSKI classique)
que dans les conditions que nous venons de mettre en
évidence. Dans le cas général, il faut utiliser Fj,
pour décrire le véritable champ électromagnétique.

Il est intéressant de comparer, dans un cas simple,
la loi du mouvement relativiste classique avec la loi
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déduite de F), . Considérons une particule électrisée

partant du repos et se déplagant suivant I'axe des x'

sous l'action d'un champ électrostatique homogene

pur. Abstraction faite de laréaction du rayonnement,

I'équation relativiste classique du mouvement s'écrit
Q dx"

(4) = 0.
ds + ds

Mais on a ici
[d x\2
(V*=d x} jds)
de sorte que
d F* Q .
T - <21 tfl-(yi)i =0

d'ou en intégrant (avec s iiet)

MS©r u
6 xl=xj+ - cosh

Q<fl L
ou bien : Q , fi 3 <
(7) Xi - xi + 2 M,

+c*\MD /6!

(les termes d'ordre > 2 sont la correction relativiste
au mouvement newtonien).

L'équation du mouvement, étudié selon notre
théorie, s'écrit
FL <fo*\ 2
8 -_ 0
®) ds * JW.,2 A7 -
ou bien, par suite de (5) :
v Q *1« [1 Fi)2] 0
— + — - « [1" i = .
ds M,cZ S (
En intégrant on obtient
M.c*
(9)
- w
ou encore (pour Q FU tV/Ah cl < */2):
(10)
3 I 1
Q in
c2 \M 3Nl ~~c* 6-15

On voit que la correction relativiste n'a pas la
méme valeur dans notre théorie et dans la théorie
classique et que I'écart des deux corrections peut
devenir sensible pour de grandes valeurs de t,
c'est-a-dire apres un long parcours de la particule,
on bien pour des champs électrostatiques intenses.
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Si I'on désigne en effet par (x'),.,,~ sa position sui-

vant la théorie classique, les résultats précédents
donnent
i /oy i
M 41
i
* M, 6!
puisqu'on a ici = Dans une vérification

expérimentale de ces résultats il est probablement
plus facile de comparer les vitesses au lieu des es-
paces parcourus par la particule. On on alors:

dx* dxn 0 \§ 1

@ dt } 31
_ (__

< \AM 5~1

On voit que pour des champs tres intenses I'effet
étudié ici peut devenir sensible méme aprés un par-
cours relativement petit de la particule. L a formule
(11) montre que la vitesse de la particule est cons-
tamment supérieure, d'aprés notre théorie, a la vi-
tesse déterminée par I'équation relativiste classique
du mouvement.

Il est a peine nécessaire d'insister sur I'importance
de la vérification expérimentable de I'effet exprimé
par la formule (11), car une telle vérification équi-
vaudrait a vérifier expérimentalement que la notion
classique de champ électromagnétique (tenseur anti-
symétrique du second ordre) doit étre généralisée par
une grandeur a trois indices F), ce qui est l'une
des principales conséquences de notre théorie uni-
taire (I).

v

Sur I'équation de SCHWINGER-TOMONAGA

Considérons, dans I'espace-temps, une famille d'hy-
persurfaces 3-dimensionnelles o du genre espace,
dépendant d‘'une parameétre temporel T. Prenons,
sur I'une quelconque des a, un réseau orthogonal
X (j=1,2,3) et désignons par p' les coordonnées
géodésiques locales orthogonales correspondantes en
un point P (x) de o. L'axe temporel local p* est
normal a o etl'on asur a: dp=f (x)dr .

Suposons qu'il existe un hamiltonien H (x) tel que

() A priori d'ailleurs la loi relativiste classique (4) du mou-
vement ne peut étre exacte. En effet, contrairement a ce qui
arrive avec (9), conséquence de la loi généralisée (8), I'expres-
sion (6) n'implique pas, par elle-méme, I'existence d'une borne
supérieure pour les valeurs de s, du fait que la vitesse de la
particule est nécessairement < c.
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la fonction d'état T (X) du systeme étudié satisfasse
en chaque point de o a I'équation d'évolution

0 -

qu'on peut écrire

- [ICHTFO)I(T) .

(2)
Définissons par
3) \_ff(x)«(x)dojyVdo = jf(x)H{x)Vdi

un opérateur hamiltonien S)(x) et posons

(4) wla —— Jwdt

On déduit alors de (2) :

v [a]

. [y fal/(x)<d(x)]v[o].
a*

()
Si I'opérateur <b6(x) ne dépend pas de x, la solu-
tion générale de cette équation s'écrit formellement :

m-fc**f*****)yyw

V, [a] décrivant I'état «initial» du systéme et I'opé-
rateur exponentiel étant naturellement défini par le
développement

jIfIW'SW = 1+ TJ

rfa/l(x) £ (x) +

+ fo/(*)»(») Jdo"f(x") «®») + oo

Soit V le volume d'espace-temps compris entre
deux hypersurfaces o et a de la famille et poson»

VP[]

S & [o]

li
®) So (x) :

la notation S/o*o(x) servant a rappeler que l'opéra-
tion V-»0 a lieu dans le voisinage du point x de o.
En remarquant que dvV =/xda, on voit que (6)
est aussi la solution générale de I'équation fonction-
nelle

»¥[«]
©) S0 (x)

formellement identique a I'équation de SCHWINGER-
TOMONAGA [8,9] . La déduction précédente montre
nettement I'origine de cette équation et de la fonc-
tionnelle d'état WJ[o]. L'équation (9) peut étre
soumise a une opération de superquantification qui
confere a V [o] le caractére d'un opérateur fonctionnel.

Les recherjhes d'électrodynamique quantique
basées sur I'équation (9) utilisent toujours des déve-
loppements en série analogues a (7), ce qui donne lieu
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a des calculs impraticables dés que I'on veut pousser
les approximations au dela du premier ou du deu-
xieme ordre. Il nous semble donc tres utile de mettre
la solution (G) sous forme finie. Pour cela, considé-
rons d'abord la solution générale de I'équation (2) qui
s'écrit formellement :

(10) m_gverrer (f,).

Désignons par <p, une solution particuliére de (2)
telle que Vo + fo admette un logarithme. Posons
i2 = iTi + jr/,, ou I'opérateur -ffi est la partie de
I"hamiltonien qui dépend explicitement des symboles
aldps Pour toute fonction F dérivable nous écrirons:

[e"""J(F)-C(F).
La solution (10) prend alors la forme

UG- log <t>0)\~\f
(Hy 78 v %=

Supposons que l'on a

(12) H - kyJ -,
ap'
étant une constante et les -j'et E" des matrices sa-

tisfaisant a (Y)* = (¢*)" = 1. Dans ce cas on aura

H=0a0m .
1

e ’- —1 I~cosh (,a,) + sinh (to,)
et
”//..,li cosh 1 Tk — 1+ ysinh| Tk ~ )
)
|
Mais on a:
F (x,r)

H->£)]

S[F(X* + ?2,T)-f F(x< - G,t)J,

jAsinh : F(X,T) =

daj

avec
T ri'+g dp* = [x' coordonnées géodésiques

de pdle P (x)],
et nous poserons pour simplifier I"écriture
[e"»'](F)= <r(F)- | F[.

Par suite des résultats précédents, on voit que (11)
prend la forme:
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(13) [cosh (Ta) +

+ sinh (Ta) e] (e

Telle est la solution de I'équation (2) sous forme
finie quand I'hamiltonien a la forme (12), ce qui est
en particulierle cas de I'hamiltonien de DIRAC pour
lequel on a

(14) >h = _f:_.'7
Iri apj"’

Ay —meca.),

les y et m étant des matrices bien connues.

De la solution (13) on déduit immédiatement par
(4) la solution de I'équation de SCIIWINGER-TOMONAGA
correspondante. 1l est permis d'espérer que cette so-
lution sans développements en série pourra simpli-
fier beaucoup les calculs de I'éleetrodynamique quan-
tique.

Champs magnétiques stellaires
a variation périodique

En appliquant les équations de CODAZZI a un do-
maine quasi-statique de I'espace-temps on trouve [10]
la relation suivante entre les composantes spatio-
-temporelles des tenseurs métriques externe at, et

interne g, d'un tel domaine
+OA* (s - Tik)\
M dx dx
“o\d x> dx ")’
Jyl
avec Oy 1.2,3) .
() 24j; = XSi. + «T"U,,

"l étant la courbure moyenne de I'espace-temps et
&D, un tenseur dont les composantes sont des petites
quantités par rapport a lg,, au moins pour isj=k
Or, nous savons [7,10] (voir I'équation 1 de la
Note 111) que le champ magnétique if; est donné
par

d<*u a<"a
® d X dx' -
On a donc pour undomaine quasi-statique de l'espace-
-temps

@ (Mo), c-
C evi—1 (4 \d> X,
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i, ,l étant une permutation circulaire de 1,2,3.

Considérons une sphere en rotation constante. Ilest
facile de déduire [10] des équations du champmé-
trique interne g, la solution extérieure suivante

2 K ) )
(5) {UiX, —UXj) ,
cVv-1

M,, étant le moment de rotation de la sphere, K
la constante newtonienne de la gravitation, r la dis-
tance du point extérieur P au centre de la sphere,
Uj les composantes du vecteur unitaire de I'axe de
rotation, X, des coordonnées orthogonales sphéro-
centriques et -j-un coefficient numérique <J1(7=1
pour une spheére dont ladensité et la vitesse de rota-
tion sont constantes ou possédent la symétrie sphé-
rique)."En comparant (5) a (4) on déduit immédia-
tement

() H K, M, rot P x V{AjJ,

/o) ec
ol nous avons posé \ = A\ + A\ (cette quantité \
est unscalaire pour des transformations purement
spatiales des coordonnées et d'autre part A+ A\ a
la méme valeur pour toute valeur de j et I—1 ,2,3).
L'électromagnétisme classique nous apprend que
(6) est le champ magnétique extérieur d'une sphére

uniformément aimantée dont le moment magnétique
M. est donné par
25 (mMo),
?) M,» - Vv “~t "rot.
Xw ec
Nous avons appliqué précédemment [10, 11]

cette formule pour expliquer le champ magnétique
général de la Terre, du Soleil et de certaines étoiles
magnétiques (78 Virginis parexemple) étudiées par
H. W . BABCOCK au MOUNT WILSON [12]. Les champs
magnétiques stellaires a variation périodique décou-
verts parBABCOCK [13] peuvent d'ailleurs étre expli-
qués aussi par (7), car le coefficient \ a en général
une variation périodique [14]. Enfin, nous avons
montré [15] qu'en ne négligeant pas les composantes
non diagonales du tenseur A\ défini par (2), les
équations de CODAZZI donnent une relation plus géné-
rale que (6) et expliquent facilement I'inclinaison de
I'axe magnétique par rapport a I'axe de rotation.
Dans le présent travail nous voulons généraliser
quelques uns de ces résultats en montrant quela
forme du coefficient \ a laquelle conduit la théorie
rend compte trés aisément de la courbe du champ
magnétique polaire H, de I'étoile B . D.-18° 3789
(constellation de la Vierge), récemment publiée par
BABCOCK [16], Pour déterminer le coefficient %on peut
utiliser, comme nous I'avons fait dans un travail an-
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térieur [14J, les équations de propagation du second
ordre des fonctions d'onde fondamentales f,,,,, et
de notre théorie unitaire

[m=1,2,3,4; «=1,2,-.-,00; * laplacien
(dalembertien pour une métrique interne hyperbo-
lique normale) attaché a lamétrique g, ; dalem-
bertien attaché a la métrique externe w, et formé
avec les e», comme < est formé avec les g,. Pour
un domaine quasi-statique les équations (8) peuvent
se mettre sous la forme

22

a
©) L U4 ey
d ()
En cherchant [14] pour ?i=1 [niveau principal (élec-

tronique) des tenseurs de densité d'énergie-impulsion]
une solution de la forme

(10) <I>, = X(X*)V , X»,X2,x3) +,,., (xI, X2, x3),
généralisation minima de la relation <>, = XV |
pour le cas statique, on trouve (X'= ICl):
cPX ac*
(H) I f l+*, 0, "
<fi = 'ml

a étant une constante arbitraire et

cC*f Pi- «j

(12) .
l+7a,

On obtient donc

(13) }@® = X,—Asin (at),

eu choisissant convenablement I'origine des tempi et
en posant

@9 \a 0L — *i

Considérons maintenant les tenseurs de densité
d'énergie-impulsion T, (*i"",) et TJ,(<I>,) exprimés
par les fonctions d'onde fondamentales et leurs déri-
vées [v.par ex. 7]. Les composantes spatio-tempo-
relles (T.,,07,,7=1,2,3) de ces tenseurs sont
les suivantes (on néglige ici les petites contributions
des niveaux J>2 et on tient compte de la condi-
tion a*",,/c)x’ = 0 dans le cas actuel) :

sy u - A {(*.,* 4*r)+
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(16)
2 | dpi ta
ou nous avons désigné par q' les coordonnées géo-
désiques locales orthogonales attachées a la métrique
externe et définies en chaque point par dil- =
i
= u>.dx' dx* —2 (dg')
i
gnification des matrices sj et sj, voir par exemple
[7]). Posons

(pour ce qui est de la si-

‘Mi - 8 (<Prl «Ji*f - *mlo»il ff) 1
ir/ a»r
an ta
niil g
, ta'"
2 v ta

On obtient alors

@ ~-{rvi~

0AIl/* ™) V-a
cos (at) 1® ( ayf — ysine @i)

A(2X, V~A, ) sin (ai)

Des équations du champ métrique externe (équa-
tions 4 de la Note 1) on déduit la solution suivante
dans un domaine quasi-statique
(199 mu(P) - - — /[ -"~p i»,, (I-1,2,3),
en négligeant naturellement le terme cosmologique
en X.,. En appliquant cette solution a une sphere

en rotation et en utilisant (1) et (5) on voit que I'on
peut écrire dans ce cas

(20) i(f)y= 2X, (m).. i Hux, - ux)
d'ou I'on déduit en tenant compte de (6)

(21) N-«V* «= 1,2,3).
Comparons la solution (19) a la solution extérieure

1 CTu (Q) ("= 1,2,3)

22 i
@2 Si 21T J r

pour le champ métrique interne quasi-statique qui
prend la forme (5) pour une sphére en rotation. Par
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suite de la condition (21) on doit avoir nécessaire-
ment pour une sphére en rotation

(23) (@ 1,3,3)

Le coefficient de T,, dans I'expression (18) doit
donc étre égalé au scalaire C/X”~ dans le cas d'une
sphére en rotation constante. Posons donc :

e, = + X, W, + T.)XX, X,
aA - RLYE
(24) Xiuy X X,,
vVyXx x~
a, * X + XX

L'expression de | devient alors:
(25) 5= 6!+ i,cos (0ij + b, sin" (09 + b, sin (ai).

De la relation (6) on déduit immédiatement le champ
polaire a la surface d'une étoile de rayon r, :

(26) B

En tenant compte du résultat (25), on obtient donc
finalement:

27 H = «6t + Bé,cos (at) -f 22 A;sin* (Ti) +

+ Beisin(§ 9.

Pour ['étoile B. D.-18°3789, qui se préte parti-
culierement bien aux mesures de I'effet ZEEMAN par
suite de I'orientation de son axe magnétique suivant
la ligne de vision, BAUCOCK a montré [16] que la
courbe d'équation

(28) H, (gauss) = 2000 + 6600 cos (g «) —
— 1600 cos (2 <y

représente tres bien les observations avec
(29) 1,25 microcycles/sec.

La période magnétique P, (égale a la période
de la variation d'intensité des raies métalliques) a la

valeur :

P, = = 9,295 jours.
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L'équation (28) de la courbe des observations peut
se mettre sous la forme

(30) H, (gauss) = 400+ 6600 cos (o-i) +
+ 3200 sin* (at)

puisque 2sin’ (at) = | —cos (2at). Remarquons que
les coefficients Bb, , Bb”~, B b, et Bb de (27)ainsi
que o font intervenir, d'aprés (12, 26,24), les cons-
tantes arbitraires Xn>-AIA><Q™ c* 7 1 | '°" peut
déterminer maintenant, pour |'étoile en question, en
posant

Bb~ = 400gauss ; B b, 6600 gauss

B 6,= 3200 gauss ; b.=0;

= 1,25microcycl./sec.
oA

Ces valeurs rendent identiques la courbe théo-
rique (27) et la courbe des observations (30). Remar-
quons que bu= 0 implique, d'aprés (24),pour I'étoile
B. D.-18»3789:

d'ou I'on déduit aussi

puisque 6 , > 0 .

HT
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N.° 50 —Dezembro de 1951

Sulla media e ia varianza di un camp/one
di G. Pompilj
Roma

1. — Posizione dei problema

Sia M una massa finita formata da H elementi
U>2>"'jH ‘i competono ordinatamente certi
valori x,, x,, s, x, di un dato carattere quanti-
tativo X.

Aila massa M
variable

cee X,

resta in tal modo associata una
casuale S che assume i valori x,,x,,
—non necessariamente tutti distinti—ciascuno

con la stessa probabillita —. Se poi hi degli H
valori Xi coincidono in un certo valore x\ , ft, coin-
cidono in x'z--k, (k™H) coincidono nel va-
lore x\, potremo anche dire che la v. c. (sigla di
«variabile casuale») 1 assume i valori x\, x',,
Aj hi
f j»t probability Pi=Jj> Pz= jj,-->
K

Secondo un simbolismo da tempo in uso indiche-
remo con m, il momento r-mo deliav. c. &:

C‘_ 1!21 '”);

momenti € particolarmente
quello dei primo ordine
chiamato «media».

Indicheremo poi con m, il momento
alia media

BE) - ASi*?
tra questi importante
che & comunemente

r-mo rispetto

m, M [3BE—m)Y) = A, JJ,(?-m) (r=2,3, ¢e°);

tra questi momenti & particolarmente notevole quello
di second ordine che indicharemo con [JJ e chiame-
remo, secondo wuna terminologia ormai diffusa,

varianza delia v. c. 3t
Cio premesso immaginiano di avere un campione

delia nostra v. c. costruito scegliendo a caso 'N ele-
menti delia massa M , con un procedimento rispetto
a cui tutti gli elementi delia massa si trovino nelle
stessi condizioni, e raccogliendo poi i valori che il
carattere X assume in corrispondenza agli elementi
scelti.

Sopra questo campione,
che chiariremo nel seguito,
metri m, e .u’, chiamati rispettivamente media e
varianza dei campione, i quali, al variarc dei cam-
pione stesso, deserivono due v. c. che ¢ interessante
studiare, determinandone in particolare, la media
e la varianza.

con qualche avvertenza
si definiscono due para-

In vista di tale problema & opportuno precisar
meglio il método di scelta che, come €& noto, puo
essere di due tipi fondamentali:

1) estrazione

a caso con ripetizione  (schema bernoul-

liano) in cui si rimette di volta in volta Pelemento
estratto nella massa,

I1) estrazione a caso senza ripetizione (schema
delTestrazione in blocco) in cui 1'elemento estratto

non viene ricollocato nella massa.

Il problema che ci siamo prospettato nelle righe
precedenti e gia stato risolto sia nello schema ber-
noulliano che in quello dell'estrazione in blocco

Tuttavia in sede di sistemazione espositiva dei
risultati si pud raggiungere una notevole semplifi-
cazione basandosi sull'impiego sistematico delia

(*) Ricevuto nelP Ottobre 1951.

(") Per le formule relative alio schema di BERNOULLI ved. un
qualunque buon trattato di «Statistica» o uCalcolo délie proba-
bilité» ; per quelle relative alio schema dell'estrazioue In blocco
ved. : AL. A. TscHurkow : On tlie mathematical expectation of the
moments of frequency distributions in the case of correlated obser-
vations, Metron, 11, 1923; J. S. nevwman : Contribution to the
Theory of Smalt Samples drawn from a finite Population, Bio-
metrica, XVII1, 1925 ; A. E. R. cHurcH: On the means and squared
standard-deviations of small samples from any population, Bio-
metrica, XVIII, 1926.
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v. c. delle prove ripetute associata alio schema d'estra-
zione, il cbe rende, per cosi dire, automatico il pro-
cedimento per ricavare le formule.

Ho gia esposto completamente questo metodo d‘im-
postare e risolvere il problema nel caso bernoulliano
dell'estrazione a caso con ripetizione (’) ;in questa
Nota impiego lo stesso metodo anche nel caso dell’es-
trazione in blocco, cosa che non mi ero ancora deciso
a fare non tanto per difficolta concettuali —perché mi
sarebbe bastato seguire pedissequamente quanto avevo
gia fatto per il caso bernoulliano — quanto per una
certa laboriosita di calcoli veramente scoraggiante.

Ma esigenze di simmetria e amore di completezza
mi hanno spinto ad introdurre anche questo argo-
mento nel mio corso di «Calcolo delle probabilita»
inducendomi cosi ad affrontar la fatica che, con
qualche opportuno accorgimento che il Lettore no-
tera, ho cercato di rendere minima.

Aggiungo che i Campioniottenuti con scelta a caso
senza ripetizione sono gia statti studiati sistematica-
mente da G . GINI (-) il quale ha stabilito risultati
fondamentali sopra le medie combinatorie potenziate
di tali campioni.

2. — Lav. c. dell'estrazione in blocco

| risultati delle prove ripetute N volte, con estra-
zione a caso senza ripetizione, nell'ipotese di k al-
ternative, descrivono, al variare dei grupo di N prove,
la v. c. maltipla (£)i,£>2, s £)) , detta «dell'estra-
zione in blocco», che & (k—1)—pia e non k—pia,
come potrebbe sembrare, perche le k v. c. £5j sodis-
fano alia relazione idéntica :

(2.1) £>i+ C,+ s +£),, = N.
I momenti fattoriali di tali v. c. sono noti () :
2.2) M) = M [ESI(E)! - 1)
oo(£>1- n + 1)£>,(0, - 1)e (0, - r, +1)...
eeepaa-i)ee(0*-»-*+i)=
N (N -1) eee(N-r + H)
Al («<1— 1) eee
H(H-1)...(H-r-ri) ‘
C(A- 5+ DAA, - 1) see (A- 1, + 1)
ee-A (A,-1)-- (h, -1, + 1)
dove si € posto r = r\ -j-r, eee + .

Mediante i momenti fattoriali si possono poi cal-

() Ved. : G.rowmpiLs : Complcmenti di calcolo delle probabilita,
VescM, Roma, 1948 ; pagg. 148 e beg. .

(") Ved. :cC.cini : e medie dei Campioni, Melron, XV, 1950,
G. pompiLy: Sulle medie combinatorie potentiate dei Campioni,
Read. Sem. Mat.di Padova. XVIII. 1948.

() Ved.: G. pompiLy : Complementi di Calcolo del'e Probabi-
lita, Veschi, Roma, 1948, pag. 135.
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colare subito i momenti ordinari e quelli rispetto
alia media, ricorrendo a formule assai facilmente
ricavabili e che qui, per comodita dei Lettore,
mi limito a riportare per i momenti fino al quart‘or-
dine.

Diamo anzitutto le formule che legano i momenti
ordinari a quelli fattoriali:

—m,
m m + TM<1)
mi ,1 ™ i>
TO, (3> 43 m, + m,
m, j «<s, i) + ™ D

23) »1, 11 =
TO, =m + 6m,. + 1m, +m
«3,1 <3, t) A+ 3«<i
«2,2 "a, e + ™M«.D T Mg .t m
2,11 "(2.,4,1) o+ nd i)
"> 1,15 «(1,1,1,1)

I momenti rispetto alia media sono poi legati ai

momenti rispetto all'origine dalle formule seguenti :
oT, = m, —rri\
™Il = «1,1—"»i,0""0,i
"3 = «s —'&mm, + 2m\
m, ' =m, i—m, m, j+2mf TQ,,—2»»!, «i,i

"i,1,1= "«1,1.1 —™1.1,0'0>0>1 +
— «i,0»1«0"1>0 —«0>11i«0>0il +

+ 2m,,o,,m,,i,,«0, 0O,i
a4 =TO4—4mjm, + 6TOJTO, — 3m*
"3,i = «S>1- 3»1,1 TO,, + 3«i,i«?,0 +
— m,,,m,,-i-3m,,,m,,,m,,—3m?,m,,i
m -«»,e»— 2ra,. iw,,i—2m!,2"~,0 +
+ 4/» 1>« m,i + m, om*, +
(2.4) + "*0,2»»1,0 S«l,0«T,1

1 = »2,1,1 —2 mi,,,,
—"2 ,1,00 ,0,1—"2,0,1™0,1,0
+ 2 ,7n, L, (%, 0 f

m, ,,, +
+ 2m,,0,ii»i,,, 0"0,l, 0+ m?,0, («0,1,1+
+ »*2,0,0"0,0,1"0,1,0 +
— 3wif ,0,0 ,1,0"0 ,0,i

«1,1,1,1="1,1,i,1—"1™M,1,0"'0,0 ,0,1 +
—«1i1,0,1"U,0>i >0~«I>0>1>1"0,1,0,0 +
—"0 ,1e¢i,1"l, 0,0,0 +

+ «1,1>010« 0,0j1>0"0,0)0, 1+

+"i,0,1,0"0, 1, 0, 0TOO, 0,0, 1 +

+"1,0,0,10 1,000 ,0,110 +

+7 11,1,0"1,0,0)0%, o0,0, 1+

+ " 11, 0,1"i, 0,0,0"a joe1l,0 +

+B ,0,1,1«1,0,0,00 ,1,0,0 +

—3m] ,0,0)0«0>i,0)0«0,0>i)0«0>0>0ii
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In particolare dalla prima délie (2.3) si ricava, in
base alia (2.2), che la media deliav. e. O, & Np, ; in
simboli :
(2.5) M (0) = N,

Possiamo quindi definire le v. c. scarto:
(2.6)

% -=+£>,-Np, (i= 1,2, s Kk

ehe soddisfano alia relazione lineare idéntica:

(2.7) 9ci Stt, + R*= 0
Conviene dire subito che il calcolo dei momenti
delia v. c. (Sti, 9t,, s+, Sft), cioé dei momenti ri-

spetto alia media delia v. c. dell'estrazione in blocco,
calcolo da farsi attraverso le (2.3) e le (2.4), & pero
tuttavia laborioso; cio mi ha indotto a condurre
avanti i calcoli in un caso particolare, tuttavia com-
pletamente sufficiente per la soluzione dei problema
che ci siamo posto; il caso particolare in questione
corrisponde a k—H e quindi h\ = hi—eee = h = 1.

In queste condizioni il momento fattoriale
»Kr,r,... gqa) e nullo,b a meno che non sia
r (t—1,2, ee«,H) eguale aOal, nel qual caso,

se r délie r, sono eguali ad 1 e le rimanenti H—r
sono nulle, in base alla (2.2), si ha che il valore del
momento fattoriale e dato da:

AT(IV-1)---(iV-r-]-1)

28) H(H-1)--(H-r+1)

In queste condieioni si ottengono subito i momenti
delia v. c. dell'estrazione in blocco :

i N
M (of) -H

- N(N- g
3/(010;) H(H_I))

N(X-D(N- 2
HH- 1) (H—2)

(2.9)

N(N-  -1)(A—2) (A-3)
H(H-1) (H-2) (H-3)

Approfittando ora délie (2.4) e délie (2.9) possiamo
scrivere le espressioni dei momenti rispetto alla
media. Prima perd converra fare due posizioni che
ci permetteranno una scrittura piu compatta :

N H—N
~~H~

(210)
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Dopo di che i momenti rispetto alla media delia
v. c. dell'estrazione in locco assumono la forma se-
guente:

((3
ff-rl
= «P(0-%*)
ag(0—«)
H- 1
) «0(0-»)
Jf (SI,91, SU (iri) (H2)
AR(St?) =aP(1—3a@
(2.12).
9t'791) «P(l -3a p)
M (o7 9L H-\~
af(9t29t]) Y (0-<)7l
«0 r
M (m % SU Hotr ome TP

«Pj (AT-1)3H-(P- «)(2«-Q)]

M(9»39L,8U7L) - 8 1\l o) (M)

3. —Lev. ¢c. «momento»

Per poter approfittare, nei successivi calcoli, délie
formule (2.11), stabilité alla fine dei numero prece-
dente, converra dire, riprendendo il discorso del n. 1,

che negli H elementi délia massa M il carattere
X assume ordinatamente i valori x\, > eee > Ope

In tali condizioni i momenti délia corrispondente
v. ¢. X sono dati, corne si € visto da:

(3.1)

e in modo del tutto analogo si definiscono i momenti
rispetto alla media:

32) m,= iI/(['|'-m,]")=.2,’\|_-|(x‘-m)y (r-2,3,-)
i

Scegliendo a caso senza ripetizione, corne gia si e
detto. N elementi délia massa M si otterranno le
N determinazioni seguenti del carattere Xi xj, ,
X),, ees, Xj, le quali formeranno un campione délia
v. c¢. E, campione ottenuto con un‘estrazione in blocco.

In termini delia corrispondente v. c. dell'estra-
zione in blocco possiamo dire che la determinazione
(0i, 0,,*°,0) , relativa al nostro campione e for
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mata da N numeri 1 e H—N
tribuiti:

1 se I*e
(3.3) {

0 negli altri  casi.

numeri O, cosi dis-

Come momento r-mo dei nostro campione pos-
siamo premiére la quantita:

1 S
(G4 K——51%s

che in base alie (3.3), si puo anche scrivere in quest’
altra forma

1 »
(3.5) » —— > X\ o,

che & per noi assai coémoda perche permette di scri-
vere subito 1'espressione esplicita delia v. c. 3ft, de-
scritta da .m, al variare dei campione :

(3.6) sot, "-S~ATO,

Il valor medio di questa V.
momento r-mo .m, dei campione, coincide con il mo-
mento r-mo m, delia v. c. £ di partenza.

La dimostrazione & immediata ; basta infatti ricor-
dare che, in base alia prima delle (2.9) é:

N

c. Sft,, descritta dal

dopo di che si ha subito:

(3.7) M DY) - —2.xtM (0) - =%, *i - m,

c. v.d

Possiamo infine definire la v. c. searto:

1 s

(3.8; e=dat- m=—S-*?".-
»

di cui ci interessano i successivi momenti.

Questi momenti si calcolano in modo concettual-
mente assai semplice secondo un schema che ho gia
avuto occasione di esporre (*), ma che tuttavia nel

() G. pompiry : Sttlla media geométrica e sopra un indice di
mutabilita calcofali mediante un campione, Mom. Soc. Italiana
delle Scienze, s. 111, 1947.
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nostro caso porta a calcoli piuttosto laboriosi; per il
qual motivo mi limitero a ricorrere a tale schema
générale solo per il calcolo di alcuui momenti, mentre
per altri, che pure interessano, mi serviro di parti-
eolari accorgimeuti.

| calcoli che seguono mi sembrano abbastanza
chiari; e pertanto mi limiterd a riportarli senza una
parola di spiegazione.

.1/(6,. 91) -

+

*tAI(5*?)l = -3

_(x5;- m)

1 rxQ*
I r*&* (% % 51) +
+ acdJif(91d 51) + xj A/(51,919) j—

39) "(g-1) (g-2) VU@

1 f*

~n\  SL.TACfcW) +

M (6,5tjf)

+ x; AIGtNI=i~"N(xj-m,)
M (67 51)
+ xf M(e51,) - —

o [X?"—m, —2m, (Xj —m)]

Mediante questi valori medi si calcolano poi subito
i due momenti seguenti:

Af (©?) g, of Af(©,SRi)-
iT-xV 1
(3.10) \
M (67 6.,)=—— Qo k (57510 =
_(H-N)(H-2N) 1

(ff—1) (Ff—2) r2v2:m+
—2m,,, 7«,—;n, jn, + 2 m,] .

Un altro momento che c'interessa calcolare &
M (6i); ma seguendo la Strada fin‘ora percorsa
andremmo incontro a calcoli piuttosto laboriosi;
ricorreremo percio ad altro ordine di considerazione,
e, per rendere i calcolipitusemplici, li eseguireno nella
ipotesi non restrittiva  che sia m+x= 0 .
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Indichiamo con Si, 3Ej, e*s, &> le v. c. descritte
dalle determinazioni assunte dalla v.c. X nelle suc-
cessive N prove con le quali viene construito il
campione.

Queste N v. c. non sono certo indipendenti per-
che, eseguendosi le N prove secondo lo schema
dell'estrazione a caso senza ripetizione, il risultato
di unaprova & ovviamente influenzato dai risultati
dele prove precedent! ; inoltre esse sono formalmente
eguali alla v.c. T, intendendosi con questo che hanno
in comune con tale v.c.la funzione di ripartizione.

| momenti del quart'ordine delia v. c. (Tijijj ) T«)
si calcolano abbastanza facilmente e il ealcolo e
ancor piu facilitate dall'ipotesi posta che sia:

I
(3.11) mi- — oG- 0.

Anzitutto possiamo subito scrivere :
3.12) M (S) = M(X) =m,
mentre per il ealcolo dei momenti misti occorre tener
presente chedue v.c. T, con indice in basso diverso

non possono mai assumere contemporaneamente lo
stesso valore X, ; avremo pertanto :

1 .
S XAHmM,-xf) - - Wi
M (i 1
('-ﬂ H(H—|) S,—S,*?*?
Xj (Hmz—x?) =
H(H-\) i ( )
Il 3=£> «>izi, ]
1
ff(#-1)(H-2) *
. 1
{Hm —xj - xf) =
H(H— )(H-2)
H
i(- ? _
(3.13) 2. Xj(- Hm, x, H 2x7 Hm,)
Hm —2rn,
11 H=i o*=£>> vi
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X, XjX, (—x, —X, — X,) =

" HMH—-Il) (H—2)(ff-3)S.- S,
X, X, (2xJ + 2x, X; 4 2Xj —Hm) —

1 s
S a?;(-6x?+
PF(/i-1)(11-2)( F1-3) —* -
3i/Xj>(.+ 2TO) =3 wij — 2104
+ oL T ET-)(i1-2)(F1-3)

Cio posto si osservi che la v.c. scarto ©i,

nelle
nostre ipotesi, non & altro che la media aritmética

délie N v.c. 1,, cioo:

(3.14) 61 (Si + T, + oo + Iu)

di modo che si puo subito scrivere :

(3.15) ©f=-"~"[£S*. +4X3SS, + 6SS?S? +
+ 1211?3E,3E, +24SS, ET,, R]

dove i 5 sommatori a secondo membro eomprendono
#\ /AN
ee (1) (i2j' Uy

rispettivamente N
'V 4.
termini.

Passando infine, nella (3.12), ai valoi'i medi, pos-
siamo scrivere :

NM(V)  + 8( N JAR(3E?3E,).+

IV T

(316) + “('2)'' )+ T°(3) M *s»)+

+ 24 Jf<£&QEjj,

da cui ricordando le (3.11), si ottiene infine:

H—N 1r
M(©") = m, +
(3.17)

+ 33— Ay oA (fTm? - 2m))] .
(if-2)(/i-3) : "

Chiuderemo questo numero cosi pieno di formule
elencando solo quelle che c'interesseranno per ilse-
guito, calcolate nell'ipotesi, che per i nostri scopi
non résultera restrittiva, che sia =0:



men =00

m@©9 =""NCT

M@ =
(RN D) ON G i),
w-2) (H-3)

4. —Lav. ¢ «media»

Della v. c. 3R, descritta dalla media.in, del cam-
pione ci sbrigheremo in due parole. Int'atti, per la
(3.7) , si puo subito scrivere :

(4.1) M 3K, = mi

e, in base alla prima délie (3.18) si puo dare
sione délia varianza :

I'epres-

(4.2) -M<el)-~-£ —
Ak o H-1 N
5. — Lav. c- «varianza»

Nei caso di un campione ottenuto secondo lo sche-
ma bernoulliano, cioe con estrazione a caso senza
ripetizione, per definire la varianza del campione
stesso si introduce un opportuno fattore di corre-
zione in modo che la v. c. descritta da taie varianza
abbia per media préprio la varianza delia v.c. di
partenza ; ed effettivamente corne varianza del cam-
pione si prende non gia la media aritmética dei
quadrati degli scarti dalla media del campione me-
desimo, ma tale media aritmética moltiplicata per

N
il fattore \__;

Anche nel caso dell'estrazione in blocco converra
definire' la varianza _[/.” del campione in modo che
la media delia v. e. descritta da tale parametro coin-
cida con la varianza delia v. c. di partenza.

A tale scopo bisogna porre:

H-l 1 JL.

Bl A-A- i SA LAY

che si pud ancha scrivere in quest'altra maniera per
i nostri scopi piu comoda :
H—I 1 "
S (M-.wi)!
La (5.2) permetljéI di dhre 'subito I'espressione es-

(5.2)
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plicita delia v. c. 2ft, descritta dalla varianza al
variare dei campione :

(5.3) 3JI, - il - . ! %EX, - 3tt,) ©
*i

. h n-i. *r , .
che possiamo anche scrivere in quest'altra maniera :

if-2  N—lI
(5.4) m - — —- [pL + <S-2m&- ©7].

Vogliamo anzitutto controllare che lav.c. 2K,, sopra
definita, & invariante di fronte ai cambiamenti d'ori-
gine, la cosa e praticamente pacifica trattandosi
di varianza, ma & facile eseguire direitamente il
controllo. Se infatti ai valori x, si somma la quan-
tité a ottenendo i nuovi valori X\ = cc-f-a che appar-
tengono alla v. c. i' =T + a e se indichiamo con
I'apice i momenti e le v. c. relativi a questa nuova
V. C. si ha:

~3E
©, -f 2a0j
e quindi :
. H
(5.5) m H N
+ ©1 - -g- +—[|*] +©2- ©j - ©?]=an,
c. v.d.

Dalla (5.5) segue in particolare che possiamo, senza
perdere nulla in generalita, portare l'origine nella
media o, quel che € la stessa cosa, supporre =0
dopo di che la (5.4) si srcive pius emplicemente cosi:

H-1 N

(5.6) 3%, " - e - I>14+©,-0,7].

Possiamo ora controllare, ricordando le (3.18), che
ja media delia v. c. 2K, coincide con la varianza
délia v. c. di partenza ; si ha infatti :

— H-1 A—1
7)) M (QJl)= — — 7>+ M (0,) -
M (6?) -a*,

c.v.d.

Sottraendo dalla v. c. 2ft, il suo valor medio [>'
otteniamo la v. c. scarto :
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h-i
58) ~fiT
IHIL/Zt-ff-i) . 2
di cui interessa in modo particolare il secondo mo-
mento, che ci da la varianza delia v. c. 3R, stessa.
Per calcolare rapidamente tale secondo momento
conviene, approfitando delle (3.18), determinare pre-
ventivamente i due valori medi seguenti :
H -1 N
M (©262) = H~

' H—N

-Af(©?0)) (m, - ml)

N
31(6207)= .

H—
(5.9) (H—N)>*

" "]

rcK (ON)+Af(Ci6?)-
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ii(iv-i)
m
N (N-1){ (#-1) (tf ~2)

H-2N -
~HA2‘ *

H-N-1)(N-1)
C(HA2)(H-s) - (e

i

Mediante i precedenti valori medi (5.9) possiamo

poi calcolare, nel modo piu semplice, il secondo mo-
mento delia v. c. scarto ©2:

H-1
(5.10) a? d/@©N=.
: e \M  (6,)-M/(6,0,) +
N-T N (H-1)% (6.)-M/(6.©.)
_ H-1 HNi 1 ;
-(M&z&i) H Hel \H-2 (m, — ml) +e
1 roH ojyNgy o H-2N -
. m\ + m, + '
H (N-1) \ (H-j(H--2) il-2
G g e i (Ffiti - Fn.)\
N (H-2)(H-3) S g
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Algumas  Aplicacdes

da Teoria Analitica

dos Polindmios

por José Gaspar Teixeira

Instituto Industrial de Lisboa

A teoria analitica dos polinémios —estudo dos po-
linémios como fung¢des analiticas—pode considerar-se,
sob certos aspectos elementares, como o prolonga-
mento natural da discussdo da natureza dos zeros dos
mesmos polinémios, iniciada ja nos cursos de mate-
méaticas elementares.

No presente trabalho abordaremos alguns problemas
relacionados com resultados obtidos por nés em 1944
e apresentados ao Congresso Luso-Espanhol do mes-
mo ano.

Problema. Consideremos um polinémio, P, (x), do
2.° grau em X, de coeficientes reais dependentes de
dois parametros — func¢des lineares (‘) desses parame-
tros, por exemplo

P, (&)- », (5-«i) ** +'<?i 6,-n>" + fz (5,*U
em que

=aC+ M +e (/= 0,1,2).

Para a discussdo da natureza dos zeros de P,,
comecaremos por notar as posi¢des relativas das rec-
tas r. e da”~cénica C, de equagles respectivamente
t0j=0 e o\—<go0 =0 -

1) C é tangente asrectas r, e r,, nos pontos de inter-
seccao destas rectas com r,.
2) Os pontos de C s6 existem nos angulos onde

?0¥2>0; consequentemente:

se for T o triangulo definido pelas rectas r,

a) C serd hipérbole e ndo terd pontos interiores ao
triangulo T, se, no interior de T for cp,*», <O0.

6) C serd elipse ou parabola e ter4 pontos inte-
riores a T se, no interior de T for fwe+?,> 0.

Posto isto, sejam Ri as regides simplesmente cone-
xas determinadas do plano
e pela cénica O.

pelo trilatero r, r,, r,

O polinémio P, (x) gosa, em relacdo a estas regides
Rz, das propriedades seguintes :

| — Conservando-se o ponto M (k,fl) nointerior de uma
mesma regido R%, n&o se altera a natureza dos
zeros do polinémio P..

I —Quando M ,<] se desloca sobre r, um dos
zeros de P, conserva-se no ponto infinito; sobre
'j os dois zeros permanecem simétricos; sobre r,
um dos zeros é nulo; enfim, sobre C os dois zeros
sdo sempre iguais.

Aplicagbes. S&o imediatas as generalizagbes do
problema anterior para o caso das equagdes <p;=0
representarem curvas a Jordan, limitando areas sim-
plesmente conexas.

Este método, porém, da discussdo da natureza dos
zeros dum polinémio nédo poderda ser aplicado a equa-
¢des de grau superior ao quarto.

Mas o interesse pratico da reparticdo das raizes da
equacgao

(1) P, xX) - O

reside no facto de ser ela a equacgédo caracteristica da
equacdo diferencialde 2.” ordem, homogénea, de coefi-
cientes constantes,

d"~ x dx-
2) To - + 2<p! — + yx =0,
oi* dt

que rege tantos fendémenos da mecanica e da fisica.
Em muitos desses problemas, interessa menos a
determinacdo do integral geral da equacdo diferencial,

(*) Recebido em 3 do Novembro do 1951. Disserta¢So apresen-
tada em concurso de provas puUblicas para Professor Ordinario
do 1.° grupo do Instituto Industrial de Lisboa.

(") 83.0 6bvias as generalizagdes a polinémios de coeficientes
reais, funcdes regulares de dois parametros.
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que o comportamento do mesmo integral quando a
variavel t aumenta indefinidamente.

Como se sabe, se for ¢—a-}-zp uma raiz complexa
da equacdo (1) o integral geral de (2) tem a forma

*<) = e'-"(Ne'"VBe-'")

Xt |I= e''e
Portanto, se a<0, é lim \x (< |=0; se ot=0, o inte-

gral geral x (t) é funcdo limitada para todos os valo-
res de t.

Em qualquer dos casos, diz-se que, o sistema, sede
do fendmeno em estudo, sofre uma evolucao estavel (I).

O estudo da estabilidade do sistema reduz-se pois
ao estudo do sinal da parte real das raizes complexas
da equacdo caracteristica da respectiva equacao
diferencial.

O problema anterior mostra um critério simples, de
natureza geométrica, aplicavel ao estudo da estabili-
dade de um sistema fisico.

Consideremos, por exemplo, um sistema cuja evolu-
cdo obedece a equacdo diferencial

dx

d x
@-T) '-jpe+ 2(i-1) — + (in+ 0x - O.

A equacdo caracteristica tem a forma
en- 1>+ 20- 1)x+ (v,+ 1)- O
e, basta tragar as rectas: \—C=0, I—I Oe Y))-C= o0l
e a hipérbole 2C2—Y~—2C + 1 = O (fig. 1) para
concluirmos:

\\

Fig. |

Se os valores dos parametros
ponto M (1, -g) se situa

\ ,-r\ sdo tais que o

(") Se t for a variavel tempo, e se ,1*i m (x) = @, o sistema
L. P - 1-*-00 - .
viria a sofrer uma ratura mecanica, disrupcao eléctrica, etc.
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0) na regiao
regime  periédico

tracejada, o sistema funciona em
amortecido.

b) sobre os arcos AB e CD dos ramos da hipérbole
0 sistema tem um amortecimento critico.
0 regime ¢é

¢) na regido ponteada, aperiédico

estavel.
Se, porém, a equacao diferencial for

dix dx
(?-")y"~-+ 2(5-1)—+ a+Y)x =0

a conica reduz-se a parabola YJ-—2? 4- 170, (fig. 2).

Fig. 2

Agora, se o ponto M estiver situado :

a) na area tracejada, o sistema funciona em
regime periédico amortecido

b) sobre os arcos AB e CD da parabola, o sis-
tema tem amortecimento critico.

¢) na regido ponteada o regime é aperiddico es-
tavel.

Nos dois casos vé-se, graficamente, que o regime
de amortecimento critico € um caso limite comum
dos regimes periédicos amortecidos e aperiédico
estavel.

Generalizagbes. A andlise anterior tem o incon-
veniente de ndo permitir uma generalizagdo quanto
ao grau do polinémio, pois baseia-se na resolubili-
dade por radicais da respectiva equacao.

H&, no entanto, processos classicos aplicaveis a
equacdes quaisquer de coeficientes reais.

Temos, por exemplo o
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TEOREMA DE HDRWITZ (*). A condicdo necessaria e

suficiente  para que os zeros dopolinémio de coeficientes
reais

f(x) =a +ax+ ha, x* (a,> 0)
tenham todos a parte real nef/ativa, € que os determi-

nantes

aia,a,***a, i
aa.a.***a, . (3 =0 se k> n)

O a a, **a,_,
X>1

00 O- +a.

sejam todos positivos.

Este teorema permite-nos resolver o caso de apli-
cacdo anterior, qualquer queseja a ordem da equagéo
diferencial respectiva.

Qutros critérios, devidamente adoptados, sdo tam-
bém aplicaveis ao mesmo problema. Assim, conhece-
-se O

TEOREMA DE ENESTROM KAKEYAT').
dum polinémio  f (x) s&do reais e verificam as desi-
gualdades

Se os coeficientes

O0< a < a <+ +*<a,
todos os zeros de f(x) estdo contidos no circulo  uni-
dade, \x|I 1.

Como a bilinear, z= transforma o interior
x—1

do circulo Ix I< 1 no semi-plano 31 (z2) <O (esta-
belecendo uma correspondéncia biunivoca e continua
entre os pontos das respectivas fronteiras), se atrans-
formada

- 1)»/

verifica as condi¢des do teorema de KAKEYA, todas as
raizes daequacdo /(x)=0 tem a parte real negativa.

Generalizagdes de outro tipo poderdo obter-se, con-
derando polindmios de coeficientes complexos.

Referir-nos-emos apenas a um método devido a
HERMITE,
citado por DIEUDONNE ().

Seja f (X) = a,+ ** + a,x" um polinémio de coe-
ficientes complexos; a transformada

completado por um teorema de SCHUR e

[* (x) =x"f(ljx) = a, + a,_, X -r ax

() Citado por J.DIEUDONNE — La théorie analytique
lyndémes  d'une variable.
(*) DIICUDONKE — Loc. cit.

des po-

7a

tem os zeros simétricos dos de f (x) em relacdo ao
circulo unidade. A expresséo

L —y h. t-o

¢ tal que os seus coeficientes verificam as relagdes

Akk — Ak h—itn—k—1 T

se em A" substituirmos x", y*-* respectivamente por

u e u, e fizermos a, = A, ..__. obtemos urna
forma deHERMITE H (/; ug,ui, *-,u,_,) associada
c/(*).

Entdo podemos enunciar o

TEOREMA DE SCHUR. necessaria e  sufi-
ciente para que todos os zeros dopolinémio f (x) sejam
interiores ao circulo unidade é quea forma H seja
definida positiva.

A condicdo

Enfim, refazendo a andlise anterior, substituindo
porém a transformada / * (x) por/(x) , obtemos
outro critério quenos permite afirmar quando todos
os zeros dum polindmio de coeficientes complexos
tem a parte real negativa.

Anteriormente a CAUCHY, os métodos usados no
estudo analitico das fung¢des eram pouco rigorosos,
grosseiros, mesmo, abusando-se duma «intuicdo evi-
dente» na falta duma estruturacdo ldégica, ainda
inexistente.

O estudo dos polinémios como fung¢des analiticas
inicia-se realmente com CAUCHY, mas até o fim do
Sec. X | Xprocura-se apenas a determinacdo das posi-
¢0es dos zeros reais dos polindmios de coeficientes
reais, deduzidas dasposi¢cdes relativas desses mesmos
coeficientes.

No entanto, um dos primeiros resultados obtidos
devesse ao préprio CAUCHY, mas sobre polindmios de
coeficientes quaisquer:

TEOREMA. Todos oszeros dopolinémio de coeficientes

complexos

1) f(x)=a,+aix +eee+ a,x"

estdo contidos no circulo | X |<”"x,, em que X, repre-
senta a raiz positiva da equacdo

(2) A+ A+ -+ A, x-"= AX" A -t |,

N&do conhecemos qualquer trabalho onde o estudo
analitico dospolindmios seja feito como corpo pro-
prio de doutrina. Pode dizer-se que os resultados
conhecidos sd@o em regra dispersos, havendo até
métodos caracteristicos dos polinémios de coeficientes
complexos e métodos caracteristicos dos de coeficien-
tes reais.
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Relativamente poucos s&o os resultados obtidos
sobre as propriedades dos argumentos dos zeros.

Em 1944 obtivemos algumas contribui¢des para o
anterior teorema de CAUCHYI").

Assim

A condi¢do necessaria e suficiente de existéncia
dum zero do polinémio (1) sobre a circunferéncia
\x \ =X, € que os respectivos  coeficientes  verifiguem as
relagdes Unicas e simplesmente determinadas
(A) arg =argi/ —+ - (i=0,1,-n 2)_

a,.i V a, n

Além disso,

Os polindémios  cujos coeficientes  verificam  as relacdes
(B) arg = p+ Kir,
menos  restritivas que as anteriores, constituem  um do-
minio  de integridade, Dy , caracterizado pela proprie-

dade seguinte:

T<xios ospolinémios dum Dy tém os respectivos zeros

simétricos em relagdio arecta y = Xx-tg<p [em parti-
cular sobre a proépria recta).

Com efeito, se for
P, (x) = e*g \a\ e®ix< O).,-jy+*> k,=0

1=0

um elemento de Dy, asoma e o produto de dois
elementos de Dy ainda é elemento de Dy. Que Do
¢ dominio deintegridade, torna-se agoia evidente.

fi,, ¢ odominio quecontém todos os polinémios de
coeficientes reais.

Passa-se dos elementos do dominio Dy para os
do dominio Dy, efectuando no plano davariavel x
uma rotacdo emtorno daorigem de abertura y—y.

O conjunto Hy, dos polinémios de Dy cujo coefi-
ciente independente tem o mesmo argumento X, n&o
constitue umsub-anel de Dy.

Seja, abreviadamente, y, o sub-anel de Dy, ge-
rado pelo conjunto 6y, . Se definirmos, a maneira
vulgar, adicdo e multiplicagdo e admitirmos como
correspondentes os elementos dos anéis y™ e y, que
se transformam um no outro por meio da rotacéo

(') TEIXEIRA, J. GASPAK- °Sur une certaine classe de poly-

noémes & coefficients complexes.
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anterior, entdo esta
entre y, ey,

Além disso, como sdo isomorfos dois anéis y ey, ,
serdo isomorfos y, e <Ji.

Note-se porém queo conjunto ft, éjaum sub-anel
de D, Esta circunstancia permite concluir que a
rotagdo considerada estabelece entre umy, e O,,
ndo uma isomorfia mas uma homomorfia.

Ora 0O, é o conjunto de todos os polinémios de
coeficientes reais e termos independentes positivos —
os polindmios quesatisfazem asprimeiras condicdes
dos enunciados dos teoremas de HUBWITZ e KAKEYA.
Por outro lado, os polinémios cujos coeficientes veri-
ficam as condi¢des B ) constituem umanel, S1I.

Entdo as mesmas condi¢des B ) permitem a sub-
divisdo de 31 em sub-aneis (¢) y, , isomorfos entre
si, mas cada um homomorfo ao anel O,.

Esta analise permite umageneralizacdo dos teo-
remas de HURWITZ e KAKEYA para o caso de coefi-
cientes complexos ; assim:

rotagdo define uma isomorfia

TEOREMA 1. A condicdo necessaria e suficiente para

que os zeros dum polinédmio de coeficientes complexos,
verificando as condigdes B)

f(x)=ax"+a,_x"-"+---+ a,x+ a, a, = \a\é'-
tenham todos a parte real negativa € que os determi-

nantes

At , A, *3,
(A, =0 se k >n)

Al A, A, A, _,
LA, A N X> 1
0 FEN .
A A, AX_3 Aj= aey-
0 0 0 .A

sejam todos positivos.

TEOREMA 2. Se os coeficientes
némio  f (x) verif icam as condigdes

(complexos) dum poli-
B ) e sdo tais que

O0<A,<A,< <A,

A; = 3j eIt

todos oszeros de f (x) estdo contidos no circulo unidade

[ xf<T..

() Evidentemente, né&o disjuntos.
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Sobre um

de elementos

caso cie convergéncia

de fraccoOes continuas

complexos'™**

por Joao Farinha

Universidade de Coimbra

Embora menos facilmente manejavel do que as sé-
ries e os produtos infinitos, o algoritmo das fraccdes
continuas tem sido bom auxiliar no estabelecimento
de muitas proposi¢des fundamentais da matematica:
por exemplo, a irracionalidade ndo quadréatica de it.

Como problema inicial deste algoritmo, pde-so,
naturalmente, o da determinacdo de condicfes de
convergéncia. Nesta ordem de ideias, tem esta nota
por objectivo demonstrar uma condi¢do suficiente de

convergéncia numa certa classe de fracgdes conti-
nuas de elementos complexos.

THEOREMA. Sejam fj(z).,f, (z), e f, (2).,2+ funcdes
de uma variavel complexa que verificam num  dominio
A as seguintes hip6teses
[fII>1+-«U [fo,|>] + «,,+1T*-— 0 = 2,3,..-)
sendo lim (a,,)J>a> 0.

Nestas  condices, a fraccdo continua infinita

1
h +
o +
¢ uniformemente convergente em A etodas as redu-
zidas tém os afixos no circulo
a+ 1
\z\< .
a(a + 2)

Se representarmos por B. o denominador da re-
duzida de ordem n, a frac¢do continua considerada
é, como se sabe, equivalente a série

B, B. (#o0=1)

(*) Recebido em 1951, Novembro, 8.

Ora das hipdteses anteriores decorre a convergén-
cia absoluta e uniforme desta série.
Em primeiro lugar é

)
Com efeito:

B 1 1

. > Wi - 4> 1+ a,.

Bi 7|\
Mas se for N> 1 + <t , ter-se-a

Bt-H ) B..
A- 5 > 1 + **

e deste modo fica provada (1), com toda & genera-
lidade.

Por outro lado da hipétese |/i|~1 + «i e de (1)
resulta que nenhum B, se anula e a identidade

da entdo \B,|> JJ (14 a,)> 1+ a)
|
Assim, serd em A, e para todos os valores de n
1 1
< (s oLy

\B,.B,,_\

0-r -
BJ3Z cor
mente convergente. E com isto se prova a primeira
parte da proposicao.

A série *s absoluta e uniforme-

. + |
A segunda parte é imediata, pois é jus-
a(a + 2)
tamente a soma da série majorante 5! T, N—; e
A" (1+a) "
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dos

Sobre férmulas
a distribuicéo

referentes
primos”™

conjecturais
ndmeros

por Manuel dos Reis
Universidade de Coimbra

1

No 3.°artigo da série Some problems of «partitio
numerorumy, sub-intitulado OnN the expression of a
number HARDY e LITTLEWOOD
tentaram aplicar a este problema, e a alguns outros
referentes a distribui¢cdo dos ndmeros primos, omé-
todo analitico que, com tédo bons resultados, tinham
utilizado no problema de WARING, da particdo dum
nimero em poténcias do mesmo grau. O éxito foi
muito menor: numerosas e interessantes, as proposi-
¢0es obtidas eram todas con jecturais, pois de nenhuma
0 método permitia verdadeirademonstracdo. A propo-
sicdo afraca» de GOLDBACH, segundo a qual todo
nimero impar (suficientemente grande) é soma de
trés primos, e a férmula assintética de que essa
proposi¢do imediatamente resulta, s6 puderam HARDY
e LITTLEWOOD deduzi-las rigorosamente da célebre
hipdétese de RIEMANN sobre os zeros da funcdo C(s) e
da infinidade de hipéteses correspondentes sobre os
zeros das funcdes L (s) de DIRICHLET, isto é de uma
infinidade de conjecturas. Para as outras proposigdes,
por exemplo para a proposi¢cdo «forte» de GOLDBACH
segundo a qual todo nimero par (pelo menos sufi-
cientemente grande) é soma de dois primos, nem isso
foi possivel.

as a sum of primes**.

No 5.'" artigo da referida série, publicado pouco
depois como sub-titulo A further contribution tothe
study of Goldbach's problem™. HARDY e LITTLEWOOD
puderam, da mencionada infinidade de hipoteses, de-
duzir rigorosamente que quase todos os nimeros pares
sdo somas de dois primos, mas ndoesclarecer se os nu-
meros pares, que naosao somas de dois primos, se por-
ventura existem, s&o ou naoem numero infinito.
Sendo impossivel no estado actual daciéncia, ao que
parece, demonstrar aquelas hip6teses ou provar a sua

* Recebido em 1951, Novembro, 15.

*) Acta mathematica, 4 4 (1923), pags. 1-70.

*) Proceedings  of the London Mathematical ~ Soeiety (2), 22 (1924),
pags. 46-56.

falsidade, o método de HARDY e LITTLEWOOD, nos pro-
blemas referidos e em muitos outros relativos a distri-
buicdo dos numeros primos deve considerar-se prin-
cipalmente, anosso ver, as a machine for lhe production
of heuristic formulae™, para usar palavras dos proéprios
autores, e o objectivo da presente nota é mostrar,
numa série de exemplos, que essa maquina pode ser
substituida por outra muito mais simples: o «crivo
de Eratdstenes» prosseguido até um ponto, sempre o
mesmo, queproposi¢des analiticamente demonstradas
nos indicardo. Desses exemplos, uns saode HARDY e
LITTLEWOOD, outro é caso particular de exemplo tratado
por eles, outros finalmente sdo exemplos de que eles
se ndo ocuparam. Na escolha guiamo-nos por um cri-
tério de simplicidade e de brevidade, deixando o tra-
tamento geral do assunto para umtrabalho posterior.

A citada proposi¢do «fraca» de GOLDBACH foi, com
a respectiva formula assintética tal como a tinham
obtido HARDY e LITTLEWOOD, demonstrada completa-
mente por VINOGRADOV" em 1937, mediante novo mé-
todo; e a utilizagdo deste método permitiu a VAN DER
CORPUT'" demonstrar a proposicdo «forte» nasua for-
ma atenuada, isto é para quase todos os nimeros
pares. Mas a proposicdo «forte» para todos os nume-
ros pares suficientemente grandes, e todas as outras
proposi¢gées conjecturais de HARDY e LITTLEWOOD,
continuam indemonstradas. De resto o teorema de
VINOGRADOV apoiara o nosso processo, que fundaremos
no célebre «teorema dos nimeros primos» de HADA-
MARD e de L AVALLEE POUSSIN
natural dos nimeros e, mais geralmente, asprogres-
sfes aritméticas’".

relativo a sucesséo

3> Loc. cit. in (1), pag. 69.

4) Some theoiems concerning the theory of primes, Recueil — mathé-
matique, 4 4 (1937), pags. 179-195. Cf.J .G.»VAN DER CORPUT,
Sur la démonstration  de I'hypothese de Goldbach pour les nombres
impairs donnée par M. Vinogradow, Paris1938.

5 Sur I'hypothese de Goldbach  pour presque Hous
pairs, Acta Arithmetica, 2 (1937), péags. 266-290.

°> Cf. E. LANDAU, Vorlesungen liber Zahlentheorie, 1,
9-28.

les nombres

pags.
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Suprimindo, na sucessdo dos n primeiros inteiros
positivos, o0s primos ndo superiores a n"-, com

? £a< 1, e seus multiplos, restam a unidade e

os primos desde ra' até n. E tem-se, como é sabido)
designando por ir(x) e [as], respectivamente, o nimero
de primos que ndo excedem x e 0 maior inteiro con-
tido em x ,

@ ()G = o [13-11]

. +
t[2T3] "'~ [2.3.5]

onde os denominadores que figuram no 2.° membro
sd0 0s primos ndo superiores a n* e os seus produtos
dois a dois, trés a trés, etc. até ao produto de todos
esses primos. Ora sendo pelo teorema dos numeros

primos, para n-*00,
*n (n)
log n alogn"’
tem-se evidentemente
nm)- (a* 1~
log n
e portanto é
= v
. +
& "-TiHir]-
log n
Por outro lado
n n n
1 \-
2 3 2-3
2-3-5
(3)
v 3)\ 5

onde o produto se estende a todos os primos ndo su-
periores a n*, é um valor aproximado do 2.° mem-
bro de (1) e, pelo conhecido teorema de MEKTENS, O
seu valor assintético para n—=*00 ¢é

e-T

log n* log n

onde e e 1 sdo respectivamente a base dos loga-
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ritmos naturais e a constante de EOLEB" ; se to-
marmos pois
4) * = e-7 ~ 0,561 eee
resulta
n n n
2 3
+ 2-3-5 logn*

cujo confronto com (2) mostra que entdo o 2.° mem-
bro de (1) e o seu valor aproximado (3) sdo assinto-
ticamente iguais. De ora avante a terd sempre a
definicdo (4).

Se portanto o teorema dos numeros primos néao
estivesse demonstrado, a hip6tese da igualdade assin-
totica do 2. membro de (1) e do seu valor aproxi-
mado (3) conduziria a

() + V-« - - |

2-3-5
donde, claramente,

*(») log n

isto é, conduziria a uma férmula assintética con-
jectural exacta.

O valor aproximado (3) pode escrever-se directa-
mente mediante conceitos simples de estatistica ma-
teméatica. Havendo em cada conjunto de p inteiros
consecutivos um sé multiplo de ;i, e por isso atri-
buindo a um mdltiplo de p a probabilidade — e

P
consequentemente a um ndo-multiplo de p a proba-

bilidade 1 , sera 11 (1 ~ a probabili->
P f-tV Pi
p <n°

dade de um ndo multiplo de nenhum dos primos p

ndo superiores a n« e portanto n ~1
p <n°

e estimativa estatistica do 1" membro de (1). Esta

observacdo ¢é geral, e muito facil de verificar na
maior parte dos casos.
3.
Generalizando o que precede, consideremos a
progressdo aritmética de termo geral ax + 6
(x=1,2,-+-,/), com a e b inteiros positivos

primos entre si, e seja al+ b= n. A congruéncia

b log N\ .
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ndo tem raiz se o primo p
e tem uma so6 raiz no caso
contrério, isto é se p+o0, o que significa que 08
valores de x que tornam ax + b divisivel por p
estdo em progressdo aritmética de razdo p . Supri-
mindo pois na progressdo dada os primos p +*a néo
superiores a n*, e seus multiplos, restam s6 primos
do intervalo (n*,n), cujo ndmero é n, (n) —ir,, (n"),
designando por -rr,(I) o nudmero de primos da pro-
gressdo dada que ndo excedem % ; além disso ¢é

ax + 6= 0 (mod p)
divide a, isto é se p\a;

13~ ~1 —J a estimativa estatistica de it, (n) —

—1tz, (n*), e a hip6tese de que estas duas fung¢des de

n sdo assintoticamente iguais para n-» oo déa

n ~>p Jfc

n(-7

n—b p< n
n -
para n suficientemente grande é
1
n(»-7)-n('4

e tem-se, portanto,

71—6 p<n
«. (») - w. (»*) »
n(».-y
Plo
i-6
TT M - - ~ .
A9 24\ p7 o) logra
donde
re, (n) -
®) ) Pp(a) logn

¢ (a) designa a conhecida fung¢do de EULER, isto é o
nuimero de inteiros positivos n&do superiores a a e
primos relativamente a a. Ora a relacdo (5) cons-
titui o teorema dos nldmeros primos para a pro-
gressdo aritmética ax + 6, e obtivemos uma for-
mula assintética exacta.
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Consideremos agora a sucessdo dos binarios de
nimeros impares Xx,Xx +k, onde Kk & um namero
par positivo e x=1,3,5,- -,2i —1, e seja
21 —1 + k= n. As congruéncias x= 0(modp) e
X +i= 0(mod p), onde p & primo impar, tém a
mesma raiz se p |k, e raizes diferentes se pilk;
portanto, em cada conjunto de p binarios x,x + Kk
consecutivos, se p [k hd um s6 binario cm que pelo
menos um dos dois numeros (neste caso ambos) é
divisivel por p, mas ha dois tais binarios (com um
s6 dos numeros divisivel por p) se p Irk. Supri-
mindo pois na sucessdo dada os binarios Xx,x + & em
que pelo menos um dos dois numeros é divisivel por
algum dos primos n&o superiores a n*', restam so6
binarios de primos do intervalo (n* , n) e possivel-
mente o binario 1,1 + k, em nUmero de P, (n)—
— P, (n*) + e, designando por P, (?) o numero de

binarios de diferenca k n&o superiores a ( e sendo
e=0 ou e=1 :além disso é
n =— N
3<p<;i’ 3¢ pE "
pl*

a estimativa estatistica de P, (ra) —P, (n*) + s, e a
hipotese de que estas duas funcdes sdo assintotica-

mente iguais para n oo da
J»,(n) - P*(n«) + ] 1 -
3<p< «°
n ( * K — &+ 1
| ]
P|*
n p-2
3<P< »* »<p<»’

pl*

para ra suficientemente grande é

n .
p-2 11
3<pEll” 3<p|fc
PI*

p-2°

além disso é

n,(-1)-nJ4)"

3< p< n’



nj-"%

log »*
1i>3

tem-se portanto

P.(n) - P, (ra) + 5 . .
P>t LR 2 log2 ri

p>3
donde

que ¢é aférmula assintdética conjectural obtida por
HARDY e LITTLEWOOD. E m particular é

2re ,, f I i
p>3

a féormula assintética conjectural para o numero de
binarios de primos «gémeos» (k=2) nédosuperiores a n.

5.

Consideremos a sucessdo dos binarios de numeros
impares x,x +n, onde n éum nUmero par positivo e
x=1—n,3—n,5—n, ¢+, (n- 1) —n, portanto
i +«=1,3,5, - ,n- 1. As consideracdes do
n.° 4 sdo quase literalmente aplicaveis a este caso e,
designando por Q(l) o numero de binarios de
primos da sucessdo dada cujos valores absolutos

ndo excedem % , a estimativa estatistica de Q(n) —
—Q («*) +° (onde setem agora E =0 ou e= 2, é

3<p< H*
P+ » p\n

0 queda, procedendo como non.° 4,

<2 [ i, 1 -r-r p—I
Ajonrplt -~y Ry
p>3 3<p |1
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que é aférmula assintdética conjectural para a pro-
posicdo «forte» de GOLDBACH, obtida por HARDY e
LITTLEWOOD. Com efeito os binarios queestamos con-
siderando s&ode numeros impares de diferengca n,
mas os diminuidores s&ao negativos; equivalem pois
a binarios denumeros impares positivos de soma n.

A formula assintdética conjectural que precede,
bem como as do n.° 4, foram também obtidas por
STXCKEL' independentemente de HARDY e LITTLEWOOD,
e por método diferente. Asférmulas obtidas anterior-
mente por SYLVESTER e por BRLN para Q («) e n)
estavam erradas por factores constantes®.

Consideremos a sucessdo dosnimeros X +k, em
que k éinteiro diferente de zero e de quadrado ne-
gativo, e x = 1,2,3,¢s £, Seja P+S—n . A con-
gruéncia x- + &—0 (mod p), onde p é primo, tem
uma soO raiz se p=>2 ou se 3<Jp|&; e tem duas
raizes ou nenhuma se 3<”JJ,|-&, conforme —k seja,
ou néo, resto quadratico de p . Isto conduz, analo-
gamente aos n.°* precedentes, a escrever, designando
por P (n) o numero de primos dasucessdo dada néo
superiores a, n,

‘n:-
T d

3<p<?i*
Pl *

n 2

onde u percorre os primos impares ndo divisores de
k deque —k éresto quadratico; ora o 2."" membro
pode escrever-se

n

n.(-7) -

n— TT—
11n— 11n .2

onde ti" percorre os primos impares n&ao divisores

de k, de que —k é ndo-resto quadréatico ;serd pois

8) Cf.P.STACKKL und W .WEINKKICH, Die Darstellttng ge-
rader Zahlen ais Differeitzen und Summen von Primzahlen, Abh.
d. Heidelb. Akad. d. Wins. 1922.

9} Cf. HARDY e LITTLEWOOD, loc.clt.in 1), pag.32-37.
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n(..*)-n™ "
*nj>-")".

P

onde [ 1 é o conhecido simbolo de LEGENDRE,

igual a + 1, ou —1, conforme —Kk é,  ou nao,

resto quadratico de p ; tem-se portanto

n

3<p+*

{0

isto é

3<p;f-*

formula assintética conjectural contida no trabalho
de HARDY e LITTXEWOOD citado em ‘). Em
cular, tem-se conjecturalmente

parti-

os v p>3 N e B

para o nimero de primos da forma x + 1 nédo su-
periores a n.

Consideremos também a sucessdo dos nuameros
x+k em que k é inteiro ndo cubo, positivo ou ne-
gativo, e X—1,2,%e,1. Seja P+k= n. A con-
gruéncia x -fk= 0 (mod p), onde j> é primo, tem
uma sbéraiz se p=2, ou p=3,oup== —1 (mod 6),
ou p= 1 (mod 6) com p|k; tem trés raizes ou
nenhuma se p= 1 (mod 6) com p Jfk, conforme
k for, ou né&o, resto cubico de p . Isto conduz, de-
signando por P (ri) o nimero de primos da sucessao
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dada ndo superiores a n, a escrever

1
<->-<K)(<-4)-nK
n'> EE—1
n N
n'>p=I
onde as congruéncias se referem ao moédulo G, e n

percorre os primos = 1 (mod 6) nédo divisores de k de
que k é resto cubico ; ora o 2. membro pode escre-

ver-se
-
n i~

n

n'>p=I
Pt
1 | -
-‘n('-1)n™-n. N,
p<w’ CT<n d/<n"‘

onde n' percorre os primos= 1 (mod 6) né&o divi-

sores de k, de que k é ndo-resto cUbico ; sera pois

n(")-<nK)-

n'>p=I

onde (k), é 1, ou , conforme k é, ou néo,

resto clbico de p ; portanto

n HA-y

n'<p=I,p+t
isto é

oL I n t -~}
p=I (mod fi)

que é a formula assintética conjectural obtida por
HARDY e LITTLEWOOD para o nimero de primos x-\-k
(k né&o cubo) né&o superiores a n.
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Consideremos ainda a sucessdo dos nimeros  x*+k,
em que k ¢é inteiro diferente de zero e de quadrado

negativo, e x = 1,2 , e 1. Seja I* 4k =n. Uti-

lizemos, se p é primo e ‘anpj-k: o simbolo de
/—k\ o

LEOENDRE ja usado no n.° 6, igual a + 1
\ PJ

conforme —k & resto ou nao-resto quadratico de p e

[—fc\

e, se também p= 1(modi) e 1=1, o sim-
k

bolo ( ) , igual a +1 conforme —k ¢é resto

\ P /i
ndo resto biquadratico de p. A congruéncia
x* + jt==0 (modp), em que p é primo qualquer, tem

ou 3<”pli; mas se Sk,
duas raizes se >= 3(mod4)

uma so raiz se p<=2

tem essa congruéncia:

com (—) =1; quatro raizes se p= | (mod 4)
\ PJ

com ( ) =1; e nenhuma raiz se p= 3(mod 4)
\' VJA

.I = —1, ou p==I (mod 4) com ( ) =——1,

P P
ou p= 1 (mod 4) com = —1. Isto conduz,

ainda por P (n) o nimero de primos
a escrever

designando
da sucessdo dada nao superiores a n,

3<p<n=*
P\><

n(-")-nK).

onde a congruéncia se refere ao médulo 4,
corre os primos impares nédo divisores de k de que
— k é resto quadratico, e p percorre 0s primos
= 1 (mod 4) né&o divisores de k de que —it é resto
biquadratico. Ora tem-se

n* o .n H
n.,. nos

p'S»* pEm*

cr per-

onde a congruéncia se refere ao moédulo 4, e p
percorre os primos = 1 (mod 4) ndo divisores de k
de que —k ¢é resto quadratico mas ndo biquadratico;
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n(4)-nH}n(")
.*..”_{'( }

Por conseguinte é

-«-(-4)n

3<p<»it

(+4)-n(-4)

©ovoser=l

o que, segundo calculos efectuados no

fM-m”-j)- n I-

™ >:cr=|

e portanto, analogamente a n."" precedentes,

m-A- n {>-(-) 4rl

log n | \'p/ p—11
p=Il (mod 4)

formula assintética conjectural para o numero de
primos x*+ & (—Ando quadrado) ndo superiores a
>i. Em particular é

An log n{ (P)P-11"

° {0_(_) —1

p~\ (mod 4)

a formula assintética conjectural para o numero de
primos x‘-|-1 ndo superiores a n. Analogamente a
estas féormulas, que julgamos novas, muitas outras
poderiam obter-sé.
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O exemplo que segue pertence a um tipo de pro-
blemas que, ao que cremos, ndo tem sido conside-
rado, salvo no caso linear de que demos o exemplo
do n.° 4. Seja dada a equagdo y = x2+k, e ocupemo-
-nos do numero de solugdes dela com x = 1,2, ¢ee |
nas quais x e y sejam ambos primos (o exemplo do
n.° 4 equivale a problema analogo para a equacdao
y-=x+k. Seja n=I + k. Como no n.° 6, k sera inteiro
diferente de zero e de quadrado negativo; e sera par>
para que x e y possam ser simultaneamente impares’
além disso serd i\»—1 (mod 3), sendo x= + I(mod3)
daria y= 0 (mod 3), isto é um dos dois nameros x , y
seria necessdriamente divisivel por 3. As congruén-
cias x=0(mod p) e x* + £= 0(mod p), onde p é
primo, tém uma sé e mesma raiz se p= 2 ou 3<[pli-;
se 3<”p X k tém ao todo trés raizes diferentes quando

1=1, e uma s6 raiz (da primeira) quando
P 1
~k\ 5o . -
—1 Podemos pois escrever, designando
P)
por R (n) o numero de solugées em questdo,
3< p<«
b *
n(-4)-n
onde, como no n.° 6, 13 ou CT' percorrem respecti-

vamente os primos impares nao divisores de k de que
—k é, ou néo, resto quadratico ; portanto

*((()_ n l P) n p-2

3<i>En""
p\k

n=+<n._..na
n ( 1N

3< pr<

3<p Sn*" 3<p<n
Pi*
1
.n 1+ ; n
. In:2
tr'<?i

3<P<n* 3<p<n’
PI* Pt*
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e tem-se por conseguinte a féormula assint6tica con-
jectural

para o numero de solucfes de y=x- +k (k inteiro
diferente de zero e de quadrado negativo, par e
N —1 (mod 3)) ndo superiores a n, com X e Yy
ambos primos.

10.

Consideremos finalmente as diversas representa-
¢oes dum ndimero impar como soma de trés numeros
impares. Pode figurar-se cada uma destas represen-
tagcdes por um ponto do plano, cujas coordenadas
trilineares sdo as trés parcelas respectivas. Sendo
ra>-0 o nUmero impar dado, e adoptando como
triangulo fundamental um tridngulo equilatero cujos
vértices sdo os pontos, (n,0,0), (0,n,0), e (0,0, n),
entdo os pontos que figuram aquelas representacdes
sdo os duma rede de triangulos equilateros, consti-
tuida por rectas paralelas aos lados do triangulo
fundamental cujas distancias a estes lados sdo os
nimeros impares; e os pontos da rede interiores ao
triangulo fundamental figuram as representagdes de
n como soma de trés nameros impares positivos.
A estas Ultimas representacfes nos limitaremos aqui.

Suprimindo os pontos da rede situados nas rectas
cujas distancias aos lados do triagulo fundamental
sd0 0s primos impares n&o superiores a n' e seus
multiplos, restam os pontos figurativos das repre-
sentacdes de necomo soma de trés parcelas, cada
uma das quais € um primo de intervalo (re’, n—2)
ou a unidade. O numero de pontos suprimidos utili-
zando um s6 primo impar p Sn- é, como se verifica
sem dificuldade :

rfi ¢ 1 . P -
a) para n= hp 2k , h inteiro, t—1,2--
| "
=3 A (% 4+ 2)+ eoet * 4
~2
h-1 A2-1
142 + 3(p-
;.2;_
+ Sk—h+ 1
p+t1 p-rS
~2~""TT>
( h-l
0, = 3] k+ (k+ p) + oo f



00

/ h+i\ A-l
37+ 2+4-...+ — J=3(p-l) ¢« — +

43 (k. 1l

c¢) para n= hp, k inteiro,
a.= 3 fp+ 2p + + t -y

h-X
2(1 +2 + +

A1
(3p-2)— -

O numero total de pontos da rede é o nUmero
C—1 . n:—1
triangular de ordem , isto é
2 8
o0 quociente da divisdo do nimero de pontos n&do su-
primidos, utilizando s6 o primo p, pelo nimero total
é, em cada um dos trés casos precedentes, para re-»00:
S(pA1) (A-1) +12*(A + 1)
i>A* + 4&pPA + 4fc — 1 -

@

3(p-1)(A-1)+12(/fc-1)(A+1)

Portanto

3 3
p p2

«2-1 p* A*+ 4kph + 4&° —1
4405 ;
> p* \ «/
(3p-2) (A*-1)
- +
re- 1 p- h —1 )

+Jto/IN .

p \n® /

Atribuindo pois a um ponto da rede, ndo suprimido
utilizando um sé primo impar p, a probabilidade
v,, ou v,, conforme o caso, se pJ(n, ou a probabili-
dade v, se p|n, a estimativa estatistica do numero
de pontos, nédo suprimidos utilizando todos os primos
impares ndo superiores are», €

-1 _ f 3 3 '/\+0/1L'l
-* N V-j™ka-
i)<p<a *
prk

nv--p r°r)y

n:
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rat 3 3 .
N 1 + T7 h =
3<p<n

P-t"»w ]1 V p .,

-1 N n

3iPsIL”

n 7N-3p 4- 2

p— 3p + 3
n'>:p|ln

2
n o (D)1

n. %
p2 - 3~ + 3"
n>p\n

assintoticamente igual a este resultado devemos con-
siderar também, portanto, o numero de representa-
¢bes de n como soma de trés parcelas, cada uma das
quais é um primo do intervalo (TI*, n —2) ou a uni-
dade, e por conseguinte o numero de representacdes
de n como soma de trés primo6 impares. Designando
este Gltimo numero por B (ri) tem-se pois

que é a féormula assintética de HARDY e LITTLEWOOD
que VINOGRADOV conseguiu demonstrar rigorosamente.
O facto de, ndo s6 nos exemplos considerados nos
n.°* 2 e 3 mas também neste, se obter uma féormula
assintdtica exacta confere alto grau de probabilidade,
cremos nos, a exactiddo das formulas assintoticas
conjecturais obtidas nos n.°*4-9, e de muitas outras
que pelo mesmo processo se podem obter, e portanto
da hipoétese que a este processo serve de base. ™

*> Varios n.°* do presente artigo foram extraidos, com mo-
dificacdes, duma comunicacdo que apresentamos ao Congresso
Luso-Kspauhol para o Progresso das Ciéncias reunido em Lis-
boa em 1950, ainda uao publicada.
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Sobre la metrizacion

por Manuel

de los espacios

cuasi-métricos

Balanzat

Univ. Nac.de Cuyo — San Luis — Argentina

|, —Empezemos recordando las definiciones de es-
pacios con métrica débil y de espacios cuasimétricos :
Si sobre un conjunto E se define para cada par
ordenado (x,y) de elementos de E un namero real
a(x,y)*>0 que cumpla las siguientes condiciones:

3(x,y)<8(x,s) -f3(.,y)

y si se define el sistema fundamental de entornos de
un punto a de E como el conjunto de los esfe-
roides abiertos de centro a (es decir los conjuntos
de puntos x taleB que 8(a,x) < Xen donde X torna

8(x,x) =0

valores reaies), se dice entonces que E es un espacio
con métrica débil.
Si se supone ademas que 8(x,y) = 0 implica

x =y, el espacio se denomina cuasimétrico ; si se
afiade finalmente la condiciéon de simetria 3(x,y) =
= 3(y,x) obtenemos el caso clasico de los espacios
métricos.

Es inmediato que si un espacio conmétrica débil
cumple el axioma de FKECHET de los espacios accesi-
bles es un espacio cuasimétrico y, reciprocamente,
todo espacio cuasimétrico es accesible.

En una memoria («Sur les espaces a métrique fai-
ble», Portugaliae Mathematica, vol.4, fas. 1, 1943)
HUGO RIBEIKO planted el problema de las relaciones
entre los espacios con una métrica débil y los espa-
cios métricos, y en particular plante6 el problema de
si todo espacio con métrica débil que fuese normal
seria metrizable. Empezaremos pordar una solucién
problema planteado por HCGO RIBEIRO
de espacio  cuasimétrico completa-
metrizable.

negativa al
dando : un ejemplo
mente normal 'y no
Para ello consideremos el conjunto de los nimeros
reales dei intervalo (0«Cx<”l) y definamos una
cuasidistancia q(x,y) de laforma siguiente :

t fly- *1 . si x<j
i si X
Es claro que g (x,y) es siempre mayor oigual a
cero v esigual a cero quando y solo cuando x=y.

Pasemos ahora a probar
<Jc(x ,z) + q(zy) ; la condicion se cumple siempre
gque sea X =Y, OX=sS, 0Yy= z; consideremos
ahora losotros seis casos posibles :

la condicién q(x,y)"

X<Yy<z: q(x,y) =|Ix-yl; a(x,s)—|@—B]|]j
20,y) =i
X<z<y: a(x,y)=\x —y\; q(x,z2)=|x—al;
200y) = l«e— W
y<x<s: qgfxy) = 1;0ax2 *\x-z\; ¢(z,y)=I
y<s,<x:dq@sy- 1;q(<Bz —I;qC,y) —1
c<e<y: gqx,y) =WX- y\; axz =\
azy) = la—y\;
Z<y<X: axy) = 159(x,z)=15;q9(@y) = \z-\
y vemos que en todos los casos se cumple lacon-
dicion.

E es pues unespacio cuasimétrico en el que los
entornos de centro a y radio r son los intervalos

Vamos a probar ahora que E es completamente
normal: para ello consideremos dos conjuntos A y
B no mutuamente

Si aeA, como A|~|B es vacio se puede deter-
minar un esferéide abierto E (a) de centro a que no
contenga ningin punto de B. Analogamente para
todo be B se puede determinar un esferdide abierto
E (6) de centro b y tal que no contenga ningun
punto de A.

conexos.

Tomemos los conjuntos

A* = \J E (a) B* = 1JE (b)

A* 'y B* sonconjuntos abiertos que contienen
respectivamente a Ay B ; si probainos que careceu
de puntos comunes habremos probado que E es com-
pletamente normal, en efecto: para probar que
A* fiB* es vacio basta probar que cualesquiera
que sean E (o) y E (b), el conjunto E (a) f\ E (b)

(*) Roclbldo en 26 de Novlembre de1931.
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es vacio. Si aeA 'y beB tiene que ser a=j=b;
supongaraos a<6 . Sea r el radio de E (a), como

b$E(a) es &2>a + r; ahora bien, todo x e E (a)
es menor que a+ r y todo y eE (b) es mayor o
igual que b, luego tenemos
x<a + r*"b”".y
es decir que x es distinto de y como queriamos
demonstrar.
Para probar que E no es metrizable, probaremos

que tiene un conjunto denso numerable y carece de
base numerable.

La primera parte es inmediata ya que el conjunto
de los puntos racionales dei intervalo es denso en E
puesto que en todo entorno de cualquier x de E
hay puntos racionales dei intervalo.

Vamos a demostrar ahora que E carece de base
numerable. Sea 2> una base; para cada aeE tiene
que existir un V(&) de la base contenido en a<Jx<i
y tal que aeV (a); tomemos ahora dos puntos dis-
tintos a y b y supongamos a <&, es claro que
entonces a$V(b) luego V(a) =fc V (b), cualesquiera
que sean a y b.

Hemos hecho asi corresponder a cada numero real
de (0<"Ec<rl) un elemento de 2> de forma tal que
a numeros distintos correspondan elementos distintos,
luego, la base 2> no puede ser nunca numerable.

2. — Si recordamos que todo espacio topoldgico de
HAUSDORFF, compacto y con base numerable es me-
trizable, cabe preguntarse : suprimiendo alguna de
estas condiciones y reemplazéandola por la condicion
de que el espacio sea cuasimétrico, se obtendrda un
espacio meétrizable?

Esto es cierto cuando la condicién que se suprime
es la de base numerable, ya que Huoo RIBEIRO de-
mostro (loc cit.) que todo espacio cuasimétrico de
HAUSDORFF y compacto es metrizable. Vamos a ver
en cambio que ello deja de ser cierto para los espa-
cios cuasimétricos, compactos y con base numerable,
asi como para los espacios cuasimétricos de HAUS-
DORFF y con base numerable.

Empezaremos por dar un ejemplo de un
cuasimétrico, compacto 'y cw base numerable
metrizable.

espacio
que no es

Para ello tomemos un conjunto numerable cual-

quiera de elementos distintos
"ij“2>--->"" .o

y definamos la cuasidistancia de la forma siguiento:

1
si n< p
si n=p
si n>p
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Como q(a,, a) es siempre ~>0 y es igual a
cero si, y solo si, n—p, para probar que es una
cuasidistancia bastara probar que q(a,.a,)"q(a, a) +
+ g (a, a) ; consideremos los seis casos posibles
para puntos distintos :

n<p<r: g@.,a) = —— ; q(o0,,0)= —1—;
n+p n+r
q (o,.. a,)
1 s 1
9@ a) f——j 2(0,j»)= — 5
n+op n-t-r
1K , a) 1
r+p
p<r<n 1 (s a) i i(0,0)=1;q@a) =\
p<n<r: g@.,.a.) e !1(0,,a)= —:;
n+ r
i
r<p<n: qg(@,,a) 1;1(,,a) = 1;
1
<10Or | Op r+p
1
r<n<p: q(a,, a) i1 («w, 0) - 1;
n+p
1
9K ,0,)
r+ p

La propiedad es evidente en todo los casos, excepto
en el segundo y para éste se ve facilmente ya que se
tiene

1 1

fr<n+p; <
n+p

r <p:n ;
n+r

a(a,..a) <q(a,,.a)

y por consiguiente

1 (0., a,)<g(a,,Orn+q@, a,).

Se ve facilmente que el espacio tiene una uase
numerable: la formada por los esferoides con centros
en cada punto y radios racionales.

Vamos ahora a probar que el espacio es compacto.
Como es numerable, en él coinciden los conceptos de
compacto y perfectamente compacto segin FRECHET
(no es en cambio compacto en el sentido de BOURBAKI,
ya que si bien tiene la propiedad de BOREL-LEBESSUK,
no es un espacio de HAUSDORFF). Basta, pues, probar
que todo conjunto infinito tiene un punto de acumu-
lacion. Sea F el conjunto infinito y a, un punto
cualquiera de F; consideremos un esferdide E de
centro a,, v radio f cualquiera.

1
y ptn>—
r

Como F es infinito, en él hay un punto a, tal que

55»p . Entonces ser& g> n y tendremos

Sea p un numero natural tal que p>n
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n+q Vv

luego a,eE y a,, es ponto de acumulacién de F.
Vemos asi que todos los puntos dei espacio son pun-
tos de acumulaciéon de cualquier subconjunto de él
que sea infinito luego es compacto.

Para probar que no es metrizable probaremos que
no es un espacio de HAUSDORFF, en efecto: sean a,,
y a, dos puntos dei espacio y V y W dos esferoides
de centros a, y a,, y radios r y s respectiva-
mente. Tomemos um nUumero natural p tal que se

tenga: p>«, p+ n> ¢ p+ m;
entonces
1
1@, ,a) = < r luego a. 6V
m+p
1

1 (<*» %) luego a, e W

:n+p

y como esto es valido cualesquiera que sean ry s se

deduce que el espacio no es de HAUSDORFF.
3- —Pasemos ahora a dar un ejernplo de un espacio
cuasimétrico, de HAUSDORFF, core base numerable y no

metrizable.

Para ello tomemos el conjunto de los nimeros al-
gebrdicos dei intervalo (0<;x < 1) y definamos de
la forma siguiente una cuasidistancia :

qg(x,y) = 0 para x = j/y si x=jfcy, entonces de-
signando por r los numeros racionales y por » los
irracionales

q(r.rm -\t —rri (i) -ri;
q(r.i) =1 q (=i = 1.

Probemos que es una cuasidistancia demostrando
la propiedad q (x,y) g(x,z) + q(z,y) . Como la
cuasidistancia es siempre menor o igual que 1, la
propiedad se cumple siempre que y o0 s son irra-
cionales; si ambos son racionales se tiene, cualquiera
que sea X

JX,y) = Ix-jll<|x —z\+ \z —y| -
L)+ (=, y) .

El espacio es pues cuasimétrico y los esferoides
abiertos de centros a y radio h estdn costituidos
por a y los puntos racionales x tales que \x— a\<h.

Como en el ejemplo anterior se ve que el espacio,
siendo cuasimétrico y numerable, tiene una base
numerable.

Tomamos ahora dos puntos cualesquiera x e y
distintos ysea |x —y \s=h . Tomando dos esferoides
de centros x e y y radios menores que la mitad de
h, se ve inmediatamente que carecen de puntos

= 1(x
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comunes, lo que prueba que el espacio es de HAUS-

DORFF

Para probar que no es metrizable probaremos que
no es regular. En efecto: sea M el conjunto de los
nimeros algébraicos irracionales. M es cerrado, en
efecto: sea r $M, entonces r es racional y cual-
quier esferéide de centro r solo contiene puntos ra-
cionales, es decir no contiene ning-un pun o de M,
luego cualquiera, que sea r no perteneciente a M,
no puede ser punto de acumulacion de M, luego M
es cerrado.

Sea ahora a un punto racional y F un esferdide
de centro a y radio h cualquiera, en el intervalo
I x —ai< h hay puntos irracionales (que no perte-
necen a F); sea i uno de estos puntos irracionales.
Todo conjunto abierto que contenga a M debe con-
tener un esferdide de centro i, es decir los puntos
racionales de un intervalo de centro », luego tiene
que eontener puntos de V; ello nos prueba que el
espacio no es regular, y por consiguiente no es me-
trizable.

4- — Un espacio cuasimétrico completamente re-
gular puede muy bien no ser metrizable, como lo
prueba el primer ejemplo que hemos dado, pero si
modificamos la coudicién de completa regularidad se
puede obtener una condicién suficiente para que el
espacio sea metrizable.

Una funeién y=1f(x) definidaen un espacio cuasi-
métrico y tomando valores reaies es continua en un
conjunto F del espacio E , si para cada punto a de
F 'y cada e real existe un u. real tal que si
g (a,x) < jj. se tiene |/(a) —f(x) |< E. Esta defi-
nicion de continuidad es, evidentemente, un caso par-
ticular de la definicion general de funeién continua
en los espacios topoldgicos.

El nimero ji depende de a y' de e; por analogia
con el caso de los espacios métricos diremos que la
funeidén es uniformemente continua  si se puede encon-
trar un JJ.que s6lo dependa de s, es decir si para
todo e existe u.(e) tal que |/(x)—f (y) \< e para
todo par de puntos (x,y) taies que q (x,y) < J.(e).

Vamos a probar ahora que : si un espacio E
cuasimétrico es tal que para todo conjunto cerrado A
y todo punto a no perteneciente a A, existe en E
una funeion numérica uniformemente continua, to-
mando  sus valores en el intervalo (0,1) y tal que
f(@ —0 y f(x)=-1 para todo x de A, entonces

el espacio es  metrizable.

Para probar este teorema nos apoyaremos en el si-
guiente resultado de NIEMYTZKI («On the third axiom
of metric space», Transactions of the American Ma-
thematical ~ Society, vol. 29, 1927) :

«Sea E un conjunto en el que se hace correspon-
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der a cada par ordenado (x,y) de puntos de E un
nimero real 3(x,y) ~>0 sujeto a las condiciones

siguientes :
li* 8(z,y) = 0 siysolosi x=y.
2» S(x,y)- iy, a .

3." Para cada a de K y cada numero real e>0,
existe un W (a,s), tal que si 3(a,6)< u(a,e) vy
8(e,é)< l(a,e), entonces 8(a,c)< e.

Tomemos como sistema fundamental de eiitonios
de cada punto a de E los esferoides abiertos de
centro a (es decir el conjuntode puntos x de E tales
que 8(a,x) < r, para los valores reaies de r) .

Entonces el espacio topolégico asi obtenido es ine-

trizable».
» Sea E el espacio cuasimétrico dei teorema ; to-
memos 8(x,y) igual a la menor de las cuasidis-
tancias q(x.y) y q(y,x). Es inmediato que h(x,y)
cumple las condiciones 1." y 2." del teorema de
NIEMYTZKI ; vamos a probar que también cumple la
8>. En efecto:

Sea ade E y c>0. Tomemos el esferéide abierto
de centro o y radio e. Sea M el conjunto cerrado
complementario de dicho esferéide. Por hipdtesis
existe wuna funciéon f (x) uniformemente continua
en E vy tal que /(x) = 1 para todo x de M (es
decir para los x tales que gq(a ,x) *>e) y/ (a) = 0.

Llamemos u, (a,e) al niumero ji tal que |/(x)—

—I(«ly 1< -r P00 < F(°) e
Como 8(x,y) < ¢ (x, ~)tendremos |/(x)—f(y) |<
<y para 3(x,y)< uf(a,t).

puntos b y c tales que
8(6,< < fi(a,s); se tendra

Tomemos ahora dos
8(o,b)< (i(a.,e) y
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/(o) -1(*) 1<;-] y I/IW-/(») Ky , 3 T™rao
/(a) = 0, se tiene
fil<«) 1- |/(a) -/ («)|<|/(a) -1(6) 1+

+ 1/(6)-/(e)Kyf, =1,

y de acad se deduce que 8(a,c) es menor que e
pues si fuese 8(a,c)]J>s seria ¢ (o,c)”*>e y en-
tonces seria /(c) = 1.

Vemos pues que se cumple la condiciéon 3.°dei teo-
rema de NIEMYTZKI ; luego E con la topologia intro-
ducida por 8(x,y) es metrizable. Queda ahora por
probar que la topologia introducida por h(xy) es
la misma que la introducida por g (x,y) . En efecto:

Sea a un punto cualquiera de E y Q (r) el es-
feréide definido poria condicién 3 (a,x)<r; como
3(a,x)<™q(a,x) , Q(r) contiene el esferdide D (?°)
definido por la condicién 8(a,x) < r.

Tomemos ahora el esferéide D (r) y sea f (x) la
funcion uniformemente continua en E y tal que
f(a)=Q y /(x)=1 para gq(a x)J>r . Sea JJ. el
numero real tal que |/(x)—/(2/)|<l para q(x,y)<\L.

Tomemos ahora el esfer6ide Q (JA) definido por la
condiciéon g (a,x) < |j., y sea x uno cualquiera de
sus puntos ; como ¢ (a,x) < (i. se tiene: f\ (x)]| =
—1/0O») —/(*) 1< * > luego ¢(a,x)<r ya que
si fuese ¢ (a,x) *>r seria/ (x) = 1; como 3 (a,x)<J
¢ (a,x) < r se deduce que x pertenece a D (r),
y como Xx es cualquiera se deduce que Q (JJ) esta
contenido em D (r) .

Queda asi probada la identidad de las dos topolo-
gias y por consiguiente demostrado el teorema.
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Les filtres fermés

des espaces

compacts

par A. A- Monteiro

Univ. Necionel de Cuyo — Sanjuen — Argentina

La famille *, de tous les filtres (‘) d'un réticulé R
a des propriétés qui dépendent des propriétés de R .
ATUO KOMATU [1] a déterminé les propriétés caracté-
ristiques de l'ensemble <, dans le cas ou R est un

réticulé quelconque. D'autres résultats analogues
ont été indiqués par GARRETT BIRKHOFF et ORRIN
FRINK [2] .

LEOPOLDO NACHBIN [3] a généralisé et complété les
résultats précédents en indiquant, en particulier, les
propriétés caractéristiques de la famille de tous les
filtres d'une algébre de BOOLE (°) et d'une algebre de
BOOLE généralisée.

Soit $ la famille de tous les ensembles fermés
d'un espace compact / (nous supposons dans cette
note, qu'un espace compact vérifie l'axiome d'HAtrs-
DORFF). Les filtres de & seront appellés des filtres
fermés de l'espace topologique / (PIERRE SAMUEL [4])_

Nous nous proposons d'indiquer dans cette note, des
propriétés caractéristiqgues du réticulé Qg. Pour
cela rapellons les définitions suivantes :

A) Un élément d'un réticulé R sera dit  inférieure-
ment compact (ou plus simplement compact) (L. NACH-
BIN [3])si étant donnée une famille, non vide, \XY."
d'éléments de R telle que

7.6A- -

il existe une partie finie, non vide, A, de A telle
que

(-l x, ¢ x

B) Un réticulé R ayant un premier élément (0)
sera dit compact si 0 est dit compact.

() Un filtre d'un réticulé H est une partie, non vide, F de
Il telle que : 1.°) si s,y 6 f allors xfiycF; Si aiCj, et
xg F alors ye F. Un fitre F est propre si Fzfc R .

(*) bu, ce que revient au méme, de la famille de tous les
systhémes deductifs d'une Algebre de Boole.

C) Un atome d'un réticulé R (ayant un premier
élément) est un élément aeR tel que: 1.°) a=f=Q,
2°) si xc a, alorsou x =0 ou x = a.

D) Un élément x de R sera dit atomique s'il

existe une famille, non vide, j*J,,”, d'atomes de

R telle que

a.A

E) Nous dirons qu'un réticulé R , ayant un pre-
mier et un dernier élément 1, vérifie l'axiome de la

normalité,  si étant donnés a,b eR tels que a ~!6 = 0,
il existe des éléments ai, ejeR tels que a p)*i=
=a n &= 0, Oi J*I —1 ( Voir H. WALLMAN [5]) .

Si nous exigeons, en outre, que les éléments a\,b\
vérifient la condition (16j = 0, nous dirons que
R vérifie I'axiome de la disconnexion normale.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat sui-
vant :

THEOREME — Pour  qu'un  réticulé * soit  isomorphe
a la famille &g de tous les filtres fermés d'un  espace
compact il faut et il suff it que

1) < soit distributif, complet et compact.

I1) Tout élément de * soit le produit d'éléments
compacts. ()

I11) Les éléments  compacts de <s>, distincts de O
coincident  avec les éléments atomiques de <b.

1V) * vérifie l'axiome de la  normalité.

Si nous voulons caractériser la famille de tous les
filtres fermés d'un espace métrisable compact i, il
suffit de remplacer I'axiome |1 par :

11") 1l existe une famille  dénombrable K, déléments
compacts de <I>telle que tout élément de * soit le pro-
duit d'éléments de K .

(") Nous disons que x est le produit des éléments < si
*= 0 e
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Il est intéressant de remarquer que 47 ne peut

vérifier

I'AXIOME DE LA DISIONCTION DE WALLMAN, [5].

Si a, be R sont tels que e ({b="a il existe
un élément tel que aCw=f=0, wp b= 0
a moins que l'espace compact donné / soit formé

par un nombre fini de points.

Pour obtenir une caractérisation de la famille <t>g
de tous les filtres fermés d'un espace compact tota-
lement disconnexe ilsuffit de remplacer dans I'énon-
cé du théoréme précédent la condition IV par

1V) 4 vérifie l'axiome de la disconnexion normale.

[1]

[2

[3]

[5]
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Integral de Riemann-Stieltjes num espago
localmente compacto
Ruy Luis Gomes
Porto
O Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes funcional ser linear e continua (em termos da topo-

Teixeira, cujaprimeiraedicdo foipublicada no Porto
em 1889, assenta, no que respeita a Integracdo, na
definicdo de CAUCHY, do integral de uma fung¢do con-
tinua num intervalo [a,e].

Ora, estando a «Gazeta de Matematica» a organizar
um: nimero comemorativo do 1." centenario do nas-
cimento do giande Mestre e Investigador, parece-nos
de verdadeiro interesse para os estudantes das nossas
Escolas Superiores, uma exposi¢cdo simples e actua-
lizada da nocdo de integral, tendo precisamente como
ponto de partida a definicdo de CAUCHY.

Assim, este artigo trata no essencial,
gamento por continuidade do integral de CAUCHY ;
mas de modo a abranger o integral de RIEMANN e o
integral de STIELJES. E ainda com a vantagem dida-
tica de utilizar um método que nos conduz direc-
tamente, ao integral de LKBESGUE-STIELJES
espago localmente compacto, ou seja, as
modernas teorias da integracédo.

do prolon-

num
mais

Resumo

Constroi-se a nocdo de integral de RIEMAXN-STIEI.JES
de uma funcdo limitada, de suporte compacto em E ,
pelo prolongamento por continuidade <le uma funcio-
nal linear e ndo-negativa no sub-espago L das fun-
¢des continuas, de suporte compacto em E . Para
isso introduz-se uma topologia conveniente no espago
SF das funcgdes limitadas, de suporte compacto e re-
corre-se ao teorema fundamental do prolongamento
por continuidade (!) . D&-se uma condicdo necesséaria
e suficiente de integrabilidade em termos de medida
de LEBESOUE-STIELTJES. Mostra-se que a definicdo de
fungdo integrdvel coincide com a definigcdo classica
de STIELTJES quando E se reduz a um intervalo fe-
chado de B\ . Estende-se a definigdo ao caso de a

(') BOURBAKI —Livre Il1, Chap. I, 86, p.p. S7-38 «Ror Luis
<IOME8 «Jnlr.gral Lebesr/ue-Stielljes», J. 1. M., Porto, 1952.

logia da convergéncia uniforme).
Relaciona-se a defini¢do do texto com a generali-
zagdo de integral de STIELJES, devida a POLI.ARD.
1.

— O espago topolégico SFe

Designemos por E um espago localmente com-
pacto e por SFa classe das funcdes numéricas, limi-
tadas, de suporte compacto () em E .

PROPOSIGAO
vectorial

1. SF é um espaco de

reticulado).

RIESS (%) (espago

Na verdade se f\,f\ pertencem a SF, o mesmo
sucede a c,f, +c,/,, a I\ f|h »/iU/i, quais-
quer que sejam os nimeros reais Ci,Cj.

As fungdes continuas, de suporte compacto formam
um sub-espago (de RIESZ) de SF. Designa-lo-hemos
por L.

Se E é compacto, SFcoincide com a classe das fun-
¢Bes limitadas e L com a das func¢des continuas.

TEOREMA 1.

A condicdo necessaria e suficiente para
que feSF, éque existam fungdes  <pi<™ @2 I'i tais
que (Pi<J/ <"tp, para todo x de E .

Na verdade, se / admite o infimo | e o supremo

X e é nula no complementar dum conjunto compacto
KczE, podemos tornar fi~1fo e <p2=£»i>> sendo
93, continua, de suporte compacto, igual a unidade
em K(*).
Inversamente, de tpi~/"tp,

deduz-se que feSF.

(*) De suporte compacto, quere dizer, nulas no complementar
de um conjunto compacto, que pode variar
funcdo.

de funcdo para

(+) Designacéo introduzido por DIEUDONNE [Ball. Soc. Math.
France, t. 72, 1944, p. 193-194J.

(') Se E nilo é compacto tem-se /<0 e 0< L. Por outro
lado, dado um conjunto comi acto, KCZE, e sempre possivel

determinar uma funcdo como Co [cf. BOURBAKI, Livre 111, Chap.
1X, 84, Cor. Prop. 4]. Se E & compacto, H=1

«2 » leoe

basta fazer
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DEFINIGAO 1. Entende-se por intervalo, a classe
das fungbes f de ff tais que ?i~f<”«p,, “° 2iM?2
duas funcdes de T1J. E representa-se pelo simbolo
[<?i. ti] «

DEFINIGAO 2. En tende-se por vizinhanga de uma
fungéo f de ff, qualquer intervalo que contém f.

PROPOSICAO 2. Estas vizinhangas transformam ff

num espago topoldgico  (de KURATOWSKY).

Com efeito: 1) toda funcgédo fe ff admite uma vi-
zinhanga; 2) toda vizinhanga de/ contém /; 3) dadas
duas vizinhancas de / existe sempre uma vizinhanca
contida na interseccdo daquelas. (°)

Daqui por deante interpretamos sempre ff como
um espago munido desta topologia. E é evidente
que, segundo essa topologia, h é denso em ff,

quere dizer, o fecho de L coincide com o préprio

espaco ff :
2. — Integral superior e Integral inferior
de Riemann-SHeltjes-
Representemos por F () uma funcional linear e

ndo-negativa (‘) em L,
nida em 1J e tal que

isto é, uma funcional defi-

F (Cy?! + C,0.) = C, F (tfi) + c. F (<p) ,
para tpj,<»e C, Ci,ej nimeros reais ; 0 <" F (0) para

DEFINICAO 3. Enlende-se por integral superior e
integral inferior RIEMANN-STIELTJES de uma funcéo
£ e ff, os nimeros representados e definidos respectiva-
mente  por

F (tf) = inf[supF (ep], F (<p) = sup [inf F (<p)]
V) t.v = <> «p,r

sendo (V) a classe das visinhangas de f.

TEOREMA 2. Os integrais  — superior e inferior —

sdo sempre finitos e, além disso, F (f)< F (f), 0< F (f)

e O<F~(f) para O0<f.

Que sao finitos deduz-se imediatamente da mono-
tonia (") de F(<f).

Vejamos agora a relacdo F (/)™ F (/). Como,

(") Na verdade, reportando-iros as designa¢des utilizadas no
no teorema 1, f admite a visinhanca [«l , 92] i toda vizinhanca
de f contém f por definicdo ; se [cpl, «p.] e [«p™, P*] séo
[«pi U CI, (1«1
que estd contida na interseccdo daquelas.

(°) Se E se reduz a intervalo fechado / CEn j F(o) pode
ser, por oxemplo. o intregral de RIEMANN-STIP;LTJES da funcéo
continua, ¢, em ordem a uma qualquer funcdo rtédo-decrescente.

vizinhancas de f, o mesmo sucede a

() Como F (?) ¢é ndo-negativa, tem-se F (91) < F («P2) para
Pl< 22
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por definicdo, é sempre possivel determinar vizinhan-

cas V, V", tais que F (f)<inf F(<p)+ e, sup F(«p)<

— tpev

<*"(/).+ «1 construindo VC V D V", resulta
F{f)<inf F(y) +t<inf>(?) + e<

cev"

— (per’ Y
< sup F (tp) + e< sup F (f) +e< F(f) + 22z,
fev «pe™™
donde

g (/)<*<(1).

Finalmente, se 0 </, a fun¢cdo / admite wuma
base de vizinhancas em que s6 figuram fungdes
el , isto é, da classe das funcdes de L que sdonédo

negativas. E este facto combinado com ()"F(tp)
para @el’, mostra-nos que 0< F (/),O"F (f).
PROPOSIGAO 3.  Tem-se F(f) —F (f)= inf F («p),

T <tp

F (f)= F(f)= sup F (»), designando por fJoj -
— == 9 t~f -
miles inferior e superior, de f.

Na verdade como F ¢é da forma [¢,tp] e
inf  F {ify= Ffa),sup F (<h=F(f,),vem F (f)=
«per «per
-inf =_infF(«p) e F (/) = sup F(cp) =
= sup Ffa).

<pS7

Recorrendo ao integral de LEBESGUE-STIELTJES ("),

— que designaremos pela letra F, ainda se pode
escrever
=F0O
£ (10)- F(1) - FWO),

pois tanto / como / s&o somaveis (*).

COROLARIO 1. F (f) — F (f) = F (10) — F(lu),  sendo

< a oscilagho pontual de fe ff.
E uma consequéncia imediata da aditividade de

F na classe das fungdes somaveis, combinada com a
propriedade F (f)= F(f) e com <«=<06=/—/.

COROLARIO 2. Sejam i\, f, duas funcBes quaisquer
de ff. Tem-se F (t\ + f,)<~F (f,)+F(f,) e F(fi) +
4- F(f,) < F (f,. f,).

Basta recorrer
F (o) em L .

a Proposicdo 2 e a aditividade de

(") Cf. H.CAKTAN —Sur les Fondements de la Théorie du Po-
tentiel, Bull. Soc. Math. France, 69, 1941, p. 73-74 e RUY Luis
OOMEH — Integral ~ de Lebesgue-Sli&ltjes, J. 1. M. Porto, 1952.
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3-— Funcgdes Integraveis

DEFINICAO 4. Dizse que f é integravel RIEMANN-

-STIELTJES em ordem a F (<p), oef, « F (f) = F (f)

E o valor chama-se

integral de

comum, F (f), desses dois
RIEMANN-STIELTJES de

nimeros,
t. .

TEOREMA 3.
paco de RIESZ, stib-espaco
near e ndo-negativa.

Sdo integraveis, em particular, as funcdes de E .

O integal assim definidondo é mais do que o pro-

formam um es-
F(f) & -

As funddes  integraveis

de st no qual

longamento  por continuidade da funcional linear e nao-

-negotiva, F (cp), ye L, nos termos da topologia de

ff. E sabemos que este prolongamento e  Unico.
TEOREMA 4. A condicdo  necessaria e suficiente para

que feiF seja integravel

pontos da descontinuidade

D , da medida nula.
E uma consequéncia

REMANN-STIELTJES € que os

de f formem um conjunto,

imediata de

£() =F(O

e das propriedades do LEBESGUE-STIELJES

FO)-

integral

4. —Integral de num

intervalo fechado

Riemann-Slieljes
IcR"

Vamos aplicar a teoria desenvolvida nos para-
grafos anteriores ao caso de E se reduzir a 1C -R*
e estabelecer as relacdes que a ligam as definicdes
conhecidas, nomeadamente, a de STIELTJES e a gene-
ralizacdo de POLLARD.

Em primeiro lugar, como F (p) se reduz, entdo, a
uma funcional linear e ndo-negativa na classe L das
fungdes continuas num intervalo fechado [ab] da
recta euclideana, o teorema de RIESZ (°) diz-nos que

F (<?) = f if(x) d<+ (x) , sendo o segundo membro

o integral de STIELTJES da funcéao
ordem a fun¢do n&do decrescente
Designando por P uma partigdo qualquer de
[a, b] nos sub-intervalos [x,_,,x\, por d(P) a
amplitude méaxima destes sub-intervalos, por z, um

continua < em

ponto compreendido entre x,_, e Xj e finalmente
por \jii o acréscimo (x,) — ¥ (x,-_) , tem-se, (*°)
pela definicdo de STIELTJES

(") Sur certains  systtmes  singuliers d Equations Intégrales —
Ann. Ec.Nor. Sup. 28, Année 1911, p.p. 41, 42,43. Cf demons-

tracdo de H. LEBESOUE
2 éd., p. 265.

C°) Notacdes de GRAVES in The Theory
Variables, New-York, 1946,p. 260.

in Lecons sur I'Intégration, Paris, 1928,

of Functions of Heat

99

\' 9d+=1imS P ;p,9

- 2<P(«1,)A,T-
y

Ora, pode demonstrar-se o

TEOREMA 5. Seja f uma funcdo limitada no inter-
valo [a, b],

A definicho  de integral de STIELTJES em ordem o uma
funcéo nao-decreseente $ coincide corp. a defini¢do
dada anteriormente em ordem a fuw ional linear nao-
-negativa F (=13 <fdif, *fGL. E inversamente.

Na verdade, se existe lim 2/(Z,)A <i, existem

d tPh=If
também 1lim 2 £jA+ e Iim 2 LA i, emque L, =
d iP1-0 d (P=0 .
= sup/ e lj— inf/ em [x,_,,%X,]. E todos estes
limites sdo iguais.
Por outro lado, como A ndo tem mais do que uma

infinidade numerével
podemos supor que o0s X,, X,=£f£a,ée,
nenhum desses pontos.
Consequentemente,
tais que ¥i</<<p,

de pontos de descontinuidade,
ndo caem em

é possivel arranjar coj<Js>,
e F(<p.)<i; I,,A<j, + s, 11,

- s< F(, ) donde - F(f)=1im S/(a)A,<p.
= - </(P)=0 :

Suponhamoé& agora que F (/)= F(f) e sejam
«H, <p tais que tpj< / < <2, -Pfe) — < eeVem

- 20
i
é suficientemente pequeno, pode considerar-se que

S tp, (z,) Ai<p, ndo difere de F(i() ném I tpj(z,) de

A +< S/(*,)4,<|/<S,,"tpe . Masse d(P)
/ i

F(<p,). Logo, lim S/(*,) a,f-"~(2Z).

Este resultado (") da-nos ainda uma justificagcdo da
definicdo de integral RIEMANN-STIELTJES de uma
funcdo feSF em ordem a uma funcional linear e

ndo-negativa em L.

Dada agora uma funcional linear e continua em L,
basta decompod-la na diferenca(’’) F—F~ de duas
funcionais lineares e ndo-negativas, para ficarmos
habilitados a definir o integral de RIEMANN-STIELTJES
em ordema F e em ordem a F~:

Se i € integravel em ordem a F+ e a F, F (f) =
« F" (f)—F (f) define o integral RIEMANN-STIELTJES
em ordem a uma funcional linear e continua em L .

(") Quando = *, F () coincide com o integral de CAUCIIY,

y® @dx , e o prolongamento de / tvl conduz-nos ao integral

de RIEMANN
(") Resultado conhecido. Ver uma demonstracdo om
de LEBESGUE-STIELTJES, j& citado.

Integral
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Finalmente se E se reduz a /c¢ R, vV 7 = Basta observar que: dada uma funcdo ce, tal que
é possivel arranjar (**) uma particdo admis-
o/

riagé’lo total limitada (**), e a definigdo anterior coin- sivel que verifique S " F (<) + e, donde J fd'f~.
cide com a definigdo classica de integral em ordem
a uma funcdo v (x) de wv. t I,

Em 1923 POLLARD introduziu (') os integrais —
superior e inferior—de RIEMANN-STIELTJES nos termos
destas expressdes

e@(x) dv (x), sende v (x) uma funcdo de va-

Inversamente, dada uma particdo admissivel, como
os seus pontos de divisdo sdo pontos de continuidade
de tjj,é possivel arranjar <p, tal que/<Jcpe F(<f)<r

= 2%

<,i'+s, donde F (/) < [ ldg.

P
T =
/'~ = supS(P;/,y),
Logo, ! fd = F (/) e do mesmo modo se mos-
nas quais
S(Pil+) =S.4ar, traria que 3 fdij = F ( )

€ - ) COROLARIO 3. Tem-se sempre | fdty—1 / diji =

L N G R S T DR A (G B T

Sujeitando a particdo P a condicdo de nenhum
<los pontos Xj, diferentes de a e 0j cair num ponto _ 3 iad

de descontinuidade de I, veem os integrais ~ j"gj i ; L i
Se i é continua no interior de [a, 6] os inte-

~'b f>b
I fdi/ = inf S(P;/,A) grais | , [/ coincidem com os de POLLARD e vem

a formula ()
fd~r= supS(P;/,
poo-

Ora, vamos demonstrar o Cfdi<-f/d*»=1" mdi,.

TEOREMA 6. J fd+= F (f), ~ fdp= F ()

(") Note-se quo Y nao admite mais do que uma infinidade
numerdavel de pontos de descontinuidade.
(*) Teorema de RIESZ, loc. cit. (") POLLARD, loc. cit. Ver uma demonstracdo totalmente di-
(™ TOe Stielties integral and Us generalisations —Quart. Jour. ferente da do texto,em E.W. HOBSON — The theory of Functions
Math., 49, 1920-1923, p.p. 73-138. Vol. I, Cambridge, 3 ed. 1927, p. 55*5-557.
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DOUTOR FRANCISCO GOMES TEIXEIRA

A Gazeta de Matematica publica neste ndmero comemorativo o

trabalho, até hoje inédito, a que foi atribuido em 1945 o Prémio

Gomes Teixeira. Criado pela portaria n." 9.366 do Ministério da

Educacdo Nacional, de 9 de Novembro de 1939, que adiante se

transcreve, este prémio s6 uma Unica vez foi atribuido. Mereceu-o

Fernando Soares David, entdo aluno da Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto.



P ORTARIA

Considerando o estatuido na lei n.° 1:941 (base vn)
e no regimento da Junta Nacional da Educagéo
(artigos 15.°, n.° 10.°,e 44.°,82.°), relativamente a
concessdao de prémios nacionais aos melhores estu-
dantes do ensino superior, para ao mesmo tempo se
consagrarem professores que hajam sido exemplo de
devocdo aoensino e aobem comum e relevantemente
contribuiram para o progresso dasciéncias ;

Ouvido o Conselho Permanente da Ac¢do Educativa:

Manda o Governo da RepUblica Portuguesa, pelo
Ministro da Educagdo Nacional, o seguinte:

a} E criado o Prémio Nacional Doutor Francisco
Gomes Teixeira, em homenagem aoinsigne matema-
tico contemporéaneo, cuja obra didactica e de investi-
gacdo contribuiu poderosamente para o progesso das
ciéncias exactas em Portugal e cujas virtudes civicas
ficaram como modelo perene de bondade e amor pa-
trio, o qual se destina a galardoar, mediante con-

M. >» 9.3 6 6

curso, o melhor trabalho de matematicas puras ela-
borado em cada ano lectivo porum aluno de qual-
quer estabelecimento deensino universitario em que
sejam professadas;

b) Oprémio, daimportancia de 250075, sera anual-
mente concedido por proposta deum jari constituido
pelo presidente daJunta Nacional daEducacdo e por
dois professores decada Faculdade deCiéncias, sob
a presidéncia do primeiro ;

c¢) Os directores dastrés Faculdades, ouvidos os
respectivos Conselhos, elaborardo, no prazo de no-
venta dias, para serem superiormente aprovadas, as
normas técnicas e i-egulamentares a que hado-de obe-
decer o trabalho eoconcurso arealizarja no corrente
ano lectivo.

Ministério da Educacdo Nacional, 9 deNovembro
de 1939. — O Ministro da Educacdo Nacional, Anto-
nio Faria  Carneiro Pacheco.
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Sobre a comutabiiidade

CO m espectros

de
continuos

operadores

por Fernando Soares David

Resumo. Comegamos por dar uma condi¢do neces-
saria e suficiente de comutabiiidade de dois opera-
dores de HEKMITE, definidos num espaco de HILBERT,
admitindo resolugdes da identidade epossuindo es-
pectros continuos, em termos de comutacdo de certos
operadores associados com espectros pontuais puros
e uma base de vectores proprios.

Seguidamente, damos uma interpretacdo fisica dessa
condicéo.

Por fim, estudamos, com base na teoria desenvol-
vida, o caso da posicdo e da quantidade de movi-
mento dum ponto movel sobre uma linha, concluindo
a incompatibilidade destes observaveis pela impossi-
bilidade de existéncia dum estado proprio comum
aos dois observaveis de espectros pontuais associados,
sempre que se efectuem medigdes com erros de pro-
duto inferior & constante de PLANCK.

1. Consideragfes prévias. H& no nosso trabalho
dois aspectos que consideramos fundamentais. O pri-
meiro diz respeito ao método usado no tratamento
da comutabiiidade de operadores com espectros con-
tinuos: reducdo ao caso candénico dd mesmo problema
para operadores com uma base de vectores préprios.
Assim se evita o recurso ao método pouco rigoroso
das diferenciais préprias e, como se verd pela forma
dos operadores associados, se traduz fielmente (do
ponto de vista experimental) a operacdo de medir
com certo érro.

O segundo consiste no estudo daincompatibilidade
dos observaveis «posi¢do» e «quantidade de movi-
mento» pelo método anterior.

Regra geral, nos livros de Fisica Tedrica as rela-
¢0es de incerteza de HEINSENBERG sdo obtidas apli-
cando o método das diferenciais proprias. Nos «Ma-
thematische Grundlagen der Quantenmechanik» de
JOHANN VON NEUMANN, O tratamento desta questédo

Porlo

aparece deslocado da linha geral da obra: tendo-se
estabelecido para operadores nédo limitados a nogéo
de comutabiiidade por meio das respectivas resolu-
¢0es da identidade, o problema é abordado sem re-
correr a estes operadores.

No nosso trabalho, julgamos ver, associada a me-
lhor definicdo de compatibilidade — a estabelecida
com base na comutagdo das resolugdes da identidade
— uma formulacdo correcta duma teoria de diferen-
ciais proprias.

2. Teorema fundamental. Sejam A e B dois ope-
radores de HERMITE de espectros continuos JR.e if,,
admitindo resolucdes da identidade E (k) e F ((.).
Diremos que os dois operadores comutam sempre que,
e s6 quando, comutarem E (k) e F (u) da forma

usual. Tem-se
» ,00
AdE()>) ; B =/ ndF(n).
D —®

Consideremos associados a A e B o0s operadores

I« (A) = Swe . . * (B) = S u', F I
onde J/,,j e j<7, sédo rédes de intervalos semiaber-
tos a esquerda, disjuntos, respectivamente em e
(N >W]° "v- » *v'med, (') ;a- limsupJ|,|J
e g= limsup I\J\ | sdo elementos caracteristicos
destas redes.

gy

(") A dissimetria entre /, e justifica-se do modo seguinte :

por um lado, os calculos que se seguem exigem que um, pelo
menos, dos operadores seja limitado; por outro lado, pareceu-nos
natural limitar apenas um, tendo em vista os operadores repre-
sentativos da «posi¢do» e «quantidade de movimento», o segundo
dos quais é limitado em Mecanica Relativista.
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f. (A) e g™ (B) possuem espectros pontuais

puros. Os valores préoprios do primeiro sdo V , e as
projecgdes proprias F (/,) ; o se-
gundo tem por valores préprios os u.", e zero,com
projeccdes proprias F (JJ el —2 &0O» -

correspondentes

O objectivo deste paragrafo é estudar a comutacédo
de A e B porintermédio da comutacdo de / (A)

e..,.W « (B).
Tem lugar o teorema fundamental seguinte:

aE condicdo necessaria e suficiente  para que A

e B comutem, que comutem os f,6(A) e gN'"* (B)

relativos a quaisquer decomposic¢des de e
0*0IM] P*"* qualquer (u,,aj]C Kpi [e manifesto
que tal comutagdo s6 tem sentido no dominio de

defini¢do de f, (A)]».

Com efeito, se E (X) e F(u.)comutam o mesmo
acontece a E (/,,)) e F@J Donde, atendendo a
continuidade de F (X):

=limQV.F (JIF () =

= (Ilim V. e (L)F (I3 =fc(4)+F (IJ.

Multiplicando por u.’ e somando entre
tem-se:

u.,eu.j,

(B) ./, @) =1,(il)y «gfi<*(B).

Reciprocamente, se /, (") e <™ (B) comutam

para todas as decomposi¢cdes de R” e ([An, ttj], também
comutam

Eoo= 2E(4) e Fi(.,wi= 2F (33,
(-«.X] x|
Considerando uma sucessdo de intervalos (u.~" "]
Onde u-Jj-"-—
comutam também F (X) e F(u.).

oo, concluimos, por continuidade, que

3 Inlerprelagao [isica. Em Mecéanica Quantica
este resultado temumainterpretacdo simples.
Sejam <3 e Si os observaveis representados por

(') Note-se que g estd definido no espago todo e 6 limitado

(beschrilnkt)—portanto continuo—enquanto que f, pode néoser
limitado e o seu dominio de definicdo é

E 1zxwe  (/,,)/*!'< +co] .
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i e S. Assentemos, umavez por todas, no seguinte:
o facto de se considerar determinada decomposicdo
do espectro (continuo !)dum observavel emintervalos
disjuntos, implica que aindicagdo mais precisa que
se pode obter sobre ovalor duma medicdo do obser-
vavel é sabé-lo interior a determinado intervalo.
Medir os observaveis /, («) e é medir

& e Si com erros limitados superiormente por ae
P, ndo podendo o valor de Si ser exterior a (u,,, m].

Q e a serdo compativeis quando se puderem me-
dir simultaneamente com precisdes arbitrarias eem
qualquer zona dos espectros, isto é, quando f , (A) e
jrpdf forem comutdveis para todos os pares de

nimeros a, 8 e todos os intervalos (uo, u.j]. Demons-
tramos a equivaléncia desta condigdo a comutabifi-
dade de E (x) e F (u) para todos os valores de
\ e u., Assim se justifica que esta comutacdo seja
considerada caracteristica da compatibilidade de 61
e Si, como fez VON NEUMANN.

Basta que exista um par de numeros a,, 3, e um

intervalo (f*o, u.)] tais que f,,(A) e (B) nao

comutem, para que se possa concluir a incompatibi-
lidade de & e Si.

4. Aplicagcdo. Neste numero concluiremos, por
aplicacdo dos resultados anteriores, a incompatibili-
dade dosobservaveis «posicdo» e «quantidade de mo-
vimento» dumponto mével sobre uma linha.

As resolugcbes da identidade correspondentes aos
observaveis posicdo (S) e quantidade de movimento

(S ) sao respectivamente (cf. J. v. NEUMANN —op.

cit.,, 11-8) F (X) e F (u,) assim definidos:
* j— }. H
w/()={7"; |i,
F™) = M(|t) M-
onde
- r F(p)dp

(h é a constante de PI.ANCK) J portanto

1(?) <9
-TuU .
Sejam / = (x',V]e J = (p.',p."] dois intervalos
dos espectros de (2 e O significado dos opera-
dores de projecgdo F (i), F (J) é o seguinte:

if , |
F(11(0) = F(V)I(5)-E(x) /()= (1) ol

F (J)f@- ME (J)M-'/(2) = MF (J)F(p) =
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iF(p) ., ped
lo , pel-J
(P)dp
s/hjj
f{r) dr.

Suponhamos que | e J fazem parte de redes
i-‘aM) i7g"'! de intervalos, respectivamente, do es-
pectro de S e dum intervalo (lA ,u-i] convenien-
temente escolhido no espectro de ff. Seja a =
= limsup 11/ 1j,p=limsup j\J"\ |. Os operadores
correspondentes /, (Q) e 9*NP) tém espectros

pontuais puros e uma base de vectores proprios.
As variedades préprias sdo do tipo

((2): v() = E E[.()=0,,,1-7]
‘ i<9) 2(«)
TF) = E[F(I)t. .t 5 no)
*(«) |
=—1Je dpj e (r)dr \
W(J,) :.77[)( (9) [1_2 /\'_O|M9)]

()

Uma condigdo necessaria de comutabilidade dos

operadores /,(<2) e (P) —eportanto de com-

patibilidade de /,, (<2) e ~ (6?) —é a existéncia

duma funcdo prépiia comum, o que se pode sempre
reduzir ao caso da existéncia dum elemento comum
a uma V (lI) e uma W (J). Seja +(?) essa fun-
¢do ; tem-se

D)= -3

e * "cip | * (r)yrfr

qel-T: <\,(q) = O.
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Portanto, com qel

1/ —PT A N
M) = — je dp je ij/(r) dr
"Jj J1
Tomando mddulos
M<o\ t(ndr

Sendo o integral do segundo membro independente
de g, tem-se, designando por M o médulo méaximo
(necessariamente diferente de zero e finito) defy(q)
em | :

\ (r) Idr dp
L A
— j j Mdrdp — M
CJ g h
Donde
J\ > h.

Sendo a, p os limites superiores das amplitudes
dos / e dos J, respectivamente, tem-se a relacdo
fundamental

(1) *P>/>,

Trata-se, como ja foidito, duma condi¢do neces-
saria de compatibilidadede f, (fi) e g™ ™ (ff) .

Segue-se imediatamente a incompatibilidade de
Q e ff.

Temos em (1) uma verdadeira relagio de incer-
teza. (N&ose trata contudo, exactamente, da célebre
relacdo de HEISENBEBG, onde em vez de a e pfi-
guram os desvios médios quadraticos dos dois obser-
vaveis).

A sua interpretagdo fisica é a seguinte : quando
os limites superiores dos erros cometidos numa ava-
liacdo de S e ff wverificam a relacdo a-p<A
ndo é possivel medir simultaneamente os dois obser-
vaveis.
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Sobre Gomes

Teixeira

por Luis Freire

Universidade do Recife

Por sugestdo do meu presado amigo, o PROF. ANTO-
NIO MONTEIRO, que, entre ndés, no Brasil, até dontem,
prestou relevantes e inesqueciveis servigos ao nosso
ensino e cultura damatematica, traco estas singelas
linhas comemorativas do centenario do grande mate-
matico portugués FRANCISCO GOMES TEIXEIRA.

Em sua maior parte éste artigo € areprodugdo do
que em 1933 publiquei num jornal brasileiro ao ter
noticia do seu passamento (Diario de Pernambuco,
7 de Novembro de 1933J.

#

Procurei conhecer a obra de GOMES TEIXEIRA quando,
ha j& muitos anos, em 1924, através das paginas do
L'Enseignement ~ Mathématique— o grande o6rgéo ofi-
cial da Comissao Internacional do Ensino Matema-
tico—, dei conta das recepcdes que lhe fizeram na
tradicional Sorbonne e na Universidade de Toulouse.

Poucos osque as poderdo grangear — o sabio por-
tugués, de certo, colheu naqueles momentos a maior
das recompensas espirituais da sua vida apostolar.

A obra de GOMES TEIXEIRA, que foi professor na
Universidade de Coimbra e Reitor 'la do Porto, dis-
tribue-se por sete enorme volumes in-quarto, afora
as suas conferéncias e ensaios.

Citado por matematicos do porte de PAUL APPELL,
0 seu Tratado das Curvas especiais notareis, planas e
reversas foi premiado pela Academia das Ciéncias
de Madrid.

O Instituto de Franca coroou com oprémio Binoux
os seus trabalhos sobre a Filosofia e a Historia das
Ciéncias.

Os trés volumes dos sete de sua obra matematica
completa, dedicados ascurvas notaveis, constituem
um verdadeiro monumento elevado a técnica, a his-
téria e afilosofia das mateméticas, ao mesmo tempo.

(*) Recebido em 1931, Agosto.

Neles se encontram, e para cada curva, o estudo
da forma, daconstrugdo, da retificacdo, daarea que
elas delimitam, o de suas propriedade e sua historia,
as relagdes existentes entre as curvas e os problemas
em que essas aparecem.

Dificil é encontrar-se sobre um assunto especial
obra tdo completa e inteligente.

A ciéncia portuguesa se orgulhara sempre dese-
melhante obra.

Quando ja o péso dosanos ndo permitia a GOMES
TEIXEIRA meditagbes profundas sobre os delicados
assuntos de matematica, consagrou-se eleinteira-
mente aos estudos dahistéria da matematica portu-
guesa, estudos esses que fizeram oobjeto de suas
conferéncias, em 1923, nas Faculdades das Ciéncias
de Paris e de Toulouse.

O seu belo livro Panegiricos e Conferéncias da
conta desse labor dos seus ultimos anos.

Tratando com alto senso filoséfico o evoluir das
questdes em matematica, tem-se nes¥e livro a crista-
lizacdo de pensamento do Mestre, o coroamento de
uma vida que de facto penetrou nos arcanos temiveis
da ciéncia do ndamero.

Mas quem se assenhoreia desses segredos ndo pode
deixar de ficar um tanto poeta ...

Ja dizja o matematico KRONEUKER ao seu colega
DUHAMEL: Wir sind Dichler (Somos poetas).

GOMES TEIXEIRA, em seus Panegiricos e Conferén-
cias tem paginas de verdadeiro lirismo.

Vejamos alguns dos seus trechos:

0A imaginagdo € a qualidade primacial para ser
grande naPoesia ou na Matemética; € na imagina-
cdo que estd aforca do poeta, € naimaginacdo que
estd aforgca do gedmetra; mas Os meios para um ou
outro a aplicarem sdao diferentes, assim como o sdo
também asorigens da inspiragdo de cada um, que o
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poeta vai ordinariamente beber as cenas da vida
humana e as belezas da natureza e geGmetra vai
buscar as harmonias numéricas gne sdo o regula-
mento do Mundo.

Aos fatos e realidades do Mundo fisico substitue
0 poeta imagens literarias e o matematico imagens
geomeétricas, que encantam e emocionam a alma, o
uma e outra sdo produtos do génio de cada um deles.

Mas o0 gedmetra vai mais longe do que o poeta nos
resultados da imagina¢do, que ordinariamente corres-
pondem, no caso do primeiro, a realidades, no caso
do segundo, a idealismos e ficces, e podemos com
razdo exclamar com SCLLY PEUDHOMME: qual de vos»
poetas, pode gozar o orgulho de uma creagdo seme-
lhante a de um teorema de que depende a predigdo
de um fenémeno celeste?!»

«Para 0s que estdo em condicdes de compreender
as Matematicas, essas ocupam sob o ponto de vista
estético, o mesmo logar entre as ciéncias naturais,
gue a Poesia ocupa entre as outras letras e as Belas
Artes ocupam entre as outras artes. Para éstes, as
Matematicas sdo ciéncias que interéssam pelo que
tém de atil e encantam pelo que tém de belo; sdo as
chaves da Filosofia natural, as bases que a sustentam,
os clardes que a iluminam, os adornos que aenfeitam,
sdo um mundo de grandezas abstraias, em que a
alma encontra primeiro o encanto do mistério e de-
pois a consolagdo da luz.

As harmonias da natureza, que sdo o encanto dos
sentidos, correspondem nas matematicas harmonias
numéricas, que sdo o encanto da razéo.

Um trabalho mateméatico é para quem o sabe ler
0 mesmo que um trecho musical para quem o sabe
ouvir, um quadro para quem o sabe ver, uma ode
para quem a sabe sentir.

Assim como admiramos na musica a harmonia dos
sons, na escultura a harmonia das formas, na pintura
a associacdo da harmonia das formas e das cores, na
Matematica, como na Poesia, encantam-nos as harmo-
nias das ideias creadas pela imaginacdo, sem a qual
nao ha poeta, sem a qual ndo ha gedmetra».

Essa alma sentimental de portugués precisaria
pouco para atingir ao fervor da crenga religiosa.

Ja por essa tocada desde os seus prim.ordios, o
avancar dos anos néo a fez sendo exaltar.

E dai aparecer o analista das matematicas, o poeta
do nimero, como autor de dois «romances de amor
a Deus».

S. Francisco e Clara de Assis tém belos hinos na
pena sabia de GOMES TEIXEIRA.

«A existéncia de Deus é a questdo mais sublime da
Filosofia e da Ciéncia», diz éle em uma das suasin-
troducdes ao estudo da vida e da obra daqueles dois
santos.

GAZETA DE MATEMATICA

E assim se despediu do mundo esse portugués
ilustre que aos encantos da mais fascinante de todas
as ciéncias juntou as doguras da fé que tao forte-
mente iluminou a sua noite longa vida.

Falecendo aos 80 anos, proporcionou-lhe a Provi-
déncia, em que tanto confiou, tempo bastante para
meditar sobre essas matematicas tdo vastas e absor-
ventes, legando assim a sua geragdo e as que se se-
guiram magnificos trabalhos.

Ndo se foicomo GALOIS aos 20 anos, nem como
AHEL aos 2G.

A GOMES TEIXEIRA devemos nés, brasileiros, a gra-
tiddo de um acolhimento cuja lembranga bem nos
tocara sempre: era no seu Jornal das Ciéncias Mate-
maticas e Astronoémicas do Porto que OTO DE ALENCAR
publicava alguns dos seus mais robustos trabalhos,
dentre éles destacando-se a memoria notavel : Da
accdo duma forca aceleratriz sobre a propagac¢do do
som.

E ai que o matematico brasileiro se torna o eco
da voz potente de" GOMES DE SOUSA — o Sousinha —:
na obra vertiginosa deste seu compatriota genial,
encontra OTO, num mergulho de félego, os materiais
e 0s metodos necessarios a resolucdo do tdo alto e
fascinante problema de fisica matematica que cons-
tituia o objeto de sua memdria.

Aos trinta e poucos anos de idade haveriam de
desaparecer essas duas grandes forgcas do pensamento
brasileiro —uma menos curta existéncia lhes teria
permitido obra excepcional, produzindo-se com GOMES
DE SOUSA, em especial, talvez uma completa reforma
no tratamento matematico dos problemas de filosofia
natural.

Ndo fora o fato de a obra de GOMES TEIXEIRA
estar redigida em francés, e certamente teria elao
destino da de DANIEL DA SILVA, o seu grande mestre,
sem nenhuma dlvida a mais completa organizacdo
de matematico, em Portugal.

DANIEL DASILVA, desconhecendo os trabalhos de
MOBIUS e de MINDING, relativos & mecanica racional,
criou duma vez o que esses continham, indo mesmo
bem adiante daqueles dois notaveis matematicos.

Escreveu, porém, em portugués, o que lhe valeu o
«siléncio fechado da mais bela das linguas mortas»
(6. AMADO) .. .

Vinte e cinco anos ap6s, o célebre DARBOUX apresen-
tava a Academia das Ciéncias de Paris u'a memoria
em que declarava muito inovar aos trabalhos de
de MOBIUS e MINDING.

Todas as proposi¢cdes do matematico francés se
encontravam em verdade no trabalho do matematico
portugués, que, ainda ultrapassava as do proprio»
DARBOUX.
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«O que aproveita escrever em portugués» excla-
mava desolado DANIEL PASILVA em carta dirigida a
GOMES TEIXEIRA e na qual lhe dava parte da memoria
de DAKBOUX (G. TEIXEIRA — Panegiricos e  Conferén-
cias).

GOMES TEIXEIRA, que nunca perdeu ocasido de fazer
valer a prioridade e superioridade, no assunto re-
ferido, de seu mestre venerado, nao poderia, pois,
destinar a sua propria obra aquele «siléncio» fatal—
fé-la, assim, aparecer em francés.

E com amargor que nao vejo o nome de OTO DE
ALENCAR, aparecer nos livros de Andlise Matematica —
em. muitas partes dessa ciéncia o0seu nome certamente
figuraria destacado se os mateméaticos estranjeiros
estivessem inteirados dos seus trabalhos, ora de ele-
gante e impecavel metodologia, ora de pura e alta
pesquisa.

Que mina rara de sugestdes, de conhecimento
amplo e sistematizado, de relacdes importantes
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achadas pela primeira vés, ndo é a sua memoria
publicada em 1904 na Revista dos Cursos da Escola
Politécnica do Rio de Janeiro e intitulada Aplicagdes
geométricas de RICCATI ?!

Pena é que ndo houvesse tambhém escrito em fran-
cés, pois, todos os seus trabalhos sdo vinculados, de
profunda elaboragdo interior, de vistas agudissimas
e notavelmente originais, modelos que o sdo de dis-
ciplina e ordem matematica.

.Outro homem de ciéncia brasileiro digno tamhém
de ser conhecido é MANUEL AMOROSO COSTA que, com
o seu livro péstumo, As idéias fundamentais da Mate-
matica», pos-se ao nivel dos melhores autores desses
assuntos.

Que me revelem os bons amigos portugueses haver
intercalado os nomes de trés brasileiros entre as
linhas por mim destinadas a homenagear o sabio ma-
tematico portugués FRANCISCO GOMES TEIXEIRA no
passamento do seu centenario.

A sua generosa acolhida a um deles provocou
naturalmente tal associacao.
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NOTAS DE MATEMATICA

Colecgdo fundada por A. A. MONTEIRO
e continuada sob a direccdo de L . NACHBIN e C. SILVA DIAS

L. NACHBIN, Combinacdo de Topologias

Estudo de propriedades do conjunto ordenado de todas as topologias sobre
um conjunto Esc #50,00 ou Cr #25,00

L. NACHBIN, Espagos vetoriais topolégicos

Estudo dos espacos topoldgicos, corpos, corpos topoldgicos, espagos veto-
riais, espacos vetoriais topologicos, partes limitadas, topologias fracas e
fortes Esc #140,00 ou Cr #70,00

A. A. MONTEIRO, Filtros e ideais

Estudo dos reticulados ou «lattices» distributivos, reticulados e ldgicas de
Brouvver, reticulados e algebras de Boole, aritmética dos filtros primos e
maximos Esc #100,00 ou Cr #50,00

M. M PEIXOTO, Convexidade das curvas

Estudo das funcdes convexas no sentido classico e no sentido generalizado
de Beckenbach e suas relagdes com as desigualdades diferenciais Esc #100,00 ou Cr #50,00

M L MOUSINHO, Espagos projetivos

Estudo dos reticulados completos modulares complementados e seu emprego

na caracterizagcdo ordinal dos espagos projetivos de dimensao qualquer . . Esc #70,00 ou Cr#35,00
C SILVA DIAS, Curso de Topologia Algébrica
Estudo dos complexos lineares, classificacdo das superficies fechadas, com-
plexos simpliciais, grupos de homologia, grupos de Poincaré e de homotopia Em impressao
Estas obras podem ser obtidas através das seguintes livrarias :
LIVRARIA SA DA COSTA EDITORIAL LATINO AMERICANA
Rua Garre», 100-102 Rua Senador Dantas, 76, Grupo 505
Lisboa—Portugal Rio da Janeira—Brasil
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