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\ 

O n the reversion of series 
by E. T. WftiHoker, Sc D., F. R. S. 

Univers i ty of Ed inburgh 

One of the most celebrated of Teixeira's discoveries 
is the extended form of Burmann's theorem which he 
published ( 4) in 1900. I propose to show that this 
theorem may be used to establish a general formula 
for the reversion of series, or for the calculation of a 
root of an algebraic equation of any degree. 

From the theorem, it is known that i f y (x) as a 
function of x, written in the form 

V ( x ) = (* — *) + ( x ) > 

then under suitable conditions as regards conver
gence, we have 

jy(g)|' d<-< r , n ~ | 

minant of r rows and columns 

Suppose that 

so that 

: ax + bx1 + cx3 + dx* -1-

x (a + bx + c x* + dx3 + •), 

a = 0 

<]/ (x) = a + bx 

The theorem becomes 

c x 2 4- d x's + 

O ) 

(2) 

Now it was shown by H . W . SUGJIB ( 2) that if 

(a + bx +'cx*+ ...)-" = Aa + A±x + Â2x* + A3x3-\ . 

then the coefficient A, may by written as a deter-

(—1)' nb a 0 0 

r !a r +" 2ne ( « 4 - 1 ) 6 2 a 0 

3nd ( 2 n + l ) e (r(+2)6 3 a 

4ne (3ra + l ) d (2ra + 2)c (re+3)6 

But from Taylor's theorem we have 

Comparing (4) and (5) we have 

# .1 ( - 1 ) ' 
a ' + " 

nb a 0 0 

2rcc (?i + l ) 6 2 a 0 

3 n d ( 2 n + l ) c (« + 2)6 3 a 

4 « e (3» + l ) d (2ra + 2)c (re + 3)6 

Substituting from (6) in (3) , we have 

V-

4! a> 

a3 3 ! as 

46 a 0 

8c 56 2a 

12 d 9c 64 

0 

36 a 

6c 46 

+ 

rb a 0 0 

2 r c (r4-1)6 2 a 0 

3 r d (2r + l ) c ( r + 2)6 3 a 

4re ( 3 r + l ) d (2r + 2)c (r+*3)6. 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

( # ) Received 1951 February. 
(') Journal far Math, C X X I I (1900), p. 97. 
( ; ) Mess, of Math. X X I (1892), p. 177. 

T h i s formula (7) is the reversal of the series (1) : i t 
gives that root x of the equation (1) which tends 
to zero when y tends to zero. 



O artigo que a seguir se publica foi traduzido do original 

em ing l ê s pelo Doutor A. Pereira Gomes. O seu Autor, o 

grande matemát i co francês, Professor J . Hadamard dirigiu à 

Redacção da «Gazeta de Matemát ica» as seguintes palavras: 

II m'a été donné de rencontrer quelques fois M. Gomes Tei

xeira; plus souvent de le lire. J'ai ainsi pu aprécier la haute 

caleur de l'homme et du savant, et suis heureux de m'associer à 

l'hommage rendu h celte belle personalité et à cette belle oeuvre. 

J . Hadamard 
Paris, le 10 Mars 1951. 
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Equações de derivadas parciais e funções de variáveis reais 
por J. Hadamard 

M e m b r o d o InsMrufo 

As funções de var iáve i s reais têm sido tratadas 
cada vez mais profundamente e, ao que parece, com
pletamente, considerando-se sucessivamente espéc ies 
mais gerais, afim de fazer incidir sobre elas h ipóteses 
tão pouco restritivas quanto poss íve l . Neste sentido, 
as funções cont ínuas são inc lu ídas nas funções inte
gráve i s à LEBESGUE. Vêem então as funções i n t e g r á 
veis à DENJOY e as funções i n t e g r á v e i s à PERSON, após 
o que têm atraído a a tenção as sucessivas classes de 
de BAIRE, etc. 

Parece que se tem ido tão longe quanto poss íve l 
na d irecção oposta, quero dizer, considerando-se pro
priedades cada vez mais especiais das funções . Entre 
as funções cont ínuas , foi-se levado a dist inguir: 

A) funções absolutamente c o n t í n u a s ; 
B ) » de var iação l imitada; 
C ) » satisfazendo à condição LIPSCHITZ-

-HOLDER; então 
D ) funções admitindo derivada; 
E ) » cuja derivada gosa das propriedades 

A ) , B ) ou C) ; 
F ) funções admitindo um certo número p de deri

vadas, que pode ainda supor-se satisfazerem às con
dições A ) , B ) ou C ) . 

Se agora tomamos p= o o , isto é, 
G ) funções admitindo derivadas de todas as ordens, 

parece à primeira vista que nenhuma outra h ipótese 
oferece interesse enquanto nos não restringimos às 

H ) funções anal í t i cas . 
Mas por outras cons iderações , a lacuna entre as 

condições G ) e H ) aparece como muito larga; e na 
realidade, ela foi agora preenchida com o auxí l io da 
teoria das equações de derivadas parciais: mais pre
cisamente, do problema de CAUCHY. 

Como se sabe, a ques tão referente à ex i s t ênc ia de 
soluções para as equações de derivadas parciais 
recebeu uma resposta geral — ou considerada como 

tal — no célebre teorema de CAUCHY - KOWALEWSKY. 
Es te teorema estabelece que para uma tal equação , 
digamos de 2.* ordem (dando o valor duma derivada 

de 2.* ordem , 

&u _ / d*u du 

dxi 

em termos das outras segundas derivadas, das pr i 
meiras derivadas, da função desconhecida u e das 
v a r i á v e i s independentes), se o segundo membro é 
holomorfo nas diferentes var iáve i s , podemos deter
minar uma so lução u escolhendo arbitrariamente os 

du 
para x = 0 , como funções 

dxo 
valores de u e de 

( # ) Recebido em 1951, Março. 

das outras var iáve i s independentes xt — seja 

(1) " ( O J X Í , ••• xm._,) = <p (xi, ••• , x m _, ) , 

\d xoj x,=o 

Se, além disso, <p e ^ são holomorfas, este pro
blema de CAUCHY, admite uma e só uma so lução (*). 

E s t a resposta ao nosso problema capital foi mui
tas vezes considerada como completamente geral, 
devido à tendência , entre os geómetras do úl t imo 
século, para não considerar a h ipótese de analit ici-
dade como uma restrição essencial de generalidade. 

O estado actual da Ciênc ia tem levado a conclusões 
muito diferentes. Pode acontecer que o problema de 
CAUCHY seja poss íve l sem qualquer h ipótese de anal i -
ticidade; tal é o caso, por exemplo, do problema de 
p r o p a g a ç ã o do som num meio ilimitado em todos 
os seutidos (sendo a equação diferencial a das ondas 
es fér icas e as condições «defenidas» relativas 
a í = 0 ) ; dum modo geral, duma equação do tipo 
«s implesmente-hiperból ico» (sendo os dados de CAU
CHY originados por uma superf íc ie espacial. Mas 
se se considera agora a equação de LAPLACE (equação 
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dos potenciais) e tentamos determinar uma so lução 
u pelos dados de CAUCHY (!), pode ver-se fàc i lmente 
que, por exemplo, nenhuma so lução existe se uma 
destas funções é suposta identicamente nula e a outra 
não anal í t i ca . 

Isto não introduz nenhuma nova concepção, visto 
que somos ainda conduzidos à condição H) de ana-
liticidade. Mas as coisas mudam se partirmos agora 
da equação do calor, 

d2u ou 

óx1 d y 

Se tomamos ainda ç , um dos dados de CAUCHY, 
como identicamente nulo, o problema em geral não é 
poss íve l , mesmo se o outro dado $ satisfaz à condi
ção G ) . 

A s condições necessár ias e suficientes para a exis
tênc ia duma solução s ã o : 

1. ° Condição G) (que existam as derivadas ^ de 
todas as ordens) ; 

2. °) Condição H 2 ) , que os valores absolutos de if'* 
admitam limites superiores: 

H 2 ) \ Y " { y ) \ < K ^ p ) \ R - , 

onde K e R são .duas constantes positivas (isto é, 
independentes de p e y , embora geralmente dife
rentes para os diversos ij<). 

A condição H 2 ) difere da condição de analit ici-
dade: ela é menos restritiva, pois que a analiticidade 
é expressa, além de G ) , pelas desigualdades 

H) \i<-»(y)\<Kp<IIl>, 

onde K e R têm a mesma s i g n i f i c a ç ã o que acima. 
Portanto, a «classe de espéc ie 2» defenida por 

aquela condição é intermediár ia entro as classes G) 
e H). O mesmo se pode dizer, sem dúvida, das 
«classes de espéc ie a» definidas por 

(Ha) | í « ( , ) | < i r ( I ? ) / f f , 

para qualquer a. maior que a unidade (-'). 
Por um tal resultado, foi aberto o caminho para 

uma longa e importante série de pesquizas. 
Primeiramente, a propriedade mais c láss i ca — e 

até agora considerada como caracter í s t ica — das 
séries de TAYLOK é que uma função i/ é completa
mente determinada quando são dados os valores 

( ' ) A demonstração de C A U C H Y e S O F I A K O W A L E W S H Y apenas 
provou que ^nâo existe mais do que uma solução holomorfa. 
Que nenhuma outra qualquer solução pode existir resulta, ao 
menos para muitos casos (equaç5es lineares de coeficicientes 
analíticos), de trabalhos posteriores ( H O L M G R E N , H A N S L E W Y , 
C A R L E M A N ) . 

(') a = 1 é a classe das funções analíticas. Para a < 1 , uma 
função satisfazendo às desigualdades (H3t) é não só analítca, 
mas também uma função inteira de genus maior do que 1/(1—a). 

numéricos da própria função ij/ e das suas derivadas 
de todas as ordens, para um determinado valor da 
var iáve l independente no interior do intervalo (a, 6), 
onde ela é suposta holomorfa ; tem-se, como Conse
quência , que se i/ é dada num intervalo (a, b) e é 
suposta holomorfa num intervalo (a , c) mais extenso 
(com a < 6 < c ) , um tal problema de prolongamento 
analítico — isto é, determinação de i|/ no intervalo 
complementar (6 , c) — se for poss íve l , é"determinado. 

A questão que surge naturalmente é : pertencerá 
esta propriedade à classe Ha) ? Se uma função per
tence a esta classe, será o seu prolongamento ana
l í t ico determinado adentro da classe? 

A resposta é negativa. Pode mostrar-se fàc i lmente 
que as funções 

(2) e~» , (2') ^e-* 

pertencem à classe de espéc ie 2. As sucessivas deri
vadas — mais precisamente, «der ivadas à d irei ta» — 
de ambas elas são todas nulas para y = 0. Assim (2) 
ou (21) podem «prolongar», para y~^-0, uma função 
idênt i camente igual a zero para y < 0 , gerando uma 
função continua assim como todas as suas derivadas, 
para cada y real de — oo a 4- oo . 

A questão pode ser agora obviamente generalizada. 
Usando um símbolo aná logo ao de LANDAU, supo
nhamos que 

/-©ff, 
onde / e g são funções do inteiro p, a segunda das 
quais positiva, significa que existem duas constantes 
A e R tais que 

\ f \ < K g / R » 

para cada p positivo. Sendo dada uma sucessão de 
números Ar , o sistema de desigualdades 

(A) y>(y) = ®Ap, 

a ser satisfeito pelas sucessivas derivadas duma fun
ção , define uma classe de funções (a classe das 
funções ana l í t i cas , se A„=p ! ) . Diremos agora que 
esta classe AT é quase-analítica se o prolongamento, 
no sentido considerado acima, é determinado adentro 
desta classe. A ques tão é : sob que condição a suces
são A„ define, pelas desigualdades (A) , uma classe 
quase -ana l í t i ca . 

Este belo problema foi completamente resolvido 
pelas pesquizas de BOKEL, DENJOV e CARLEMAN. A con
dição para a quasi-analiticidade é a d i v e r g ê n c i a da 
série 

previamente regularizada, isto é, quando certos valo
res de Ap são subs t i tu ídos por outros menores se, 
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para alguns valores de p, eles são anormalmente 
grandes. 

Ainda outra genera l i zação é poss íve l e foi estudada. 
Imaginemos um sistema de condições — não neces
sariamente da forma (A) — imposto a uma função 

definindo-se assim uma classe £ . Pode acontecer 
que esta classe seja q u a s i - a n a l í t i c a , sendo a s ignif i 
cação de «pro longamento» ligeiramente modificada 
pois que as derivadas j á não i n t e r v ê m : uma função + 
é definida em (a ,6 ) e satisfaz às condições g; tente
mos defini-la em (b ,c) de forma que as mesmas con
dições sejam satisfeitas em ( a , c ) ; diremos que a 
classe é quas i -ana l í t i ca se este prolongamento (quando 
poss íve l ) é pos s íve l duma só maneira. 

Es tas espéc ies de classes q u a s i - a n a l í t i c a s foram 
obtidas por SERGE BERNSTEIN como uma consequênc ia 
das suas cé lebres e profundas i n v e s t i g a ç õ e s sobre 
aprox imação polinomial. Quanto elas podem ser dife
rentes das consideradas acima, será imediatamente 
assinalado pelo facto que algumas delas compreendem 
funções desprovidas de qualquer derivada. 

I I 

Ainda outros caminhos de i n v e s t i g a ç ã o foram su
geridos pela cons ideração das classes i7j ou Ha.-
Uma propriedade essencial das funções ana l í t i cas é a 
de gerarem outras pelas operações c láss icas da A n á 
lise, tais como a adição , mul t ip l i cação , formação de 
funções de funções e funções compostas, def in ição de 
funções i m p l í c i t a s por meio de equações ordinárias 
ou t a m b é m por equações diferenciais. Como se sabe, 
a demonstração de que estas operações , aplicadas a 
funções ana l í t i cas , produzem ainda funções ana l í t i cas , 
é geralmente levada a cabo com o auxí l io de «fun
ções dominantes» , baseando-se no facto que as desi
gualdades com os membros maiores positivos podem 
combinar-se por ad ição e mul t ip l i cação . 

Maurice Gevrey generaliza isto às classes de e s p é 
cie a , constituindo para estas classes toda uma nova 
A n á l i s e , inteiramente paralela à antiga, mas onde os 
sucessivos cá lculos são não só sujeitos à «dominação» 
como no método de Cauehy, mas à «sobredominação», 
isto é, substituindo cada termo pela sua potênc ia de 
ordem R e fazendo uso da desigualdade 

(« + * ) a > a* + b* , a > 0 , b > 0 , a > í . 

Assim, o produto de duas funções pertencentes à 
classe de espéc ie a > l é ainda uma função da 
mesma classe ; etc. 

Sem dúv ida , podemos estudar propriedades seme
lhantes nas classes mais gerais (A) . No que diz res
peito ao produto, a ques tão foi completamente resol

vida por Gorny (!) : a propriedade relativa ao pro
duto subsiste em cada classe do tipo (A) considerada 
num intervalo infinito. E l a é também vá l ida se o 
intervalo é finito, desde que substituamos Ap por 
max (Ap , p l ) . 

I I I 

Outras questões respeitantes ao problema de Cauchv 
conduzem a propriedades notáve i s e inesperadas de 
funções de v a r i á v e i s reais. 

Partamos da equação das ondas esfér icas , 

E s t a equação é h iperból ica e, mais precisamente, 
«s implesmente hiperból ica». Contudo o problema de 
Cauchy que lhe diz respeito pode ser imposs íve l . 
T a i s casos ocorrem se, em vez de t=0, os dados são 
originados pela hipersuperf íc ie x=0: uma superf íc ie 
temporal («t ime- l ike») em lugar de uma espacial 
(«space-I ike») . O problema de determinar a so lução 
de ( E 3 ) por 

" ( ° , y , s 1 0 = <p(y> 2»0> ( ~ ) = ï ( y , » , 0 
\0 a y I = 0 

onde y « v já não são supostas ana l í t i cas (mesmo 
se indefinidamente d i ferenc iáve i s ) , é em geral impos
s íve l . Como deveremos escolher <p e 4/ — ou, para 
simplificar, uma destas funções , tomando-se a outra 
identicamente nula — para chegar a um problema de 
CAUCHY poss íve l ? 

Sem dúv ida , um problema a n á l o g o existe para cada 
número de d imensões : por exemplo, para a equação 
das ondas c i l índricas . Mas, desta vez, aparece uma 
nova e curiosa c ircunstânc ia se considerarmos um 
meio unidimensional, ficando a equação diferencial 
reduzida à equação das cordas vibrantes 

( E i ) 
e)2 u e)2 u 

Neste caso não há d i s t inção entre direcções 
espaciais e temporais: a var iáve l t desempenha um 
papel inteiramente a n á l o g o a x, de modo que o 
problema de que agora falamos não existe para 
este caso. Consequentemente, encontraremos proprie
dades de funções de diversas var iáve i s que não têm 
aná logo no caso duma só variável . 

(1) Conservo o cruel remorso de nao ter conseguido obter, 
para este jovem tão belamente dotado, uma nomeação numa 
Universidade Americana. A recusa duma tal nomeaçuo equivaleu 
para ele a uma condenação à morte : nao pôde ser libertado 
dum campo de concentração em França, que abandonou somente 
para seguir para a câmara de gaz, na Alemanha. 
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V ê - s e facilmente que a ques tão pode ser, e mesmo 
duma infinidade de maneiras, reconduzida à expressão 
duma função de duas ou mais var iáve i s por médias 
«semi-eireulares» ou «hemi-esfér icas» . 

Para a equação das ondas c i l índricas 

d*u &u õlu 

à x* à y1 àt2 

à qual nos referiremos de preferência, por conven iênc ia 
de f iguração , tomemos no semi-plano x J> 0 , um 
semi-c írculo tendo o seu centro (0 , y0) sobre o eixo 
dos y , sendo o seu raio designado por to- O valor 
médio duma função arbitrária X (x, y) sobre este 
semi-c írculo será uma função de yo e de t 0 , digamos 
i (Vo, k) • 

Sendo agora dada <!/ ( y 0 , ta) , é pos s íve l encontrar 
uma função X(x,y) correspondente? 

E certamente poss íve l (duma só maneira) se i[. é 
ana l í t i ca nas duas v a r i á v e i s que contém e, mais ge
ralmente, como resulta duma propos ição de VOLTEBRA, 
se é anal í t i ca em y0 ; mas o problema é, pelo con
trário, certamente imposs íve l se ^ é independente de 
í e não ana l í t i ca em y0. 

Para um dado <]/, o X requerido pode ser obtido 
por apl icação, uma infinidade de vezes, das duas 
operações que combinam der ivação e in tegração . Para 
que X exista, é necessár io que cada uma destas su
cessivas operações seja poss íve l (o que, no entanto, 
em virtude da intervenção da in tegração , pode acon
tecer mesmo sem a ex i s tênc ia de derivadas de 4) . Se 
assim é, estas operações levam ao valor médio do 
produto 7 . P , onde P é um p o l i n ó m i o ; donde por 
processos conhecidos de passagem a limite, o valor 
de X em cada ponto. Somente, é ainda necessár ia a 
convergênc ia nestas passagens a limite. 

Mas as operações assim sumariamente descritas 
oferecem um notável aspecto. E l a s podem ser efec
tuadas quando é dada no interior dum pequeno 
segmento do eixo dos y e variando t de t' a t" — 
por outras palavras, num rectângulo (*), embora 
exiguo, paralelo ao eixo dos t (veja-se o diagrama 
junto). Se, agora, as condições de validade e con
v e r g ê n c i a destas operações são satisfeitas, elas defi
nirão X e, consequentemente, $ , não só no interior 

do rectângulo , mas em todo o interior dum losango 
(ver diagrama) circunscrito àquele (de lados incl i 
nados de 45° em relação à vertical), com excepção das 
partes que correspondem a í < í ' ou a t > t" . Por
tanto, vemos que as funções satisfazendo às condições 

t 

 

de possibilidade do nosso problema admitem um certo 
prolongamento anal í t i co —não, porém, sobre qualquer 
espéc ie de domínios , mas sobre domínios de certas 
formas. 

Se recordarmos que a redução do problema de CAD-
CHY a um problema de médias semi-circulares pode 
ser obtida pelos mais variados caminhos, encontramos 
que o prolongamento anal í t i co de (y , t) , se dado 
no interior duma certa área S0 do plano y t , atinge 
uma área circunscrita a iS'o e limitada por caracte
r í s t i cas de ambos os sistemas. 

Vemos pois que, para funções de diversas var iáve i s , 
existem novas espéc ies de prolongamentos ana l í t i cos , 
que não têm aná logo para funções duma só variável , 
a saber, prolongamentos sobre áreas ou volumes de 
certas formas especiais. 

(') No caso da equação das ondas esféricas — uma equação 
em quatro variáveis , a última das quais, / , è uma variável do 
tipo-tempo, —a função W (y , z , t) pode ser dada no interior dum 
círculo, embora pequeno, do plano y z e para t' <t<t" , isto 
ó, no interior dum cilindro circular, embora exiguo. de eixo 
paralelo ao eixo dos t; e sendo assim, ela será determinada 
em todo o interior dum duplo cone circunscrito ao cilindro (ou 
mais exactameuto na parte deste duplo cone correspondente a 
t' < í < i " ) . 
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Sobre pares de figuras convexas 
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Dedicatória. Entre la gran variedad de asuntos 
que trato F . GOMES TEIXEIRA f igura también el de los 
cuerpos convexos. E n efecto, aunque matemát i co 
anal í t i co principalmente, publico varias notas sobre 
la geometria de las figuras convexas en las que se 
refleja su fino espír i tu geométr ico . Por esto, en este 
número dedicado a su memoria y como sincera home-
naje a la misma, no creo esté demasiado fuera de 
lugar un tema como el indicado en el titulo de la 
presente nota. 

1. Introducción. E l es túdio de las figuras con
vexes (conjuntos convexos, limitados y cerrados) 
coustituye un importante capitulo de la Geometria, 
con abundante l i t eratura^) . A cada f igura convexa 
van unidos una serie de caracter í s t i cas (longitud, 
área, d iâmetro , anchura mínima, circulo inscrito, 
etcétera) y el es túdio de los valores extremales de 
algunas de estas caracteristicas, conocidas otras, 
présenta interesantes problemas. 

Una genera l i zac ión que parece poco estudiada es 
la de considerar figuras K z formadas por un par de 
figuras convexas. Mas general, se trataria de consi
derar figuras Kr formadas por r f iguras convexas. 
Tambien en este caso se pueden definir ciertas 
caracteristicas (área, longitud, d iâmetro total, d iâme
tro de cada componente, mín imo circulo que contiene 
K', etc.) y se presentan muchos problemas de má
ximos y mín imos , genera l i zac ión de los correspon-
dientes a r 1, únicos generalmente estudiados. 

E n esta nota nos vamos a limitar al caso r = 2 y 
vamos a dar, como ejemplo, dos tipos de problemas : 
a) Una genera l i zac ión dei teorema de H E L L y a figuras 

compuestas de dos figuras convexas ; b) Algunos 
problemas extremales de figuras A' 2 . 

(») Recibldo eu Abril de 1951. 
(') T . B O N N E S E S - W . F E N C H E L , Théorie der konvexen Ktírper, 

Berilo, 1934. 

2. Generalización dei teorema de HELLY. P a r a 
el caso dei plano, n = 2 , el teorema de H E L L J - a que 
nos referimos, dice: Dado en el plano un conjunto de 
figuras convexas, si cada 3 de ellas tienen punto común, 
existe punto comhn a todas ( l ) . 

Nuestra genera l i zac ión a «pares» de figuras con
vexas K* = K i + Ki af irma: 

TEOREMA. Dado en el plano un conjunto de pares de 
figuras convexas K 2 , si cada 17 de ellos tienempunto 
común, existe un punto común a todos. 

L a demostrac ión, que también puede aplicarse para 
el teorema original de H E i x y , la basaremos en dos 
lemas. 

LEMA 1. .Sean K j (i = l , 2 , 3 ) très figuras con
vexas (cerradas) cuya intersección J tenga puntos in
teriores-y sea tal que K j f l K ^ J . En estas condiciones, 
toda figura convexa K que tenga punto común con 
K ) , K 2 , K 3 , tiene punto común con J . 

Demostración. Supongamos que exista una f igura 
convexa K con punto común con K\, A 2 , K3 y sin 
punto común con J . E l i jamos três puntos ^ e K ^ K . 
E l t r iângulo aj a 2 a 3 (que puede degenerar en un 
segmento) es tá contenido en K y por tanto no con
tiene a J ni las rectas a, a,-, pueden tener punto 
común con J , pues si a t « 2 , por ejemplo, cortara a 
J en un punto P , por pertenecer este punto a las 
ties i f j , los puntos a j , a 2 pertenecerian a una misma 
figura K { , contra la h ipótes i s de que las K{ to
madas dos a dos no tienen mas punto común que la 
intersecc ión J . Por tanto el triangulo ai a 2 a 3 tiene 
un lado, sea aj a 2 , que separa J y al otro vért ice 
013. Tracemos por ai la recta de apoyo de . / que 

(') B O N N E S E X - F E N C H E I . , loc. cit. pág. 3. 
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deja a distinto lado a J y a 013. Sea Q el punto 
de contacto (o uno de ellos si hay mas de uno). Por 
pertenecer Q a J , cada segmento Qa f pertenece a 
iifj y es exterior a S i Q fuera interior a alguna 
Kt habria dos de estas figuras con punto común 
exterior a J , contra la h ipótes i s . Luego Q perte
nece al contorno de las très A , y por tanto las pro-
longaciones de Qa, serán exteriores a K ; . S i esto 
fuera possible, tomando un punto S interior a J y 
próximo a Q, alguno de los segmentos Sy.; cortaria 
a alguno de los Q*,- en puntos distintos de los ex
tremos; estos puntos de intersecc ión pertenecerian a 
dos Ki sin pertenecer a J , lo que es contrario a 
la h ipótes i s . 

LEMA I I . Sean 17 pares de figuras convexas 
Kp (i = l , 2 • •• , 17) cuya intersección J tenga puntos 
interiores y sea tal que Kp (~| K ? = J (es decir, las f i 
guras Kp no tienen, dos a dos, otros puntos comunes 
que los de J ) . En estas condiciones, todo par de fi
guras convexas K 2 que corte a todas las Kp, corta 
también. a 3 . 

Demostraciún. L a intersecc ión de pares de figuras 
convexas se compone, a lo sumo, de 4 figuras con
vexas Jt ; sea J = J^ + J2+J3 + J4 • S e g ú n el L e m a I , 
cada componente de IO podrá cortar a lo sumo a 2 
figuras JSTp por cada Jt sin cortar a J : en total 
puede cortar a 8 figuras A ? sin cortar a J . L a s 
dos componentes de AT2 pueden, por tanto, cortar a 
lo sumo a 16 figuras K? . Luego si cortan, por h i 
pótes i s , a 17, deben cortar a J . 

Sentados estos lemas pasemos a la demostración 
dei teorema. 

Supongamos primeiro que cada 17 figuras A' 2 

tengan puntos interiores comunes, para poder aplicar 
los lemas anteriores. Luego veremos que esta condi-
ción es supérf lua . Supongamos también primero que 
el conjunto sea finito. Procedemos por inducc ión. 
Supongamos el teorema cierto para N figuras AT2 y 
vamos a demostrar que lo es también para N.+í • 

Sean Kf ( « ' = 1 , 2 ••• , 16) 16 figuras de entre las 
N que cumplen la condic ión dei enunciado y K ^ + 1 

la nueva f igura aíiadida. Sea JK la intersecc ión de 
todas las K\ ( « = 1 , 2 ••• , N) sin contar la A"p (i= 
— 1 , 2 , 1 6 ) y «S Ia in tersecc ión de las A~p (i= 
= 1 , 2 , ••• , 16) . Por suponer el teorema cierto para 
N , la f igura -fi"'H debe cortar a los y también 
a iS por suponer que cada 17 figuras dei conjunto 
tienen punto común. Pero las figuras J i 7 S tomadas 
dos a dos no tienen mas punto común que J , luego 
se cumplen las condiciones dei Lema I I y K^+t debe 
cortar a J . 

Debemos ahora prescindir de la condic ión de que 
cada 17 figuras tengan puntos «interiores» comunes. 
Supongamos que solo tienen punto común. Conside
rando Ias figuras paralelas exteriores a d i s tânc ia e , 
ellas tendrán puntos «interiores» comunes y por 
tanto la demostrac ión anterior vale. S i el teorema 
vale para qualquier 1 , tratándose de conjuntos 
cerrados, vale en el limite para e = 0 . 

E l paso a un conjunto infinito, numerable o no, se 
puede hacer aplicando un teorema de Riesz, exacta
mente igual a como lo hace D . KONIG para el caso 
dei teorema de H E L i . y ( í ) . 

3. General izac iones . E l problema se puede ge
neralizar considerando conjuntos de figuras Kr com-
puestas cada una de r figuras convexas y también 
pasando al espacio euclidiano de n dimensiones en 
lugar dei plano. E n ambos casos la demostración 
puede hacerse siguiendo en lineas généra les el método 
anterior. Nos limitaremos a dar el siguiente enun
ciado general. • 

Sea dado en el espacio euclidiano de n dimensiones 
un conjunto de figuras K." compuestas cada una de r 
figuras convexas. Si cada n r 3 + 1 de ellas tienen punto 
común, existe un punto común a todas. 

E l número n r 3 + l es el que da la demostrac ión 
anterior. E s posible, sin embargo, que se pueda dis-
minuir. P a r a el caso r = 2 , n = 2 que hemos con
siderado en detalle, es probable que se pueda susti-
tuir 17 por 13. 

Seria también interesante ver si el teorema ante
rior se puede generalizar de manera a n á l o g a a como 
el primitivo teorema de H E i . L y fué generalizado por 
su próprio autor a conjuntos de «celdas» en vez de 
figuras convexas ( 2 ) . 

4. Très problemas extremales sobre pares de. 
figuras convexas. Dada uma figura K1 compuesta 
de dos figuras convexas K%, K-,, utilizaremos las 
siguientes denominaciones : 

d Distancia mínima = extremo inferior de las 
distancias entre un punto de A j y otro de K2 . 

D = Distancia máxima = extremo superior de las 
distancias entre un punto de A j y otro de AT 2. 

S = Diâmetro = extremo superior de las distancias 
entre dos puntos cualesquiera de A ' 2 . E s siempre 

S ( , Sz = D i â m e t r o s de las componenetes K± , K2 . 
F = Área de A ' 2 . 
L — Longitud dei contorno de K 2 . 

(') D . K S N I O , Ueber konvexe Kòrper, Mat. Zeits. 14, 1922. 
( S ) E . H E L L Y Ueber système von abgeschlossencn Mengen mit 

gemeinschaflichen Ptmkten, Mooatsheft© Mat. und Phis., 37, 1930. 
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Con estas denominaciones vamos a considerar très 
problemas. 

1. Dados d y D , hollar el máximo de F . 
Sean K\ y K2 las dos componentes de AT 2 . Sean 

L\, Lz las longitndes de los contornos respectivos y 
supongamos Li~^Lz. Supongamos primero que el 
contorno de Kz no tenga puntos angulosos, de ma-
nera que también resulte convexa la figura A'j — e 
paralela interior a distancia e suficientemente pe
quena. Afirmamos que para la K z de m á x i m a área, 
K2 no puede tener puntos interiores. E n efecto, en 
caso contrario consideremos las figuras convexas 
Ki + tjKz—e paralelas exteriores e interiores res
pectivamente a distancia e . P a r a la nueva f igura 
K z resultante, d y D no han variado y en cambio 
el área se ha incrementado de 

(1) A F = L , s + Í T E 2 — ( L 2 s - n ! ) = 

= (/,! - Lz) t + 2 1 r e 2 > 0 

o sea, F ha aumentado. S i AT2 tiene puntos angu
losos (teniendo puntos interiores) se puede aproximar 
convenientemente por otra f igura convexa que no 
los tenga y el resultado subsiste. 

Luego, para que K2 sea de área m á x i m a la com
ponente 7 i 2 no debe tener puntos interiores : debe 
ser un segmento. Sea el segmento de extremos A, B. 
Supongamos que sea AP (P e A \ ) el segmento tal 
que d = AP . Sea r la recta normal a AP trazada 
por P. Con centro B y radio D tracemos el arco 
de c ircunferência que se apoya en r . Queda así un 
segmento de círculo en el interior dei cual debe que
dar K\ . Es te segmento circular será máximo cuando 
la distancia de B a r sea mínima, o sea, cuando 
B es té en la paralela a r por A. Entonces Ki 

debe estar contenida en los dos segmentos de círculo 
de centros A , B y radio D limitados por r . L a 
parte común a estos segmentos será m á x i m a cuando 
ambos coincidan, o sea, A = B . Por tanto : 

Dados A y "D el máximo de F se obtiene por la 
figura compuesta de un punlo A mas un segmento de 
circulo de radio D y centro A cuya base diste d dei 
punto A . 

Poniendo tp — are cos (d/D) el resultado se puede 
eseribir 

F < <f> D' — d D sen <f . 

2. Dados d , D hallar el máximo de L . 
C011 la misma demàstración anterior, con solo sus-

tituir (1) por A L = L t - f 2 n s — ( X 2 - 2 r . e) = Lv— 
— £ 2 + 47re^>0, resulta que el máximo corresponde 

a la misma figura anterior. Por tanto se puede tam
bién eseribir 

L < 2 o D + 2 s / D i - d i . 

Ambos problemas se complican si se sustituye D 
por S . 

3. Hallar el círculo de radio mínimo que contiene a 
cualquier par de figuras convexas cuyos diâmetros res
pectivos sean o"i, S 2 y la distancia mínima entre ellas 
sea d . 

P a r a el caso de una sola f igura convexa se sabe 
que el radio mín imo p es tá dado por p = S/v'^ (')• 
E n el caso de un par de figuras convexas conviene 
considerar dos casos (supondremos siempre S 2 ^ S j ) : 

a ) %2 ̂  1̂ + d. Consideremos el caso de dos 
segmentos PQ , RS de una misma recta cuyas lon
gitudes sean P Q = S , , QR = d , RS = S 2 . P a r a 
cubrirlos a los dos se necesita un círculo de radio 

(2) f - g (** + 

Vamos a demostrar que cualquier par de figuras 
convexas en las condiciones dei enunciado puede 
cubirse con este círculo. E n efecto, cualquier A'j de 
diâmetro S 4 que contenga Q e s tará contenida en el 
círculo de centro Q y radio S*i = Q P ; analoga
mente, cualquier AT2 de diâmetro S 2 que pase por Tf 
es tará contenida en el circulo de centro R y radio 
S"2 = RS . Como ambos c írculos es tán contenidos en 
el circulo de diâmetro PS , queda probado el enun
ciado. 

b) <í2 > 8j + d . E n este caso no vale lo anterior. 
Considereemos la A"2 formada por un segmento PQ 
de longitude Si y un tr iângulo equi látero RST de 

S 

  

T 

lado <í2 colocados como indica la figura 1, en la 
cual es QR = d . P a r a cubrir toda la f igura hace 
falta un circulo de radio 

( ' ) B O N X E S E N - F E N C U E L , loc. cit. pag. 78. 
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(8) p - = 
2(S,+-d) +y /5S 2 

Afirmamos que con este radio se puede cubrir cual-
quier figura K l con las condiciones dei enunciado. 
E n efecto, la primera componente K\ de K1 e s tará 
contenida en el segmento circular limitado por la 
c ircunferência de centro R y radio Sj + d y la 
perpendicular por Q a la recta QR. L a segunda 
componente A~2 puede estar contenida en un circulo 
de radio 82/v/3 (sea O su centro) y por tanto 
estará contenida en la intersecc ión de este circulo 
con el de centro R y radio ? 2 . S i giramos el cir

culo de radio p que contiene la fig. 1 alrededor 
de R hasta que su centro se coloque sobre R O, 
cubrirá tanto al segmento circular mencionado que 
cubre Kt como a la intersecc ión mencionada que 
contiene a i£"2, y por tanto cubrirá a K 2 . 

E n resumen : 

Dados , 82 y d , y suponiendo 8 2 ^> Si , cual-
quier figura K 2 con estos elementos puede cubrirse 
con un circulo de radio p dado por (2) si ò 2 < 3i + d 
o por (3) si 82 > 8! -f d . 

L A P L A T A (Argentina), Facultad de Ciências Fisicomatemátícas. 
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On a certain arithmetical identity related to the doubly 
periodic functions of the second and third kinds^ 

by M . A . Basoco 
The University of Nebraska, U. S. A. 

1. Introduction. The problem of representing the 
doubly per iodic funct ions of the f i r s t ( i . e. e l l i p t i c ) , 
second and t h i r d kinds (us ing a te rminology i n t r o d u 
ced by H E R M I T E ) i n various types of t r igonomet r i c 
series has been discussed by many authors i n c l u d i n g 
the d is t inguished Portuguese mathemat ic ian F R A N 
CISCO GOMES T E I X E I R A . T o T E I X E I R A we owe a syste

matic study (!) of the developments ot the funct ions 
of the second k i n d , and the present w r i t e r is g l ad to 
acknowledge the inf luence of this paper of T E I X E I R A 
on his study of certain related problems. (*) 

I n wha t fol lows we shal l be concerned w i t h an 
a r i thmet i ca l resul t wh ich is i m p l i e d by an i d e n t i t y 
which involves the J A C O B I e l l i p t i c theta funct ions and 
certain doubly periodic funct ions of the second k i n d . 
The la t te r are meromorphic funct ions which sat isfy 
pe r iod ic i ty condit ions of the f o r m 

r / ( z + 2 w ) = / ( z ) 

[ / ( « + & . ' ) - c / ( » ) , c ± l , 9 v ( - ) > 0 . (1) 

Included i n this category are the f o l l o w i n g 

(2) / ( z ) =0-^(3, *,) = *', ^ 4 T Í T T . ( a , 6 = 0 , 1 , 2 , 3 ) 
* 6 ( a ) * c \ V ) 

for wh ich , i n a standard nota t ion , ( 3 ) we have &\ = 
= *„ a-.2 * 3 , (2 M , 2 u') = (IT , it T) , 0 < amp ? < ir and 
c = exp (—2iv). These funct ions were f i r s t discovered 
by J A C O B I (*) i n connection w i t h his work on the dyna-

(») Received April, 1951. 
( ' ) F . G O M E S T E I X E I R A , «Sur le développement des fonctions 

doublement périodiques de seconde espèce en série trigonomé-
trique», J. fur die Reine und Ang. Mat. 125, (1901) p.p. 301-318-

(') M . A. BASOCO (i) Bull. Am. Math. Soc. 37 (1931) , p.p. 
301-318, (ii) ibid, 38 (1932) , p. p. 560-568, (iii) Am. J. Math. 
54 (1932) p.p. 242 .252 . 

( 3 ) W H I T T A K E R AND W A T S O N , nModern Analysis», Cbap. X X Ï . 
(>) J A C O B I , Werke, Bd. 2, p. p. 291-351. 

mies of a r o t a t i n g r i g i d body. H K R M I T E ( 4 ) was the f i r s t 
to ob ta in the Four ier Series developments of these 
funct ions and T E I X E I R A ( j ) has shown how H E R M I T E ' S 

results could be obtained as examples i l l u s t r a t i n g 
his general theory. For f u t u r e reference we note t ha t 
the func t i on < t u l (z , v) has the development 

(3) 
&l (z-t-v) 

cot z + cot V 

»i w *i e»: 

where the inner sum ranges over a l l the pos i t ive , 
i n t eg ra l divisors d , 3 of n, and 0 (z) , 3 (v) are less 
than 3 (WT) . 

2. The Analyt ica l Identity. The basic i d e n t i t y 
which is to be established is obtained by us ing a 
procedure w h i c h is i n the s p i r i t of the methods used 
by T E I X E I R A (loc. c i t . ) su i tab ly mod i f i ed to take care 
of the fac t tha t we begin w i t h a f u n c t i o n which h a i 
the pe r iod ic i ty properties of a doubly periodic func 
t ion of the third k i n d ( 3 ) . 

Consider the f u n c t i o n 

(4) / (y) == a-3 (as + y + z) QUI (as + y , - y) , 
where x and z are regarded fo r the t ime be ing as 
parameters and y is a complex var iable . I t fo l lows 
f r o m the properties of the theta funct ions t ha t 

U I f ( y + = g " ! e 5 *f <»-"/(y), 
q = exp (IM'T) , n = in teger . 

The f u n c t i o n f ( y ) has simple poles at y —-niz-, 

( ' ) H E R M I T E , Oeuvre), t. 4 p.p. 190 and 199-200. 
( ' ) T E I X E I R A , loc. cit. p.p. 317-318. 
( > For tbe general theory of these functions, reference mar 

be made to a monograph by A P P E L L in the Mémorial des Sciences 
Mathématiques, 36, (1929). Also to M . A . BASOCO, Acta Mathe-
matica, 57. 
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and at y = — X + M J T T , M = 0 , + 1 , + 2 , - - - , w i t h 
residues - <j" ! e~2 n i • » 3 (x + a) and q?' e -**<*+ ! ) * 3 (a) 
respectively. 

L e t C represent a contour i n the y-complex plane 
composed of (n + 1) cells (of w i d t h TZ) above and 
n cells below the real axis and consider the aux i l i a r} ' 
f unc t i on 
(6) * ( < ) = / « cot ( < - 2 / ) , 

which has poles a t t=y , t = miz and t=—x + n-x - . 
The residue a t t=y is f (y) • A n appl ica t ion of the 
C A U C H V residue theorem leads, upon l e t t i n g n -* oo , 
to the result : 

(7) & j ( x + y + s) * 1 M (x + y , - y) -

= » j ( ! ) ' / ( i + } , i f ! ) - » , (x + i) 7. (y , z) 

where, 

(8) X (u ,v)= 2 1 r ' e _ 2 " * c o * {u — TT.T) , 

(\= ex 2> (r: i T) . 

Subject to the condit ions noted below, we may 
express this result i n t l je f o r m 

-oo • 

(9) X (u , v) = cot u + 2 2 ft"' s i n 2 , i V + 
>i=i 

\ o° 

+ 4 S ft"(2 s i n I (3 — rf) « + 2 á -w l ) , 
n=l 

where the inner sum refers to a l l the posi t ive in t eg ra l 
divisors d , 8 of n such tha t <Z<8 and i ~ d , 
(mod 2) and 3 ( M ) > 3 (") a r e ' e s s than 0 (TCT) . 

3. The Arithmetical Identity. I f the expansions 
(3) and (9) are substi tued i n (7) and i f we use the 

00 

fac t tha t Ovj (z) = 2 q " ! cos 2 >iz, we are led, 
n m — 00 y . 

af ter a f a i r l y l ong calcula t ion to the re la t ion : 
4 2d WE SÍn2 [ ( 8 - M ) t t + ( 3 - t f ^ - 0 2 / ^ - ^ ' z ] } = 

tl=l I (a) J 
OO , 

= 4 2 a"I S s i n t ( A ' + A ) œ + - + 
n=l I (61 

+ 2 ( A — A) a] - 2] s i n I - 2 f t x + — A ) 2/ + 
(4) 

+ 2 (A—A) z] [ + cot (x + y) 2 9-" E (») [cos 2 sz -

. — cos 2 s (x 4- ?/ + z)] — 
00 

— cot 2/ 2 ft" e M [ ° o s 2 « (x + a) — 

— cos 2 s (x + y + z)] + 

+ 2 2 ft" X (") Í S [cos 2 r s s i n 2 < (x + z) ~ 
— cos 2 r (x + z) s i n 2 < a] J , 

(10) 

where the integers i , d , S , h , A , A1 , t are subject to 
the relations : 

(a) n = ?2 + 2 t f 8 , » ^ 0 , 8 > 0 , rf>0, 

(6) n = A2 + AA' , A ^ O , 0 < A < A ' , A = A ' , mod 2-

(11) 
(«) n = s2, s > 0 , E (n) = 1 or 0 according as n 

i s ' o r is not a perfect square. 
(,/) n = >-2 + r > 0 , O O , X(« ) = l or 0 

accordiug as n is or is not a sum of 
two squares. 

The terms i n (10) which invo lve the cotangent 
funct ions may be reduced by means of the fo rmula 

r - 1 

sin ru cot u = 2 c o s ( p — 24) u . 
/.=o 

The r e su l t i ng terms when combined w i t h the last 
series i n (10) give the f o l l o w i n g s imp l i f i ed expression 

(12) 4 g q" s (») |S [sin Ux +J* + i s ) -
n=i l j = i 

— sin (sx + j y - f *z)]J + 

+ 4 2 ft" * (») { S s i n (rx + (r - o a)i • 
11=1 I (3! J 

In this way i t is seen tha t (10) contains only t r i g o 
nometric terms of the fo rm sin (ax + fiy + f z ) where 
a , P , Y are integers . 

U s i n g a procedure which was probably f i r s t used 
by L I O U V I L L E i n connection w i t h his celebrated a r i t h 
metical formulae ( L I O U V I L L E , i n th i s connection merely 
gave results ; no proofs where given) and which i n 
recent times as been f u l l y j u s t i f i e d by B E L L (*) we 
obta in the f o l l o w i n g « p a r a p h r a s e » of (10) : 

L e t F (x,y ,z) be a single valued func t i on defined 
for i n t eg ra l values of the arguments and subject only 
to the of p a r i t y condit ions : 
F ( - * , - V , - z ) F(x,V,e), F ( 0 , 0 , 0) = 0 . 

Then i d e n t i t y (7) impl ies and is i m p l i e d by the 
ar i themet ica l i d e n t i t y : 

(13) 2 F (a + «' ' 8 - d + ' i Ò = 

where, 

(') E . T . B E L L , (1) Trans. Am. Math. Soc, 22 (1921) p.p. l-SO 
and 198-219, (11) Coloquium Publications, Ant. Math. Soc, 7, 1928. 
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and 
L (») = S F (r ' 0 ' r *~ ') ' n = r* + fi ' r > * > 0 

and (a) , (b) refer to i n t e g r a l pa r t i t i ons (11) , i n 
wh ich n is an a rb i t r a ry pos i t ive integer. 

4. C o n c l u s i o n . Somewhat simpler formulae may 
be obtained by r e s t r i c t i n g the p a r i t y F (x ,y , z) 
t h rough either of the f o l l o w i n g condit ions : 

1) F( r- x,y,»)-F(x,y ,»),F(x,- y,h- «) => 
= - F { x , y , * j , F (as, 0 , a ) = 0 ; 

2) F ( - x , y , z ) ^ - F ( x , y , z ) , F ( x , - y , - z ) = 

* = F ( x , y , z ) , F ( x , 0 , z ) = 0 . 

Corresponding to these more res t r ic t ive p a r i t y con
di t ions we have respectively : 

(14) "%F(?> + i , h - d + i , i ) = 
M 

_ r / V + a A 1 — A \ 

= s { ^ ( 4 - ' - r ; - * ) -

(15) S F ( 3 + *' s - fZ + = 
(a ) 

_ f / A ' + ' A A' A \ 

+ F / A , 1 _ Í J A _ A ) J + « ( n ) r ( n ) . 

These formulae are of interest i n connection w i t h 
cer ta in results obtained by UsPENSKy i n a series o f 
memoirs en t i t l ed « S u r les Relat ions entre les N o m 
bres de Classes des Formes Bina i res et P o s i t i v e s » (*). 
In fac t , formulas (14) and (15) were obtained by 
U S P E N S K Y u s ing pure ly a r i t h m e t i c a l methods. These 
methods are « e l e m e n t a r y » i n the sense t h a t no 
ana ly t i ca l processes are used, bu t th is does not 
necessarily mean t h a t they are s imple. B y way of 
app l ica t ion of these results i t may be said t ha t 
U S P K N S K Y has used these formulae to enumerate the 
number of representations of a number as the sum of 
three squares, the enumera t ing f u n c t i o n be ing a 
d iv isor f u n c t i o n . Hence we see tha t these formulae 
are related to G A U S S ' classic enumerat ion i n terms of 
the class number f u n c t i o n f o r b ina ry quadra t ic forms 
of negat ive d i sc r iminan t . 

I t is clear t ha t results analogous to (13), (14) , (15) 
may be obtained by r ep lac ing equat ion (4) by the 
funct ions 

fis) - * « ( * + » + s ) ( « I « ) I 

where u , v are l inear func t ions of x and y . 

(') J . V. U S P E N S K T , Bull, de l'Académie des Sciences de 
VU. S. S. R (192G) p.p. 547-566 and Bull. Am. Math. Soc., 36 
(1930) p.p. 743-754. 
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N.° 50 — Dezembro de 1951 

Sobre la inversion del orden en las elasticidades parciales (*) 

por J . Gal l ego Diaz 

Madrid — Espano 

E l objeto dei presente t r aba jo es inves t iga r las 
condiciones g é n é r a l e s bajo las cuales, dada una f u n 
c ión a = F (x , y) , es l í c i to i n v e r t i r el orden de las 
elasticidades parciales. Nos proponemos, pues, ave r i 
guar cuales son las funciones que satisfacen a la 
e c u a c i ó n : 

— * ? . . ( * ) * (1) 

Recordamos que, dada una f u n c i ó n y = y(x), se 
l l a m a elasticidad de l a f u n c i ó n y se representa por el 
s í m b o l o E (y) a l a e x p r e s i ó n : 

dy x 

dx y 

Analogamente, dada una f u n c i ó n a de dos v a r i a 
bles independientes x e y, se l l ama elasticidad par, 
ciai p r imera de z respecto de x, a la e x p r e s i ó n 

(2) 

E* (•) = (3) 

y e las t ic idad parc ia l p r imera de a respecto de y , 
a la e x p r e s i ó n : 

y 
(4) 

Para el calculo de las elasticidades parciales suce-
sivas basta observar que la elast ic idad de un pro-
ducto es i g u a l a la suma de las elasticidades de los 
factores y que l a e las t ic idad de un cociente es i g u a l 
a Ia d i ferencia entre la elast icidad dei numerador y 
del denominador. 

A s i : 

js\ [E, (a)] = B% (a) = E. («i) + Í—JB. (a) 

JE, [Eu («)] = E"; (z) = E, & ) + 1 - E, (a) 

E, [B. (a)] = E:tt (á) = E, (zx) - Ew (a) . (5) 

K [«. (•)] = K, (*) = * » <*',) - E* M • ( 6 ) 

L a e c u a c i ó n (1) equivale, pues a 

E, 
( 4 ) = M -

' a ' 
v 

Z 

o lo que es lo mismo : 

y , y ~ a'i • - . (8) 

Y s i suponemos cumplidas las conocidas condi
ciones de e x i s t ê n c i a y de cont inu idad de las derivadas 
de las funciones consideradas, podemos a d m i t i r que 
a»v = 3 i » c o n 1° c u a ' I a e c u a c i ó n (8) pasa a ser 

es decir : 

— - , — - , = — ( 2 / ^ - ^ 2 ' , ) 

i , a 

la cnal se satisface, bien por ser: 

a) y a'„ = x «'i 

o por ser 

b) a 
= a' . a ' 

(9) 

(10) 

L a i n t e g r a c i ó n de estas dos ecuaciones en de r i 
vadas parciales es inmedia ta . Para l a e c u a c i ó n (9) 
se tendra que ve r i f i ca r , como es sabido, 

o sea : 
L (xy) - « 

Y, por tanto : 

dx dy dz 

x —y 0 

a - p ; • xy = Ki - -ff,. 
T ( X 2 / ) (11) 

Y para la e c u a c i ó n (10) , puesta en la fo rma : 

integraremos respecto de y, resultando : 

(7) Lz', = L a + L>V(x) ; Lz = L-

(*) Recibido en Mayo, 1951. 

V(x) ' a 
e integrando respecto de x : 

Lz — n(x) + (?/) 

- < r ( x ) 
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y , por tanto : z = a (x) • p (y) (12) 

Podemos comprobar el resultado (12) mediante el 
cambio de f u n c i ó n : Zj = Lz o lo que es lo mismo: 
z = e'< • 

Las derivadas parciales de z respecto de x e y 
son : 

•V = e!- (%)'. , = «*' í«i)í 
- e< [(«j); («I)Í + 

y la e c u a c i ó n (10) se convierte en : 

* c%>. + («oz. - («$ m,} 
y puesto que 

e". 4= 0 
resulta : 

( ^ ) ; ' „ = o . . ( i 3 ) 

Las soluciones de (13) aeran, pues, 

z i i - i (x) + S (y) 

y , por tanto : 
Z = e=, = e * W + 8 M „ , (x) - p (y) . (14) 

e c u a c i ó n i d ê n t i c a a la (12) . 

L a g e n e r a l i z a c i ó n a l caso de una f u n c i ó n de n 
variables independientes es obvia . 

Dada la i m p o r t â n c i a que, a nuestro j u i c i o , p r é s e n t a 
el c á l c u l o de elasticidades para el e s t ú d i o de los 
f e n ó m e n o s naturales ( f í s i cos , b i o l ó g i c o s , e c o n ó m i c o s , 
p s i c o l ó g i c o s , etc.) (!) estimamos que los resultados 
obtenidos en el presente t r aba jo ofrecen un doble 
i n t e r é s y a que, por un lado, s i rven de c o r r o b o r a c i ó n 
a algunos de los conseguidos en el t r aba jo a que 
antes aludimos y , por outro lado, s i admit imos, como 
parece l ó g i c o , que las funciones u t i l izadas en las 
c i ê n c i a s e x p é r i m e n t a l e s satisfacen a la e c u a c i ó n (1), 
estas han de ser dei t ipo de las (11) o de las (12). 

Por ú l t i m o , es inmediato adver t i r que, s i adernas 
de (11) suponemos que ha de cumplirse : 

+*;* 0 

resulta : z = kxy . 

Y , si adernas de (12) suponemos que ha de cum

plirse, i gua lmen te , z"x* + z"u* — 0 , resul ta: 

z = cosh y ( a j e** + * ( e"'") 

o b i e n : z = senh y (a e' 1 — b e -**). 

(') Véase nuestro trabajo : «Una métrica universal para las 
ciências expérimentales», en esta mísma revista, n.° 41-42, 1949, 
(Recension de L . M . B L U M E M H A L en Mathematical Review*, 
Enero 1951, pg. 3). 

1 
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DE M A T E M Á T I C A 

Dezembro de 1951 

S o b r e anéis de endomorfismos 
por A- Almeida Costa 

do Universidade do Porlo 

I n t r o d u ç ã o . No que v a i seguir-se, 9JÎ é um m ó 
dulo e f l um d o m í n i o o p e r a t ó r i o do mesmo, formado 
por endomorfismos de 9Jt. n é o anel dos endomor-
f ismos-f i , de 9JÎ, e ÍJ' E n um anel contido em n . 91 s e r á 
um s u b - m ó d u l o - f l , de SDÍ, podendo 9t afectar-se de 
u m í n d i c e , sem perder esse s ign i f icado . O conjunto 
dos endomorfismos pertencentes a f l ' , que an iqu i l am 91, 
cons t i tu i um ideal d i re i to , representado por é e cha
mado ideal aniquilador. A 91; c o r r e s p o n d e r á á j , no 
mesmo sentido. Por ideal de contracções em 9 í , desig
naremos o conjunto n dos endomorfismos de f l ' que 
ap l icam 9Jt dentro de 91. A 91; c o r r e s p o n d e r á n ; , no 
mesmo sentido. 

O § 2 destina-se a completar, em certos pontos, as 
i n v e s t i g a ç õ e s de que démos l a rga conta em dois t r a 
balhos anteriores : [10] — «Sobre os endomorfismos dos 
módulos», Anais da Faculdade de Ciências do Porto, 
1948, vo l . x x x i n , p á g s . 5 a 32 ; [ 1 4 ] — Vber Kontrak-
tions-und Vernichtungsideale in der allgemeinen Mo-
dulntheorie», Revista da Faculdade de Ciências de 
Lisboa, 2.* sé r i e , A — C i ê n c i a s M a t e m á t i c a s , vo l . i , 
Í 9 5 1 , p á g s . 297 a 344. E m par t i cu la r , demonstraremos 
u m teorema A' e algumas c o n s e q u ê n c i a s do mesmo, 
em c o r r e s p o n d ê n c i a com o teorema A e certas conse
q u ê n c i a s que se encontram em [ 1 4 ] . O teorema 42' 
encontra-se enunciado a p á g s . 35 do impor tan te l i v r o 
de N . JACOBSON, «Theory of rings», 1943, l i v r o }ue 
adiante s e r á indicado por ( I I ) . Depois de darmos uma 
d e m o n s t r a ç ã o , completamo-lo com o enunciado do 
teorema 43'. Quanto aos teoremas 64' e 65', que carac
te r izam os m ó d u l o s completamente r e d u t í v e i s , d e v e r ã o 
comparar-se com os teoremas 36 e 37 de [10, p á g s . 31 
e 3 2 ] , os quais const i tuem uma out ra c a r a c t e r i z a ç ã o 
dos mesmos m ó d u l o s . As n o t a ç õ e s , a t e rmino log ia e 
a n u m e r a ç ã o dos teoremas f a r ã o corpo comum aqui , 
em [14] e num a r t igo em p u b l i c a ç ã o nos Anais da 
Faculdade de Ciências do Porto, tomo xxxv, 1950-1951. 

(•) Recebido em Maio de 1951. 

Esse C a p í t u l o f o r m a r á o Cap. xv da nossa obra «Sis
temas hiper-complexos», da qua l os doze pr imeiros 
C a p í t u l o s se encontram em volume, j á desde 1948, e 
os C a p í t u l o s x i i i e x i v consti tuem o texto duma confe
r ê n c i a realizada no Congresso Luso-Espanhol, levado 
a efei to em Lisboa, em Outubro de 1950. O le i tor 
e n c o n t r a r á nas Actas do referido Congresso, vo l . i , a 
r e p r o d u ç ã o i n t e g r a l dessa c o n f e r ê n c i a . Julgamos ser 
ú t e i s neste momento, repetindo que os interessados 
p o d e r ã o actual izar faci lmente os seus conhecimentos 
no d o m í n i o da Teoria dos Anéis e Ideais não comuta
tivos, se, depois de adqui r i rem as noções mais elemen
tares da Teoria dos Grupos e da Teoria dos Anéis, 
quizerem 1er os quat ro pr imeiros C a p í t u l o s do ci tado 
l i v r o «Sistemas hiper-complexos», e, em seguida, p rec i 
samente os referidos C a p í t u l o s x m , x i v e xv. O con
j u n t o cons t i tu i uma e x p o s i ç ã o perfei tamente ordenada 
e aces s íve l . E le d e v e r á ser seguido, de resto, de t r ê s 
C a p í t u l o s mais, cu ja p u b l i c a ç ã o f i c a d i f e r i d a para 
mais tarde. 

No § 3, t ra tando especialmente do caso em que fi é 
um anel de d i v i s ã o , l imi tamo-nos a dar uma demons
t r a ç ã o , em parte modif icada , de um teorema que se 
encontra em N . JACOBSON, «Structure theory of simple 
rings without finiteness assumptions*, Transactions of 
the American Mathematical Society, vo l . 57, 1945, 
p á g s . 228 a 245. Esse teorema refere-se a anéis densos, 
que aquele a lgebr is ta americano define do modo se
gu in t e : dado 9JI e suposto il um anel de d i v i s ã o , diz-se 
que n 1 é denso em 9 f t , sobre f i , se, considerados 
x\, • • •, x„ e 9JI, i n d e p e n d e n t e s - í ! , e t a m b é m yi, • • -, yn e 
6 9JÍ, independentes-n ou n ã o , ex i s t i r um endomorfismo 
- 4 e í l ' t a l que x f A = yt, (i = 1 , 2 , ••• , » ) . As r e f e r ê n c i a s 
a esta m e m ó r i a de JACOBSON s e r ã o fe i tas por [ 4 ] . 

No § 4, em face dum a r t i go de T . NAKAYAMA, Ûber 
einfache distributive Système endlicher Range», Pro
ceedings of the Imperial Academy, T o k y o , vo l . xx, 1944, 
p á g s . 61 a 66, veremos como um m é t o d o de demons
t r a ç ã o de C. C H E V A L L E Y leva a estabelecer um teorema 
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que t a m b é m se encontra em [ 4 ] , embora provado a í 
por fo rma completamente diferente. Esse teorema re-
fere-se a anéis irredutíveis, que podem definir-se como 
v a i ver-se. Imaginemos 3Jt e o anel de d i v i s ã o f i . 
f l ' diz-se i r r e d u t í v e l em 3JI, sobre i l , se n ã o exis t i r 
s u b - m ó d u l o de 331 que seja a d m i s s í v e l - n ' . As r e f e r ê n 
cias ao t rabalho citado de NAKAYAMA s e r ã o fei tas por 
[ 3 ] , Os n ú m e r o s das diferentes r e f e r ê n c i a s j o g a m 
t a m b é m com os que se u t i l i z a m nos C a p í t u l o s x m 
a x v i i i , de que a t r á s f a l á m o s . 

2 . Sobre algumas p r o p o s i ç õ e s gerais. E m [ 1 4 , § 2 ] , 
d e m o n s t r á m o s um teorema A, que n ã o teve o seu 
correspondente em [14, § 3 ] . Todav ia , vale para sub-
- m ó d u l o s - í l , o 

T E O R E M A A': Se 3}=3 l , n3 t 2 e (31, ; 3t 2 ) = 3JÎ, os res
pectivos ideais aniquiladores, supondo S l ' = f l , verificam 
a igualdade á = á ( + á 2 , como soma directa. Sabemos 
que S 2 ( á i , á 2 ) , [14, teor. 2 ' ] . Dado B e é , tomemos 
m e 2X1. Decompondo na de duas maneiras d is t in tas , 
sob as formas m = » , + n 2 — n\ + res, ( » , , «4 e Six ; 
n s , » 2 e 91») j vê - se que n, — »,' = » 2 — » 2 e 3 } , de modo 
que se tem n,B = n[B, n^B^n'^B. Conclui-se, 
assim, que, dado m e 3X1, se o b t ê m e n d o m o r f i s m o s - í l , 
de 2Xt, por v i a das seguintes c o r r e s p o n d ê n c i a s : 
m—*n1B=mA!l,m—>-niB = mA,

t. Supondo m — nt = 
= re,-f0e3li, vê - se que » , - » n , A', — 0 • B = 0 , pelo 
que 3Î, A{ = (0) , A{ e é , . É , analogamente, A'}e^ 
E, sendo m = » , + n 2 , m B = » , 23 + » 2 B =•= m ^42 + 
+ mA\ = m (^4j + / á 5 ) , conclui-se B = A'i + A!t. Por 
isso, tem-se á = (é, , à.2) • Ora esta soma é directa, pelo 
facto de ser êií"lê .2=(0), como resulta de [14, teor. I 1 ] . 

E m todo este § admit i remos sempre f l ' = n e u t i l i z a 
remos a n o ç ã o de aniquilador modular, para s ign i f i ca r 
s u b - m ó d u l o - í l que é aniqui lado por um dado conjunto 
de endomorfismos. T a m b é m fixaremos a regra geral 
de que um elemento dum conjunto representado por 
uma letra g ó t i c a m a i ú s c u l a se i n d i c a r á pela le tra 
l a t i n a m i n ú s c u l a correspondente. 

COROLÁRIO C: Supondo (0) = 3}, f l 9 Î 2 , ( 3 í i , 3Í 2 ) = 3Xt, 
tem-se f! = éi + é 2 . 

COROLÁRIO D': Nos termos do corolário anterior, 
fazendo a decomposição 1 = E{ 4- E j , (E< e á,) , em idem-
potentes ortogonais, vê-se que 3}, e á i são aniquiladores 
recíprocos, de sorte que 3}, é aniquilador modular de E J . 

Representando por ^ , 2 31, o aniqui lador modular 
de S , , ( t ' = l , 2 ) , sabemos que (0)=<p, f l % , [14, teor. 2 ' ] . 
Suponhamos x e , x $ S î j e escrevamos x = « , + n 2 . 

S e r á x E ' 1 = - » 1 E ' 1 + » 2 E ' 1 = 0 = ra2 E\, de sorte que 
n2=jfeO e m 2 e^Pi . Ass im, não s e r á nula a i n t e r s e c ç ã o 
dos o que é absurdo. Conclui-se *Pi E 9íi j e, 
por tanto, 23, = 3 í i . Como é i e E\ t ê m o mesmo a n i 
qui lador , modular segue-se o resto do c o r o l á r i o . 

O teorema A1 arrasta a possibil idade de se enunciar 
o teorema B', em c o r r e s p o n d ê n c i a com o teorema B, 
de [14, § 5] . Tem-se : 

T E O R E M A B ' : Se 3Î - 9 l t f l 3 Î 2 , ( 3 i i , 3 í 2 ) - 9X1, e se se 

admite que Si è nilideal e que ô 2 e nilideal bilateral, í 
è nilideal; se 3i e á 2 são nilpotenles, 3 é nilpotente; e, 
se $i e á 2 são semi-nilpotentes, á é semi-nilpotente. 

A i n d a sobre o c o n t e ú d o de [14, § 5] daremos o 

COROLÁRIO A': Supondo ( 0 ) = 3 1 , f l 3 í 2 , (9Î,, 9Î 2 ) = 2XÍ, 
então, admitindo que é , é nilideal, tem-se 3 l 2 = ( 0 ) , 
3 í i=2Xt , consequentemente, ái = ( 0 ) . Este co ro l á r i o só 
merece enunciado pela unidade que d á aos nossos 
r a c i o c í n i o s . Ele resulta, é certo, do teorema 17' de 
[14, § 5] mas t raduz t a m b é m propriedades imediatas 
da soma directa . 

Passando a [14, § 6 ] , podemos enunciar o 

T E O R E M A O : Se 3}j e 3 Í 2 tiverem nilideais ani
quiladores ê i e 6ZÍ então, supondo 3} = 3íi D 3 } 2 , 
3XÎ = ( 3 l i , 3 l 2 ) , não existe sub-módulo E 3Î que possa 
ser aniquilador modular dum idempotente. De facto, 
supondo * $ E 91, o ideal aniqui lador de s e r á 
< £ £ á = ái + ê 2 . Sabemos que n ã o h á em é elemento 
idempotente, pelo que o n ã o h a v e r á em £ . 

E m [ ( I I ) , pgs. 35] , encontra-se o enunciado que 
v a i seguir-se : 

T E O R E M A 4 2 ' : Seja 2X1 um módulo—fl e supo
nhamos (0)=srtj n • • • n % , com («n,, (st, n • • • n n 
D % + , , ••«•', 3t,,)) = 3Xt, ( i — 1 , 2 , ••• , h ) . B n í ã o , poredo 
3XÍ, = 3íi f l ••• D D 91+1 f l • • f l 9 í h , conclui-se: 
v) (awj,3%)-aft;a') s ^ r m - í O ) ; ^ ) (smi,---,^,,-,, 

, ••-,an„) — 91,; 4 ' ) ( 3 T { 1 , . . - , 3 T t „ ) = 3 T t . D a de
m o n s t r a ç ã o , que é simples, vamos dar apenas a parte 
que prova 3') . Sem d ú v i d a que S J ^ E S } ; , se j=f=i. 
Resta mostrar que cada », e 31, pode sempre ser 
escrito sob a fo rma », = m H 4- mt_t + m i + , H + 
+ mh , (TO, e 3JI,). Dado » , , se este elemento pertence 
a todos os 9lj, e n t ã o n, = 0 tem a fo rma indicada. 
Supondo, de c o n t r á r i o , que, por ex., é Slt, o p r ime i ro 
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3Î, que n ã o c o n t é m nn podemos escrever Nf*ank '+ 
, ( i ^ = i ' 0 . V ê - s e que H A | e 9îi n • • • D SI», • E m 

seguida, seja 9l,,_ , (i^kz > í'i) , o p r ime i ro 9Í, que 
não c o n t é m «, . Podemos escrever nk^ = % s -f , 
com nA. e Sfli H • • • 0 % , ; e t a m b é m H j = reAj + >"*s + 
+ ?n t i . O r a c i o c í n i o prossegue a t é se chegar a u m 
» t , com i=j=kt, pertencente a todos os 91 , . Nesse 
momento é « A j = 0 e n{ = m t i + ••• + , como se 
a f i r m o u . 

E m complemento, podemos dizer : 

T E O R E M A 43' : Nas condições do teorema 42' , exis
tem idenipotentes E { , • • • , E £ , tais que : 5') 01; e' o 
aniquilador modular de E 'j e o ideal direito aniqui-
quilador de % é í ' | = . E ' , n ; 6') l — E ' j - J - ••• + Wk e 
E ' . E ' j - O , se Í4=i; V) n = E ^ í i + • + E \ , n ; 8') 
o ideal de contracções em 3}, é n t — O E \ H | - f l E ' H + 
+ f l E ' i + , -\ + n E 1,, ; 9') o ideal direito aniquilador 
de SRi V E ' j i l + ••• + E ' i _ , ã + E ' , f , íT + • •• _+- E ' h Õ ; 
IO 1 ) o ideal de contracções em 3 ^ é rtli — n E V A 
a f i r m a ç ã o 5 !) resul ta imedia t imente do c o r o l á r i o D'. 
E m seguida, escrevamos, para x e S J l , i = i«i + ) i i j + 
+ •••>«,,, com mjeSJ l j . O c o r o l á r i o D' garante-nos 
t a m b é m ser 3)^ o aniqui lador modular de 1 — E ' ( . 
Por isso, sendo nij = TOj Tï'i + Wj (1 —E' , ) , tem-se m{ = 
= w i E ,

j . Nessas cond ições , é x E \ = m^E1\ = m{, 
de sorte que o; (E 'x- i \-E'k) = xE\-\ + x E\ — 
= ÍBJH - f m t = x . Por outro lado, x E't E'j=mi E ' , = 
— 0, se j x f = i } pelo que 6') f i ca provado. 7') t raduz 
uma propriedade elementar da teoria dos a n é i s ; 8'), 
9') e 10') encontram-se provados em [14, teor. 19 e 19']. 

Nos dois teoremas, que a inda vamos estabelecer 
neste §, é in t roduz ida a c o n d i ç ã o de m á x i m o para os 
s u b - m ó d u l o s - í i , de 3n . 

T E O R E M A 64' : Se 3Jt é um módulo-Cl com condição 
de cadeia ascendente e se íl não tem radical ; então, 
admitindo que, para cada sub-módulo máximo 'Ç^tSTi, e 
diferente de zero o ideal aniquilador $, podemos afirmar 
que (0) é intersecção dum certo número de sub-módulos 
máximos e que 9Jt ê completamente redutível. Neste 
enunciado só oferece interesse o caso em que 9JI n ão 
é i r r e d u t í v e l - ! ) . Tomemos, em SSSX, um s u b - m ó d u l o 
m á x i m o 9 l | =f= 3)1. O ideal não pode ser n i l i dea l , 
pois que, se o fosse, seria ni lpotente e de expoente 2, 
[14, teor. 16 ' ] , e sí t e r ia rad ica l não nulo. Por esse 
facto, 5Ri é precisamente aniqui lador modular dum 
idempotente B 1 6 í i , [14, teor. 23 ' ] , tendo-se 3 í i E t = 

- ( 0 ) , (0) = «Ri n an E i = ? i i n SR', se w = an EX . 

E v ê - s e que n-, Ei - 0 , n< Et=n', 9 n = 9 l ' + <n i , sem 
esquecermos a r e l a ç ã o 91 i= 3 n ( l —Ex) . Se 311 for 
m á x i m o , o teorema e s t á demonstrado, pois que ambas 
as parcelas de an s e r ã o t a m b é m s u b - m ó d u l o s s im

ples. Se 3V n ão é m á x i m o , tomemos 3Î 2 33V e m á x i m o . 
É , e n t ã o , a*2 E 2 = ( 0 ) , (0) = $rt2 n an E 2 =3t 2 D 91" , 

9i" = 3n E 2 , 9n = SU" + *n 2 , como anteriormente. 
E v ê - s e que o aniqui lador modular de E ] E 2 é = 3 n , 
pois an E j E 2 = 91' E 2 S $n2 E 2 = (0) . É v á l i d a a 

- igualdade 3V = 3Î2 H (31 ' , 91") = 3Î2 n Û i , com £ ) ! = 
= (9l',3l"), como vamos provar . Sem d ú v i d a que 9V 
e s t á contido no 2.° membro. Se, agora, n2 — n! + n " 
fo r um elemento do 2.° membro, do facto de ser 
n 2 E 2 = 0 = 0 + n " , c o n c l u í m o s n 2 = n' e 3Î' como se 
deseja. E tem-se (0) = 9l| f l 9 í 2 D £ í i , ao mesmo tempo 
que, sendo 3n«=9V + 9li, ó 3Î2 = 3V + 3*i D a i 2 , 3n = 3í" + 
« ' + s n i n 9 Î 2 = a i + 9 î 1 n 3 i 2 , O i = 3 n E 1 + a n E 2 . s e 

£Xi =j= 3)1 ó m á x i m o , o teorema f i c a demonstrado, pois 
que, e n t ã o , 3t", 3V e S^nSÎ? são simples. Se £3i n ã o 
é m á x i m o , o processo cont inua. O b t é m - s e (0)=3} 3 (~) 
n a n E 3 = s n 3 n a í ' , , , 9 n = $ n 3 - t - s n ' " , a n E 1 E 3 = a n E 2 E . i = 
= ( 0 ) , pois que 3 î 3 Z ) Û i = 3 n E 1 + 3 n E 2 . S ã o v á l i d a s 
as igualdades 9t3 = 9t" + 3}' + S ^ n a ^ n a t s , 3n = 31"' + 
3i" + « ' + s í i n 3 * 2 n a í j - o » + 5nin«n 2n9i 3 , Q 2 = 
an E j + SJÎ E 2 + 9 n E 3 . Se D 2 T f c 3 n é m á x i m o , o teo
rema f i ca demonstrado, com (0) = 31] D 3t2 f l3 í 3 flQ2 
e com a d e c o m p o s i ç ã o anter ior para 3)1 • A cadeia 
( 0 ) C 3 V c Q | C Q 2 C - - - é f i n i t a , de sorte que se chega 
a encontrar Q„_-2 m á x i m o e t a l que (0) = 3 t 1 n ••• O 
n 9t„_, n Q „ - 2 , a n = Q „ _ 2 + 9 i i n • • • n 9i„_,, o_»«= 
= an E i H I-3JI E„_i - Nesse momento, o s u b - m ó d u l o 
simples 31i f l • • • H 3l„_i tem a fo rma 9n E „ , v indo 
3n = 3 n E 1 H | - a n E „ . Os idempoteiites E , v e r i 
f i c am as r e l ações E f E , = 0 , (i<.j ; i=\ , •• • , n — l ; 
y—i , • • • , « ) • 

Inversamente, se SU é um m ó d u l o completamente 
r e d u t í v e l , a c o n d i ç ã o de cadeia ascendente é v á l i d a , 
o radica l do seu anel de endomorfismos é nulo, [10, 
pgs. 3 0 ; ( I I ) , pgs. 58 e seguintes], e, para cada sub-
- m ó d u l o m á x i m o , o ideai an iqui lador é=jt(0). Por tan to : 

T E O R E M A 65' : As condições enunciadas no teorema 
64' sfio necessárias e suficientes, para que Sn seja 
completamente redutível. 

D a c o m p a r a ç ã o com os teoremas 36 e 37, de [10] , 
resulta ainda que as mesmas cond ições são neces
s á r i a s e suficientes para que valha em 3JI a c o n d i ç ã o 
de cadeia descendente, i ! n ã o tenha rad ica l e seja 
diferente de zero o ideal de c o n t r a c ç õ e s num sub-
- m ó d u l o m í n i m o . 

3. Sobre a n é i s densos. Trata-se de provar neste 
§ o .seguinte 

T E O R E M A : Se f l ' é um anel denso de endomorfis-
mos-n, de 9JI, e se 21 e um ideal bilateral de Of que con
tem transformações lineares finitas, então, dado o 
sub-módulo-íl finito 31 = Sn , há uma projecção EeSl, 
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de Sn sobre 31 . C o n v é m observar que nenhuma 
h i p ó t e s e se faz quanto à dimensionalidade de 3n, 
sobre n. No caso de 3 t = [ x ] ser u m s u b - m ó d u l o - n 
com uma ú n i c a d i m e n s ã o , JACOBSON, [ 4 ] , faz a demons
t r a ç ã o como segue. Imaginemos O ^ b f î e S l e 331B = 
= Q/l ! • > i/n] u r a e s p a ç o f i n i t o com a base formada 
pelos elementos yiy supostos independentes-n . A d m i 
tamos que Si e 3)1, z 4 B = yí , Ai e Í 2 ' , yt Ai = z-, , 
2 / ( ^ = 0 , se e^fcl . V ê - s e que 3)15 /1!= [ y i , - - , y „ ] . 4 i E 
= [ z i ] i HBAÍ = , de sorte que 2? 1 = . B . 4 1 6 3I é 
idempotente e ta l que %REi = \z1] . Para se cons
t r u i r o idempotente E t a l que WlE~[x\, supo-
nhamos Az, A3 e í i ' , z 1 4 2 = x , x ^ - ^ z j . E n t ã o , v e r i -
í i c a - s e que %RA3 E 4 .4 2 = [z,] -4 2 = [ x ] , x A3 ET Az=x, 
de modo que A3 Et AZ=E é precisamente o idempo
tente procurado, Passando ao caso em que 9} = 
= [ x j , • •• ,x„ ] , onde os x f s ão independentes-n, i m a 
ginemos c o n s t r u í d o s idempotentes E\, ( i = l , 2 , • • • , » ) , 
ta is que [ x i , - - . , x „ ] = 3ft £ ' i + •• • + 3 n , 3 J t E ' , -
[x,] , Z?'( e S I . E fác i l de construir um idempotente 
F e SI nas cond ições seguintes: 3 J i £ ' , + 3 n - E ' 2 = 
3)1 + 3n F, E\ F - E ' 1 = 0 . Vejamos p r i m e i 
ramente que se tem 3)1 E\ + 3)1 2£' 2 = 3)1 £ ' t + 
+ 3)l£/' ' 2 ( 1 — E ' i ) onde, 1 s i gn i f i c a o endomorfismo i d ê n 
t ico . U m elemento do 2." membro é da fo rma rn E\ + 
+ m'E'z (l — E'í) = (m-m'E'z) ~E\ + m'E'z , (m,m' e3R), 
o que mostra pertencer ao p r ime i ro . Inversamente, 
um elemento do 1.° membro é da fo rma mE'i + 
+ m' E'z = mE'1 + m' E'2 + m< E'2 E\ — m' E'z E\ = 
= (m + m< E'z) E'x.+ m' E'z ( l - E ' { ) , pelo que per
tence ao segundo. O refer ido 2.° membro é uma soma 
directa . Como a sua 2.* parcela n ã o é nu la e é de 1.* 
ordem, designemos por E ' ^ e S Î um idempotente t a l 
que mE'2(l-E',) = mE<\. Vê - se que E<\E\^0_ 
Pondo, e n t ã o , F=E'l

1 — E'iE"1, vem imediatamente 
F È \ = E \ F = 0 , FF=F,E'\ F=E"i, FE'\ = F , 

an E"Í=an E>\ FsmF,m F=%RFE"1 E an E"t, 
e, portanto, an 2?"i = 3n F. E m seguida, o idempo
tente Ei = E'i+ F é t a l que [ x j , x 2 ] = a n E\ . O "pro
cesso continua, pondo an E\ + Sn E'z + 3n #'3 = 
= 3n Ei + a n E ' 3 . Chegamos a encontrar o idempo
tente G nas seguintes cond ições : G e SÏ , S B , = 
= s 1 c ? = o , mE^'mE'-s^mhi + mG, s n £ ' , +-
4 3 n E ' 2 + an E ' a - ^ B ' i - r - S n F + 3 n G . Vamos ver 
que os t r ê s idempotentes E'i,F, G s ão ortogonais. 

De facto, 

E i E \ = E ' í , E'xEt^E'x, G E i E \ = Q = GE'u 

E^EiG = 0 = E\G,' Ei F=F, FEl = F , 

GEi F = GF = 0 , F E\ G = F G = 0 . 

Teremos, deste modo, [ x j , x 2 , x3] = 3 n E 1 + 3n C? = 
= a n ^ 2 , E j — + + F+ G . O r a c i o c í n i o 
prossegue, a t é à d e m o n s t r a ç ã o do teorema. Tem l u g a r 
este 

ADITAMENTO. A projecção E e SI decompõe-se em 
projecções ortogonais e ( todas pertencentes a S I , de 
tal modo que 

[ x 1 ( - - , x „ ] = 3 n K = 3 n e H bane,,, 1 ^ = 0 , seizfclc; 
[ x 1 , " - , x , , ] = 3 n < : i - r - ' - - + 3 n e t , [k = n. 

4. Sobre a densidade dos a n é i s irredut íve is . Do 
teorema em causa neste §, que va i ser enunciado, 
a parte di recta é provada como em [4] . O que tem 
p r i n c i p a l interesse é a d e m o n s t r a ç ã o da parte inversa, 
à qual se é levado, rigorosamente falando, com um 
r a c i o c í n i o devido a C H E V A L L E Y , que se encontra 
em [3] . 

T E O R E M A de C H E V A L L E Y - J A C O B S O N . Seja f l ' um anel 
denso arbitrário em 3n , sobre i l , este suposto anel de 
divisão. íi ' é anel irredutível e i l ê o seu comutador. 
Inversamente, se íi ' é irredutível e o anel de divisão fl 
é o seu comutador, então n ' é denso em 3n , sobre f l . 

Partamos do anel denso n ' e suponhamos (3Jt/fi) = l , 
is to é, 3n de 1.* ordem sobre í i . E n t ã o , pois que 3n 
é f i n i t o , o anel denso í!' é a tota l idade dos endomor-
f i smos- í l , pelo que é o comutador de f l . Podemos 
a f i rmar que í i ' é ant i - i somorfo de Cl. Escrevendo 
3n = x í l ' , ( 0 = £ x e 3 n ) , pois que n ' , por ser denso, 
é i r r e d u t í v e l , procuremos t a m b é m o comutador de ft1 .* 
Como íi ' é anel de d i v i s ã o , o seu comutador é anel 
de d i v i s ã o 0 , que c o n t é m n , e é ant i - i somorfo de n ' . 
Seja i f e f l . Por se ter xd' = xd, para um certo 
den, vem, se d'4=d, x ( r f ' - a * ) = 0 , x ( d 1 - d ) ( d ' - d ) - ' = 
= x = 0 , o que é absurdo. Ass im, d'—d, d'en e 
0 = n . íí 1 e íí s ão , portanto, comutadores r e c í p r o c o s , 
no caso de 3n ter uma só d i m e n s ã o . Inversamente, 
se íi ' é i r r e d u t í v e l e f l o seu comutador, na h i p ó t e s e 
( a n / n ) = l , iV é denso em 3)1 sobre n , sendo n 1 e n 
comutadores r c í p r o c o s . O teorema encontra-se com
pletamente demonstrado, no caso de 3n ter uma só 
d i m e n s ã o . 

Suponhamos agora que isso não tem luga r e v o l 
temos ao anel í i ' . A d m i t i n d o que B pertence ao 
comutador de i l ' , trata-se de provar que B = beíl. 
Seja 0 = ^ r x e 3 n . E m pr imei ro lugar , x- e xB s ã o 
d e p e n d e n t e s - í i , v is to que, de c o n t r á r i o , p o d e r í a m o s 
encontrar C e í i ' , nas cond ições seguintes : x C = 0 , 
xBC=£=0, xBC=xCB = 0, o que é absurdo. Pondo 
xB = xbx, onde i ^ e í i , vamos provar que, para ye3n 
e qualquer, é t a m b é m yB = ybx. De facto, esco
lhamos -4en ' de modo que seja xA — y . E n t ã o , 
xAB = xBA = yB = xb„A — xAbx — ybx, como se 
quer. Demonstrado que bx é independente de x , 
poremos xB = xb, o que prova a a f i r m a ç ã o , pois, se 
x = 0 , 0 - B = 0 - è = 0 . A parte di recta do teorema 
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encontra-se, assim, com JACOBSON , completamente 
demonstrada. A parte inversa s e r á provada deste 
modo : pois que 9J! não é de t .* ordem re l a t i va 
mente a fi», c o m e ç a r e m o s por mostrar que, dados 
x i ! ' • ' j xa< xn+i 6 9JÎ e independentes-!!, é p o s s í v e l 
encontrar endomorfismos B, , B„ , Bni.t 6 n ' , para 
os quais x ( B^Xi, Xj Zíj— 0 , (i.=f=j; ,_/'= 1 , 2 ,• • • , 
n + 1), contanto que se admi ta exis t i rem n endo
morfismos At para os quais x , A, = x , , • •• , xn A„ = 
= x „ , x , .4 , = 0 . se (»', 7 = 1 , 2 , •••_,») ; depois, 
tendo em conta a i r r edu t ib i l i dade de ! ) ' e a exis
t ê n c i a dos Ait procuram-se C, , C„ e fi' r e a l i 
zando as igualdades x , C, = 3/,, ••• , x„ C„ = y„ , onde 
os y ; s ã o quaisquer elementos de 2Jt . O endomor-
f ismo 0 = 2 ^ 1 ^ ( 6 17' s e r á t a l que x , C=>/ , x„ C = 
= y„, e a densidade de n 1 f i c a r á estabelecida. 

DEMONSTRAÇÃO . Encontrados OS Ait (i = 1 , 2 , • • • , « ) , 
designaremos por ë o ideal d i re i to aniqui lador do 
s u b - e s p a ç o [x , , ••• ,x„] . Para cada x n ^ [ x , , • • • , x„] , 
vamos ver que é x n 0 = j t ( 0 ) . Se for xng = ( 0 ) , 
comecemos por f i x a r i e consideremos B t a l que 
x , í J = 0 . E n t ã o , sendo x(AiB—xiB~0 e x , A ; B = 0, 
c o n c l u í m o s At B e S e xnAjB = 0. A correspon

d ê n c i a -ae,i^i ->• XoAtA , (A e f i 1 è qualquer) , por ser 
Xií!' = 3Tl, é um endomorfismo de 3JI, vis to que, se 
se a d m i t i r x j ^ 4 = x i C , é x , ( A — C ' ) = 0 , e, pela 
o b s e r v a ç ã o acabada de fazer quanto a B, é 
x n A{ (A— C) = 0 , o que d á i p ^ J - i n ^ C . O refe
r ido endomorfismo é um endomorfismo-!! 1 , que repre
sentaremos por a j 6 í ! . E le d á xiA-*xiAai = 
= xnÂiA; X ; = x . Ai —r Xj Ai o ; = Xn A, Ai ; e, como 
x ( ( j í f — Ai) = O , é A'i-A,e â, x 0 ( A f - A , ) =0 , 
x0Ai Aj = XQAÍ . Posto isto, tomemos D = S A , . 
Vale xj (A— DA) = x , A-x,A = Q, xa(A—DA) = 
= (xo — x 0 D ) A = 0 . E , como 4 é qualquer, tem-se 
xa—x0D=0, X Q = X O D = XX) - Ai. Os endomorfismos-!l ' , 
representados por at , a 2 , •• • , a„ e ! 1 , d ã o , assim, 
Xo = x „ 2 A j = Xo 2 A , 4 j = 2 x,- A j a—S x, Oj e [x , , • • • , x „ ] , 
contra a h i p ó t e s e f e i t a sobre x 0 . Estabelecido que 
x 0 g =jt (0), tem-se x 0 ê of = 2)1 , e, portanto, x 0 S = 9JÎ. 
Exis te A0 e sS para o qual xnAn=Xn- T a m b é m existem 
A'i e á , (7 = 1 . 2 , •• • , n) , para os quais x 0 ^ 4 f •= x 0 A'i. 
Pondo, e n t ã o , xa = x , 1 + . , , A 0 = B , 1 + 1 , 2 9 j = . A j — A \ , 
(/ = 1 , 2 , ••• , « ) , vê - se que x „ + 1 B „ + 1 = x „ + 1 , x s Bn+i — 
= X j j 4 ( ) = 0 , X; flf= X; Ai— x-i A'Í = XÍ , Xj Bt = x, A{— 
— Xj A'i = 0 , y ^fc «') . A d e m o n s t r a ç ã o e s t á f e i t a . 
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sich zahlreiche Arbe i ten , die sich m i t ebenen K u r v e n 
und deren Uif t 'erent ialgeometr ie b e s c h ã f t i g e n . Es 
erscheint daber n i ch t unangemessen, dem Gedenken 
an den einhundertsten Gebur ts tag Teixe i ras die 
E ro r t e rung einer Frages te l lung zu widmen, welche 
ihren Ausgangspunk t in S ã t z e n der ebenen D i f f e r e n -
t ia lgeometr ie hat. 

I . Unser Problem l ã s s t sich an zwei bekannten 
Beispielen bequem erlautern. 

1 . 1 . Es sei 222 die euklidische Ebene. Ferner 
sei 23 ein offener (*) Konvexbogen i n 2 î 2 , der 
streckenfrei i s t (d. fa. der keine Strecke enthal t ) . 
Lassen w i r i r gend zwei Punkte p' und p" von B 
gegen einen P u n k t p von B konvergieren und 
konverg ie r t g l e i chze i t ig die Verbindungsgerade von 
p' und p " gegen eine Gerade P (durch p), so 
bezeichnen w i r P als eine (Geraden —) Q-Paratin-
gente an B i n p und p selbst als Schmiegpunkt 
von P auf B. Zwe i Pura t ingenten Q' , Q" m i t 
den Schmiegpunkten q' , q" (wobei q ' = g " zugelassen 
i s t ) l iegen nun gleichartig i n q' b z w . g " zu B i m 
folgenden Sinne : I n einer (hinreichend kleinen) 
U m g e b u n g von q' b z w . ç " ( in K 2 ) l iegen Q' b z w . Q " 
ganz auf einer Seite von B und zwar beide auf der 
gleicben Seite ; dabei konnen zwei verschiedene Seiten 
von B e r k l ã r t werden wie f o l g t : Man e r g ã n z e B zu 
einer einfachen geschlossenen b e s c h r ã n k t e n K u r v e C 
(was f u r jeden einfachen Bogen (n ich t nur f u r K o n -

* Eingegangen am 4/ti/l951. 
(') Unter einem (einfachen, abgescfalosseneo) Bogen A ver* 

stehen wir ein (bescbranktes) topologisches Blld einer abgesch-
lossenen Strecke oder ev. der Kreisperipherie in den £ s ; spe-
ziell bezeicbnen wir ein topologisches Bild der Kreisperipherie 
auch als Kurve. Unter einem offenen Bogen verstehen wir ein 
topologisches Bild einer offenen Strecke. 

vexbogen) mogl ich is t ) (') und f t ihre als die eine 
(etwa posi t ive) bzw . als die andere (etwa negative) 
S e i t e von B das Innere b z w . das Aussere von 
C e in. W i r erinnern noch daran, dass B strecken-
f r e i und konvex i s t genau dann, wenn B bezuglich 
des Systems g der Geraden i n 2 ï 2 den (g—) O r d -
nungswert Zwe i bezitzt , d . fa. wenn B m i t jeder 
Geraden hochstens zwei Punkte gemeinsam hat. 
Bezeichnet man allgemeiner als (g—) Ordnungswert 
eines Bogens das M a x i m u m (fal ls es exis t ier t ) der 
M ã c h t i g k e i t des Durchschnit tes des Bogens m i t den 
Geraden, so i s t der Ordnungswert Zwe i das M i n i m u m 
aller (Uberhaupt moglichen) Ordnungswerte. Unsere 
bisherigen Feststellungen besagen also 

Saiz: V o r . Es sei g das System aller Geraden 
des E 2 . Ferner sei B ein offener Bogen (in. E 2 ) vom 
g — Ordnungswert Zwei, d. h. vom minimalen g — Ord
nungswert. B e h . Aile g - Paratingenten von B 
liegen gleichartig zu B . 

A n m e r k u n g (1) Es i s t 23 no twend ig strecken-
f r e i , wenn 23 vom min imalen g -Ordnungswert Zwe i 
i s t — ( 2 ) Man beachte folgendes : Jede g -Para t in-
t ingente i s t «f re ie» Tangente i m Gegensatz zur T a n 
gente i m Ublichen Sinne, der a g e b u n d e n e n » Tangente, 
bei der einer der Punkte , etwa p" , stets gle ich dem 
Grenzpunkt p is t . I n einem P u n k t q von B konnen 
unendlich viele Para t ingenten ( m i t q als Schmieg-
punk t ) exist ieren. (FUr Konvexbogen kann dies al ler-
dings nur i n abzahbar vielen Punkten eintreten ; und 
genau i n diesen Punkten g i b t es dann mehrere gebun-
dene Tangenten an den Konvexbogen und zwar genau 
zwei) ( 2 ) . 

(') Vgl. z. B . B . T . K E K K K J Á R T Ó , Vorl. liber Topoloyte I, (Ber
lin 1923) S. 69. 

( !) Vgl. z. B . H A U P T - A U M A N X - P A U C , Diff.—und Integr. 
Rechn. I I . Bd. 2. Aufl. (Berlin 1950), Nr. 2. 2. 5. 
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W i r f ragen nun, ob und i n welcher Weise dieser 
Satz sich umkehren iiisst. Dass, bei einer etwaigen 
U m k e h r u n g des Satzes, an den Bogen B ausser der 
Forderung der g le ichar t igen Lage der g-Parat ingen-
ten noch weitere Forderungen zu stellen sind, ze ig t 
das Beispiel e twa des durch 0 < 9 < 2 r r best immten 
Teilbogens B der Archimedischen Spirale >• = <», » > - 0 ; 
denn einerseits besi tzt jeder Punk t p von B eine 
konvexe U m g e b u n g auf B, andererseits g i b t es 
etwa zur Geraden if = w/4 be l ieb ig benachbarte Ge-
raden, welche m i t B drei Punkte gemeinsam haben. 
E ine Forderung, durch welche derar t ige V o r k o m m -
nisse ausgeschlossen werden, l á s s t sich so f o r m u -
l ie ren : Es sei B i rgendein oft'ener streckenfreier 
Bogen i n 2?2 ; und es sei B i n einem festen Sinne 
or ient ier t , d . h . m i t einem festen Durchlaufungss inn 
versehen. Dann soil jede Sekante von B, d. h. jede 
Gerade G, die m i t B mindestens zwe i Punkte 
gemeinsam hat, normal or ient ierbar sein (zu B), d. h. 
f t l r (mindestens, also f u r genau) eine (der beiden) 
Orient ierung(en) von Q soli diejenige lineare 
« A n o r d n u n g » der Punkte des Durchschnit tes BG 
von B m i t G, welche durch die teste Or ien t i e rung 
von B best immt is t , die gleiche sein wie diejenige, 
welche durch die i n Rede stehende Or ien t i e rung 
von G best immt i s t ; eine « A n o r d n u n g » w i r d dadurch 
best immt, dass von j e zwei Punkten feststeht, 
welcher «vor» bzw. «h in t e r» dem anderen l i e g t 
(und wenn die Relat ion «vor» bzw. «h in t e r» 
t r ans i t i v i s t ) . Be i bel iebigem Bogen B i s t jede 
Sekante normal orient ierbar , welche m i t B genau 
zwei Punkte gemeinsam hat, dagegen n icht no twendig 
jede Sekante, welche m i t B mindestens drei Punkte 
gemeinsam hat ( v g l . den obigen Spiralbogen B). 

Ausser der normalen Or ien t i e rbake i t der Sekanten 
benotigen w i r noch die normale Or ien t ie rbarke i t 
der Parat ingenten. 

D i è s e erklaren w i r a l lgemein so: Es sei B wieder 
ein pffener, streckenfreier Bogen i n FJ2 , bezUglich 
dessen die Geraden normal or ient ierbar sind. Ferner 
sei P eine g-Paratingente an B i m Schmiegpunkt 
p, d. h . es sei P Limes (etwa i m metrischen Raum 
der Geraden) einer Folge von Sekanten G " V . W i r 
betrachten auf P neben p noch einen (von p ver-
schiedenen) n icht zu B g e h õ r i g e n P u n k t t (da B 
streckenfrei is t , existieren solche Punkte t auf P) ; 
es seien {/„ und U, Umgebungen von p bzw. t i n 
Ezvon denen U, sowohl zu Up ais zu B f r e m d 
is t . FUr schliesslich aile v i s t dann sowohl UVBG\ 
ais U G v n ich t leer ; es sei e twa i v e U, 67 V . 
L i e g t nun í v f u r unendlich viele fc»'v h inter (oder 
f u r unendlich viele) G v vor jedem P u n k t von Up BGy , 
so werde P derar t or ient ie r t , dass t h inter bzw. 
vor p l i e g t auf P ; und P heisst normal orien

tierbar bezUglich B, wenn d i è se Or ien t i e rung die 
gleiche i s t fUr aile Geradenfolgen, die P zum Limes 
haben. 1st die Forderung der normalen Orient ier 
ba rke i t sowohl der Sekanten ais der Parat ingenten 
bezUglich B e r fu l l t , so sagen w i r , es l iege B 
n o r m a l zum S y s t e m g der Geraden ; die 
Sekanten (bzw. die Parat ingenten) bezeichnen w i r 
genauer als g - S e k a n t e n (bzw. g - P a r a t i n g e n t e n ) . 

Zwecks F o r m u l i e r u n g der ins A u g e gefassten 
Umkehrung des obigen Satzes mUssen schliesslich i n 
den B e g r i f f « g l e i c h a r t i g gelegen zu B» noch weitere 
F â l l e einbezogen werden. A u f jeder zu B normal 
or ient ier ten g-Sekante oder g -Para t ingente G 
unterscheiden w i r die einseit igen Umgebungen 
eines Punktes q von BG i n hintere und vordere 
Umgebungen j e nachdem si imtl ic l ie Punkte dieser 
Umgebungen (ab j ï e sehen von q) h inter oder vor q 
l iegen. Zwei F â l l e sind mogl ich : Erstens es i s t q 
nicht hinterer (oder nicht vorderer) l l i i u f u n g s p u n k t 
von BG auf B (und G) ; es g i b t dann auf G eine 
hintere (vordere) Umgebung von q , die, abgesehen 
von q, ganz auf der posi t iven oder ganz auf der 
negativen Seite yon B l i e g t ; j e nachdem sprechen 
w i r von (/ als von einem hinteren (vorderen) posi t iven 
oder negativen Stiltzpnnkl von G auf B. Ziceitens 
es i s t q hinterer (vorderer) H i i u f u n g s p u n k t von BG 
auf B (und G ' ) , d. h. jede hintere (vordere) Umge
b u n g U von q auf G enthalt (unendlich viele) von 
q verschiedene Punkte aus B G . Dabe i besteht f o l -
gende A l t e r n a t i v e : Enlweder g i b t es ein U, das 
f remd i s t zur negativen oder zur posi t iven Seite von 
B, dann bezeichnen w i r q als hiiUeren (oorderen) 
posi t iven bzw. negat iven H-Stiitzpunkt von G auf 
B ; oder der Durchschni t t eines jeden U m i t der 
posi t iven sowohl als m i t der negat iven Seite von B 
i s t n ich t leer, dann heisse q ein hinterer (corderer) 
H-Schnittpunkt, Sind nun Q' , Q" zwei normal or ien-
t ier te g-Sekanten oder g-Paratingenten, sind ferner 
q1 , q" Punkte aus B Q', bzw. aus B Q", so heissen 
Q1 und P11 hinten g l e i cha r t i g gelegen i n q' bzw, q11 

zu B, wenn folgendes s t a t t t ï n d e t : 1st q' hinterer 
pos i t iver oder negativer StUtz-oder / / - S t U t z p u n k t 
oder i s t q' hinterer / i - S c h n i t t p u n k t so auch qu h i n 
terer posi t iver bzw. negat iver S tUtz-bzw. / / -S tu tz -
p u n k t bzw. / / -Schn i t t punk t . Entsprechend w i r d die 
vorn g le ichar t ige Lage def in ie r t . Liegen q' und qn 

hinten g l e i cha r t i g und ebenso vorn g le ichar t ig , so 
sagt man, es seien Q1 bzw. Q" g l e i c h a r t i g zu 
B g e l e g e n i n q' und g " . 

D i e f r ag l i che U m k e h r u n g des obigen Satzes laute t 
Umkehrung. V o r . Es sei B ein streckenfreier 

offener Bogen, der normal l i e g t zum System g 
der Geraden. Ferner sollen aile (d. h . i rgend zwei) 
g-Paratingenten i n ihren Schmiegpunkten g l e i c h a r t i g 
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l iegen zu l i . —h eh. Es bezitzt B den minimalen 
§-Ordnungsu;ert Zivei, ist also ein Konvexbogen. 

Anmerkung. I n der Vor . w i n l n ich t gefordert , dass 
jede Gerade nur endlich viele Funkte m i t B gemein-
sam haben oder dass B in- jedem P u n k t nur eine 
Parat ingente besitzen soil . 

1. 2. A i s zweites, etvvas weniger t r iv ia les Beispie l 
sei das folgendc g e w â h l t . Es bezeicbne B einen 
offenen Tei lbogen eines El l ipsenquadrauten. Bekannt -
l i c h l i eg t B normal zum System c der Kreise ( 4 ) 
( im Sinne der D e f i n i t i o n i n Nr . 1. 1.) ; dabei sind die 
c-Paratingenten an B ident isch m i t den Schmieg-
kreisen (Kri lmmungskre isen) i m Ublichen Sinne 
U n d aile (d. h. i rgend zwei) c-Paratingenten von H 
l iegen g l e i cha r t i g zu B i n ib ren Scl imiegpunkten. 
Ferner bezi tz t B den c-Ordnungswert D r e i , d. h, 
jeder Kre i s hat m i t B hochstens dre i Punkte 
gemeinsam. Daraus f o l g t aber schon die g le ichar t ige 
Lage der c-Paratingenten. Es g i l t namlieh al lgemein 
der 

Satz. V o r . Es sei B ein zum System c der 
Kreise normaler Bogen vom (minimalen) c-Ordnungs-
wer t D r e i . Keine c-Paratingente von B sei ein 
Nu l lk r e i s . — B e h . Al lé c-Paratingenten liegen g le ich
a r t i g zu B. 

A n m e r k u n g . B i s auf a b z ã h b l b a r viele A u s -
nahmen exis t ie r t i n jedern P u n k t genau eine c-Para-
t ingente . 

Auch hier g i l t die ( 3 ) 
Umkehrung . V o r . Es sei B ein offener kreisbo-

genfreier, zum System c der Kreise normaler Bogen. 
Al lé c-Paratingenten von B sollen von Nul lkre isen 
verschieden sein und i n ihren Scl imiegpunkten g le ich
a r t i g zu B l iegen. - B e h . Es besitzt B den 
t-Ordnungswert Drei. 

2. D i e i n Nr . 1. 1. und N r . 1. 2. angegebenen 
S ã t z e , einschliesslich ihrer Umkehrung , sind bereits 
so al lgemein, dass — abgesehen von den Begri f f 'en 
« S y s t e m der G e r a d e n » b ï w . «Kre i se» — s ã m t l i c h e i n 
ihnen aut'tretenden B e g r i f f e topologischer Na tu r ( 4 ) 

(') Zuin System C werden die Geraieu gerechnet, nicht aber 
die Nullkreise. 

(-) Ilierzu sowie zum Folgeoden vgl. z. B . Ilaupt-Aumann-
Pauc, a. a. O., Nr. 2. 2. 6. 1. 

(:!) FUr den etwas spezielleren F a l l , dass B konves ist sowie 
mit jedem Kreis hochstens ondlieh viele Punkte gemeinsam 
hat und in jedem Puukt genau eine C - Paratingente besitzt, 
ist der Satz des Textes und seine Umkehrung entlialten in einem 
frQher angegebenen Résultat. Vgl. H A U P T , Archiv d. Math. I 
(1948), S. 102 ff.; in Fussnote 5 dieser Arbeit ist das Zitat 
unter b) zu streichen. 

(*) d. h. erkliirbar mit Ililfe lodiglich von Begriffen der To
pologia des Et. 

sind. Die Beweise zeigen nun, dass an Eigenschaf ten 
des Systems der Geraden bzw. Kreise ebenfalls nur 
topologische ben i i t ig t werden. Man w i r d dadurch auf 
folgende Vera l lgemeinerung dieser S y s t è m e ge f t lh r t : 
Unter einem System f von « O r d n u n g s c h a r a k t e r i s -
t i k e n » (kurz : OCh) C verstehe man eine gewisse 
Gesamtheit von Bogen (Kurven) etwa auf einer 
Kreisscheibe A ' , die j e durch Punkte e indeu t ig 
best immt sind (/c^>2 teste, durei) Í bestimmte natUr-
l iche Zabi) und sich s t e t ig m i t ihren Best immungs-
punkten ã n d e r n ( ' ) . FUr einen ( innerhalb K gele-
genen) offenen Bogen B e r k l ã r t man genau wie 
f ruher ( N r . 1. 1. : F a l l f = g , k = 2 , bzw. Nr . 1 . 2 . : 
F a l l f = c, k = 3) die B e g r i f f e : f -Para t ingente , 
normal zu f und g l e i cha r t i g gelegen zu B ; dabei 
moge hier der KUrze wegen gefordert werden, dass 

jede t-Paratingente selbst OCh ist. D e f i n i e r t man 
schliesslich als t - O r d n u n g s w e r t das M a x i m u m 
(fal ls es exis t ier t ) der M â c h t i g k e i t e n des Durchschni t t s 
von B m i t den OCh, so i s t k der minimale f - O r d -
nungswert . Es g i l t dann i n Vera l lgemeinerung von 
Nr. 1. 1. und 1. 2. der ( 2 ) re in topologische 

Satz. V o r . Es sei B ein offener Bogen, der 
keine Teilbogen einer OCh enthalt. Ferner liege B nor
mal zum System t der OCh. — B e h . Folgende Aus-
sagen sind gleichwertig (1) Es besitzt B den f -Ord-
nungswert k ; (2) Aile X-Paratingenten von B 
liegen gleichartig zu B in ihren Sclimiegpunkten. 

A n m e r k ú n g . (I) I n den Vor . des Satzes w i r d 
weder die E i n d e u f i g k e i t (1er f -Parat ingente i n jedem 
Punk t von B gefordert noch die E n d l i c h k e i t der 
Durchschni t te von B m i t den OCh. — ( I I ) Der Satz 
lasst sich ferner veral lgemeinern zu einem Theorem 
liber Korrespondenzen auf B (3). 

BezUglich des an anderer Stelle zu fuhrenden 
Beweises sei nur folgendes angedeutet: Es i s t (2) 
aus (1) i m wesentlichen mi t te ls bekannter Methoden 
zu erschliessen. I n ã h n l i c h e r Weise e r g i b t sich (1) 
aus (2) falls BG endlich i s t fUr alfc Cet. D i e 
Haupt las t des Beweises beruht also auf dem Nachweis, 
dass aus (2) die E n d l i c h k e i t al ler BC f o l g t oder 
vielmehr, dass die Existenz eines unendlichen BC 
Anlass zum A u f t r e t e n zweier n ich t g l e i cha r t i g 
gelegener f -Para t ingenten g i b t . 

(') Genaueres bei H A U P T , Monatsh: f. Math. u. Phys. 40 (1983) 
S. 1 ff . . 

( ; ) Dass in der Beh. des nachstehenden Satzes (2 ) aus ( 1 ) 
folgt. liesse sich vermutlich aus noch nicht veriiffeutlichten Siitzen 
von llerrn I I . H A L L E R entnehmen, welcher auch zelgt, das die 
Normalitiit von B schon aus ( 1 ) folgt. Vgl. auch I I . H A L L E R , 
Sitz. — Ber. d. Physlk. —mod. Sozietat zu Erlangen 69 (1937) 
S. 215 f f . . 

( 3) Vgl: H A U P T , Math. Nachr. 4 (1950) , S 81 f., sowie M. 
L I N S M A N , Introduction, à tine Théorie abstraite itsw.t Mémoires 
Acad. Belgique Sel. X V I I (1938). 
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3 . Der i n Nr . 2 l 'ormulierte Satz gestattet seiner 
Al lgemeinhe i t wegen zahlreiche Anwendungen. Unter 
dies,en sei nur noch die folgende g e n a n n t f / ) : 

V o r . - E s sei y = f ( x ) eine eindeutige rée l le 
endliche stetige F u n k t i o n der reellen Var iab len x i m 
(offenen) I n t e r v a l l (a , b) ; das kartesische B i l d von 
y=f (x) sei B. Das System k der OCh sei das 

(') Zu nachstehender Beh., (1) uod. (2), vgl. Ilaupt-Auinann-
-Pauc, a. a. O., Nr. 2. 2. 2. 5. und 2. 2. 6. 2. 

System der Parabeln (d. h. der kartesischen B i l d e r 
von) y = ak_, xk~' + a*_, x * - 1 -) h ò c h s t e n s (k—1) — 
—ten Grades ( A > 2 ) . Es enthalte B keinen T e i l -
bogen einer O C h . 

B e h . Folgende Aussagen sind gleichwertig : (1 ) 
Der k — te Differenzenquotient von f (x) ist nirgends 
positiv oder nirgends negativ. — (2) Es bezitzt B den 
t-Ordnungswert k . — (3) Die X-Paratingenten an B 
(also die Schmiegparabeln hiichstens ( k — X ) — ten Gra
des von B ) liegen s'dmtlich gleichartig zu ihren Schmieg
punkten. 

< 
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Un critère de co nti nui té 
per Renato Pereira Coelho 

Nous n'avons pas trouvé dans les traités d'Analyse 
les plus répandus aucune mention du critère de con
tinuité suivant, qui peut-être n'est pas sans utilité. 

Soit / ( P ) une fonction réelle définie sur une région 
du plan et Po un point de l'intérieur de cette région. 
Pour que / ( P ) soit continue en Po i l faut et i l 
suffit que — après l'introduction dans ce plan 
d'un système de coordonnées polaires p et 6 dont 
l'origine est P0 — les deux conditions suivantes 
soient vérifiées : 

m) i l y a une demi-droite 6 -= 60 suivant laquelle 
/ (P) est continue en P 0 

P) l'oscillation o(r) d e / ( P ) sur les circonférence» 
p = r tend vers zéro en même temps que r . 

Pour démontrer cette proposition sous une forme un 
peu plus générale i l est utile de considérer au 
lieu de bases de f i l t re , des familles, partiellement 
ordonnées et filtrantes à gauche, d'ensembles non 
vides de l'espace où la fonction est définie. Soit 
\A{; ieJ\ une telle famille et 5 j = U A,. \B{; iel\ 

j< i — 
est une base de fi l tre qui ne change pas si l'on rem
place les ensembles Ai par des ensembles A\ tels 
que Aid A'iCZBi. Inversement, quel que soit le f i l tre 
g-, une quelconque de ses bases forme, relativement 
à C , une famille j At |. 

Le théorème dont i l s'agit peut alors s'ennoncer 
de la manière suivante. 

THÉORÈME. Soit R un ensemble quelconque et 
\ Ai ; ie l j une famille, partiellement ordonnée par ^ et 

filtrante à gauche, de sous-ensembles non vides de R • 
Soit & le filtre engendré par cette famille de la façon 
indiquée ci-dessus et ff0 un filtre plus fin que & et 
tel que 

f ) quel que soit Fo e il y a un index i 0 e I tel 
que A, f i F 0 =f= O M* i <<J i 0 . Soit f (x) une fonction 

(») R e ç u le 8 J u i n . 1ÍI51 — C e t r a v a i l a é t é p r é s e n t é a u « C o n 
gresso L u s o - E s p a n h o l p a r a o P r o g r e s s o d a s C i ê n c i a s • — L i s b o a — 
1950a, et n*a pas encore é t é p u b l i é . 

définie sur R et à valeurs dans un espace uniforme 
S . Dans ces conditions il faut et il suffit pour que 

l im f (x) = 1 

que 

j!) l im f (x) = 1 
9» 

et que 

P1) quel que soit l'entourage U j de S il y ait un 
index i j tel que 

f (A,) x f (A,) <z Ùi si i < i , . 

La nécessité de la condition se démontre sans d i 
ficulte : a') est un résultat bien connu [N. BOURBAKI, 
Eléments de Mathématique, I I , p. 36] et pour démon
trer p') i l suffit de considérer un entourage simé-
trique U tel que U a U\ et un index i\ tel que 
f ( B i ) Œ U { l ) . 

Pour montrer que la condition est suffisante soit U 
un entourage quelconque de S et Dj un autre 

s 
entourage tel que L'i C U. So.it P 0 e î f 0 tel que 
/ (Po) c: t / i (l) et «o e * H l e s indices correspondants, 
d'après 7) et p') à Po e t f i - Si / < *' < ii, H 
i l y a un point at e At f l Po • 

{ f , f(a,)) e & et \f(a,) j x f ( A , ) C t / j . Par con
séquent ! I \ X f ( A j ) a V, \ l \ X U f (A,) C U et 

f(Bd C U(l) c.q.f.d. 
On peut remarquer que la relation Y) entre #0 E * 

j A{ ! n'a pas été utilisée dans la première partie de 
la démonstration. 

Quels que soient et | j 4 j ! , i l est toujours possible 
de considérer une nouvelle famille | A[ j qui vérifie -j) 
et AjŒA'iCzBf, engendrant par suite le même filtre g. 
Une méthode triviale est déposer A' = Bj. Une autre, 
qui peut conduire dans un plus grand nombre de cas 
à la vérification de la condition P'), est la suivante. 

Soit <5 une base quelconque du fi l tre #o. Quels 
que soient iel et Geg, (91~| =/= O parce que 

http://So.it
file:///l/XUf
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§ C cTo e ' óFCíTo- Alors i l y a un i '<J « tel que 
Cr (~| At, =f= O. Donné considérons seulement—s'il 
y en a —les G qui ne rencontrent pas A{ mais qui 
rencontrent un A; avec i0 < t . Pour chacun de 
ces G soit i' un index tel que G f l At =f= O. Soit 
A'i la réunion de A( avec tous ces A(, . 

Evidemment A{ c At C Z?j. Quel que soit F e c?o 

i l y a un G e § et contenu dans F . 11 y a un »0 

tel que Ai renco.itre G . 
Alors G 0 A'i, 4= O et, si i < i0 et G (~l 4 ( = <>;, 

i l y a, correspondant à ce G, un Av c v4- tel que 
G Ç\ Ai,=f= O . Donc, quel que soit i < [ Î 0 , G? ren
contre A\ et par conséquent de la même propriété 
jouiront tous les F G &o, c. q. f . d. 
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As séries de termos quaisquer (*) 

por José Ribeiro de Albuquerque 

Universidade Técnica de Lisboa 

Sejam ao, cu, a* , •• •, a„, • ••, números reais for
mando um conjunto numerável, bem ordenado de 
tipo de ordem w. Supomos que na sucessão há 
números positivos e negativos, havendo uma in f in i 
dade numerável de termos de cada sinal. Percorrendo 
a sucessão evidentemente que os termos consecutivos 
de um mesmo sinal são em número finito. 

Definição 1. Chamaremos série de termos quaisquer 
a série 

(1) 2) a0 + <*i + *2 + • • • +*n + ••• • 

Se na série (1) somarmos os termos consecutivos 
do mesmo sinal, obtemos a série 

(2) 8) ag — a i + a 2 - a 3 + • • • + ( - 1 ) » a „ + • • • 

Em geral, uma série de termos alternadamente 
positivos e negativos é chamada uma série alternada. 
A série (2) será chamada série alternada equivalente 
à série (1). 

Esta designação tem a sua razão de ser no seguinte 

TEOREMA 1. A série de termos quaisquer e a série 
alternada equivalente são da mesma natureza. 

Demonstração. Formemos as somas de termos con
secutivos das duas séries (1) e (2) 

( 3 ) "o > ff. » ff=, • • • > • • • 

(4) «o , «l , *í , • • • , « » , • • • 
Toda a soma Sp é uma soma <Tq e portanto : se 

a série de termos quaisquer é convergente a série 
alternada equivalente também o é, e as somas são 
iguais. 

Dada uma soma r/_ , ou ela é uma soma sa , ou 
ela está compreendida entre duas somas s a e « a + I 

consecutivas e, facilmente se vê que 
(5) *5t<Jo"„a<J « a + i se o último termo de é positivo, 

(6) *a^><7n ^> s œ + | se o último termo de è negativo. 

Depois de estabelecido isto, tomemos uma qual

quer sub-sucessão de (3), 
(7) c 

e sejam 
(8) 
os termos de (7) que terminam por uma parcela posi
t iva ; sejam 

( 9) , ffnl„! , <V, > • • • > 
os termos de (7) que terminam por uma parcela ne
gativa. Devido às relações (5) e (6), teremos pois : 

(10) s a < i < o„a,< V , +1 , V . . < < V , + i > • • -

(11) « « » . > * » „ , „ > a", + l > ' 
e formemos as duas sucessões: 

( 1 2 ) V , ) « « ' , » • " 
(13) sa", + l ' V ' , + 1 > " • • • 

Se em (12) há apenas um número finito de termos 
distintos, necessariamente em (8) há apenas um 
número finito de termos distintos. Do mesmo modo, 
se em (13) há apenas um número finito de termos 
distintos, necessariamente em (9) bá apenas um 
número finito de termos distintos. Logo, se em (7) há 
uma infinidade de termos distintos (ou assim consi
derados) em (8) ou (9), ou em ambas, há uma in f in i 
dade de termos distintos, e o mesmo se passa em (12) 
e (13). Com os infinitos termos distintos de (12) e 
(13) forma-se uma sub-sucessão de (4) que é mino
rante da sub-sucessão (7). Da mesma maneira se for
mava uma majorante. 

A sub-sucessão (7) vem enquadrada por duas sub-
-sucessões de (4). Podemos pois afirmar que : se a 
série alternada equivalente é convergente, a série de 
termos quaisquer também o é, e as somas são iguais. 

A série de termos quaisquer e a série alternada 
equivalente são simultâneamente convergentes ou d i 
vergentes. 

(*) R e c e b i d o e m 1951, A g o s t o . 
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Se a série de termos quaisquer é indeterminada 
(Olivier-Cesàro), evidentemente também a série al
ternada equivalente o é. Neste caso, substituamos as 
sucessões (3) e (4) pelas seguintes: 

(14) a e , 1/2 0„ + H ) , 1/3 (<70 -f oi + az) , 

V 4 ("o + "1 + "2 + 1 3 ) , : • • 

(15) s 0 , 1/2(50 + * ! ) , iy3 (*e + «i + 

1/4 (»o 4- «í + « Í + «J) * • • • • 

Como se sabe, se (14) e (15) tendem para limites 
finitos, as séries dizem-se simplesmente indetermi
nadas e os limites finitos, que se supõe existir, são 
as respectivas somas simplesmente generalizadas das 
duas séries (Cesaro). 

Cada termo de (15) encontra-se em (14) e podemos 
afirmar que : se a série de termos quaisquer é sim
plesmente indeterminada, a série alternada equiva
lente também o é, e as somas simplesmente generali
zadas são iguais. 

Tendo em atenção as relações (5) e (6), também 
cada termo de (14) se pode enquadrar com dois ter
mos de (15) e, em última análise, podemos afirmar 
que : se a série alternada equivalente é simplesmente 
indeterminada, a série de termos quaisquer também 
o é, e as somas simplesmente generalizadas são iguais. 

Se. as sucessões (14) e (15) são indeterminadas, o 
que sucederá sempre que não tenham limites finitos, 
podemos substitui-las pelas sucessões das médias 
aritméticas dos seus termos, e assim sucessivamente 
até obter alguma com limite finito, e então podemos 
afirmar que : se a série de termos quaisquer é n 
vezes indeterminada, a série alternada equivalente 
também o é, e inversamente, sendo iguais as somas 
n vezes generalizadas das duas séries. 

O teorema fica assim completamente demonstrado. 
O valor absoluto do termo geral da série de ter

mos quaisquer pode tender para zero sem que o 
mesmo suceda na série alternada equivalente. Com 
efeito, se o número de termos consecutivos do mesmo 
sinal da série (1), for crescendo quando se avance na 
série, pode então suceder que | a„ | -* 0 , sem que 
a„~>-0. Mas como cada termo da série alternada 
equivalente é um termo da série (1), ou uma soma de 
termos consecutivos do mesmo sinal, é evidente que : 

TEOREMA 2. Se o módulo do termo geral da série al
ternada equivalente tende para zero, também o módulo 
do termo geral da série de termos quaisquer tende para 
zero. 

Se o número de termos da série (1), que se encon
tram reunidos em cada termo da série (2), não excede 
um inteiro determinado p, então j á se pode afirmar 
que: se o módulo do termo geral da série (2) tende 

para zero, também o módulo do termo geral da série 
(1) tende para zero. 

De resto, esta última proposição é verdadeira com 
qualquer série posta no lugar da série (1). 

* 
# # 

O teorema 1 è um teorema importante pois permite 
reduzir o estudo de uma série de termos quaisquer 
ao estudo da série alternada equivalente. Passaremos 
em seguida ao estudo das séries alternadas nas quais, 
para simplificar, se pode supor o primeiro termo 
sempre positivo. 

Dadas duas séries de termos positivos, 

&') ao + a 2 + at -i r a2h-\ 

S") O i + a3 + o 5 + h a u + í H  

se as duas séries são divergentes podemos comparar 
as velocidades com que divergem. Se S'k e <S"S são 
as somas dos k primeiros termos de cada série, a 
primeira diverge mais ou menos velozmente que a 

, , . S'n 1 

segunda quando existindo l i m , este limite é 
n - » S'1 n 

S' n 
infinito ou zero respectivamente. Se tende para 

S" n 
um limite finito, não nulo, as duas séries são igual
mente divergentes. 

Se a fracção 
'̂m-t-p ® m a1m aím+2 ~T" " * + <*2 <tn+p) —S 

*S"m+p S"m aím-t-i "i" Osni-t-3 "+" ' ' ' a i ím+p)+t 
tende para infinito ou zero quando p -* 00 , a pr i 
meira série diverge mais ou menos velozmente que a 
segunda. Se a fracção tende para um limite finito, 
não nulo, as duas séries são igualmente divergentes. 
Estas definições são equivalentes às anteriores por 
serem as séries da mesma natureza que os seus restos 
de ordem m previamente fixada. Tais definições são 
devidas a CKSÁKO. 

Notemos agora que: se dado e > 0 a partir de 
certa ordem m(s) se tem 

l — e< —— < l + t 

então 
"5111+1 

(*— •) a S r a + 3 < a 2 m + . 2 < (l + s ) O j m + 3 

( / — s ) at , m + , ) _ i < a2 tm+P)-i <(l+s)ai ( m + | 1 ) _ i 

e somando 

(l — e) ( a 5 m + , + a 2 m + 3 + • • • + a.llm+r)_i) < 
< {aim + a s „ + , + H h aj ( m + 1 1 ) _,) < 
< (l + e) ( a 5 „ + , + a t m +

ó H + O s , m + p ) _ , ) 
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e portanto 

_ a1i,i + a-lm+' + ' ' - + <*2<m-H>)-2 _ , , 
l — t < < í + < 

aim+í + aHm+3 + ' " ' + ®2(m+p)-t 
ou seja 

í < 
S" J_ —S" 

< l + 

qualquer que seja p independente de m . Conclui-se 

que: se l i m — — = l , então l i m - — 
* = °°<%+i » - » S m ¥ r — S „ 

Esta proposição é válida para l nulo, finito ou 
infinito. 

Inversamente: se fixado m e dado t > 0 , a par
t i r de certa ordem p (e) se tem 

í - e < 

a 2 m + I "1" a 2 m - r 3 H 1" a 2 ím+p)—t 

a 2 m + l + a 5 m + 3 + + a 2 ( m + p + l ) - I 

Ci + t 

<l + t 

também se tem 

— s) ( a , m + 1 + a , m + 3 H + O j ( i r W _ t ) < 

< ( ° 2 m + a 2 . , i + 2 + • • • + ^ m + D - í ) < 

< {l + e) (o»«i-i+iaii4a-F • • • + a 2 ( m + p ) _,) 

(< — e) ( a . 2 m + 1 + a 2 m + 3 . . . + - a 2 ( m + p + 1 ) _ , ) < 

< ( a 2 m + a 2 m + 2 + • • • + O í l m + p + l 1-2) < 

< ( í + » ) (a„m+l + a 2 m M + . . . 4- a 1 ( m ¥ p + l l _ , ) 

e subtraindo a primeira da segunda, a segunda da 
terceira, e assim sucessivamente, vem : 

(l — E) a 2 l m + p + 1 ) _ , < ' O í j m + ^ + D - s < ( i + e ) a 2 ( m + p + 1 ) _ i 

( í E) O i ( m + p + s ) _ i < " 2 ( m + J , + 2 ) _ 2 < (l + e) c t ( 2 m + p ^ 5 ) _ | 

£ — e < •"•«m-rí-M)—Ï 

a partir de certa ordem p (e). Conclui-se que : se 

1 i m l então, é l i m - I. Esta 

proposição é válida para l nulo, f ini to ou infinito. 
Temos assim: 

TEOREMA 3. Se l i m 
p= 

l i m 

c/ o/ 
° m + p ° m = £ então, 

e reciprocamente, qualquer que sejo- o valor de l nulo 
finito ou infinito. 

Consideremos agora a série alternada 

S) a0—et, + a2 - a 3 + at - as +.. • + (—1 )" a„ H  
e sejam 

<*o + « 2 + <*t + ••• + + ••• 

S11) a , + a 3 + o 5 + • • • + O J H . , + • • • 

as séries componentes formadas com os termos de um 
mesmo sinal. Com estas convenções temos as seguin
tes relações : 

(16) S J 4_, = <SSk — aM_, S u + I — S3k + aik 

e por último 

(17) S ï k + i = S'k+i — 

Estas relações permitem estabelecer desde j á alguns 
resultados sobre as séries alternadas. 

Assim, podemos enunciar imediatamente o seguinte: 

TEOREMA 4 . A série alternada é convergente (abso
lutamente) quando as séries componentes o forem, e a 
soma de 2 ( — l ) " a „ é a diferença das somas de 2a 2 K 

e 2 a 2 K + 1 . 

Com efeito, se as séries componentes e So 2 A . + , 
forem convergentes, temos : 

e portanto a „ - » 0 . As relações (16) dizem-nos que 
se <S2s_i e Sik tiverem limites, terão limites iguais. 
A relação (17) garante-nos a existência desse limite 
único. 

A série alternada é então absolutamente conver
gente, e a soma é a diferença das somas das séries 
componentes 

c. q. d. 

TEOREMA 5. A série alternada édivergente quando 
uma só das séries componentes 2a 2 ) ( ou 2 a 2 4 + 1 o fôr. 

A relação (17) mostra imediatamente que assim é. 
Basta supor que uma das séries componentes é 

divergente mas com o termo geral a tender para 
zero, e a outra série componente convergente, para 
havermos exemplos de séries alternadas que são diver
gentes mas para as quais o módulo do termo geral 
tende para zero. 

TEOREMA 6. iS'e as duas séries componentes 2 a2 k 

e 2a 2 ; , + l são divergentes, para a série alternada 
£ ( — l ) " a , ser convergente é necessário que: a „ - * 0 e 

Com efeito, da relação (17) vem : 
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Por consequência, para que Sui., tenda para limite 
finito é necessário que 

l i . = lim • 
SI' 

- 1 

e, pelo teorema 3, deverá ser : l im = 1 . A 

cessidade de a„ •0 é sobejamente conhecida, 
c. q. d. 

Note-se que, com o „ - » 0 , não pode —— 

para 1 por valores menores que 1 . 

Note-se ainda que, com a„-»-0 e com 

tender 

tender para 1 por valores maiores que 1 , então, 
a„-*0 monotonamente, e em tal caso a série alter
nada é convergente (série alternada decrescente). 

Mais geralmente ainda, podemos provar que 

TEOREMA 7. Se numa série alternada 2 ( — l ) " a „ , 
a partir de certa ordem, em valor absoluto, cada termo 
é igual ou maior que todos os seguintes salvo apenas os 
q primeiros que o seguem, então : a„ —» 0 é a condição 
necessária e suficiente de convergência (séries alter
nadas quase-decrescentes). 

Basta-nos provar a suficiência. Para isso, seja p 
um inteiro impar superior ao número inteiro q. Para 
facilidade suporemos que a propriedade do enunciado 
se verifica a partir do primeiro termo da série alter
nada. É sempre possível destacar da série dada, p 
séries nas condições seguintes: 

Oo+ ( - t ) " a „ + ••• +(-l)"'a„p + 
+ (_1)F+ 

a 2 + ( _ 1 ) « Í a p + 2 -
+ ••• + ( - ! ) * + 

( - ! ) " - ' < + - + ( -1) '»+ '» - ' a ( „ + I ) t _ , + 

Estas p séries, quando p é impar, são alternadas 
decrescentes e para elas é suficiente que a„ -+ 0 , 
para que sejam convergentes. Mas a soma destas p 
séries, isto é, a série cujo termo geral é a soma dos 
termos gerais de cada uma 

«/„ m { - l ) " a „ + ( - t f * * o „ p + 1 + • • + 
+ (_!)<»+.),-. a ( , i f | ) p _ ( 

é uma série convergente. Porém, esta série é obtida 
da série alternada agrupando p a p os termos, sem 
lhes alterar a ordem. Desta observação resulta a 
convergência da série alternada. 

c . q . d . 

As séries que verifiquem a propriedade do enun
ciado do teorema anterior podem chamar-se quase- ' 

-decrescentes ; no caso particular de q = 0 o teorema 
anterior é o conhecido teorema clássico sobre as 
séries alternadas decrescentes. 

Uma classificação das séries alternadas 

Para simplificação do estudo das series alternadas 
é muito conveniente a seguinte classificação. 

Seja 
S) a0 — a{ + a2 — a 3 + ••• +• (—l)"o„ + ••• 

a série alternada proposta, e formemos as duas se
guintes séries 

(18) £') d 0 — K—a 2 )—(a 3 — a4)—(a6-a6) 

— ( a 2 * + l a í / í + - í ) 

(19) £") (a 0 — oj) + (a 2 - a 3) + (a 4 - a 5 ) + — 

+ (<hk — OJJH-I) + ••• 

As séries £ ' e 2" podem ser séries de termos 
dum mesmo sinal, isto é, a partir de certa ordem, os 
parêntesis, tanto numa série como na outra, têm um 
mesmo sinal em cada série. 

Definição 2 . A série alternada proposta será cha
mada simplesmente alternada se as correspondentes 
séries (18) e (19) forem séries de termos do mesmo 
sinal. 

E fácil de ver que há apenas quatro tipos de séries 
simplesmente alternadas. 
1. ° t ipo: 
SO a 0 — (ai — az) (a.lkJ_, — a i k + 2 ) 

com a 2 W — a2M_2 < 0 
(a 0 — a t) + (a 2 — a 3) + • • • + (alk a,k+l) + jj 

com a.,k - a i k + l > 0 
2. » t ipo: 
SO — a 0 — ( — a! + az) — (— a 3 + 

— ( — • + ««+*) 
com —a.2ft+, + a M + , > 0 

V ) ( - o o + a i ) + (—a2 + a3)H \-( — aik 4- a , i + 1 )- j  
com — a.,t + a 2 4 + , < 0 

3. " tipo : 
£') ao—(a] - a 2) - (a 3 - a4), (alk+, - a, k + 4 ) 

Qom a.2Jf+l — a.2((+2 > 0 
£") (ao - aj) + (a 2 - a 3) + ••• + (a s t — a 2 í. + 1) + ••• 

com a2A - a . w > 0 
4. " t ipo: 
£ ') — a 0 — (— ai + a2) — (— a 3 + a 4) — ••• 

— ( — ° M + ! + a S H - í ) ' 

com - a.2 t + 1 + a^.+j < 0 
£") (—ao+aj) + (—a2 4- a 3) + • • • + (—a 2 l + 0 » + , ) 4- • • • 

com — a2k + a n + í < O . 

O primeiro e segundo tipos são simétricos ; o ter
ceiro e quarto tipos são também simétricos. As séries 
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simplesmente alternadas do terceiro e quarto tipos 
são decrescentes; inversamente, as séries alternadas 
decrescentes são simplesmente alternadas e do 3." ou 
do 4." tipos. 

Supondo que o termo geral da série alternada pro
posta, tende em valor absoluto para zero, o „ - * 0 , e 
supondo que ela ó simplesmente alternada, então, se 
é do 3.° ou 4." tipo será convergente; se é do 1.° ou 
2.° tipo, e se for quase-decrescente, (Teor. 7), será 
convergente. 

Uma série simplesmente alternada, S ( — 1)" a„ , 
que pertence ao 1." tipo, se as suas séries componentes, 
~a 2 / i e E O J J K . , , são convergentes, ela será conver
gente (absolutamente); se as suas séries compo
nentes não são da mesma natureza, ela será diver
gente ; se a sua série componente de termos menores, 
^ au+i j f ° r divergente, a outra série componente, 
ï a , t , também é divergente, e, para a série alter
nada proposta ser convergente é necessário e sufi
ciente que seja quase decresceute. 

Com efeito, este último resultado encontra-se enun
ciado no teorema seguinte que vamos demonstrar: 

TEORK,VIA 8. Seja )L{—l)na„ uma série simples
mente alternada cujas séries componentes, X a 2 k , e 
í a.2K+, , são divergentes mas de termos gerais em valor 
absoluto a tender para zero : a condição necessária e 
suficiente para que a série alternada seja convergente 
é que ela seja quase-decrescente. 

A condição é suficiente como o prova o teor. 7. 
Vejamos pois que é também necessária. Para isso, 
suporemos que a série não é quase-decrescente, e 
portanto: dado um inteiro p por maior que ele seja, 
existe um k tal que: a**+i~< OÍ*MP • 

Sendo assim, vem : * > 1 . Mas, como a.2k+t-*0, 

teremos : 
a3*+2|i aW->P ^ j 

a-2*-t-2|i+1 °S;.~H 

Fazendo crescer p tanto quanto se queira, virá, 

se existir : lira — = l > 1. Portanto, se existir, 
» - » a .pi,, H 

será: l im —— > 1 , e então pelo teorema 6, a série 
. »-» a „ + 1 

alternada é divergente. 
Logo, para 2(—l)"íi„ ser convergente é neces

sário que a série seja quase-decrescente. 
c. q. d. 

Com este teorema e com as observações que o pre
cederam fica completamente esclarecida a natureza 
das séries simplesmente alternadas. 

Suponhamos agora que alguma das séries (18) ou 
(19) é uma série de termos quaisquer. O teorema 1 
permite substituí-la pela série alternada equivalente. 

Definição 3 . A série alternada proposta será cha
mada duas-vezes alternada se a série alternada equi
valente for simplesmente alternada; ela será chamada 
p-vezes alternada se a série alternada p-vezes equi
valente for simplesmente alternada. 

Uma série alternada será chamada infinitas-vezes 
alternada se não é equivalente a nenhuma série sim
plesmente alternada. 

Vejamos em que condições é que o estudo de uma 
série p-vezes alternada depende do estudo de uma 
outra série simplesmente alternada. 

Seja dada uma série alternada, a série proposta 

SO) a0 — ai + a 2 - a3 + ••• + ( - 1 ) " a„ + ••• . 

e formemos as duas séries 
2'o) «o — («í — «2) — (<*3 — «4) 

— (<*SA+I — «2/.+») — ••• 

2o') («o - ai) + (a 2 — o 3) + • • • + 
+ («s/.- — a-2-.+i) + ••• 

e suponhamos que alguma delas é uma série de ter
mos quaisquer ; substituamo-la pela série alternada 
equivalente : 

S') a'0 - a\ + a]

2 - a(, + -•• + ( -1 ) "a ' „ + ••• 

à qual por sua vez correspondem as duas séries 
2,' e Z{', que são séries de termos do mesmo sinal 
se e só se (definição 3) a proposta S) é duas vezes 
alternada ; caso contrário, passaremos a uma série 
S") alternada 2 vezes equivalente, à qual corres
ponderão as séries % e 2 a ' , etc., assim sucessiva
mente. 

Se a série proposta S) è p-vezes alternada ; então, 
a série S"~') é a sua série alternada (p —1)-vezes equi
valente, e esta série iS'' -,) é simplesmente alternada. 

Pelo teorema 2, se o valor absoluto do termo 
geral da série ST*) , a?,-1 , tende para zero também 
o termo geral da série donde ela deriva, tende 
em valor absoluto para zero e, por consequência 
também af~5 0 . Por último, segue-se que: a„ -* 0 . 

Viu-se, por conseguinte, que se o valor absoluto 
a j - 1 do termo geral da série 

S'-') o»-' — aT ' + aS"' - «fr1 + - + ( - l ) " o r ' + "-

tende para zero também, em valor absoluto, o termo 
geral de qualquer das séries 

zU) » r r ! - (»r2 - «r') - («r* - «ro 
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4'-,) (as-" - a f*) + K " 2 - «ST*) + • " + 
+ ( a | r 2 - a S Í . ) + ••• 

tenderá para zero e o mesmo se verificará com a série 
S*-2) a'0-2 - a-r'2 + a r 5 - "5"' + • • : + 

+ ( - l ) » a r 2 + — 
Pelo teorema 1, a série Sp~') é da mesma natu

reza que a série £(,_,) - Vamos agora demonstrar o 
seguinte 

TEOREMA 9 . Com a|;_'J —*0, a condição necessária e 
suficiente de convergência da série S p _ 2) é que uma só 
(qualquer) das séries 2 j _ 2 vu seja também con
vergente. 

Com efeito, o teorema torna-se evidente obser
vando que : se a* - 2 — 0 as duas séries 2 '̂_2 e S^Lj 
serão da mesma natureza, e, se convergentés, com a 
mesma soma. c. q. d. 

Então, com a|;_1 — 0 , vem (teor. 2) aJ~ 5-*0. Em 
seguida (teor. 9), com a|p2 -— 0 as séries S" - 5) e 

<S""-1) são equivalentes. Mas, com of~ 2 -+ 0 vem : 
a p - 3 _ 0 e (teors. . 9 e 1) as séries S"~3) e S" - 1) 
são equivalentes. Finalmente^ podemos afirmar : 

TEOREMA 10. Se 2 ( — 1)" an e «wia série p-vezes 
alternada; sea série 2(—1)" a[] e a série alternada 
p-vezes equivalente; se o módulo p-vezes generalizado 
do termo geral da série, a[|, tender para zero; então, 
a série proposta d da mesma natureza da série simples
mente alternada n-vezes equivalente 2 ( — l)°a[; . 

Fica pois provado que o estudo de uma série alter
nada se reduz ao estudo de uma série simplesmente 
alternada. 

Para este estudo ficar completo deveríamos ainda 
resolver os seguintes dois problemas : 

Pi. Existem séries infinitas vezes alternadas ? 
Caso afirmativo, construir um exemplo de tais séries. 
Era conveniente, a construção de uma série p-vezes 
alternada. 

P 2 . No caso de existirem, serão divergentes as 
séries infinitas vezes alternadas ? 
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Invariantes afines de ciertas ternas de curvas en el espado^ 
por Rebeca Cherep 

Universidad de La Piara, Argentino 

In l roducción. Para três elementos curvilíneos de 
segundo orden (Ez) en el espacio ordinário (S3), han 
sido obtenidos vários invariantes proyectivos por 
Buzano ('). Este ha estudiado un caso completamente 
general que nosotros nos proponemos, en el presente 
trabajo, considerar desde el punto de vista afin, a la 
vez que lo ampliaremos con dos casos particulares. 
Obtendremos, como es inmediato, entre los inva
riantes afines los seis proyectivos hallados por 
Buzano; una interpretación métrica y afin de los 
nuevos invariantes completará en cada caso el 
estúdio de los 3Z?2 . 

1. Caso general. Sean P t , P 2 y P 3 los cen
tros de 3 E 2 pertenecientes a las curvas alabeadas 
Ci, J C3 respectivamente ; supongamos que los 
planos osculadores a dicbas curvas en esos puntos, 
se intersectan en un punto O que no pertenece al 
plano P i P 2 P 3 . 

Si elegimos el sistema de coordenadas cartesianas 
de manera que el punto O sea el origen y las rectas 
O P i , OP 2 y OP 3 los ejes x , y , z respectivamente, 
las expresiones de los Ez con centro en los puntos 

serán : P i , Pz y P3  

Ci 

(1.1) 

y = ai (ce—h) -1- a 2 (x — h)- + •• 
z = Ô! (x—h) 4- b2 (x-hf- + •• 

œ = c i (y—k) -+ c 2 (y—*)* + •• 
z = dt (y-k) +d2(y-lc) 
x = ex (z - j ) + e2 ( a — j ) f + •• 

3 1 y = A ( ' - j ) + f z { z - j ) * + •• 
donde h, k y j son las distancias OP\, OP2 y OP3 
respectivamente. 

(*) R e c i b i d o en 29 de S o t i e m b r e de 1351. 
(') uOsservazioni intorno agli inrarianti proiettivi di elementi 

curvilinei». A t t i d é l i a A c c a d o m i a d é l i e Scienr.e d l T o r i n o -
V o l . 81-82, pp. ,109-113. 

A f in de obtener los invariantes afines de segundo 
orden de las curvas C i , C2 y C3 en la vecindad de 
los puntos Pi , P 2 y P3 , debemos considerar la 
transformación afin más general que deje invariante 
los ejes ; será : 

(1.2) x = a X , y = $Y, 3 = 7-2, 

donde a, S . 7 son constantes arbitrarias. Por esta 
transformación, los puntos P 4 (h, 0 ,0) , P 2 (0 , i ,0) 
y P3 (0,0 , j ) pasan a los puntos de coordenadas: 
( / i / a ,0 ,0) , (0,A/p,O) y ( 0 t 0 J f y ) respectiva
mente; de ello se obtienen las siguientes relaciones: 

(1.3) 
K 

siendo H, K, y J las distancias entre los puntos 
transformados de P j , P 2 y P 3 y el punto O . 

Introduciendo (1.2) en las (1.1) hallamos las 
ecuaciones de los E!,, transformados de los Ez , a 
saber : 

r - J , ( X - H ) + A2 ( X - H y + ••• 

Z - B i ( X - H ) + Bz ( X - H ) z + ••• , 

X = C i ( Y - K ) + C 2 ( Y - Ky- + 

Z~* Di (Y - K) + Dt (F— ICy 4-

X = Ex (Z - J) -r E2 (Z - j y + .. 
Y = Fi (Z - J) + F2 ( Z - j y + 

donde los coeficientes A±, Az, B i , - - - , etc. están 
dados por el siguiente sistema de ecuaciones : 

(3.4] == ctj a. nEi = ei f s C 2 = c 4 f ! 

-^1 = 61* ( 5 P i = / i T " r / ) 2 = tf232 

a Cl = cf 8 (5 A2 = a 2 a2 a E2 = e2 f 2 

T » i - ^ e T B 2 = & 2 a 2 3 ^ 2 = / 2 ï 2 

Eliminando los parâmetros a, ,3, Y de estas ecuacio
nes, se obtienen los siguientes 9 invariantes afines 
independientes : 

/ j = a, ci I2 = 61 ex l à = t| 1 :Ã 
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h = 
a\c2 

h = 

h = 

" 1 ^ 2 

h 
h -

« \ a 2 

e\b2 

b\e2 e\a2 " / j d 2 

Los très primeros invariantes dependen sólo par
cialmente de los E2 considerados ya que dependen 
unicamente de los très planos osculadores (elección 
dei origen O) ; los otros seis dependen totalmente 
de los E2. 

Una sencilla combinación de los invariantes bailados 
conduce a la obtención de los invariantes proyeetivos 
determinados por BDZANO. 

Para consideraciones posteriores será Util intro-
ducir los seguientes invariantes, dependientes de los 
anteriores: 

C l 

Ah 
« 2 

»i = 
*1 

« 1 / 2 

e2 

i 2 = 

«5 = 

«3 = 

**7 = O) e?i ei «8 — *1 C l / l 

a l Cl 

Á 

«1 rf2 

a 2 á"2 e2 

Òj c2 f t 

Interpretation métrica y afin : Para dar una carac-
terzación afin de los invariantes obtenidos, llamemos 
hihihi *l»'«* y "3 a l a s rectas tangentes y 
pianos osculadores de las curvas C t , C2 y C3 en 
los puntos Pi, Pi y P3 respectivamente. Las con
diciones de paralelismo entre esas rectas y de per-
tenencia entre rectas y pianos se expresa brevemente 
por el siguiente Cuadro : 

h h h *i «2 "3 

h 4 - 1 
7 2 = t , 

it =1 
74 = 1 f s - 1 

h 
n-i, / 3 = 1, 

'3=1 
W 4 - r i 

h 
h-l, 
e2=1 

h-s, 
«3 = 1 3 

'•5=1 

Para la interpretación afin del invariante «'g con
sideremos los siguientes planos que pasam por OPi : 

1) Plano O Pi P3 (y = 0), 
2) Plano O P 4 Pz (s = 0) , 
3) Pano osculador I T J (b2y — o 2s = 0) y 
4) Plano determinado por OPi y la recta r inter-

sección de los planos osculadores i r 2 y W3 (e2d2y — 
- / 2 c 2 3 = 0 ) . 

( 62 c2 d 2 \ 1 
00 , 0 , — , = — 

« 2 / V - V b 

= — 
b 2 c 2 f 2 

que coincide precisamente con el invariante t\ . Es 
interessante hacer notar que esta relación doble 
liubiese sido Ia misma si se hubiesen tomado los 
planos correspondient.es que pasen por 0 P 2 u OP3 . 

BDZANO, en el trabajo citado, ha demostrado que 
considerando las distancias A, ; (»' ,j = 1 , 2 , 3) desde 
el punto P; al plano osculador en P , , la razón 

A,3 A32 
es un invariante proyectivo. Por tanto, 

^12^23^31 

es también afin y tomando el caso particular en 
que el triedro (O : P\, P2P>) es ortogonal se com-
prueba de inmediato que este invariante coincide 
con nuestro i 9 . 

Para dar ahora una caracterización métrica de los 
invariantes «7 e i% determinemos los puntos R,S y 
T en qne las rectas tangentes , t2 y t3 intersectan 
a los planos x = 0, y=0, 3 = 0 respectivamente. 
Siendo fl- el ângulo OPj . OP2 y a> el ângulo que 
forma OP3 con su proyección sobre el plano 0 P t P2, 
el volumen dei tetraedro de vértices O, R, S, T se 
pnede expresar en la forma : 

1 
V = — hkj ( Í 7 + Í 8) sen ft sen a . 

1 ,r\-. 6 t » • " t 

2. Ternas de curvas que se corlan en un punto 
ordinário. Sea O el punto de intersección de três 
curvas alabeadas , C2 y C3 cuyas rectas tan
gentes en dicho punto las indicaremos con í j , <2 y £3 
respectivamente. 

Si elegimos el sistema de coordenadas con centro 
en O y los ejes x, y, z coincidentes con las tan
gentes t{, t2 y <3, las expresiones según series de 
potencias de las curvas C j , C2 y C3 en el entorno 
dei punto O son : 

C i : C, 

(2.1) 

x = c2y- + 

s = d21/2 + 
y a2 ÍB* + • • • 
z — b2x* + ••• , 

x = e2 s2 + • • • 
t i , 

V = f 2 * + ••• , 
Aplicada la transformación afin (1.2) que deja 

invariante los ejes, las curvas (2.1) se transforman 
en las siguientes : 

y = ^ 2 X 2 + - - X = C 2 F 2 4 - . . . 
/? = B 2 A ' 2 - ••, Z = D2Yi+ ••• , 

X = E 2 Z i + ... 

r = F 2 Z2 + •••, 

donde los coeficientes A2 , B2 , 
por el sistema : 

[iA2 = a2a? aC 2 = <?2|3 

, etc. , están dados 

a E 2 = e2 f 2 

http://correspondient.es
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iBt = 62 a? f D 2 = rfjP" 3P 2 - / i Ï 2 

La eliminación de los parâmetros a , g, 7 conduce 
a los siguientes 3 invariantes atines de segundo 
orden : 

5:je2 

</ 2 

d l / t 
7l«V 

Su relación doble es : 0, 

Introduciremos en lugar de los invariantes prece
dentes el siguiente : 

a 2 d2 e2 

• / — . / j r/ 2 J3 ~ • 

Interpretation métrica y afin del invariante J : Ana
logamente a lo hecho en el § 1 , consideremos los si
guientes planos que pasan por la recta tangente a la 
curva Ci en el punto O (eje x) : 

1) Plano que contiene a la tangente a C3 (eje 3) : 
y = 0 . 

2) Plano que contiene a la tangente a C 2 (eje y) : 
= = 0 . 

3) Plano osculador a C, en el punto O: b2y — 
- O 2 3 = 0 . 

4) Plano que contiene a la recta intersección de 
los planos osculadores a las curvas C 2 y C3 en el 
punto O : e2d2y — / 2 c 2 2 = 0 . 

62 d2 e2\ a<2 d2 e2 

' « 2 ' c l Á J k jCj /s 
valor que coincide con el invariante 

De la relación anterior resulta evidente la siguiente 
conclusion : Los planos osculadores a las curvas Cj 
C a y C3 en el punto O , forman un haz cuando el inva
riante i es igual a 1. 

Además, corno ya hitimos notar en el parágrafo 
anterior, la relación doble se mantiene igual si se 
toman los planos correspondientes que pasan por las 
otras dos tangentes, es decir: Dadas très curvas C, 
(i = l , 2 , 3) que pasan por un punto O , si se indican 
con t | y ir, las rectas tangentes y los planos oscula
dores a dichas curvas en el punto O y con ris ( i=jt j) 
las intersecciones de los planos •Kí y TTJ , la relación 
doble dei haz de planos t, i t , t, t k , rr,, t, r j k , es siempre 
igual al invariante 3 . 

A fin de dar una caracterización métrica dei inva
riante J , vearnos las expresiones de las réctas rv 
introducidas más arriba : 

d» x = c2 z / J Í = e., y 

h V - 0-21 a2 3 = b, y 
it y = A * 

r ï 3 : 

C 2 Z = </ 2 X 

Llamemos M\, Mt y M3 a los puntos en que 
estas rectas intersectan a los pianos z = X , y — X , 
x = X , respectivamente. Llamando & al ângulo 

h h ï ? a ' ângulo formado por t j y su proyección 
sobre el piano ty t.2, el volumen del tetraedro de vér
tices O , A f i , A / 2 , M3 , se expresa entonces, en fun-
ción dei invariante J de la siguiente maneia : 

_ \ * ( J — iv 
J — — sen & sen « . 

6 J T 

3. Ternas de curvas con una tangente común 
en un punto ordinário. Para mayor sencillez consi
deremos que las très curvas pasan por un punto O 
donde tienen la misma recta tangente t . Si elegimos 
el sistema de coordenadas de manera que el origen 
sea el punto O, que el eje x coincida con la tan
gente t y que los planos z = 0 , y = 0 coincidan 
con los planos osculadores a las curvas C j , C2 en 
el punto O, entonces las expresiones en series de 
potencias de las curvas en el entorno dei punto O) 
son las siguientes : 

C i ! 

(3.1) 

2/ = a2 x=H C3 x* + • 

A3*3H " z=a", x JH , 

y = e, x z + • • • 
z = / , x* + .-. , 

Para determinar los invariantes afines correspon
dientes a los elementos de segundo orden de las 
curwas C j , C2 y C 3 en el punto O, tomemos la 
transformation afin más general que conserve el 
origen y los planos xy y xz, ésta será la siguiente: 

(3.2) x = * X + p F + T ^ , y = S r , z - e Z 

siendo a , g , Y , S , s constantes arbitrarias. 
Aplicada Ia transformation (3.2) alas curvas (3.1), 

éstas se transforman en las siguientes : 

F = y i t X ! + - ï'= C3X3+... 

Z= B , . £ * + — , Z = D 2 X* + 
Y = E 2 A ' 2 + . . . 

Z-F,Xi-l , 

donde los coeficientes A'i, Z) 2 , E., y Ft están dados 
por el sistema : 

S A, = a 2 x 2 SE , = e2 a2 

e D j = rf2 o.2 E F„ = f.21?-

La eliminación de los parâmetros a, 3 y s de 
estas ecuaciones indica que: el único invariante 
afin determinado por los elementos de segundo orden 
de las curvas C j , C 2 y C3 en el punto O es el 
siguiente : 

_ _ a 2 / 2 

ÍÍ S e. 

Interpretation métrica y afin del invariante I : 

Para la caracterización métrica v afin del invariante 
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se puede considerar a este como el producto de los dos 
invariantes que resultan al proyectar las curvas Ci 
y C 3 paralelamente al eje z sobre el plano s = 0 
y las curvas C, y C 3 paralelamente al eje y sobre 
el plano y = 0 . Los dos pares de curvas planas serán : 

C{: y = a1x* + ---, Of S s = rfs + ' 

y sus respectivos invariantes: 

G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

o sea: 
T=I'I". (i) 

Los invariantes I' e í " han sido obtenidos y 
caracterizados por L . A . SANTALÓ en «.Affine Inva
riants of Certain Pairs of Curves and Surfaces», 
Duke Math. Journal; Vol. 14 , 3 , 1947. 

(1) I l a c e m o s notar que los i n v a r i a n t e s / ' e I" son tarabfen 
i n v a r i a n t e s de l a s c u r v a s d a d a s , pero se r e f i e r e n s ó l o a p a r e s 
de e l l a s . P o r eso, h e m o s pre fer ido t o m a r d irec tamente a l i n v a 
r iante / . 
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A noção de « filtro* e as suas relações com a teoria 
dos limites e a definição dos números rea/s ( # ) 

por Luís Neves Real 

Porto 

Alguns dos participantes na actividade desenvol
vida no Pôrto pela Junta de Investigação Mate
mática elaboraram um Curso de Análise da variável 
real, cuja realização, em sessões públicas, ficaria 
como homenagem a GOMES TEIXEIKA, na passagem 
do primeiro centenário do seu nascimento. 

A orientação do curso visando a contribuir para 
uma actualização da obra de GOMES • TEIXEIKA de 
mais i'unda influência na formação matemática da 
juventude universitária portuguesa — o seu C u r s o 
de Anályse Infinitesimal - inspirava-se nos tra
balhos do grupo BOOBBAKI, desde as obras já hoje 
clássicas até às suas mais recentes concepções nos 
domínios da integração. Era porém indispensável 
um trabalho preparatório para abordar certas 
noções correntes nos livros e publicações dessa 
escola. As notas seguintes correspondem a essa preo
cupação e dizem respeito às noções de «convergência 
segundo um filtro», «filtro de CAUCHY» e «espaços 
uniformes» — noções introduzidas na ciência por 
AXDHÉ W E I L em 1937, e pouco correntes ainda no 
nosso ensino. Têm estas notas um propositado 
carácter de divulgação e referem-se a N. BOIJKBAKI, 
Les Structures fondamentales de VAnalyse, Livre I I I — 
Topologie Générale, Ch. I , I I , Paris, 1940. A propósito 
é dever referir GOMES TEIXEIKA, Cálculo Diferencial, 
em C u r s o de Anályse Infinitesimal, 4.* edição: 
Theoria dos números irracionais. 

Consideiemos as duas rectas r e r' e nelas os 
seus pontos referidos a duas origens o e o' Supo
nhamos que existe uma aplicação de )• sobre r' : 

uma função / que, a cada ponto x de r faz corres
ponder um ponto f (x) de r' 

Seja a um ponto de r, ponto de abscissa a; e 
A um ponto de abscissa A de r' . 

Como é sabido diz-se que lim f ( x ) — A se, para todo 
número S > 0 se puder determinar um número e > 0 
de modo que a imagem de todo ponto x do intervalo 

F i g . 1 

(a — t , a + z) caia no intervalo (A — 3 , A + 3) o 
que simbolicamente representaremos por 

( 1 ) l i m » ) - 4 ^ V » | 8 > 0 ^ lz [ e > 0 e 

V i ( a - e < j ; < o + E - v i - ò < / ( x ) < A 4- S)] I 

Cma primeira etapa na passagem da análise da 
variável real para a análise geral foi atingida ao 
traduzir-se em termos gerais a idea intuit iva de que 
a definição ( 1 ) é uma formulação rigorosa: pontos 
tão vizinhos de A quanto se queira hão-de ser ima
gens de pontos suficientemente vizinhos de a . Esta 
primeira etapa consistiu na axiomatização da idea 

(*) R e c e b i d o e m Se tembro de 19Õ1. 
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de vizinhança dum ponto. Para o caso particular das 
rectas r e r 1 considerár-se-iam (por exemplo) em 
cada ponto x a classe & x de todos os intervalos 
abertos de centro nesse ponto (x — e , x + e) , sendo e 
um número real qualquer positivo. Satisfaz esta 
classse de conjuntos a duas propriedades essenciais : 

<8.1—A intersecção de dois conjuntos da classe 
contém sempre um conjunto da mesma classe. 

c'3.2 — O ponto x pertence a todos os conjuntos 
da classe & t . 

São estas propriedades que se tomam como caracte
rísticas do que se chama uma base de vizinhanças 
num espaço (F) —de SIERPINSKI (cf. PEREIRA COMES, 
«Cadernos de Análise Cerai», N.° 5, secção Topologia). 
Se num conjunto E se puder associar a cada um 
dos seus elementos, x , uma classe iõr de subcon
juntos de E com essas propriedades, diz-se que 
se organizou esse conjunto como um espaço topo-
lógico e à classe Sl„ chama-se base das vizinhanças 
do ponto x do espaço E . Dada a base de vizinhan
ças define-se seguidamente como vizinhança de x, 
qualquer subconjunto de E que contenha um con
junto da base . Atentando agora na definição (1) 
e notando que, a cada 3 e a cada s , correspondem 
um conjunto BA da base í$A das vizinhanças de a, 
vê-se a equivalência de (1) a: 

(2) l i m / (x) = A?.VBA 3 B„ j / ( B „ ) <= Bt \ 
x=a 

afirmativa de que «lim f (x) = A se para todo con-
x=a 

junto BA da base & Á , existir um conjunto B 0 da 
base 48, cuja imagem f(Ba) , pela função / , esteja 
incluída em BA » . 

Observemos que, para definir limite duma função, 
(2) relaciona a classe tfA, das visinhanças de A com 
a imagem f fjB,), da classe , base das vizinhan
ças de a : a condição necessária e suficiente para 
que A seja l i m / ( x ) é : «em qualquer conjunto da 

x=a 

classe , incluirem-se sempre conjuntos (um pelo 
menos) da classe /(*?„) ». 

Para podermos formular de modo mais geral esta 
noção de l i m / ( x ) estudemos a classe , classe 
das imagens, por / , de todas as vizinhanças de a . 

Nada garante que se comporte em r' como uma 
base de vizinhanças dos pontos desta recta. Mas 
possui tal classe f ({?•„) as propriedades seguintes: 

Br 1 — As intersecções de dois conjuntos da classe 
contém um conjunto da mesma classe; e 

JSf.2 — O conjunto vazio 0 não pertence à classe. 
B/.l é idêntica a i&.í , mas c/3. 2 é um caso par

ticular de B/.2; de modo que a classe S6A base das 
vizinhanças do A igualmente satisfaz a estas pro
priedades. 

São de resto elas, juntamente com a definição dada 
de vizinhança que garantem à classe 9'̂  (mais rica, 
isto é com mais elementos, que í&A), de todas as 
vizinhanças de A (isto é constituída por todos os 
conjuntos de r' que contêm um conjunto de & A ) as 
propriedades : 

F.l I ' , , 6 2)j e VA C V'A implicam que V , e <í>A : 
qualquer conjunto que contenha um conjunto da 
classe pertence ainda à classe; 

F.2 O espaço inteiro pertence a tyA . 
F.S VAe<DAe V'A 6 <2>A implicam que YA Ç\ V'A e VA: 

a intersecção de dois conjuntos da classe é um con
junto da mesma classe. 

F.4 0 ^ ^ : o conjunto vazio não é elemento da 
classe. 

Como /(iiô„) satisfaz igualmente a Bf.l e / l f . 2 
é possível, por meio dum procedimento paralelo ao 
que nos conduziu de BA a <2>A, gerar a partir de 
/(í3„) uma nova classe & constituída por todos os 
conjuntos de pontos de r' que contêm um conjunto 
da família / («$„) . cf, que satisfaz igualmente às 
condições F . l , F. 2 , F. 3 e F . l , vai permitir 
enunciar de modo simples a condição de convergên
cia de f ( x ) . Efectivamente, (2) pode escrever-se 
em termos já dos elementos VA e V, dasclasses ÇPA e 2>, 
das vizinhanças de A o a : 

(3) l i m / ( x ) = A £ V V A ] r . ! / ( F J c V j \ 
x=>a 

e, como /(5 '„) , com o mesmo processo de geração 
utilizado sobre / (tt}a), conduz à mesma classe SFi 
posso afirmar simplesmente que 

(4 ) l i m / ( J ; ) = J 1 Í Í ) j C ? 
x=a 

isto é : a condição necessária e suficiente para que 
A seja l i m / (x) , é que «a classe das vizinhanças de 
de A esteja incluída na classe gerada pela imagem, 
por { , da classe ty'a das vizinhanças de a ». 

Note-se que na classe das vizinhanças dum ponto 
— por exemplo A — (como também na classe &\ 
qualquer conjunto da classe intersecta noutro da 
mesma classe (sempre com resultado diferente de 0) 
um conjunto ainda da mesma classe. Assim com 
conjuntos de 9 ' j pode organizar-se um encadeamento 
sem fim de conjuntos que, em linguagem figurada, 
se diz que uns aos outros se filtram, deixando sempre 
passar outros conjuntos da classe. O ponto A , por 
exemplo, passa constantemente através de todos os 
elementos deste filtro. No caso particular de 9',, a 
intersecção constado conjunto \A\ cujo único ele
mento é o próprio ponto A . Mas podem iinaginar-se 
classes de conjuntos satisfazendo às condições F.l , 
F.2, F.S e JT''.4 e de intersecção vazia; por exem-
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pio a classe gerada pelos conjuntos da forma 
I (A — S, A + S") — A I (os intervalos abertos de centro 
em A , com exclusão do próprio A) . 

Estas considerações foram feitas com o objectivo 
de tornar natural a sugestiva designação de filtro 
sobre o conjunto E dada a qualquer classe de sub
conjuntos de E que satisfaça às quatro propriedades 
acima enunciadas ; e a designação de filtro das vi
zinhanças dum ponto, dada à classe das vizinhanças 
desse ponto. Por analogia com base de vizinhanças, 
chamar-se-á a qualquer classe de sub-conjuntos de E 
com as propriedades l í f . l e líf.2 base de filtro 
sobre E: dada uma base de f i l t ro gif, é um fi l t ro ff a 
classe de todos os conjuntos F de E assim definida 

FeffZ3B[Be&t e li <z F] 

Diz-se de dois filtros ff1 e ff2 que satisfaçam à re
lação de inclusão ff2 C ffi (isto é : os conjuntos de 
ff2 são igualmente elementos de 0 í ) que &\ é mais 
fino que ff2 ou ff2 é menos fino que ffí . 

Convenções que permitem dizer: Para que lim/(*)=» 
= A é preciso e basta que seja o f i l t ro gerado pela 
imagem f(tâa) do fi l tro das vizinhanças de o mais 
fino que 1>A , f i l t ro das vizinhanças de A . 

Esta condição esclarece que a definição clássica de 
l i m / (as) se apoia em dois filtros de vizinhanças 
— os de a e A — comparando o fil tro ligado a A — 
o das vizinhanças deste ponto na topologia ado
ptada no contradomínio da função / (x) — com o 
filtro'gerado pelas imagens, segundo / , dum fi l tro 
dado no domínio de f ( x ) — precisamente o das v i 
zinhanças desse ponto. Mas sendo o essencial na 
operação da passagem ao limite duma função o cri
tério An finura aplicado para comparar os dois filtros 
e, por outro lado, gerando as imagens dum fi l t ro um 
outro f i l t ro — conclui-se que a definição clássica 
nos dá uma definição de limite apoiada num filtro 
particular: o f i l tro das vizinhanças de a. 

Assim se chega a uma primeira generalização da 
noção de limite duma função: o limite de f (x), segundo 
um filtro ff: Direi que A = l im / ( x ) se o f i l t ro 

gerado pela imagem de ff for mais fino que 9'^, 
fil tro das vizinhanças de A . 

Acentue-se que este fi l tro ff pode nada ter com a 
topologia definida no domínio da função, domínio 
este que pode até não ser um espaço topológico. 
Por exemplo entre o eixo Ox e o eixo Oy estabe
leçamos uma correspondência pela função 

f ( x ) = x , se x<J 1 
f ( x ) = x — 1 , se x > 1 . 

Suponhamos o eixo Oy munido da topologia da 
recta real. E sobre Ox liinitemo-nos a considerar o 

f i l t ro ffi , gerado pela base constituída pelos inter
valos fechados [oc , 1] , com x < 1 . Vê-se que a 
definição acima adoptada nos conduz a escrever 
l i m / ( x ) - 1 . 

^1 

Pode entretanto verificar-se que, munindo Ox da 
topologia ila recta real, não existe 

l i m / ( x ) 

visto que o fi l tro obtido pela imagem das v i 
zinhanças do ponto 1 de Ox dá, por intersecção dos 
conjuntos que o constituem, um conjunto com os dois 
pontos 0 e 1 do eixo Oy. 

Tudo isto nos prepara para as seguintes genera
lizações : 

Ponto limite x dum filtro ff sobre um espaço 
topológico E é um ponto cujo fil tro 5»* das res
pectivas vizinhanças em E é menos fino que ff, 
f i l t ro dado . 

Filtro ff convergente para um ponto x dum espaço 
topológico è todo fi l tro mais fino que 9\ , f i l t ro das 
vizinhanças desse ponto. 

Nesta concepção cabem perfeitamente as noções " 
de limite duma siwessão numérica e de sucessão numé
rica convergente. 

De facto a definição clássica 

l im x„ «= a 2 V 3 13 > 0 - • 3 N [ V n (n > N -» a — 3 < 

< i , < o + ! ) ] | 

compara as vislnhanças Vu = (a — 3, a •+ 3) do pon
to a, com os subconjuntos &'H da sucessão |x„j 
assim definidos 

^" ! XiY-M Ï xA'4-2 1 * ' * ) xX+p 1 " ' ! 

caracterizando-se a convergência de jx„j pela pro
priedade 

V K„ ', 3 tV [ V » (n > AT ->• & c Va)\ ! . 

Ora os S„ constituem a base dum fi l tro sobre a 
recta real — o filtro constituído por todos os conjuntos 
numéricos cujos conjuntos complementares têm apenas 
un número finito de pontos da sucessão j x„ | . Cha
mando a este f i l t ro o fi l tro elementar associado à 
sucessão |x„| podemos dizer: o lim x„ é a se o 
filtro elementar associado a [x„ | convergir para a 
(ou se o fi l tro elementar associado à sucessão for 
mais fino que 9>„, f i l t ro das vizinhanças de a ) . 

O facto das imagens dos conjuntos da base dum 
fil tro gerarem um fi l t ro, habilita-nos a uma outra 
formulação deste tipo de convergência. 

No conjunto dos números naturais 

'"o T i l i 2 , 3 , • • • , " , • • • ! 
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a classe Je todos os conjuntos destes números, cujos 
complementares são finitos, é um fi l t ro, que admite 
como base a classe dos conjuntos S„ constituídos 
por todos os números naturais maiores ou iguais a n : 

S„ - )n,n + l , n -f 2 , ••- ; 

Este f i l t ro designa-se por filtro de FBECHET e dá, 
por imagem, graças à aplicação n•-* x„, um fi l tro 
na recta real, fi l tro que vem a ser precisamente o 
fi l tro elementar asssociado à sucessão |as„j , consi
derada. Assim calcular o limite duma sucessão numé
rica ix„i„ quando n tende para infinito é uma 
expressão sinónima de calcular o limite da sucessão 
;x„! segundo o filtro de FHUCIIET; e diz-se que j*x„| 
converge para a quando para a convergir o filtro 
obtido por imagem do filtro de FEKCHBT, pela aplicação 
n x„. 

Como a noção de sucessão convergente, também a 
de sucessão de CAUCIIY, com ela intimamente ligada, 
sofreu um processo crítico, que, crn sucessivas abstrac
ções, conduziu à noção de fi l tro de CAUCIIY. 

É sabido que numa sucessão \x„\ de números 
reais se diz sucessão de CAUCHY quando possui a se
guinte propriedade 

V S 3 N ! 8 > 0 - V n V p (n > N — | x„+„ - x„ | < 3) \ 

o que, tomando como distância de dois números reais 
x e y, o módulo da sua diferença, pode inter-
pretar-se da seguinte maneira: qualquer que seja o 
número positivo 3 existe uma ordem iV tal que 

x y M » "r*\+2 , , XX+JI j ' " 

constituem um conjunto CH onde, entre dois 
quaisquer dos seus elementos, a distância é menor 
que 8 » , por outras palavras : quaisquer que sejam 
x e y se x e Cy e yeC'N, d (x , y) < 8 — o que 
patenteia uma uniformidade de comportamento dos 
pontos lo conjunto CK. Chamando-se diâmetro dum 
conjunto ao supremo do conjunto numérico formado 
pelas distâncias dos seus pontos, dir-se-á ainda que, 
se uma sucessão é de CAUCIIY, podem sempre nela 
encontrar-se conjuntos CK de diâmetro inferior a 
qualquer número arbitrário e positvo 8 , — o que se 
resume na frase: na sucessão jx„| podem encon
trar-se conjuntos tão pequenos quanto se queira. Pen
sando no fi l tro elementar associado à sucessão \x„ \ , 
deduz-se daqui ter esse f i l t ro associado conjuntos 
tão pequenos quanto se queira. Designando, . de um 
modo geral, por filtro de CAUCHY todo fi l tro que 
possui conjuntos tão pequenos quanto se queira, vê-se 
que a toda sucessão de CAUCHY corresponde um fil tro 
de CAUCIIY. 

Estas noções, dadas no espaço dos números 
reais (porque familiar a todos nós) assentam fun

damentalmente num critério de pequenez dum con
junto, ou de proximidade de pontos dum espaço, crité
rio que foi formulado em termos da distância de dois 
números. Três propriedades intervêm essencialmente 
nessa formulação 

D • 1 d (x , y) — 0 se e só se x = y 
D .2 d (x , y) = d (y , as) (simetria) 
D . 3 d (x , z) < d (x , y) + d (y , a) (desigualdade 

triangular). 
De modo que em todos os espaços topológicos, 

onde se define, para cada par de pontos x e y desse 
espaço, uma função não negativa que possui aquelas 
três propriedades — espaços chamados métricos — 
podem nele traduzir-se os teoremas basilares da teo
ria dos limites dos números reais. No sentido porém 
de abordarmos uma fase do desenvolvimento das no
ções de convergência que em si engloba j á essa ada
ptação aos espaços métricos, detenhamo-nos ainda 
na observação das propriedades D . 1 , D .2 , D . 3 , 
quando x , y c s representam pontos da recta real 
li. Tomemos o conjunto de todos os pares (x,y) de 
números reais. Assim se constitui o que em teoria 
dos conjuntos se chama o espaço produto de R por 
si mesmo e se representa por R x li • Corresponde 
.fí X li biunlvocamente ao conjunto dos pontos do 
plano cartesiano e neste plano figuraremos o par 
(x,y) pelo ponto de coordenadas x e y (f ig. 2). Posto 

R / / 

X 

.s 
/ s 

/ C » . J J / 
.s 

/ s 

R 
X 

-S 

F l g . 2 

isto, dizer que d (x , y) < 3 ou | x — y | < 8 significa 
afirmar que pertence o par (x, y) à faixa P j 
constituída por todos os pontos do plano compreen
didos entre as rectas y — x 3 e y = x — 8. Cha-
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maremos a P$ proximidade de ordem. Se ura con
jun to n u m é r i c o X ó de d i â m e t r o i n f e r io r a 3 , nesta 
r e p r e s e n t a ç ã o e s t a r á o conjunto plano produto X X X 
i n c l u í d o na proximidade Pg de ordem 3 : 

X X -Y <z Pg . 

Se a d i s i â n c i a de dois pontos x e y é nu la isso 
quere dizer qne ( x , y) , representa um ponto da 
recta y = x, d i s t ingu ida com a le t ra A e a desi
g n a ç ã o de diagonal entre os sub-conjuntos de R X R 
e def in ida para um e s p a ç o produto qualquer como o 
conjunto dos pares da fo rma ( x , x) . 

A s imetr ia d (x , y) = d (y , x ) — se | x — y | < 3 
t a m b é m \y — a; | -< 8 — diz-nos que se ( j t , y ) e f ; 
igualmente (y, x) e P3 . Esta propriedade i m p l i c a 
uma outra menos res t r i t a : se conhecemos a proximi
dade do par ( x, y ) (a proximidade dos pontos x e y 
em i i ) ficamos a conhecer a proximidade o- que 
pertence o par (y , x) , is to é a natureza da p r o x i m i 
dade de y a x . Sendo U um conjunto qualquer 
de R x R (ou dum e s p a ç o produto qualquer) repre-
senta-se por U~' o conjunto dos pares (x , y) tais 
que ( y , x ) e U . Para R x R é evidente que, pol
eada proximidade Pg , se tem em P g ' a inda uma 
proximidade (pois que P g = P ^ ' ) . 

Quanto a D. 3 ela permite concluir a p r o x i m i 
dade de dois n ú m e r o s x e z , por i n t e r m é d i o duma 
t r i a n g u l a ç ã o , apoiada nas proximidades de x e z a 
um terceiro n ú m e r o y . Par t icularmente , ela permite 
concluir que é i n f e r io r a 3 a d i s t â n c i a de x a z , 
se forem a infef iores a 3/ 2 tanto a d i s t â n c i a de x a 
2/ com a de j / a z . 

No e s p a ç o produto R x R ^como em qualquer 
e spaço produto) esta u t i l i z a ç ã o dum ponto y entre 
dois outros faz-se a t r a v é s da chamada composição 
de conjuntos: Se U} e Î7j são dois conjuntos de 
Ry( R , ehama-se Uí Uz conjunto composto por U j 
e ao conjunto de todos os pares ( x , z) tais que 
existe y de modo a ser (x , y) e Ul e (y ,z) e U 2 . 

No plano (tomado como e s p a ç o produto W X . l t ) , 
se considerarmos a proximidade P g / 2 P g / 2 coincide 
com Pg : dado um par ( x , n) e Pg pode determinar-
-se uma proximidade Pg/2 t a l que existe y de modo 
a ser ( x , j / ) e P g / - 2 e (y , z) e Pg/2 ; propriedade que, 
das proximidades a que pertencem os pares ( x , y) 
e y , z ) , deduz a natureza da proximidade a que 
pertence o par ( x . z) . 

Es ta c o r r e s p o n d ê n c i a entre as propriedades da 
d i s t â n c i a e as das faixas Pg — as proximidades de 
R — correspondendo cada uma a um n ú m e r o real e 
pos i t ivo 3 , leva a abstra i r da noção de d i s t â n c i a e 
a t i r a r o c r i t é r i o de pequenez ou proximidade em R 

do p r é v i o conhecimento duma classe de conjuntos — 
a classe dos P3 — dada no e s p a ç o produto R X R • 
Efect ivamente , imaginadas t r a ç a d a s no plano as fa ixas 
Pg , bastar ia tomar como d e f i n i ç õ e s : dois números 
x e y serão próximos de ordem o se o par (x , y ) 
pertencer o Pg ; um conjunto X de números é pe
queno de ordem 3 se X X X estiver incluído em Pg 

Um filtro ff sobre R è um filtro de CAUCHY se 
conticer conjuntos tão pequenos quanto se queira, enten-
dendo-se por t a l que : qualquer que seja a proximi-
dvde Pg existen sempre em ff conjuntos F pequenos 
dc ordem 3 . 

A proximidade dos pontos dum conjunto X pe
queno de ordem 3 tem nm caracter uni forme : quais
quer que sejam x1 e x 2 de X a sua proximidade é 
de ordem 3 (o que se observa a f i m de se encontrar 
uma s u g e s t ã o para designar por estrutura uniforme 
toda es t ru tura dum conjunto R para o qual se define 
no e s p a ç o produto R X R uma classe ff de c o n j u n 
tos, chamados proximidades de R com as seguintes 
propriedades (agora evidentes para o caso par t i cu la r 
de R. ser a recta real) : 

f/o ff é um f i l t r o . 
U1 A e s t á i n c l u í d a em todos os conjuntos de & . 
Uz Se P e f f t a m b é m P _ 1 e ff. 

U3 Para todo P e f f existe P e f f ta l que P 2 a P 
(representando por P 2 o conjunto composto P P) . 

Para estudar agora a c o n v e r g ê n c i a de f i l t r o s sobre 
a recta real R, munida da es t rutura t o p o l ó g i c a ha
b i t ua l (sendo as v i z i n h a n ç a s dos n ú m e r o s os in te r 
valos abertos neles centrados) e da estrutura uni forme 
que nela define a classe ff das fa ixas P g , come-

t X 

R / 7 

7 7 / 
t X 

/ 

A 

t X 

7 7 
A 

X ^ / 

/ Xs 

http://WX.lt
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cemos por observar a l i g a ç ã o existente entre essas 
duas estruturas : na realidade a v i z i n h a n ç a V* dum 
ponto x coincide com o conjunto dos pontos y tais 
que ( x , y) e P 3 ( f i g . 3 ) . Esta l i g a ç ã o entre as duas 
estruturas exprime-se dizendo que a topo log ia de R 
pode deduzir-se da sua estrutura uniforme. 

A um e s p a ç o E, cu ja topologia f o i deduzida, por 
este processo, duma es t rutura uniforme nele dada, 
chama-se espaço uniforme. V ê - s e pois como duma es
t r u t u r a uni forme def in ida em E se deduz sempre uma 
o r g a n i z a ç ã o t o p o l ó g i c a de E como e s p a ç o un i forme. 

Terminada esta o b s e r v a ç ã o procuremos relacionar 
os f i l t ro s convergentes em R e os f i l t r o s de CAUCHY de
f in idos sobre R . Como em todos os e spaços Unifor
mes, acontece que todo f i l t r o convergente é um f i l t r o 
de CAUCHY. Na verdade: para toda proximidade P 
de R, existe uma outra proximidade P t a l que 
P- d F. Seja Px, a v i z i n h a n ç a de xo correspon
dente à proximidade P. Sendo x 0 l im i t e de S existe 
em ff um conjunto A", t a l que A'<z Px„; e como 
Px, é pequeno de ordem P 2 e P z c P, Sr possui 
conjuntos t ã o pequenos quanto se queira e é, por 
isso, um f i l t r o de CAUCHY. Quanto à c o n d i ç ã o s u f i 
ciente não é ela verdadeira em todos os e s p a ç o s u n i 
formes. Por exemplo, se (como se fez para a recta 
real R ) d e f i n í s s e m o s sobre a recta racional R um 
conjunto de proximidades (faixas P t r a ç a d a s no 
plano Rx R c o n s t i t u í d o pelos pares ( x , y) de 
pontos de coodenadas racionais), o f i l t r o associado de 

;0,1 ; 0,10 ; 0,101 ; 0 ,10100 ; 0,101001 ; 

0 ,10100100001 ; • • • ; 

é um f i l t r o de CAUCHY, que não é convergente em R . 
Pelo c o n t r á r i o todo f i l t r o de CAUCHY sobre a recta 

R é convergente, propriedade que dis t ingue entre os 
e s p a ç o s uniformes, ou espaços uniformes completos. 
A a n á l i s e das razões desta essencial propriedade con-
d u z i r - n o s - à a generalizar a d e f i n i ç ã o dos n ú m e r o s 
reais a pa r t i r dos n ú m e r o s racionais, pelo m é t o d o de 
CANTOR . 

Orien ta esta d e f i n i ç ã o (dada a p a r t i r do e s p a ç o 
não completo da recta racional R) precisamente o 
object ivo de iden t i f i ca r no d o m í n i o dos n ú m e r o s reais 
as noções de s u c e s s ã o convergente e s u c e s s ã o de 
CAUCHY, de modo a tornar v á l i d a na recta real a con
d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente de c o n v e r g ê n c i a enun
ciada por CAUCHY. 

Partamos do e s p a ç o uniforme R dos n ú m e r o s ra
cionais, sendo a classe das suas proximidades as 
faixas Pd dos pontos ( x , y) de Rx R tais que 
\x —y\<d ; considereremos o conjunto It de todas 

as sucessões de CAUCHY \X„[ de n ú m e r o s racionais 
e convencionemos dizer que a distância das sucessões 
! x n ! « !y„! è menor que d ( n ú m e r o racional pos i 
t i vo ) se existir N talque | x N + r — y N + p | < d para todo 
inteiro positiuo p . Com esta c o n v e n ç ã o estudemos 
no e spaço produto R x R o conjunto P de todos 
os pares ( j x „ i , i i /„i) de suces sões de CAUCHY ]X„{ 
e !í/.i! c u j a d i s t â n c i a é menor que d. 

Como ; .T„| é s u c e s s ã o de CAUCHY, o f i l t r o elemen
tar 3B a ela associado possui um conjunto X a R : 

pequeno de ordem Pd ; analogamente o f i l t r o 9/ asso
ciado a )y„\ possui um conjunto Y d R de ordem 
P,= 

i — IpKti • ?/.\+s : ••• ?/.Vtm ) ' • • ! • 

0 conjunto u n i ã o A ' v j l " é comum aos f i l t r o s A' e 
) ' e a sua ordem P 2 l í , pois 

1 J/A+Í — x.\+k I < I Smi — i •+• I x.y+i — x-^k | < 2 d . 

Assim, cada Pd, proximidade de R coincide com 
o conjunto dos pares de suces sões de CAUCHY, cujos 
f i l t r o s elementares associados t êm em comum um con
j u n t o de ( n ú m e r o s racionais) pequeno de ordem P,d . 
A e x i s t ê n c i a desta c o r r e s p o n d ê n c i a entre a classe dos 
P e a classe dos P , sugere que, para completar 
um e s p a ç o uniforme R qualquer, se tome o con
jun to R c o n s t i t u í d o por todos os f i l t r o s de CAUCHY 
sobre R e em R se def ina uma es t rutura un i forme, 
tendo como base das proximidades de i t a classe iP 
de todos os conjuntos P de pares (cG, 9 / ) de f i l t r o s 
de CAUCHY sobre R que t êem em comum um con
junto do ordem P . „ P o d e verif icar-se que a9sim se 
o b t é m efectivamente uma base de proximidades em R . 

Ora R resulta precisamente um e s p a ç o uniforme 
completo. Para o ver i f icarmos continuemos a atentar 
no modelo R, o conjunto das sucessões de CAUCHY 
de n ú m e r o s racionais. En t re estas sucessões encon-
tiam-se as de termos todos igua is entre si 

, x , x , x , • • • x , • • •, 

que representaremos por ( x ) , o n d e x é um n ú m e r o 
racional . O sub-conjunto (R) de R, c o n s t i t u í d o por 
todas as sucessões deste t i po , pode p ô r - s e em corres
p o n d ê n c i a b i u n í v o c a com o e s p a ç o R dos n ú m e r o s 
racionais, pela a p l i c a ç ã o 

x «r-f (x) . i 

Quando se d á a d e f i n i ç ã o dos n ú m e r o s reais a par
t i r dos n ú m e r o s racionais é precisamente passagem 
essencial demonstrar que todo n ú m e r o real Ç = [ i x „ | ] , 
def in ido pela s u c e s s ã o de CAUCHY, |ss„j pode consi-
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dcrar-se, mediante apropriada d e f i n i ç ã o de l im i t e . 

E = l i m (a;,,) 

onde (x„) é a imagem em R do n ú m e r o (racional) 
x„ de R. Analogamente, para completar um e s p a ç o 
uniforme R qualquer, deveremos considerar o sub-
-conjunto (R) de R, (R)aR, c o n s t i t u í d o pelos 
f i l t r o s de CAUCHHY (a*) cu ja base é o conjunto \x[ 
com xeR; e demonstrar que qualquer elemento 
de R, is to é qualquer f i l t r o 32 sobre R pode consi-
derar-se, em R, como l i m i t e do f i l t r o (32) imagem em 
(R) , por meio de x -* (as) , do p r ó p r i o f i l t r o 32 • 
Prova que decorrre de ser o f i l t r o f ¥ das v i z inhan
ças de 32 menos f i n o do que 35 . De facto, tome-se 
a v i z i n h a n ç a de 32, c o n s t i t u í d a por todos os f i l 
t ros y tais que ( 9 f , 32) e P. Es ta r e l a ç ã o i m p l i c a 
que 32 e y t ê m em comum um conjunto C pequeno 
de ordem P. Mas todo ce G d á luga r a um f i l t r o 
(c) que s a t i s f a r á a ((c) , 32) 6 P . Ass im a imagem 
(C), em R de de G s a t i s f a r á a ( C ) d Px • 

P o r é m essa imagem (C) sendo dum elemento C do 
f i l t r o 32 p e r t e n c e r á à imagem (32) deste mesmo f i l 
t r o ; o que prova ser menos f i n o o f i l t r o das v i z inhan
ç a s de 32 do que (32) , 

Esta densidade de (R) em R v a i p e r m i t i r mostrar 
que em R todo f i l t r o de CAUCHY é convergente. Uma 
vez mais guiemo-nos pelo procedimento seguido na 
passagem de R considerado como a recta racional para 
R considerado como o conjunto de todas as suces
sões de CAUCHY de nvímeros racionais. A demonstra
ção consiste na escolha em c o r r r e s p o n d ô n c i a a cada 
um dos elementos 

l i , h , >••,%.,-

pertencentes a uma s u c e s s ã o de CAUCHY, )ln[ onde 
cada elemento E„ é por sua vez uma s u c e s s ã o de 
CAUCHY E„ = \xm\ de n ú m e r o s racionais, xm de ele
mentos de (R) 

( x i ) ) to), ••• > CA.) > • • • 1 

ta is que | ç„ — (x„) | < 8. A s u c e s s ã o ; (x„) [ seria 
uma s u c e s s ã o de CAUCHY, porque « 

I (*») - C*J I < I S.-(»01 + í 1$, I + I (*m) I < 3 d , 
mas c o n s t i t u í d a apenas por elementos de (R) . Ora 
a s u c e s s ã o |sr„j que lhe corresponderia em R seria 
igualmente de CAUCHY . Ass im ]x„\ seria u m elemento 
de Ti, l i m i t e a t é de )(x„)[ e por isso igualmente 
da s u c e s s ã o de CAUCHY dada, \\„ \ . 

F a ç a m o s agora a t r a n s p o s i ç ã o desta d e m o n s t r a ç ã o 
para mostrar que é completo o e s p a ç o uniforme R 
dos f i l t r o s de CAUCHY sobre R (R um espaço u n i 
forme n ã o completo qualquer) . E m vez duma s u c e s s ã o 

de CAUCHY c o m e ç a r e m o s por considerar um qualquer 
f i l t r o de CAUCHY C sobre R. Ass im como à s u c e s s ã o 
!?,,! subst i tuimos outra s u c e s s ã o de CAUCHY, cujos 
elementos (x„) eram imagens de n ú m e r o s racionais 
x„ , imagens essas vizinhas de menos de d dos corres
pondentes elementos na s u c e s s ã o ;E,„| , vamos agora 
subs t i tu i r , ao f i l t r o de CAUCHY sobre R, um f i l t r o (S ) 
de CAUCHY, sobre (R)czR, f i l t r o p o r é m com ele
mentos p r ó x i m o s , da mesma ordem P (qualquer) , 
dos elementos de G. Para isso, e f i x a d a urna p r o x i 
midade P, considera-se para cada conjunto Ce<B a 
u n i ã o 

U Pc 

ceC 

das v i z i n h a n ç a s Pc (correspondentes à proximidade 
P) de todos os elementos c de C. As i n t e r s e c ç õ e s 
destas un iõe s com a imagem (R) de R 

(R)r> U Pc 

consti tuem uma base de f i l t r o como faci lmente se 
ve r i f i ca . Mas f i l t r o que é de CAUCHY. Efec t ivamente 
se P1 é uma proximidade qualquer de R a propr ie 
dade i7j das proximidades assegura-nos que existe 
P t a l que P*P=T'3czP' • Escolhendo no f i l t r o @ 
um conjunto C pequeno de ordem P ,(R)i~\ \J Pe 

ceo 
s e r á pequeno de ordem P 3 e por tanto de ordem P' . 
Sendo (S) de CAUCHY- é-o igualmente a sua imagem C , 
em R. Portanto C & um elemento de R, cujo f i l t r o 
das v i z i n h a n ç a s é e n t ã o menos f ino que (<B) ; mas 
este é claramente menos f ino que g pois todo ele
mento de (6) é-o t a m b é m de i2. Todo f i l t r o de 
CAUCHY em R é pois convergente: R è um espaço 
uniforme completo. 

Deve t e í sido j á observado que em R (considerado 
como con junto de todas as sucessões de CAUCHY de n ú 
meros racionais) n ã o se tem ainda a recta real R: os 
elementos de R n ã o s ã o os n ú m e r o s reais. E f e c t i v a 
mente f a l t a ao e s p a ç o uni forme completo R uma 
propriedade fundamenta l da recta real (e da p r ó 
p r i a recta racional) — a separação de dois quaisquer 
dos seus pontos ; não é pos s íve l no e s p a ç o R e, para 
dois seus pontos a r b i t r á r i o s , determinar duas v i z i 
n h a n ç a s respectivas sem pontos comuns. Diz-se que 
R não è espaço separado. E ser e s p a ç o separado é 
propriedade essencial num e s p a ç o dotado da noção 
de l i m i t e , pois é a s e p a r a ç ã o que garante à con
v e r g ê n c i a (das sucessões e dos f i l t r o s ) um ú n i c o l i -
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mite . Ora, é de facto, poss íve l encontrai ' duas saces-r 

soes dis t intas ^por exemplo |x„| e jx„ - j ^ 

dis t in tas , mas para as quais não existe uma p r o x i 

midade P t a l que ^ j x >ij ) |®« | ^ Í ^ • 

modo que é i m p o s s í v e l determinar em R, com a to
pologia c o m p a t í v e l com a sua es t rutura uni forme 

uma v i z i n h a n ç a de \xn[ e out ra de j x„ — j 

sem pontos comuns* Mais ' geralmente sendo |x„; e 
\ym\ duas sucessões tais que, para d a r b i t r á r i o , se 
pode determinar N de modo a ser |x„ — y„\<d 
para » > N , o par correspondente, (|x„) , \ y u [ ) , per
tence a todas as proximidades; a i n t e r s e c ç ã o em 

RxR de todas as proximidades de R n ão se con
funde pois com a d iagonal á do e s p a ç o produto 
RxR. 

Recorde-se que, para a d e f i n i ç ã o de n ú m e r o s reais, 
se in t roduz uma r e l a ç ã o de e q u i v a l ê n c i a entre as 
sucessões de GAUCHY de n ú m e r o s racionais, r e l a ç ã o 
essa que é 

[{*« I * ! y „ ! J Í V t ? 3 ^ | V » ( « z > i V - . |x„ — y„\<d)]. 

Ora esta r e l a ç ã o de e q u i v a l ê n c i a pode exprimir-se 

em termos das proximidades Pd de R na fo rma se

guin te , onde n Pd representa a i n t e r s e c ç ã o de todas 

as proximidades de R: 

i s to é duas s u c e s s õ e s são equivalentes se o par que 
elas determinam em R x R pertence a todas as pro
ximidades da es t rutura uniforme def in ida em R • 
n ú m e r o s reais são classes de sucessões de CAUCHY de 
n ú m e r o s racionais equivalentes entre s i . 

V ê - s e que este problema da d e f i n i ç ã o dos n ú m e r o s 
reais a p a r t i r dos n ú m e r o s é, num dos seus aspectos» 
um caso pa r t i cu l a r do processo a seguir para tornar 
separado um e s p a ç o uni forme qualquer níio separado : 

Por t r a n s p o s i ç ã o da noção de sucessões equivalen

tes para um e s p a ç o uniforme qualquer R, diremos 
que dois pontos x e y deste e s p a ç o s e r ã o equiva
lentes se o seu par ( x , y) pertencer h Q P ão cor
respondente e s p a ç o produto R x R . 

Com as classes x de todos os pontos de R equ i 
valentes a x , forma-se um novo conjunto R ( o con
junto cociente de R pela r e l a ç ã o de e q u i v a l ê n c i a 
adoptada) que pode igualmente organizar-se como 
e s p a ç o uni forme separado completo. 

' l ' a ra levar a efei to essa o r g a n i z a ç ã o note-se que 
na recta real R de elementos [x„] (designando-se 
por t a l o n ú m e r o real que é o conjunto de todas 
as sucessões equivalentes à suces são | x „ | , suces são 
que representa o respectivo n ú m e r o real) à p r o x i m i 
dade P d , por exemplo, que é def in ida peia f a ixa 
l i m i t a d a pelas duas paralelas à diagonal t iradas 
pelos pontos ( 0 , r f ) e ( 0 , - r f ) pertencem dois n ú 
meros quaisquer [x,„] e [y,„] que s a t i s f a ç a m a 

( I q J - f a J \<d. 

Alas para que os n ú m e r o s reais [x,„] e [»/,„] sa

t i s f a ç a m a esta desigualdade deve exis t i r em [xm] 
uma suces são \x'm\ o em [ym\ uma s u c e s s ã o \y'm\ 
que p e r t e n ç a m s i i n u l t â n e a m e n t e à proximidade Pd 

de R . 

Esta o b s e r v a ç ã o indica-nos a r e l a ç ã o existente 

entre as proximidades Pd de R e as Pd de R; e 

diz-nos que na passagem dum espaço uniforme n ã o 

separado qualquer R para um outro separado R , 

se define a es t rutura uniforme sobre R da forma 

seguinte: em c o r r e s p o n d ê n c i a a cada P de R x R 

formamos em RxR o conjunto de todos os pares 

(x , y) das classes x e y de pontos de R tais que 

existe x'ex e y ' e y , x ' e R e y' e R com (x 1 , y') e P . 
As r e l a ç õ e s que t êm lugar entre as proximidades 

dos dois e spaços p e r m i t i r ã o ve r i f i ca r o caracter com
pleto deste e s p a ç o e o de a m p l i a ç ã o re la t ivamente ao 
e spaço uni forme e não completo, donde p a r t í r a m o s 
no in í c io . 
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H illsche H y pe r tet r a ed e r 
v o n H . H a d w i g e r 

Universilal Bern* Schweiz 

Es sei ( û i , - " , a ( . ) ein System von k l inear 
u n a b h á n g i g e n isogonalen Einhei t svektoren Q v des 
i -d imensionalen euklidischen Raumes, sodass fUr ein 

1 
co = COS 6 , — < to < 1 , 

k—l 
( O j , dj) = <o [ » =j=j ; i , j = 1 , • • • , k] 

g i l t . Das k-dimensionale Simplex Ha , dessen Punkte 
durch die i n einem U r s p r u n g Z angreifenden Or t svek-
toren 

2 *v Qv [ 1 > > i > A 2 > - > x f c > 0 ] 

gegeben sind, wol len wir ein HiLLsehes Hypertetraeder 
nennen. F u r k = 5, also im Fa l l e des gewohnlichen 
Raumes, i s t H a ein von M . J . M . H I L L f 1 ) beschrie-

benes Tetraeder (verg l . A b b . und Tabel le) , dessen 
Volumen sich auf Grund der ttblichen Inhal tsaxiome 
ohne G r e n z í i b e r g a n g aus dem Pr ismavolumen ablei ten 
l â s s t . Diese M o g l i c h k e i t h ã n g t aufs engste m i t der 
Tatsache zuzammen, dass das Hi l l sche Tetraeder m i t 
einem W t t r f e l zerlegungsgleich (endlichgleich) i s t ( 2 ) . 
Muhelos l ã s s t sich bestat igen, dass die bekannten 

(*) E i n g e g a u g e n a m 4.10.1951. 

(') M . J . M . H I L L , D é t e r m i n a t i o n o f the v o l u m e s of c e r t a i n 

spec ies of t e t r a h e d r a w i t h o u t e m p l o y m e n t of the m e t h o d of the 

l i m i t s ; P r o c L o n d o n M a t h . S o c . 2 7 (1896) 39-53. 

( s ) N a c h den I I i L L S c h e n K o n s t r u k t i o n e n ergibt s ich z u n a c h s t 

die Z e r l e g u n g s g l e i c h h e i t s e ines T e t r a e d e r s mit e i n e m d r e i s e i -

t igen P r i s m a ; h i o r a u s re su l t i er t w e l t e r die Z e r l e g u n g s g l e i c h h e i t 

e ines H i L L s c h e n T e t r a e d e r s m i t e i n e m P a r a l l e l o t o p . H i e r k a m 

d a m a i s d ie S c h l u s s w e i s e z u m S t i l l s t a n d , d a m a n erst v i e l spi iter 

e r k a n n t e , d a s s j e d e s P a r a l l e l o t o p mit e i n e m W Q r f e l z e r l e g u n g s -

g l e i c h i s t . D i e s w u r d e u . W . e r s t m a l s v o n A . E M C I I E n d l i c h -

g l e i c h e Z e r s c h n e i d u n g von P a r a l l e l o t o p e n in g e w o h n l i c h e n 

u n d h o b e r e n E u k l i d i s c h e n R i t u m e n ; C o m m . M a t h . II el v. 18. 

(1945/46) 224-231 b e w i e s e n , E i n e d i e s b e z a g l i c h e B e m e r k u n g v o n 

C . J U E L ( E g a l i t é p a r add i t i on de que lques p o l y è d r e s ; B e r . d . K . 

G e s . d . W i s s . K o p e n h a g e n 1903, 65-67), d ie s ich au f e ine P y r a 

m i d e , w e l c h e s i c h aus v i e r « r e c h t w i n k l i g o n » H i l l s c h e n T e t r a e d e r n 

z u s a m m e n s e t z t , bez ieht , w u r d e aus den oben genannten O r t l n -

den v o n H . V O G T ( H e b e r G l e i c h h e i t u n d E n d l i c h g l e i c h h e i t 

v o n P r i s m e n u n d P y r a m i d e n ; 1 3 9 . P r o g r a m m d. K õ n i g l i c h e u 

F r i e d e r i c h s - G y m n a s i u m s z u B r e s l a u 1904, S . 9 F u s s n o t e 1) a is 

I r r t u m angefUhrt . D i e J U E L s c h e B e h a u p t u n g i s t aber doch r i c h t i g ! 

von M . D E H N ( 3 ) aufgestel l ten notwendigen B e d i n -
gungen f u r eine bestehende Zerlegungsgleichhei t i m 
vorl iegenden Fa l l e e r f u l l t s ind (ve rg l . Tabel le) . 

D i e oben e r w ã h n t e e indeut ige Bes t immbarke i t des 
Volumens ohne S te t igke i t sbe t rach tung i s t anderer-
seits nach einem allgemeinen Satz von B . JESSEN ( 4 ) 
Ubrigens auch hinreichend daf l l r , dass diese speziellen 
Tetraeder m i t einem W t t r f e l e r g ã n z u n g s g l e i c h bzw. 
zerlegsgleich sind. 

a, Kan ten 

a ( F l ã c h e n w i n k e l 

w = cos 6 

* l + « 2 + « 3 = « 

   

V / l + 2û>/2 + 2o) 

— to / l + o» 

i / l + 2(0/2 + 2(0 

0 

0 

1/2 

( 3 ) M . D E H N , U e b e r den R a u m i n h a l t ; M a t h . A n n . 55. ( 1 9 0 1 ) 
465-478. E i n e n v e r o i n f a c h t e n B e w e i s des D e h n s c h e n S a t z e s gab 
k u r z l i c h J O S É D A S I L V A P A U L O , A e q u i v a l e n z v o n P o l y e d e r n ; 
G a z . M a t . , L i s b o a , 9 , 4-6 (1948). 

(*) B . J E S S E N , E n B e m a e r k n i n g om P o l y è d r e s V o l u m e n ; M a t . 
T i d s s k r . B , 1941. 
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In der vorliegenden Note will i ch einen kurzen 
Beweis daf l l r skizzieren, dass die sich auf die H i l l -
schen Tetraeder beziehende klassische Satzaussage 
f t l r alie Dimensionen z u t r i f f t , d. h . es g i l t 

Die k-dimensionalen llilluchen Hypertetraeder H w 

sind mit einem k-dimensionalen Hyperiviirfel W zer
legungsgleich. 

Ueber die Zer legungsgleichhei t /.-dimensionaler 
Polyeder i s t ftlr k > 3 u . W . noch n icht sehr v ie l 
bekannt ; begreif'licherweise, wenn man bedenkt, dass 
gewisse charakterist ische Schwier igkei ten n ich t 
e inmal irn elementargeometrischen F a l i i : = 3 Uber-
wunden werden k o n n t e n ( 5 ) . Der hier mi tge te i l te 
Sachverhalt d l l r f t e fur gewisse Untersuchungen Uber 
Zerlegungsgleichhei t i m /,-dimensionalen Raum wer t -
volle Hinweise l ie fern . 

U m den i n Aussicht gestellten Beweis einzulei ten, 
gehen w i r von der Bemerkung aus, dass es eine Gruppe 
von kongruenten Abb i ldungen 7.r [ p = 1,2, ••• k ! ] 
(Drehungen und Spiegelungen) des A-dimensionalen 
Raumes g i b t , welche die k im U r s p r u n g Z angre i -
fenden Vektoren u v [v = 1 , 2 , • • • , k] des isogonalen 
A-Beins (QI , 0.2, •• •,(!/,) in sich UberfUhren. 

Es sei a" = y-p (a v ) der B i l d v e k t o r von o v ; dann 
is t das B i lds implex fl£ = 't.r ( / / ,„) von H offenbar 

k 
durch die Ortsvektoren y] X, q, [ 1 ^> X, ^> x 2 ^> • • • 

1 

^ > X A ^ > 0 ] festgelegt. D i e in dieser Dars te l lung 
auftretende A n o r d n u n g ( a ï >•••>,Of) s te l l t eine der 
A b b i l d u n g 'l.p e ine indeut ig zugeordnete Permutat ion 
der urspr l lngl ichen A n o r d n u n g ( d i i " - ) ( ! » ) dar. 
Bezeichnet (X? , • • • , XJ) die kogrediente Permutat ion 
des Koeffizientensatzes (Xj • • • , Xk) , so l ã s s t sich HJ, 

k 
auch durch die Ortsvektoren M Ov beschreiben. 

O D i e for die Z e r l e g u n g s g l e i c h h e i t z w u i e r P o l y e d e r h i n r e i -

c b e n d e n B e d i n g u n g e n kont i ten i u i m c r noch n icht aufgefunden 

w e r d e n ; s ie s ind v e r m u t l l c h mi t den DEi iNschon notwondigen 

B e d i n g u n g e n i d e u t i s c h . 

I m H i n b l i c k einerseits auf die Nebenbedingung 1 > 

^> 1̂ ^> ••• ^> ^ 0 e rg ib t sich, dass die kl ver-
sehiedenen Bi lds implexe 11%, paarweise keine inneren 
Punkte gemeinsam haben konnen, und andererseits 
erhel l t der Umstand, dass p alie Permuta t ionen 
durch l i iu f t , dass das Vereinigungspolyeder 

1 

durch die Ortsvektoren 

k 

1 
dargestel l t ist , da j a ein beliebiger Koeff iz ientensatz 
( X i v ) , der deu Nebenbedingungen rechts genl lgt , 
stets ais Permuta t ion eines monoton fal lenden K o e f t ï 
zientensatzes ( X v ) darstel lbar i s t . Also i s t P ein 
/r-dimensionales Paral le lotop, insbesondere ein H y -
perrhomboeder. Nach einem bekannten Satz von 
A . E M C H ( 6 ) u . a. i s t P m i t einem HyperwUrfe l W 
zerlegungsgleich. Von den kl Bi lds implexen í /J , sind 
* ! \ '•:>-.•;'..• * i • . , ' L • , 
— kongruent und — symmetnsch zu H a . Nach 
2 2 

der g e l ã u f i g e n í - d i r n e n s i o n a l e n E r w e i t e r u n g eines 
klassischen Satzes ( 7 ) sind aber symmetrische Po
lyeder zerlegungsgleich. Unser W U r f e l W i s t somit 
zerlegungsleich m i t der Ve re in igung von kl k o n 
gruenten Exemplaren H a . D a andererseits der 
W u r f e l W auch zerlegungsgleich m i t k ! • k o n 
gruenten kleineren W t l r f e l n W is t , f o l g t so, 
dass 7 / u m i t W in diesem Sinne selbsterganzungs-
gleich is t . Nach den vom Verf . k t l r z l i ch bewiesenen 
allgemeinen S ã t z e n (iber r í r g ã n z u n g s g l e i c h h e i t (*) 
resu l t ie r t nunmehr die Zer legungsgleichhei t von Ht0  

m i t W, w . z. b. w. 

(") v e r g l . F u s s n o t e (2). 

(') v e r g l . e t w a : 11 . B C H O U T E , Y l e b r d i m e n s i o n a l o G é o m é t r i e , 

I I . T e l l , L e i p z i g 1 9 0 5 ; N r . .18. 

( B ) I I . I I A D W I G E R . E r g i i n z u n g s g l o i c b h c i t fc-dimonsionaler P o l y e . 

der; bef indet s i c h im D - u c k und e r s c h c i n t vorauss i c l i t l i ch i n dor 

M a t h . Z e i t s c h r . 
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N.° 50 — Dezembro de 1951 

L' i nseg n a m e n to de Ile frazioni 
di Emma C a s l e l n u o v o 

Romo 

Come ogni ramo delia m a t e m á t i c a cosi anche 1'arit-
metica ha una sua s to r i a : una s tor ia propr iamente 
det ta re la t iva a l la scoperta o a l ia chiari t ieazione d i 
un dato Concetto n u m é r i c o , e una s tor ia delTinserirs i 
e del d i v u l g a r s i del concetto stesso nella v i t a . I ndub-
biamente le due storie sono legate f r a loro, ma i 
passaggi dal l 'una a l l ' a l t r a sono sempre mol to l en t i . 

Ora, 1'atteggiamento in te l le t tua le dei í a n c i u l l o è 
spesso dovuto a un'azione e r i d i t a r i a considerata nel 
senso p i ù l a rgo ; ma, evidentemente, non è i l lavoro 
fa t to da un m a t e m á t i c o su questo o quell 'argomento 
che lascia una t raccia nella m e n t a l i t à i n f a n t i l e , bensi 
10 svi luppo e 1'uso d i una determinata nozione nella 
v i t a pra t ica . 

Questo lento processo d i assimilazione esercita una 
profonda inf luenza sulla disposizione dei bambino ad 
apprendere. 

C i proponiamo q u i d i analizzare le d i f f i c o l t à che 
incont ra l 'a l l ievo nello studio delle f r a z i o n i e d i 
discutere un piano per un p r imo insegnamento d i 
questo Concetto, collegandolo all 'uso e a l ia p ra t i ca 
che del concetto stesso si fece nella s tor ia d e l l ' u m a n i t à . 

L'insegnamento al luale delle [razioni 

Nelle popolaz ioni c i v i l i lo s tudio s i s t e m á t i c o , da 
un punto d i v i s t a pra t ico , dei calcolo f raz ionar io 
viene i m p a r t i t o a ragazzi d a g l i 11 a i 14 anni . 

Occorre notare che ad 11 anni i l bambino ha acqu i -
sito nel campo concreto i l concetto d i talune fra
z ion i , i n par t icolare delle u n i t à f raz ionar ie ; reeenti 
esperienze fa t te a Ginevra a l l ' I n s t i t u t Rousseau sotto 
la gu ida d i Jean Piage t provano che è p r ó p r i o nel 
p e r í o d o d a g l i 8 a g l i 11 anni che i l bambino a f fe r ra e 
comprende — naturalmente per g rad i — i l concetto d i 
f razione. Quando noi i n i z i amo lo studio s i s t e m á t i c o 
delle f r a z i o n i i l ragazzo ne lia dunque g i à acquisi to 

11 concetto. 
Dopo uno o due anni d i questo studio, dopo i n f i n i t i 

esercizi su espressioni f raz ionar ie , si v e r i f i c a un f a t to 
assai s t r a n o : i l ragazzo incar ica to d i andare ad ac-

3 
quistare — d i l i t r o d i la t te è un po incerto se g h bas-

8 

t e r á por tare una b o t t i g l i a vuota da — l i t r o . I I 
2 

nostro giovanet to , per scusare le propr ie incertezze, 
a f fe rma che g l i s t ud i f a t t i avevano carattere t e ó r i c o 
e che cosi s i dice a Scuola — i l corso d i A r i t m é t i c a 
serve per a iutare a ragionare p r ó p r i o come quello d i 
l a t i n o . Quanto a l suo professore, cônsc io evidente
mente dei r i su l t a to negat ivo dei p r ó p r i o insegnamento, 
preferisce sorvolare sui problemi p r a t i c i ed insistere 
sempre p i ù su quelle espressioni f raz ionar ie che, d i 
anno i n anno, crescendo i n lunghezza e i n altezza 
tendono con la loro estensione ad invadere Tintera 
lavagna . 

N è l ' a l l ievo ne i l maestro hanno osservato che sul 
l i b ro d i testo è ser i t to « A r i m e t i c a p r a t i c a » . M i n i m a 
è evidentemente la colpa del l ' a l l ievo, grande quel la 
del maestro, ma g r a n d í s s i m a quel la de l l ' autore del 
l i b r o . 

Ne l l a maggior parte dei tes t i la f razione viene i n -
t rodo t t a p r i m a come operatore e po i come numero ; ma 
non sono due d e f i u i z i o n i , anche se si succedono op-
portunamente, che possono chiar i re i l concetto. I l pe
r í o d o che è passato storicamente f r a la nozione con
creta e quel la as t ra t ta non p u ò r i d u r s i aile poche 
r ighe che intereorrono f r a una definisione e l ' a l t r a . 
Bisogna tener presente che è sono dopo secoli d i l a 

in 
voro che i l s í m b o l o — f u spogliato dei suo s i g n i f i -

n 
cato concreto e f u considerato come un numero. 

Inol t re , le operazioni d i addizione e sottrazione sono 
state create per necessita prat iche, c ioè sono nate 
storicamente i n modo concreto, mentre a Scuola i l 

(*) R l c e v u t o DOU' Ot tobre 1051. 
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calculo f raz ionar io viene svolto considerando la f r a -
zione come numero. Giustamente osserva R. Courant 
(*) che per r i du r r e i m m e d i a t i i ca lco l i su l l ' addizione 
e sottrazione si poteva s tab i l i re per esempio che : 

1 2 í 
— + 

2 

ma ò Ia rappresentazione concreta che c i impedisce 
d i fissare per i l calcolo n u m é r i c o norme a rb i t r a r i e 
come la precedente. 

Se l 'attenzione de l l ' a l l ievo non è costantemente r i -
chiamata aH'interpretazione concreta è i nev i t ab i l e 
che eg l i c a d r à in e r ro r i d i questo genere. 

« 

Un corso c í c l i c o per le frazioni 

Nell ' insegnamento non si deve trascurare nessuno 
dei v a r i aspett i del concetto d i frazione anche se s i 
ha 1 'impressione d i perder tempo. Io sarei dei p a r è r e 
d i « f r a z i o n a r l i » nei p r i m i t re anni delia Scuola secon-
d a r i a : nel 1." la f raz ione dovrebbe i n t r o d u r s i da un 
punto d i v is ta concreto come operatore; nel 2." come 
numero; nel 3.° come rapporto. 

Qui mi propongo di discutere solo Vinsegnamenlo dei 
primo anno di questo corso cíclico. 

Quest'insegnamento potra essere i n i z i a t o anche su
b i to , senza aver bisogno d i svolgere alcuna teor ia 
pre l iminare sul massimo comun divisore e m í n i m o 
comune m ú l t i p l o . Si é v i t e r a cosi i l pericolo d i d i f -
l'ondersi t roppo i n questo studio astrat to nel p r imo 
anno, quando l ' a l l ievo non p u ò intendere ancora 1 ' in-
teresse d i una teor ia g é n é r a l e . 

II conceito di frazione nel piano concreto 

M i pare che le d i f f i c o l t à che s ' incontrano nel con
cetto d i f raz ione sul piano concreto debbano a t t r i -
bu i r s i a due f a t t o r i : 

; m 
I) la frazione — por ta a fissare l 'at tenzione su 

71 

tre p u n t i contemporaneamente: 

1 
1) l a par te — 

n 
2) la somma dé l ie m p a r t i 
3) 1 ' intero. 

Questa contemporaneity d i pensiero, obbl igando a 
una sintesi, determina un notevole sforzo d'astrazione ; 
è una d i f f i c o l t à d i ordine v is ivo . 

m 
I I ) L a frazione — ha, pur l imi tandos i sempre al 

n 

campo concreto, due s i g n i f i c a t i : 
1) 1 'atto ope ra t i vo : d iv idere 1 ' intero i n n p a r t i 

e prenderne m; 
2) i l r i su l t a to dell 'operazione : la parte d i 

i m 

valore — • 
n 

Questo d ú p l i c e aspetto por ta a una d i f f i c o l t à d i 
ordine p s i c o l ó g i c o . 

Anal ls i delia prima d i f f i c o l t à . Questa porta ad 
evitare la frazione. 

A me pare che i n questo punto la m e n t a l i t à i n 
fan t i l e r iproduca , f i n nei pa r t i co l a r i , quella deg l i 
an t i ch i . 

T r o v i a m o i n f a t t i che i l pensiero dominante deg l i 
E g i z i a n i e dei ca lcola tor i Oreci nel campo delle f r a -
z ioni è quello d i spezzare una frazione i n somma d i 
u n i t à f raz ionar ie : 

1 1 _ + + ... 
a o 

1 
H i 

P 

A b i t u a t a a lavorare sug l i i n t e r i , e n t i t à v i s i b i l i , la 
mente dei p r i m i t i v i r i f u g g e dal la considerazione d i 
tre concet t i contemporanei, cioè dal concetto g é n é r a l e 
m 
— , e si l i m i t a a l la considerazione d i u n i t à f raz ionar ie . 
n 

L ' u n i t à f r az iona r i a por ta a fissare l 'at tenzione solo 
su due p u n t i s imultaneamente: la parte e l ' in te ro . 
Spezzare la f raz ione s i gn i f i c a lavorare su e n t i t à v i 
s i b i l i , percet t ive . 

Per evitare dunque le frazioni gli antichi ricorsero 
aile unità frazionarie. 

L o stesso avviene nei nos t r i bambin i : per prendere 
3 . . . . 

— d i una tavole t ta d i cioccolata i l bambino ne prende 

p r i m a e po i d i quel lo che r imane ; opera 

q u i n d i , corne g l i an t ich i , lo spezzamento : 

3 1 

T 2 

1 

(') R . J C O U K A N T and I I . K O B B I N S : What is Mathematics 
— O x f o r d U n i v e r s i t y P r e s s , 1 9 4 6 ' — p a g . 5 1 . T r a d u z i o n e i t a l i a n a : 
C a s a é d i t r i c e K i n a u d i . 

U n a l t ro modo d i evi tare le f r a z i o n i è quello d i 
creare nuove unità di misura : è quanto è stato f a t to da i 
Babi lonesi e p i ù t a r d i da i Romani , che arr ivarono a 
enormi compl icaz ioni nel loro sistema d i u n i t à d i 

m 
misura pur d i evi tare i l simbolo — . 

n 4 

Anche i l bambino r icorre a questo metodo: se i l 
bastone che ha preso per misurare la distanza f r a due 
o g g e t t i è contenuto per esempio p i ù d i 4 vol te e meno 
d i 5, e g l i dice che «non è b u o n o » e preferisce pren-
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derne un altro p i ù piccolo o p i ù grande, ma tale che 
sia contenuto un numero in tero d i vol te . E g l i cambia 
dunque u n i t à d i misura. 

Quanto alie u n i t à f raz ionar ie , b e n c h è f i n da l la p i ù 
remota a n t i c h i t à ne compaiano d i assai complesse, 
come nel Papyrus Rhine! : 

2 1 1 1 1 

29 ~ 24 + 5 8 + Ï 7 4 + 232 ' • 

nella v i t a p ra t i ca egiziana sono state in t rodo t t e g ra 
dualmente. 

Ce lo prova i l f a t to che g l i E g i z i a n i per prendere un 
so t tomul t ip lo d i un numero procedevano f i n che pos-
sibi le con successive d i v i s i o n i per 2, c ioè s i valevano 
delle u n i t à f raz ionar ie : 

1 1 1 1 1 1 

¥ ' T ' ¥ ' Í 6 ' 3 2 ' 6 4 ' " ' 

Queste furono anzi assunte come s o t t o m u l t i p l i 
d e l l ' u n i t à d i c a p a c i t à , 1'hekat. (!) 

Sucessivamente si u t i l i zzarono molto spesso anche 
le u n i t à : 

1 1 1 1 

Ï 0 ' ¥ ' ~6~ ' Ï 2 ' 

Nei b a m b i n i I ,analogia con la m e n t a l i t à ant iea s i 
r i t r o v a nella successiva, graduate assimilazione dei 
Concetto d i u n i t à f raz ionar ia . S i osserva i n f a t t i che al 

bambino T u n i t à — riesce molto p i ù semplice delle 

altre: — , — , — (•). L a d i f ferenza d i d i f f i e o l t à f r a 
3 5 10 W 

1/2 e 1/3 ad esempio m i sembra debba a t t r i b u i r s i a 

questo : — traduce Toperazione d i un movimento 

semplice (la p iega tura d i una s t r i sc io l ina d i carta, 
per esempio, i n modo che i due estremi co inc i -

dano), mentre — traduce un'operazione complessa 

(la t r isezione). 
E ' chiaro che da un punto d i v i s ta percet t ivo s i 

coglie subi to la p r i m a operazione, p e r c h è se ne vede 
1'immediata esecuzione, mentre «vedere» la seconda è 
p i ù d i f f i c i l e p e r c h è non è chiaro i l modo d i eseguir la . 

1 1 1 
T rova to — , non c'è d i f f i e o l t à ad avere — , — , •• •• 

Giustamente osserva J . P I A G E T ( 4 ) che queste succes
sive d i v i s i o n i i n due esercitano sul bambino una vera 
seduzione. M a d i r e i che questo sia un caso par t ico lare 
d i un f a t t o p i ù g é n é r a l e : è i l r ipe te rs i d i un'opera
zione che esercita un 'a t t razione sul bambino ; q u i po i 
ol tre a l r ipeters i d i questo at to operat ivo s i ha come 
r i su l t a to un graduale r impicco l imento e q u i n d i viene 
ecci tata la fan tas ia i n f a n t i l e . 

Nel la s tor ia de l l ' a r i tmet ica p ra t i ca egiziana si r i 
t rova oltre all 'uso delle u n i t à f raz ionar ie quello molto 

2 
f requente delia f raz ione —- • Si è vo lu to a t t r i b u i r e 

a questa f raz ione un carattere mi t i co , corne aveva nel 
campo delia geometria i l t r i ango lo d i l a t i 3, 4, 5 . M a 
anche i l mi to vuole le sue r a g i o n i . M i sembra che sia 

2 
pre8umibile che l'uso d é l i a f razione — si r i a l l acc i 

a l l ' impor tanza che aveva questa f raz ione nella gamma 
cinese, l a p i ù ant ica a cu i si possa r i sa l i re ( 2 ) . Pur 
non prevedendo la funzione t e ó r i c a che avrebbe avuto 
questa f raz ione nella gamma greca, se ne era i n t u i t a 
l ' importanza, tanto che veniva considerata come una 
nuova u n i t à d i misura . 

E chiaro che nella mente i n f a n t i l e non p u ò r iscon-

. . . 2  

t r a r s i una par t icolare f a c i l i t a per la f raz ione — • 

essa i n fondo ha avuto un p r e d o m í n i o solo per un 
p e r í o d o determinato d i secoli e questo p r e d o m í n i o non 
era dovuto a una convenienza p ra t i ca . 

Anal is i d é l i a seconda d i f f i e o l t à . Questa porta a 
considerare le frazioni corne degli inleri . 

Questa d i f f i e o l t à der iva , come abbiamo detto. da i 
. . . . m 

due d ivers i s i g n i f i c a t i che ha la f raz ione — , pur 
n 

considerata sempre nel campo concreto : l 'a t to opera
t i v o e i l r i su l t a to , la parte o t tenuta . 

I l f a t to che g l i an t i ch i d iv idevano una frazione i n 
u n i t à f raz ionar ie — en t i v i s i b i l i ^- ci p rova anche 
che essi fermavano l 'at tenzione sul r i su l ta to , non 
sull 'azione che conduce a l r i su l t a to . D a i p a p i r i e g i 
z i an i r i s u l t a che la p ra t i ca nel l 'addizionare le u n i t à 
1 1 1 , . , . 
— , — , — era tale che non si sent iva i l bisogno d i 
2 ' 3 ' 4 

r i du r l e esplicitamente alio stesso denominatore. Essi 
« v e d e v a n o » dunque queste f r a s ion i ; ne percepivano 
i l valore. 

(') É i n t e r e s s a n t e notare che quest i s o t t o m u l t i p l i r i m a s e r o i n 
uso s i p u é d ire f ino a i g iorn i n o s t r i , f ino a l l ' i n t r o d u z i o n e de l 
s i s t e m a d é c i m a l e . 

(') A n c h e su ques ta g r a d u a l e d i f f i e o l t à r i s c o n t r a t a d a l b a m 
bino i n t e r e s s a n t l e sper i enze sono state fatte a l l ' I n s t i t u t R o u s s e a u 
p l G i n e v r a . 

(') J . P I A G E T : L a g é o m é t r i e s p o n t a n é e de l ' e n f a n t , pg . 424. 
P a r i s , P r e s s e s U n i v e r s i t a i r e s de F r a n c e . 

(*) A . R E Y : La science orientale avant les Grecs, pg . 409. 
P a r i s , A l b i n M i c h e l . 
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Come negl i an t i ch i i l concetto d i operatore è nas-
costo da l r i su l t a to cosi avviene nel bambino. Se g l i 

3 
dic iamo d i prendere i — d i una to r t a g i a d iv i sa i n 

4 
4 fet te , e g l i p r e n d e r á 3 fe t te e non r i c o r d e r à p i ù i l 
valore d i una fe t ta r ispet to a l l ' in tero . E g l i è condotto 
dunque ad agire corne sug l i i n t e r i . L a sua mente s i 
fisssa sul r i s u l t a t o ; eg l i non pensa a come é stato 
ot tenuto e non lo mette i n relazione col totale. 

Abb iamo detto che g l i an t i ch i r iuscivano a «vede re» 
solo le u n i t à f raz ionar ie . L ' i n t u i z i o n e d i no i a d u l t i 
— a iu ta ta dall 'azione eredi tar ia — si spinge un pò p i ù 
i n l à : ol t re aile u n i t à f raz ionar ie i n f a t t i noi r iusciamo a 
cogliere i l valore d i f r a z i o n i a t e r m i n i p i c c o l i , per 

3 
esempio la f razione — . Se invece la f razione ha 

4 
. . . 1 4 7 

t e r m i n i g rand i , per esempio 7-^-, l a nostra mente 
3o2 

non riesee a percepirne la grandezza e deve r icorrere 
a l l ' a t to operat ivo. Dunque, quando manca i l sussidio 
v i s ivo , si r i t o rna necessariamente al l 'operatore. 
Occorre r i sa l i re aile o r i g i n i , a l la costruzione. 

I n un p r imo insegnamento dél ie f r a z i o n i dovremo 
p e r c i ò insistere molto sul l ' a t to operat ivo. 

Un piano per l'insegnamento d é l i e frazioni nel 
1.° corso. 

D a quanto abbiamo visto m i sembra che s i possa 
asserire che i l concetto d i frazione non sorge na tu ra l 
mente nel bambino come non è sorto in modo spon-
taneo negl i an t i ch i ; e la cosa è avvalora ta da l f a t t o 
che le s o c i e t à i n f e r i o r i a t t ua l i non ne fanno uso-
I secoli d i lavoro pra t ico i n questo campo sono ancora 
t roppo pochi p e r c h é se ne possa r isent i re una certa 
azione eredi ta r ia . 

I l bambino cerca d i evi tare la frazione propriamente 
det ta e se è obbl iga to a quest i ca lcol i s ' industr ia ad 
a t t u a r l i corne se o p é r a s s e su deg l i i n t e r i . 

A noi insegnant i s i pone p e r c i ò un problema 
d ida t t i co diverso da quello che si p r é s e n t a ne l l ' i n t ro -
duzione dei numer i i n t e r i nelle scuole elementari ; i l 
problema è i l seguente : 

Fa r sentire la convenienza del calcolo f raz ionar io e 
q u i n d i fe rmars i a lungo sul piano concreto ; quando 
po i l 'analogia coi numer i i n t e r i portasse a soffocare 
i l concetto d i frazione, r ichiamare la mente del bam
bino a l la nozione p r i m i t i v a . 

Un'espressione conveniente per mettere in evi-
denza il valore relativo delia frazione. 

3 

Ri to rn iamo all 'esempio f a t t o p r i m a sui — d é l i a 

tor ta . I l bambino prende tre fe t te senza preoccuparsi 

delia quarta . Solo se lo faremo r i f l e t t e re su quello che 
r imane eg l i c o l l e g h e r à i l numero dé l ie p a r t i che ha 
preso con 1'intero, c ioè a v r à la concezione delia f r a -

3 
zione — ( l ) . 

4 
E q u i i l punto delicato, ù qu i dove i l concetto d i 

f razione si stacca veramente da quello d i numero 
in tero . È su questa relativith d i valore che dobbiamo 
insistere nel p r imo avv ic ina r s i al concetto d i frazione : 
è i l valore re la t ivo che interessa, non l 'assoluto. 

Io credo che la poca chiarezza che hanno i ragazz i 
nel concetto d i f razione sia dovuta i n parte all 'espres-
sione che usiamo ; quando per esempio si dice : tre 
quarti, l a mente considera i q u a r t i come fossero 
o g g e t t i ; corne d i r e : t re seggiole, t re case, ecc. e 
opera su quest i come s u g l i i n t e r i , c ioè fissa l ' a t ten
zione sul fa t to che sono tre. M i sembra che un'espres
sione capace d i f a r r i f l e t t e re sul valore r e l a t ivo delia 
f razione potrebbe essere Ia seguente (dei resto usata 
per f r a z i o n i a t e r m i n i grandi ) : 3 su 4, dove a l la 
preposizione «su» venga dato i l s ign i f i ca to o r i g i n á r i o . 
3 su 4 s i gn i f i c a i n f a t t i : 3 p a r t i délie 4 p a r t i , 3 p a r t i 
inrece d i 4 p a r t i , 3 possibilita su 4. 

Quest'espressione doveva essere comunemente usata 
d a g l i E g i z i a n i ogn i vo l t a che si t rovavano davan t i a 
una frazione d i numeratore 2 e denominatore d i s p a r i ; 
sappiamo che essi cercavano d i d isgregar la in somma 
d i u n i t à f raz ionar ie per darle un senso. M a f i n c h è era 
sc r i t t a come frazione, per esempio (con notazione 

2 
moderna) — , non la chiamavano «due t r e d i c e s i m i » , 

; 1 3 ' ' 
ma dicevano : « e s p r i m i 2 entro 13, c ioè vedi d i quante 
p a r t i si compone 2 r ispet to a 13». 

L . RODET i n un interessante ar t icolo sul Bulletin de 
la Société Mathématique de France ( t . V I , 1877-78) 
mette bene i n evidenza i l valore d i quest'espressione 
che f u po i r ipresa e adoperata d a g l i A r a b i e d a g l i 
Eb re i . 

La frazione. Le operazioni sulle frazioni. 
Addiz ione e sottrazione. 

In un pr imo tempo c o n v e r r à valers i d i car ta qua-
dret tata , dove i l la to del quadret to s a r à considerato 
corne qualcosa d ' i nd iv i s i b i l e . Si c o m i n e e r à col f a r 
costruire le u n i t à f raz ionar ie : 

1 1 1 
(1) ~ 2 ' T ' 8 ~ ' ' " " 
1 . . . 

— s i g n i f i c a la m e t à de l l ' i n t e ro ; prenderemo dunque 

(') V'odl T o s s e r v a z i o n e a n á l o g a f a l t a d a L . J O H A N N O T i n vLe 
raissonncmenl mathématique de l'adolescent* pg . 57. N o u c h â t e l , 
D e l a c h a n x et N i e s t l é ; e d a H . G . W H E A T i n KThe psychology 
and leaching of Arithmetic*, pg. 575. B o s t o n , H e a t h a n d C o m p a n y . -
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per intero uri segmento d i v i s i b i l e i n due : d i 2 qua
d r e t t i (*), o d i 4 , 6 , ••• , insomma d i un numero p a r i 

1 

d i quadre t t i . — s i g n i f i c a anche 1 su 2, una par te i n 

vece d i due p a r t i . S'insistera su questo valore re la t ivo 

per cu i non ha impor t anza la grandezza del l ' in tero da 
. . . . 1 1 cui si parte. Cosi si procedera per — , — , . . . 

4 8 
Si n o t i che come in tero si potrebbe prendere una 

grandezza qualunque ; i l segmento è conveniente 
perche faci lmente rappresentabile, percepibile. Questo 
in tero costituisce un appoggio v i s ivo , una « b a s e » . 

Partendo da un determinate segmento, per esempio 
d i 16 quadre t t i , i l ragazzo o s s e r v e r à faci lmente che : 

1) ogn i f razione (1) ha valore doppio delia succes-
s iva ; 

2) 
1 2 4 

Y = T = ¥ 

A r r i v e r a cosi a l l a p r o p r i e t à fondamentale delle 
f r a z i o n i . Si a c c o r g e r à che per r idu r re a i « m i n i m i te r -

8 
m i n i » la f razione 

16 
senza dover eseguire succes

sive d i v i s i o n i si p u ò dividere subito i due t e r m i n i per 
i l loro massimo comum diuisore ; i l concetto d i massimo 
comun divisore entra cosi nel ' insegnamento i n modo 
naturale. 

. 1 1 1 
Si p a s s e r à po i alie u n i t a f raz ionar ie — , — , — > • • -

3 5 6 
1 1 . 

Come si confrontera — e — î B i s o g n e r à prendere 
2 3 

un segmento d i v i s i b i l e i n due p a r t i e i n tre p a r t i , 
c ioè composto d i 6 quad re t t i , o d i 12, o d i 1 8 , - - -

Ecco che si vede la convenienza pra t ica d ' i n t ro 
du i re i l mínimo comune múltiplo. 

Si a r r ivera presto a l la frazionecome somma di unita 
frazionarie ; si costruirà insomma la frazione come un 
modo breve di espressione. 

E s e m p i o : sia da eseguire 1'addizione: 

1 • ' 1 , „ • \ 
— d i un dato segmento + — dello stesso segmento. 

1 
Per esprimere graf icamente — dovremo prendere 

2 
un segmento formato da un numero p a r i d i q u a d r e t t i ; 

1 per esprimere un segmento uguale al precedente 

e d i v i s i b i l e i n quatro p a r t i u g u a l i . C o n v e r r à see-

gliere un segmento d i 4 quadre t t i (vedi disegno). 
Opero 1'addizione come se si tratasse d i i n t e r i : 
ottengo 3 quadre t t i . E q u i i l punto de l ica to : ottengo 
3 quadre t t i , è vero; ma, che cosa rappresentano 
quest i quadre t t i r i s -

Vz-
petto al segmento d i 
partenza? Osserviamo: 
ho avuto 3 quadre t t i 
invece d i 4 quadre t t i , 
3 p a r t i su 4 , 3 su 4 ; 
lo scrivo brevemente 

3 

Si entra i n t a l modo nel concetto d i f raz ione . 
I n modo a n á l o g o s i o t t e r r à la d i f ferenza d i due 

f r a z i o n i . 
E chiaro che con questo procedimento i l ragazzo 

si a b i t u e r à ben presto a calcolare espressioni dei 
t ipo : 

5 3 
2 + 

6 4 

Alcune volte si a r r ivera a f r a z i o n i i n cu i i l nume
r a i r e supera i l denominatore (frazioni impropriè). 
Esse assumeranno s ign i f i ca to decomponendole i n 
un numero in tero e i n una frazione propriamente 
detta. Si pensi che la f razione i m p r ó p r i a riesce gene-
ralmente d i f l i c i l e perche poco naturale , dato che s i 
parte da un problema, spesso i r rea l izzabi le , d i questo 

7 
t i p o : prendere i — d i un ogget to . 

5 
L a f r a r ú o n e i m p r ó p r i a assume invece s i g n i f i c a t o , 

anche nel campo concreto, se viene ad essere cos-
t r u i t a come somma d i f r a z i o n i . 

Conviene anche tener presente che le f r a z i o n i 
i m p r o p r i è fu rono in t rodo t t e solo i n v ia t e ó r i c a nel 
1700. 

Le f r a z i o n i su eui i l ragazzo l a v o r e r à saranno sem
pre a t e r m i n i p i cco l i . L a frazione a t e r m i n i g r and i 
teoricamente non chiarisee certo i l concetto e da un 
punto d i v i s ta pra t ico s i p u ò dire d i e non esista. 
Basterebbe per esempio confrontare le stat ist iche, 
dovute sopra t tu t to a g l i amer icani e a g l i i ng les i (*) 
re la t ive a l l é f r a z ion i che intervengono nella v i t a 
p r a t i ca . 

Pot ra accadere che, pur l imi tandos i sempre a ca l -
co l i su f r a z i o n i a t e r m i n i p icco l i , si debba prendere 

(') P e r b r e v i t y d iremo quadret to i n v e c e che lato d i un q u a 
dre t to . 

(') V e d l per e s e m p i o : I I . G . W H E A T : «The psichology and 
teaching of At ithmetic*, H e a t h a n d C o m p a n y , B o s t o n , 193T. 

P . B . B A L L A K D : ^Teaching the Essentials of Arithmetic*, U n i 
v e r s i t y of L o n d o n P r e s s , L o n d o n , 1928. 

The Scottish Council for Research in Education: {(Studies i n 
Ar i thmet ic ! ) , v o l . I o , U n i v e r s i t y of L o n d o n P r e s s , L o n d o n , 1939 
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come «base» un segmento non contenuto nel f o g l i o . 
E a l lora che i l ragazzo si a c c o r g e r à che la rappre-
sentazione g r á f i c a p u ò essere anche mentale, p u r c h è 
eg l i mantenga — e questo è impor tan te — la perce-
zione dei segmento. 

Questo momento del calcolo f raz ionar io equivale a 
quello che è segnato nel campo dei numer i i n t é r i da l 
distacco dei numero dal la sua rappresentazione g r á 
f ica . Ta ie distacco non è ma i to ta le : la percezione 
v i s iva è sos t i tu i ta da una percezione mentale : si 
ovede» i l numero. 

Moll ipl icazione e divisione 

Dic iamo subito che c i sembra molto d i scu t ib i l e se 
sia opportuno in t rodur re queste operazioni i n un 
pr imo insegnamento delle f r a z i o n i ; nel caso af ferma-
t i v o è bene porre ogn i attenzione su questo studio 
che è molto delicato. 

Moll ipl icazione 

Dato che c i l i m i t i a m o aile f r a z i o n i d i grandezza, 
terremo presente che i f a t t o r i e i l r i su l t a to d i una 
mol t ip l icaz ione dovranno poter essere i n t e rp r e t a t i nel 
campo concreto. 

Ora, mentre nel campo dei numer i i n t e r i l a m o l t i 
pl icazione s i p u ò in terpre tare come un'addizione 
abbrevia ta : 

3 - 4 = 4 -1 -4 + 4 , 

qnes ta ' in terpre taz ione viene a mancare se si passa 
aile f r a z i o n i . 

Ricor r iamo al lora a l la rappresentazione g e o m é t r i c a : 
sappiamo che nel campo deg l i i n t e r i i l prodot to 3 • 4 
rappresenta l 'area d i un re t tangolo d i dimensioni 3 
e 4 , espresse i n una data u n i t à d i misura ; questa 
interpretazione p u ò estendersi al caso i n cu i base e 
altezza del re t tangolo siano f r a z i o n i d i i n t e r i . L a 
sc r i t t u ra : 

2 4 

~3 ' 5~ 

rappresenta l 'operazione che si deve epeguire per 
2 

calcolare l'area d i un re t tangolo d i d imensioni — d i 

4 
un segmento e — d i un a l t ro segmente 

5 
R i su l t a da l la rappresentazione g r á f i c a che i l 

re t tangolo che ha per dimensioni i segmenti d i partenza 
AB e AD si compone d i 15 p a r t i , mentre i l r e t t an -

4 2 
golo d i dimensioni AH — — AB e AK-= — AD 

5 à 

Abbiamo dunque: 8 p a r t i invece d i 15 p a r t i , 8 
8 

su 16 , . Q u i n d i : 
15 

2 4 8 
3~ ' 5~ = "Ï5" ' 

V a osservato che a di f ferenza delle operazioni d i 
addizione e sottrazione i due t e r m i n i delia m o l t i p l i -

Y 
V3 

1 

• • • • 
• • • • 

4/5 J 

, i compone d i 8 p a r t i . 

cazione non debbono necessariamente r i f e r i r s i a l la 
stessa u n i t à ; per esempio nel caso delia f i g u r a i 
segmenti AB e AD sono d i s i g u a l i . • 

D a l l a regola d i mol t ip l icaz ione d i due f a t t o r i si 
si passa faci lmente a quel la d i t re o p i ù f a t t o r i : 
basta i n f a t t i eseguire la mol t ip l icaz ione a due a due 
per ottenere la regola g é n é r a l e . 

Da un punto d i v is ta d ida t t i co l ' interpretazione 
v i s iva d é l i a mol t ip l icaz ione , che abbiamo ora dato, 
riesce assai fac i le p e r c h è s i p u ò r ia t taccare al pro
cedimento seguito a l l a Scuola elementare per i n t r o 
durre la mol t ip l i caz ione f r a due numer i i n t e r i . Col 
disegno, com l'uso del pa l lo t to l ie re ecc. si fanno 
disporre g l i o g g e t t i i n modo da formare un re t tan
golo; cosi, per esempio, i l r i su l t a to d é l i a m o l t i p l i c a 
zione 2 • 3 viene presentato sotto la fo rma r e t t an -
golare q u i r i p rodo t t a : 

Il problema sulla moll ipl icazione 

. . , . 2 4 
Siamo p a r t i t i da l la s c r i t t t u r a — • — in te rpre ta ta 

3 5 
come operazione per t rovare l 'area d i un re t tangolo 

. . 2 4 
d i d imensioni — e — e abbiamo scoperto la regola 

3 5 
d i mol t ip l icazione delle f r a z i o n i . 

I n g é n é r a l e nei l i b r i d i testo s i d à l a regola d i 
mol t ip l icazione delle f r a z i o n i senza alcuna g i u s t i f i -
cazione. 

Passando qu ind i aile appl icaz ioni e a i v a r i t i p i d i 
p roblemi si enuncia l a regola : «per prendere una 
frazione d i un numero o d i un ' a l t r a f r a z ion i e si deve 
eseguire una m o l t i p l i c a z i o n e » » . 
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T a l v o l t a , per uri desiderio d i maggiore e f f icac ia 
d ida t t i ca , p r i m a d ' in t rodur re la regola d i m o l t i p l i c a -
zione d i due f r a z i o n i s i parte da un problema dei 

2 4 
seguente t ipo : prendere i — dei — di una data 

grandezza. I l ragazzo è condotto a prendere p r i m a 
4 

i — delia grandezza, ottenendo cosi una seconda 
5 

2 
grandezza, e po i i —- d i quest 'ul t ima. E condotto 

o 
c ioè ad operare sucessivamente. 

A l l o r a si cerca d i f a r g l i comprendere che quanto 
si ott iene in due operazioni successive coincide col 
r i su l t a to che si avrebbe operando una sola vol ta 

. 2 4 
sul la grandezza d i partenza con la trazione — = 

8 , . 
= . Ecco come si procede i n g é n é r a l e : siccome 

15 
da un punto d i v i s ta g r á f i c o r i su l t a : 

2 4 8 
( 1 ) 3 d 6 Í 5 = 1 5 ' 
dato che : 

8 = 2 - 4 , 15 = 3 - 5 , 
si conviene che : 

2 4 2 4 
(2) - » dei — = — • — . 
) . - ' 3 5 3 5 

Ma, a quest' uguag l ianza si p u ò a r r ivare solo se 
si è precedentemente i n t rodo t t a 1'operazione d i mo l -
t ip l icaz ione e se si è provato che : 

2 4 8 
~3 ' 5~ = 15" (3) 

A l l o r a da l la (1) e da l la (3) r i s u l t e r à la (2). 
E p r ó p r i o questa mancanza d i ordine lóg ico che i l 

bambino avverte inconsciamente. 
Occorre q u i n d i in t rodur re p r i m a la mol t ip l icaz ione 

d i due f r a z i o n i (per esempio basandosi su l l ' appoggio 
v i s ivo del re t tangolo) e successivamente in terpre tare 
come m o l t i p l i c a t o r i a 1'expressione «dei» . 

L a d i f f i c o l t à viene cosi at tenuata, non certo e l i m i -
nata. 

E sempre una convenzione, sia pure g i u s t i i ï c a t a , 
quel la per cu i si traduce i n s í m b o l o d i m o l t i p l i c a 
zione 1'espressione «dei» ; e q u i n d i , come i n t u t t e le 
convenzioni , i l bambino avverte un senso d i a r t i f i -
c i o s i t à che lo costringe a uno sforzo d'astrazione. 

Divisione 

R i c o r r i a m o al io stesso esempio n u m é r i c o t r a t t a to 
nella mol t ip l icaz ione . 

Par t i remo dal la s c r i t t u r a : 
8 2 

( 1 > Ï 5 : ¥ 

e procederemo come nel caso delia mo l t i p l i caz ione : 
la (1) può inlerpretarsi come Valtezza (o la base) di un 
rettangolo di cui i: data l'area e la base (o Valtezza). 
Si t r a t t a q u i n d i d i costruire un re t tangolo la cu i area 

8 ' 
s ia g l i dell 'area d i un a l t ro e vedere come 

15 
2 , 

r i su l t a Paltezza se la base d iven ta i — delia base 
o 

p r i m i t i v a . Indubbiamente la costruzione è molto c o m -
pl ica ta . Sarei q u i n d i d 'opinione d i t rovare l a regola 
del ia d iv is ione con questa interpretazione g e o m é 
t r i c a solo i n casi p a r t i c o l a r i ( i l d ivisore è un numero 
intero o u n ' u n i t à f r az iona r i a ) . 

E d i f f i c i l e f a r der ivare la regola d i d ivis ione da un 
problema concreto, e questo è avvalorato da l f a t t o 
che storicamente taie operazione compare mol to t a r d i 
e da un punto d i v i s ta t e ó r i c o , considerando la f r a -
zione come numero. 

R i t engo q u i n d i opportuno d ' in t rodur r re la d ivis ione 
come l 'operazione inversa d é l i a mo l t i p l i caz ione ; s i 
t r o v e r à empir icamente i l quoziente e s i v e r i f i c h e r à 
poi i l r i su l t a to . 
Il problema sulla divisione 

Ancor p i ù che per la mol t ip l icaz ione si r iscontra 
nel ragazzo una notevole d i f f i c o l t à nelPinterpretare i 
p roblemi sulle f r a z i o n i che portano a una divis ione . 
Anche q u i la d i f f i c o l t à è assolutamente g i u s t i f i c a t a . 

Non inve r t i amo i l problema esposto per la m o l t i 
pl icazione p e r c h é poco v i s ib i l e , ma c i l i m i t i a m o ad 
un esempio n u m é r i c o e concreto par t icolarmente sem-
plice : t r a t t i a m o un caso i n c u i i l d ividendo è un 
numero in te ro . Sia da risolvere i l p rob l ema : 

— d i l i t r o d i la t te costano L 
4 

60 ; quanto costa 

1 l i t r o ? 
L a r isoluzione ù fac i le se si p o g g i a l 'at tenzione su 

uno schema g r á f i c o . 

L ï n t e r e segmento rappresenta 1 l i t r o ; i — equ i -
4 

valgono a L . 60. D u n -

que — dei segmento 1 1 1 ; • 
3/4-

equivale a L . 60 : 3 = 
= Z> . 20 , e q u i n d i 
l ï n t e r o segmento equivale a L . 20 . 4 = L . 80 . 

I l ragazzo è condotto anche i n questo problema a 
spezzare la d i f i c o l t à operando due vol te sucessiva
mente. 

Si cerca d i f a r g l i comprendere che i l problema si 
traduee nella d ivis ione d i par t iz ione : 

3 
T " 

6 0 : 
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Ma, se c i si l i m i t a a f r a z i o n i d i grandezza, la d i f f i 
c o l t à che ha i l ragazzo è perfei tamente l ó g i c a e non 
p u ò essere a l l ev ia t a da l l ' analogia col campo deg l i 
i n t e r i . I n f a t t i : i l problema con d a t i i n t e r i : 

3 l i t r i d i la t te costano L . 240; quanto costa 1 l i t ro? 
viene t radot to nella divis ione d i pa r t i z ione : 

240 : 3 , 

dove i l numero 3 è un numero puro. 
L a d iv is ione a cu i siamo p o r t a t i nel problema 

a n á l o g o con da t i f r az iona r i è la seguente : 

ora, questa divis ione non ha senso se s i considera la 
3 

f raz ione — solo nel campo concreto; per n o i — f i n o i a — 

a frazione come numero puro non esiste. 

Dunque, f i n c h è ci si l i m i t a a l campo concreto non 
dobbiamo f a r t radur re i n una divis ione un problema 
del t ipo ora esposto ; la r isoluzione s a r à eseguita sul 
diano g r á f i c o . 

Conclusions 
Non in tendiamo d i aver dato un m é t o d o per un 

p r imo insegnamento delle f r a z i o n i ; abbiamo solo 
vo lu to r ichiamare l 'a t tenzione su un problema d ida t -
t ico che non deve s fugg i r e a l maestro. 

L a nostra esposizione si chiude inv i t ando i col leghi 
a r i f l e t t e r e su a lcuni i n t e r r o g a t i v i : 

1) Dobb iamo tener conto dello sv i l luppo storico 
nell ' insegnamento delle f raz ion i? 

2) E opportuno fare un corso c ic l ico ? 

3) Dobbiamo dare I i b e r t à al professore nel l ' inse
gnamento delle f r a z i o n i ? 
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N.° 50 —Dezembro de 1951 

Quelques problèmes de physique théorique r ) 

par Antonio G i ã o 

I — Sur la masse propre du phoíon. Il — Sur la différence de comporte-
menr de la masse dans un champ gravifique el de la charge électrique 
dans un champ électromagnétique. Ill — Propriétés générales du champ 
électromagnétique généralisé. IV — Sur l'équation de S C H W I N G E R -
- T O M O N A G A . V — Champs magnétiques stellaires à variation périodique. 

I 

Sur la masse propre du photon 

De la quan t i f i c a t i on des é q u a t i o n s du champ m é 
t r ique interne et externe dans notre t h é o r i e un i ta i re 
[1] nous avons pu d é d u i r e l 'expression suivante pour 
le potent ie l é l e c t r o s t a t i q u e V (r) dune charge pon
ctuelle e i so lée , c ' e s t - à - d i r e suff isamment é lo ignée 
de toute autre charge: 

e"* r - e"1" r 

(1) * » - « , 
r 

où Y)I et Yj2 sont des constantes dont nous ind ique
rons plus lo in les valeurs. Ce potent ie l , ident ique au 
potent iel d é d u i t par M . L . DE B R O G L I E par sa m é t h o d e 
du « c h a m p s o u s t r a c t i f » [2] , est la d i f f é r e n c e d 'un po
tent ie l quasi coulombien à grande p o r t é e (constante 

et d'un potent ie l de Y U K A W A à fa ib le p o r t é e 
(constante f\z) . I l reste f i n i pour r - » 0 et correspond 
à une valeur f i n i e 

ez ( f i » — i)i)z 

(2) W0 - - 12 , . 
4 iji+rrjj 

de l ' é n e r g i e propre de la par t icu le é l ec t r i s ée . L a cons
tante v ] ! , qu i nous i n t é r e s s e i c i p a r t i c u l i è r e m e n t , est 
re l i ée par 

h 
(3) 

2T.C 
•m 

à la masse propre m % . du photon, que nous allons 
essayer de d é t e r m i n e r . 

D ' a p r è s notre t h é o r i e un i ta i re [ 3 ] , l'espace-temps 
peut ê t r e c o n s i d é r é comme une hypersurface Vt d'un 
espace aux i l i a i r e ambiant pseudo-euclidien pentadi -

mensionnel £ 5 , et toutes les p r o p r i é t é s é l e c t r o m a 
g n é t i q u e s correspondent à des p r o p r i é t é s de la m é t r i 
que externe de V4 dans E$. C o n s i d é r o n s , comme dans 
un t r a v a i l r é c e n t [4] auquel nous renvoyons le lec
teur pour é v i t e r des r é p é t i t i o n s , deux d é f o r m a t i o n s 
opposées (Di,Dz) de V i t c ' e s t - à - d i r e telles que les 
d é r i v é e s p r e m i è r e s et secondes des c o o r d o n n é e s des 
points de Es sur K j par r appor t aux c o o r d o n n é e s 
des points de V4, on t l a m ê m e valeur absolue et des 
signes o p p o s é s en tou t couple (P1, P 2 ) de points 
correspondants de Di et Z ) 2 . L a G é o m é t r i e D i f f é 
rent iel le nous apprend alors que les composantes tnik 

d u tenseur m é t r i q u e externe de V4, contrairement 
à celles du tenseur m é t r i q u e interne gik , ont la m ê m e 
valeur absolue et des signes o p p o s é s en Pi et P 2 • 

C o n s i d é r o n s les é q u a t i o n s du champ m é t r i q u e 
externe 

1 
(4) 

où Sik d é s i g n e le tenseur de R i c c i f o r m é avec le 
tenseur externe u>i(. , <S l ' i nva r i an t <oi't (avec 
tu'* u>hk = 8j) , Uik l a d e n s i t é d ' é n e r g i e - q u a n t i t é de 
mouvement de l ' é l ec t r i c i t é (ce tenseur joue, pour l ' é l ec 
t r i c i t é , un rô le p a r a l l è l e à celui du tenseur Tit. pour, 
la m a t i è r e ) , et enf in X M l a constante cosmologique 
é l e c t r o m a g n é t i q u e . Dans le cas où i l est possible 
d 'admettre l 'existence de deux d é f o r m a t i o n s D j et 
Z) 2 de l'espace-temps rigoureusement opposées , on 
d é d u i t fac i lement de (4) l a re la t ion 

(5) 

(*) R e c e b i d o e m Outubro de 1951. 
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valable en un po in t quelconque de Z)j ou de D%. 
Pour a r r iver [4] à cette re la t ion i l s u f f i t d 'appl iquer 
le s y s t è m e (4) à un couple quelconque (P^, P^) de 
points correspondants de D\ et , et de supposer 
que ces d é f o r m a t i o n s r igoureusement opposées de 
l'espace-temps sont a s soc i ée s à des d i s t r ibu t ions de 
charge é l e c t r i q u e ayant la m ê m e valeur absolue, c'est-
- à - d i r e que les valeurs absolues | Ûa | des compo
santes de l a d e n s i t é d ' é n e r g i e - i m p u l s i o n é l e c t r i q u e 
sont les m ê m e s en Pt et P z . 

Pour obtenir une autre expression de Uik, nous 
rappelerons i c i le pr incipe fondamental de notre 
m é t h o d e de quan t i f i ca t i on des é q u a t i o n s du champ 
m é t r i q u e . D ' a p r è s ce pr incipe , les é t a t s quantiques 
de Uik sont re l i és aux é t a t s quantiques de <oik par 
la re la t ion 

(6) Ufi*> = Í . Î7<» , (iï±m* L^), 
4 

dans laquelle l ' indice s u p é r i e u r l prend l a valeur 1 
pour la classe d ' é t a t s quantiques non a c c o m p a g n é s 
d ' émis s s ion ou d 'absorption de rayonnement, la valeur 
2 pour la classe d ' é t a t s q u i correspondent à une é m i s 
sion ou absorption de rayonnement et la valeur 3 
pour la classe d ' é t a t s d ' in terac t ion de la par t icule 
avec les autres part icules d 'un s y s t è m e . L ' ind ice 
s u p é r i e u r m symbolise l'ensemble des nombres quan
tiques habituels i n d é p e n d a m m e n t de l 'appartenance 
d'un é t a t à l 'une des t rois classes 1=1 , 1=2 et l=B. 

L a re la t ion (6) permet de quan t i f i e r le s y s t è m e (4). 
T o u t d 'abord, ce s y s t è m e peut ê t r e é c r i t comme su i t 

(7) S l k - U * - — ( V + \tJv>ik: 

L a quan t i f i ca t i on par (6) donne alors 

(8) 8P -J. i y +--57) *** • 
Pour pouvoi r envisager l'existence de deux p a r t i 

cules correspondant à des d é f o r m a t i o n s rigoureuse
ment opposées de l'espace-temps, i l f a u t é v i d e m m e n t 
quan t i f i e r l ' é t a t de ces part icules et ne c o n s i d é r e r 
que les é t a t s quantiques où d'une pa r t i l n'y a pas 
d ' in teract ion des part icules et où d'autre par t elles 
n ' é m e t t e n t n i n'absorbent de rayonnement. I l f a u t 
donc que les é t a t s des deux part icules appart iennent 
à l a classe dé f in i e par l = 1 . L a re la t ion (6) et le 
s y s t è m e (8) s 'appliquent donc à deux deformations 
rigoureusement opposées à la condi t ion de poser 
1=1. A f i n de comparer ce r é s u l t a t à (5), i l f a u t 
maintenant remarquer que cette re la t ion repose essen
t ie l lement sur l ' h y p o t h è s e de l ' é g a l i t é , en valeur 
absolue, de la charge des deux particules qu i occupent 
une paire de d é f o r m a t i o n s r igoureusement opposées 

de l'espace-temps. Or, i l est c la i r qu'une telle hypo
t h è s e exige, pour ê t r e valable, que l'espace-temps, 
abstract ion f a i t e des d é f o r m a t i o n s o p p o s é e s , soi t t e l 
que le Uik correspondant s'annule identiquement, 
d ' a p r è s les é q u a t i o n s du champ externe ( 4 ) . L'es
pace-temps le plus g é n é r a l q u i j o u i t de cette pro
p r i é t é est une h y p e r s p h è r e de D E S I T T E E , dont nous 
d é s i g n e r o n s la constante cosmologique par X° M . Nous 
devons donc é c r i r e pour deux d é f o r m a t i o n s r i g o u 
reusement opposées 

(9) fffl.-.f-Y^V'»*» t / = - 2 X 0 I „ 

d 'où l 'on d é d u i t en q u a n t i f i a n t 

(10) UT - - j x\, « j p , u<» = - 2 x«a. 

E n posant 1 = 1 et en comparant ce r é s u l t a t à (8) 
on obt ient f ina lement pour des d é f o r m a t i o n s r i g o u 
reusement opposées 

(11) S j f = - — (X w - X0M) u)\lm . 

Pour les champs faibles i c i c o n s i d é r é s , on a la l i 
n é a r i s a t i o n suivante 

(12) • u>i,!"" = Y ) ? O J ; ; ° " 

avec 

(13) Y,Ï - X, (X M - v>„) , 

Zn é t a n t la courbure moyenne de l ' h y p e r s p h è r e de 
D E SITTER la plus proche du domaine d'espace-temps 
e n v i s a g é . Cette constante T)I n'est autre que la cons
tante 7]) de (1), car ce potent iel est une solut ion 
p a r t i c u l i è r e d u s y s t è m e (8) l i n é a r i s é [1 ] , Posons 

(14) - P o ( X M - x o w ) = è , 

P0 é t a n t le rayon de l ' h y p e r s p h è r e de D E SITTER dont 
la courbure moyenne est X„. Comme on a A0 = llPn, 
on obt ient i m m é d i a t e m e n t 

h y* 

en comparant (13) à (3 ) . Ce r é s u l t a t exprime une 
re la t ion entre des p r o p r i é t é s microphysiques et macro-
physiques (cosmologiques) fondamentales de l ' U n i 
vers et montre d 'ai l leurs q u ' i l est impossible d 'envi 
sager le photon comme une par t icu le à masse propre 
é v a n o u i s s a n t e . Cette masse propre est cependant t r è s 
pet i te . E n effet , nous avons m o n t r é ai l leurs [3] q u ' i l 
f a u t poser 6 — 1 , de sorte que (15) devient 

(16) i r f L ' i H = 1 0 - « > g r , 
2 i r c P 0 
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pour P0 = I O 2 7 em. (ordre de grandeur généra lement 
admis en cosmologie relativiste). 

I l est curieux de constater l'accord de (16) avec le 
résul tat correspondant de la théorie de la particule de 
spin maximum 2 («gravi ton-photon») [5] , théorie qui 
par ailleurs repose sur des hypothèses peu séduisantes . 

I I 

Sur la d i f f é r e n c e de comportement de la masse 
dans un champ gravifique et de la charge é l e c 

trique dans un champ é l e c t r o m a g n é t i q u e 

L a mat ière et l 'é lectricité sont les deux contenus 
fondamentaux de l'espace-temps. Dans certains phé
nomènes , leurs propriétés se manifestent avec un 
paral lé l i sme presque parfait, tandis que dans d'autres 
phénomènes , non moins importants, leur comportement 
est essentiellement différent. Nous voulons nous 
occuper spéc ia lement i c i du point suivant : le mou
vement d'un corps dans un champ de gravitation est 
indépendant de sa masse, tandis que le mouvement 
d'un corps é lectr isé dans un champ é lec tromagnét ique 
dépend d'une manière essentielle du rapport char-
ge/massei Cette propriété ayant été considérée à tort 
jusqu'ici comme un obstacle très sér ieux s'opposant 
à un traitement unitaire de la gravitation et de 
l 'é lectromagnét isme, nous croyons utile de montrer 
qu'elle est une simple conséquence du fait que la 
masse est une quant i té essentiellement positive, 
tandis que la charge é lectr ique est positive ou n é g a 
tive. 

Résumons tout d'abord l'explication [4] de ce fait 
fondamental par notre théorie unitaire. Les propriétés 
é l ec tromagnét iques étant , pour cette théorie , des pro
priétés de la métr ique externe de l'espace-temps, sont 
naturellement empreintes de la dual i té caractér is t ique 
de cette métrique, par opposition à l 'unicité des pro
prié tés métr iques internes qui décr ivent les phéno
mènes grav i f iques -matér ie l s proprement dits. Par 
suite du fait qu'à toute hypersurface V x d'un espace 
ambiant on peut attacher deux tenseurs métr iques 
externes (o> i ( l), et (<u i ( [). satisfaisant à (u> i t), = — (<u,,,)i 
(ambigu ï t é de la direction de la normale en chaque 
point de V N ) , i l est .possible d'attacher, en accord 
avec les équat ions du champ (équat ions 4 de la Note I 
précédente ) , à toute déformation de l'espace-temps 
des distributions d'électricité ayant la même valeur 
absolue de la charge et des signes opposés . De même, 
deux déformations opposées de l'espace-temps (au 
sens de la Note I) seront occupées par des charges 
de signes opposés , tandis que la dens i té d 'énergie-
-impulsion matérie l le est essentiellement la même 
dans les deux déformations . On peut dire que la ma

tière est un contenu «interne» de l'espace-temps, 
tandis que l 'é lectrici té est en quelque sorte un contenu 
superficiel «inscrit» sur les faces «pos i t ive» et « n é g a 
t ive» de l'espace-temps, considéré en tant qu'hyper-
surface d'un espace ambiant pseudo-euclidien E 5 . 
E n d'autres termes : l 'é lectr ic i té correspond à quel
ques propriétés de la forme de l'espace-temps, tandis 
que la mat ière (masse) est «indifférente» à la forme. 
L a dif férence de comportement entre la mat ière et 
l 'é lectricité doit donc être, en dernière analyse, une 
manifestation de la dif férence fondamentale entre la 
structure métr ique interne et la structure métr ique 
externe (forme) de l'espace-temps, en dépi t du fait 
que ces deux structures sont décrites par des tenseurs 
symétr iques du second ordre satisfaisant à des é q u a 
tions du champ ayant la même forme analytique 
(équat ions 4 de la Note I et équat ions analogues pour 
9a, et T i t ) . 

Rappelons maintenant que selon la théorie des 
particules fondamentales [6] que l'on peut construire 
en se basant sur notre théorie unitaire, on doit 
admettre l'existence d'une seule espèce de particules 
vér i tab lement é lémenta ires , qui n'est autre qu'un 
électron généra l i sé susceptible de se trouver dans 
une in f in i t é dénombrable d'états de charge et de 
masse propre, dont le premier (n = l ) est l 'électron 
normal de charge + e et de masse propre (>%)<,, tandis 
que les autres é tats ( r e ^ 2 ) sont des é tats microélec
troniques ou des microélectrons dont les charges + e„ 
et les masses propres (m0)n satisfont à 

(1) (™o)„ = 
( « O ) , 

(Les rapports e„/(m0)„ sont donc constants pour tous 
les é ta t s ) . Toutes les autres particules fondamentales, 
y compris le proton et le neutron, doivent être con
sidérées , non comme des particules é lémentaires , mais 
comme des particules résu l tant de la fusion d'élec
trons général i sés , c 'est-à-dire d'électrons et de mi
croélectrons des deux signes. L e s équat ions densi-
taires du mouvement des fluides é lémentaires qui 
correspondent à chaque valeur de n s 'écrivent [7] : 

(2) 
d*x 

Ht 

' r i 1 dx' dx'-

I jk J ds ds 

dx' dx 

jk J „ ds ds Ç„ 

pour les fluides é lémenta ires de mat ière et 

(ejf).<. 

(3) 
d-x{ 

~dj { i 1 dx' dxk 1 

pour les fluides é lémentaires d'électric i té . Dans ces 
équat ions , @y et 0jj sont les tenseurs des tensions 
hydrodynamiques internes des fluides, Ç„ et ÇM des 
scalaires de dens i té généra l i sée de masse et charge 
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propres et í ' } 
\ j k l 

le symbole de Christoffel formé 

avec le tenseur métr ique externe iu t t comme L"* i 
est formé avec gik. On voit donc qu'abstraction faite 
de l'influence des tensions internes, les trajectoires 
des particules in f in i tés imales des fluides é lémentaires 
d'électricité sont les géodés iques de la métr ique ex
terne d Ci7 = u>tt dx' dxk. 

Nous avons montré en détai l dans un travail anté 
rieur [7] que l'on peut déduire des équat ions densi-
taires du mouvement les équat ions du mouvement des 
«centres de gravi té» des particules finies de mat ière 
et d'électricité , et nous avons écr i t ces équat ions 
dans le cas général . E n particulier, si l'on n é g l i g e 
l'influence du spin de la particule et de la non homo
géné i té du champ é lec tromagnét ique (influence qui 
n'apparaît préc i sément que lors du passage des équa
tions densitaires à des équat ions pour les particules 
finies), ainsi que l'influence de la réact ion du rayon
nement (réaction du champ métrique externe propre 
de la particule sur son mouvement), ce qu'il est permis 
de faire dans le présent travai l où i l s'agit simple
ment de chercher l'origine de la différence de com
portement dela masse et de la charge dans les champs 
de force, alors [7] les équat ions du mouvement d'une 
particule finie d'électricité s 'écrivent : 

(4) 

V' é tan t le vectou 
de la particule et 

(fV r i 1 ° ' 

de \jh J m 

vitesse du centre de «gravi té» 

(5) Í i f * 
g,* 

à x' + d à 

tu"k é tant le tenseur métr ique externe (abstraction 
faite du tenseur métr ique externe propre de la par
ticule dont on étudie le mouvement) et 7.w un sca
laire (courbure moyenne de l'hypersphère d'espace-

-temps telle que les S>'k= — -—\- u>'* soient des 

petites quant i té s par rapport à 1/X m ) . 
L e s équat ions (4) sont applicables à tout électron 

ou microélectron et ne manifestent aucune influence 
du rapport e/m sur le mouvement, de sorte que le 
comportement des électrons dans un champ électro
magnét ique pur est tout -à - fa i t paral lè le à leur com
portement dans un champ gravifique pur. Nous allons 
montrer que la dif férence essentielle de comportement 
de la masse et de la charge dans les champs de force 
n'apparait qu'à partir du moment où l'on considère 

des particules non é lémentaires formées par la fusion 
d'électrons et de microélectrons. Soit en conséquence 
un ensemble de v électrons ou microélectrons de 
charge + e„ et de masse propre (m 0 )„ (p = l , - - v ) . 
L e s rapports \ep\/(mB)p ont tous la valeur ej(m0)e 

de l'électron normal. L e mouvement de chacune de 
de ces v particules d'électricité satisfait aux équa
tions (4), de sorte qu'on peut écrire pour la particule 
complexe 

Q é tant la charge de la particule donnée par 

Q = S e„ . 
i 

Les équat ions (6) peuvent s'écrire comme suit 

1 v d V' 

ds (ra0)„ ("•o). 

+ 772 , ITT ( [ A V> V* e> - 0 • ' 
Remarquons que les e„ de même que les (Xa)p peu

vent être positifs ou négat i f s , mais les rappports 
ep/("'-w)p sont toujours positifs, conformément à des 
résul tats antérieurs [4] . On peut donc écrire 

2], - 3 - —r ( m o) , + Q T " *> (ma) 
8'" 

(*»), 
;([>>,Mî>) V J F * e , - 0 . 

L'opération de fusion que nous envisageons ic i 
é tant une opération après laquelle toutes les parti
cules prennent la même quant i té de mouvement, on 
voit que l'on peut écrire aussi après fusion des par
ticules 

(7) 

Posons 
(X»), I 

( [ * , . ; ' * ] £ ) , * - 0 . 

V V 
("»o)«C2 

\e\Q CM I, 
([h,jk]i)ep 

et déf inissons par 

~Ds 
1 d V > < ^ • S , -^-(-o) , 

.1/, 

( M 0 masse propre de la particule) l 'accélération du 
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centre de gravite de la particule complexe. Lea 
équat ions (7) prennent alors la forme 

(8) 
D V 

+ V> V1 - 0 . 

Nous sommes ainsi arrivés très simplement à des 
équat ions du mouvement de la particule é lectr isée 
sous l'action du champ é lec tromagnét ique (général i sé) 

(^Fji^S où l'influence du rapport charge/masse 

propre apparaî t classiquement. Pour une particule 
dont la vitesse reste très inférieure à e ( V « I , 

j = 1 , 2 , 3) , les équat ions (8) se simplifient et 
prennent une forme lorentzienne classique 

D V 
(9) — H 

Q 
. ? p = 0 , ( ? i = ( 2 - S * ) / ^ \ ) . 

Ds M0 c2 

Nous verrons dans la Note I I I que les ipj se 
réduisent au champ é lec tromagnét ique classique lors
que les (u° satisfont à des conditions très générales . 
Quoi qu'il en soit, le résu l ta t (7) montre nettement 
que l'intervention de Q/Mo dans le mouvement de la 
particule soumise à un champ é lec tromagnét ique 
provient du fait que la particule n'est pas é lémentaire . 
Inversement, la fac i l i té de la déduct ion de (8) à par
tir de (4) peut être considérée comme une preuve que 
toutes les particuless dont le Q/Mo n'est pas celui de 
l'électron résul tent de la fusion de particules é l émen
taires. Nous voyons ainsi que la di f férence de com
portement de la masse et de la charge dans les champs 
de force n'est au fond qu'apparente, puisqu'elle dis
parait pour les électrons et les microélectrons dont 
sont formées toutes les particules. 

I I I 

Propr ié tés g é n é r a l e s du champ é l e c t r o m a g n é t i q u e 
g é n é r a l i s é 

Dans la Note précédente , nous avons rencontré 
des grandeurs à trois indices Fjk déf in ies par 

(1) 
(m 0)„ c 2 («o), C 2 8* 

XjkU e 7.coL , J 1 m 

et qui représentent, dans notre théorie , le champ 
é l ec tromagnét ique qui agit sur les particules elec-
tr isées . I l convient d'étudier les propriétés générales 
de ce champ é lec tromagnét ique généra l i sé et de 
mettre en evidence les conditions nécessa ires et suf
fisantes pour qu'il se réduise au champ é lectroma
gné t ique classique à deux indices. 

Disons avant tout que la généra l i sa t ion à laquelle 
conduit nécessa irement notre théorie est bien natu
relle, puisque c'est aussi une grandeur à trois indices 

* \ j k i„ 2 \dxk dxh dx> J 

qui' r é g i t le mouvement des particules matérie l les 
sous l'action d'un champ de gravitation et qui 
représente donc le vér i table champ de gravitation 
selon les équat ions bien connues 

d Vi 

+ G)k V V = 0 , 

dont la forme est tout à fait analogue à celle des 
équat ions (4) de la Note I I . 

De la loi de transformation des symboles de C H B I S -
T O F F E L de première espèce pour une transformation 
de coordonnées x' -» x', on déduit immédia tement 

(2) 
d x" dxb d xc 

- —'. — —~ 
d x' d x' d x* + 

(m 0 )„c2 1 d x" d* xb 

àxk dx'dx' 

L e champ Fjk est donc un tenseur du trois ième 
ordre lorsque la transformation x'-*x* appartient au 
groupe des transformations l inéaires . I l en est donc 
ainsi pour toute transformation de Lorentz. De plus, 
F)k se comporte comme un tenseur du second ordre 
dans toute transformation x'-^-x' l inéaire qui laisse 
invariante l'une des coordonnées . On a alors par 
exemple 

_ dx" dxb 

K o —— • 
t)x" dx' 

E n particulier, dans le cas important des trans
formations l inéaires purement spatiales, on a 

- F i i% dx" 
dx' dx' 

De la déf ini t ion de F),, on dédui t 

S% - *v - 0 , 

(jno),c* 1 ( U g 

et 

I'lk + F'ik = 
Xw dx1-

E n particulier, pour k = i (valeur temporelle de 
l'indice) on a 

(«lj).o« 1 a a » 
e XOJ dx* F1,* + K = 

de sorte que F'^ se comporte comme un tenseur 
ant i symétr ique du second ordre pour des transforma
tions l inéaires purement spatiales des coordonnées 
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lorsque la métr ique externe est statique. L a déf in i 
tion (1) donne enfin pour & = 4 : 

à A' 

dx' 

d A' 

dx' 

( m 0 ) e c 2 1 àK 

7.e> dx* 

" e 2 

S i la métr ique est statique le champ . F j 4 dér ive 
donc du potentiel A'. Remarquons ic i que dans 
toutes les relations précédentes nous avons écr i t F'lk 

au lieu de Fijk bien que les premiers termes du second 
membre de (2) représentent une loi triplement cova-
riante. Mais on doit écrire, par suite de (1), F'jk — 

L a transformation (2), pour un changement x ' - * x » 
l inéaire, peut s'écrire comme suit : 

(3) 
dx° dx"\ àxi 

dx> à x> J à x 4 

+ Fi 
d x" à x b \ dx1 

dx' d x> dxi ' 

avec l = 1, 2 , 3 . Considérons alors une transfor
mation de LORENTZ 

1 

( x ' l / l - p 2 + O ' / C ) 2 -

(x 4 — i v, x'/c), 

*lio) , 

v/i— 
qui donne à (3) la forme suivante 

dx" dxb 

- *ï 

dx' dx- J ( / l - P 

dx' f)xf'\ v ' l i c 

Pour des petites vitesses par raport à c les 
termes en Ffo sont des petites quant i tés par rapport 
aux termes en F%(ij, de sorte que F'M) se comporte 
alors aproximativement comme un tenseur du second 
ordre (ant i symétr ique si la métr ique externe est sta
tique). 11 en est de même des f ) de l 'équation (9) de 
la Note I I précédente. E n résumé, le champ é lec tro
magnét ique , d'après notre théorie , ne peut être d é 
crit par un tenseur ant i symétr ique du second ordre 
(comme le tenseur de M A X W E L L - M I N K O W S K I classique) 
que dans les conditions que nous venons de mettre en 
évidence . Dans le cas général , i l faut utiliser Fjk 

pour décrire le vér i table champ é lec tromagnét ique . 

I l est intéressant de comparer, dans un cas simple, 
la loi du mouvement relativiste classique avec la loi 

déduite de F)k . Considérons une particule é lectr isée 
partant du repos et se dép laçant suivant l'axe des x1 

sous l'action d'un champ é lectros tat ique homogène 
pur. Abstraction faite de la réact ion du rayonnement, 
l 'équation relativiste classique du mouvement s'écrit 

(4) 
ds + 

Q dx'' 

ds 
= 0 . 

Mais on a ic i 

[d X 4 \ 2 
(V*-= d x} jds) 

de sorte que 

d F * 

IT 
Q 

- <?l tfl-(yi)i = o 

d'où en i n t é g r a n t (avec s 

M0c* 

(6) x l = x j + -

ou bien : 

(7) xi - x i + 

iiet) : 

M » c 2 r u 
cosh 

Q<fl L 
Q , fi 

C 2 \M0 

3 <* 

+ c* \ M 0 / 6! 

(les termes d'ordre > 2 sont la correction relativiste 
au mouvement newtonien). 

L'équat ion du mouvement, é tudié selon notre 
théorie , s'écrit 

(8) . FL 
ds + JW o C2 

ou bien, par suite de (5) : 

dVi Q 
— + — - *1« [1' 

ds M0cZ 4 4 1 ' 

E n in tégrant on obtient 

Mac* 

<fo*\ 2 

^7 = 0 ' 

(Fi)2] = 0 . 

(9) : 

ou encore (pour 

(10) 

Q 

- W o g c o s 

Q FU t/Ah c I < */2) : 

c2 \M, 

3 Í 4 1 

3^1 + ~~c* 
1 II 

6 - 1 5 

On voit que la correction relativiste n'a pas la 
même valeur dans notre théorie et dans la théorie 
classique et que l 'écart des deux corrections peut 
devenir sensible pour de grandes valeurs de t , 
c'est-à-dire après un long parcours de la particule, 
on bien pour des champs é lec tros tat iques intenses. 

V V 
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S i l'on d é s i g n e en effet par (x 1),.,,^ sa position sui
vant la théorie classique, les résul tats précédents 
donnent 

i / Q y i 

i 
+ 

M0 

M0"J 6 ! 

4 ! 

puisqu'on a ic i =<= . Dans une vér i f i ca t ion 
expér imenta le de ces résul tats i l est probablement 
plus facile de comparer les vitesses au lieu des es
paces parcourus par la particule. On on alors: , 

(11) 
dx* 

dt 

+ 

dx^ 

— (--
<* \ M 0

9 i 

5 15 

5~! 

Q_ 

fi + 

•i 1 

3 ! 

On voit que pour des champs très intenses l'effet 
é tudié ic i peut devenir sensible même après un par
cours relativement petit de la particule. L a formule 
(11) montre que la vitesse de la particule est cons
tamment supérieure, d'après notre théorie , à la v i 
tesse déterminée par l 'équation relativiste classique 
du mouvement. 

I l est à peine nécessaire d'insister sur l'importance 
de la vér i f i cat ion expér imentable de l'effet exprimé 
par la formule (11), car une telle vér i f i ca t ion équ i 
vaudrait à vérif ier expér imenta lement que la notion 
classique de champ é lec tromagnét ique (tenseur anti
symétr ique du second ordre) doit être généra l i s ée par 
une grandeur à trois indices F)k, ce qui est l'une 
des principales conséquences de notre théorie uni
taire (l). 

I V 

Sur l ' équat ion de SCHWINGER -TOMONAGA 

Considérons, dans l'espace-temps, une famille d'hy-
persurfaces 3-dimensionnelles o du genre espace, 
dépendant d'une paramètre temporel T . Prenons, 
sur l'une quelconque des a, un réseau orthogonal 
x' ( j = l , 2 ,3 ) et d é s i g n o n s par p' les coordonnées 
géodés iques locales orthogonales correspondantes en 
un point P (x) de o. L'axe temporel local p 4 est 
normal à o et l'on a sur a: d pi=f (x) dr . 

Suposons qu'il existe un hamiltonien H (x) tel que 

(') A priori d'ailleurs la loi relativiste classique (4) du mou
vement ne peut être exacte. E n effet, contrairement à ce qui 
arrive avec (9), conséquence de la loi général isée (8), l'expres
sion (6) n'implique pas, par e l le -même, l'existence d'une borne 
supérieure pour les valeurs de s, du fait que la vitesse de la 
particule est nécessairement < c . 

la fonction d'état T (x) du sys t ème étudié satisfasse 
en chaque point de o à l 'équation d'évolut ion 

dp* 
= H(V) 

4^ - [ / ( * ) f f ( x ) ] ( T ) . 

(1) 
qu'on peut écrire 

(2) 

D é f i n i s s o n s par 

(3) \ _ f f ( x ) « ( x ) d o j y V d o = j ' f ( x ) H { x ) V d i 

un opérateur hamiltonien S) (x) et posons 

(4) 

(S) 

W [a] — — J W d t 

On dédui t alors de (2) : 

dV [a] 

à* 
= [ y í í a / ( x ) < õ ( x ) ] v [ o ] . 

S i l 'opérateur <ô (x) ne dépend pas de x, la solu
tion générale de cette équat ion s'écrit formellement : 

( 6 ) m - f c * * f * * * * * ) v » w 
V0 [a] décr ivant l'état «init ial» du sys tème et l 'opé
rateur exponentiel é tant naturellement déf in i par le 
déve loppement 

j / f / W ' S W = 1 + TJ rfa/(x) £ (x) + 

+ f o / ( * ) » ( » ) J d o ' f ( x ' ) «(»') + ••• 

Soit V le volume d'espace-temps compris entre 
deux hypersurfaces o1 et a de la famille et poson» 

(8) 
S <F [o] 

l im 
v [*'] — <r [o] 

S o (x) 

la notation S/o*o(x) servant à rappeler que l 'opéra
tion V - » 0 a lieu dans le voisinage du point x de o. 
E n remarquant que dV = / x d a , on voit que (6) 
est aussi la solution généra le de l 'équation fonction
nelle 

»¥[«] 
(9) So (x) 

formellement identique à l 'équation de S C H W I N G E R -
TOMONAGA [8,9] . L a déduct ion précédente montre 
nettement l'origine de cette équat ion et de la fonc
tionnelle d'état W [o ] . L'équat ion (9) peut être 
soumise à une opérat ion de superquantification qui 
confère à V [o] le caractère d'un opérateur fonctionnel. 

Les recherjhes d 'é lectrodynamique quantique 
basées sur l 'équat ion (9) utilisent toujours des d é v e 
loppements en série analogues à (7), ce qui donne lieu 
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à des calculs impraticables dès que l'on veut pousser 
les approximations au delà du premier ou du deu
x ième ordre. I l nous semble donc très utile de mettre 
la solution (G) sous forme finie. Pour cela, cons idé 
rons d'abord la solution générale de l 'équation (2) qui 
s'écrit formellement : 

(10) n.- _ j V ( * ) * * ( * ) ! (f,,). 

D é s i g n o n s par <p0 une solution part icul ière de (2) 
telle que Vo + fo admette un logarithme. Posons 
i2 = i ï i + j r / 2 , où l 'opérateur -ffi est la partie de 
l'hamiltonien qui dépend explicitement des symboles 
àldp'• Pour toute fonction F dér ivable nous écr irons: 

[ e T " ' J ( F ) - C ( F ) . 

L a solution (10) prend alors la forme 

û(j- log <t>o)\~\f 
( H ) * = ¥ + <p0 = 

Supposons que l'on a 

(12) Hl - k y J - , Ht = g ap (x) , 
àp' i 

é tan t une constante et les -j' et E" des matrices sa
tisfaisant à (Y)* = (e*)'1 = 1 . Dans ce cas on aura 

e z , / - — J l^cosh ( T a p ) + sinh ( t o , ) 

et 

e T / / ~ l i , 
I 

Mais on a : 

[ cosh I T k — 1 + y sinh | T /<• ^ ) 

H - > £ ) ] F (x , r ) 

- [ F ( X ' + ? , T ) -f F ( x < - Ç , t ) J , 

j^sinh 
dàj 

F ( X , T ) = 

avec 

î r z i + ç dp' = 
[x' coordonnées géodés iques 

de pôle P ( x ) ] , 

et nous poserons pour simplifier l 'écriture 

[ e R » ' ] ( F ) = < r ( F ) - | F | . 

Par suite des résul tats précédents , on voit que (11) 
prend la forme: 

(13) 

+ sinh (T ar) ep] ( e 

[cosh (T ap) + 

Telle est la solution de l 'équation (2) sous forme 
finie quand l'hamiltonien a la forme (12), ce qui est 
en particulier le cas de l'hamiltonien de D I R A C pour 
lequel on a 

(14) >h = —f=. 7 
/ r i ' à p j ' 

Aj : y — m • c a 4 ) , 

les y et m é tant des matrices bien connues. 
De la solution (13) on dédui t immédia tement par 

(4) la solution de l 'équation de SCIIWINGER-TOMONAGA 
correspondante. I l est permis d'espérer que cette so
lution sans déve loppements en série pourra simpli
fier beaucoup les calculs de l ' é lee trodynamique quan-
tique. 

C h a m p s m a g n é t i q u e s stellaires 
à variation p é r i o d i q u e 

E n appliquant les équat ions de CODAZZI à un do
maine quasi-statique de l'espace-temps on trouve [10] 
la relation suivante entre les composantes spatio-
-temporelles des tenseurs métr iques externe atu et 
interne gm d'un tel domaine 

dx1 dx1 

(Jyl 

+ A* ( is* - í i k \ 
+ A , ) \ d x > d x ' ) ' 

1 , 2 , 3 ) , 

(1) 

avec 

(2) 24j; = XSi. + «T"Ù,(4 

"/ é tant la courbure moyenne de l'espace-temps et 
&D, un tenseur dont les composantes sont des petites 
quant i té s par rapport à l g i k au moins pour i=j=k . 
Or, nous savons [7 , 10] (voir l 'équat ion 1 de la 
Note I I I ) que le champ m a g n é t i q u e if; est donné 
par 

(3) 
d<*u  

d Xs dx' 

à<".a 
Jx~" 

On a donc pour un domaine quasi-statique de l'espace-
-temps 

(4) H, 
(mo), C-

7*> V/ — 1 
( 4 

\d*> ()x>, 
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í ,j , l é tant une permutation circulaire de 1 , 2 , 3 . 
Considérons une sphere en rotation constante. I l est 

facile de déduire [10] des équat ions du champ mé
trique interne gik la solution extér ieure suivante 

(5) 
2 K 

c V - 1 
{UjX, — U,Xj) , 

Mr„t é tan t le moment de rotation de la sphère, K 
la constante newtonienne de la gravitation, r la dis
tance du point extérieur P au centre de la sphère, 
Uj les composantes du vecteur unitaire de l'axe de 
rotation, xt des coordonnées orthogonales sphéro-
centriques et -j- un coefficient numérique < J 1 ( 7 = 1 
pour une sphère dont la dens i té et la vitesse de rota
tion sont constantes ou possèdent la symétr ie sphé-
rique). r E n comparant (5) à (4) on dédui t immédia 
tement 

(6) H 
/o) e c 

K 7 Mnv rot p x v {^j J , 
où nous avons posé \ = A\ + A\ (cette quant i t é \ 
est un scalaire pour des transformations purement 
spatiales des coordonnées et d'autre part A't + A\ a 
la même valeur pour toute valeur de j et l — l , 2 , 3 ) . 
L 'é lec tromagnét i sme classique nous apprend que 
(6) est le champ m a g n é t i q u e extérieur d'une sphère 
un i formément a imantée dont le moment m a g n é t i q u e 
Mmtm. est donné par 

(?) 
2 5 (mo), 

MmKI». - v K~t M r o t . . 
JCw ec 

Nous avons appl iqué précédemment [10, 11] 
cette formule pour expliquer le champ m a g n é t i q u e 
général de la Terre, du Soleil et de certaines éto i les 
m a g n é t i q u e s (78 Virginis par exemple) é tudiées par 
H . W . B A B C O C K au MOUNT W I L S O N [12]. L e s champs 

m a g n é t i q u e s stellaires à variation pér iodique décou
verts par B A B C O C K [13] peuvent d'ailleurs être expli
qués aussi par (7), car le coefficient \ a en général 
une variation pér iodique [14]. E n f i n , nous avons 
montré [15] qu'en ne n é g l i g e a n t pas les composantes 
non diagonales du tenseur A\ déf in i par (2), les 
équat ions de CODAZZI donnent une relation plus g é n é 
rale que (6) et expliquent facilement l'inclinaison de 
l'axe m a g n é t i q u e par rapport à l'axe de rotation. 

Dans le présent travai l nous voulons général i ser 
quelques uns de ces résu l ta ts en montrant que la 
forme du coefficient \ à laquelle conduit la théorie 
rend compte très a i s ément de la courbe du champ 
m a g n é t i q u e polaire H, de l'étoile B . D . - 1 8 ° 3789 
(constellation de la Vierge), récemment publ iée par 
B A B C O C K [16], Pour déterminer le coefficient % on peut 
utiliser, comme nous l'avons fait dans un travail an

térieur [14J, les équat ions de propagation du second 
ordre des fonctions d'onde fondamentales f,„„ et 
de notre théorie unitaire 

[m = 1 , 2 , 3 , 4 ; « = l , 2 , - . - , o o ; • laplacien 
(dalembertien pour une métr ique interne hyperbo
lique normale) at taché à la métr ique gik ; dalem
bertien at taché à la métr ique externe wik et formé 
avec les e»lk comme • est formé avec les gik. Pour 
un domaine quasi-statique les équat ions (8) peuvent 
se mettre sous la forme 

(9) • <ï>„ 7M 
à2 

U)44 
d (*4)2 

E n cherchant [14] pour ?i = l [niveau principal ( é lec 
tronique) des tenseurs de densi té d 'énerg ie - impuls ion] 
une solution de la forme 

(10) <I>ml = X (X*) V M (X» , X2 , x3) + ¥ m l (xl , X2 , x3), 

généra l i sa t ion minima de la relation <ï>,„, = X V m l 

pour le cas statique, on trouve ( X 4 = Î C Î ) : 

cPX ac* 

I f ( H ) 
l + * w û , 4 4 ' 

<fai = a Vml . 

a é tant une constante arbitraire et 

c 2 (**, Pi - « j 

l + ^ û , 1 
(12) 

On obtient donc 

(13) }. (t) = Xfl — A sin (a t) , 

eu choisissant convenablement l'origine des tempi et 
en posant 

(14) 
\a 01 — *i 

Considérons maintenant les tenseurs de dens i té 
d 'énergie- impuls ion Tik (*ï"m)1) et TJik (<I>m„) exprimés 
par les fonctions d'onde fondamentales et leurs dér i 
vées [v. par ex. 7]. Les composantes spatio-tempo
relles ( T 4 / , Í7 4 j , 7 = 1 , 2 , 3 ) de ces tenseurs sont 
les suivantes (on n é g l i g e i c i les petites contributions 
des niveaux J>2 et on tient compte de la condi
tion à *î"„,,/c)x4 = 0 dans le cas actuel) : 

( i 5 ) u, - A {(*., * 4 * r ) + 
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(16) 
2 l dpi ta 

où nous avons dés igné par q' les coordonnées g é o -
dés iques locales orthogonales a t tachées à la métr ique 
externe et déf in ies en chaque point par d il- = 

i 
= u>it. dx' dxk — 2 (dq')1 (pour ce qui est de la s i -

î » 
gnification des matrices sj et sj, voir par exemple 
[7]). Posons 

'Mi - 4" (<P».l «Ji * f - *ml »íl f f ) I 

(17) 

i r / a»r 
ta 

ni ' i l ta 
, ta'." 

2 \f""eÍiJq~ 

On obtient alors 

(18) ^ - { [ V Í + ^ 
o A l / * û) V-a 

ta 

cos (at) +• ( A2 y f —— ) sin-' (a i) 

A ( 2 X 0 
\/~Am ) sin (a i) 

Des équat ions du champ métrique externe (équa
tions 4 de la Note I) on dédui t la solution suivante 
dans un domaine quasi-statique 

(19) mu (P ) - - — / - ^ p i » Q , ( Í - Í , 2 , 3 ) , 

en n é g l i g e a n t naturellement le terme cosmologique 
en X ( u . E n appliquant cette solution à une sphère 
en rotation et en utilisant (1) et (5) on voit que l'on 
peut écrire dans ce cas 

(20) i ( f ) = 2 X 0 
: {u, x, - u, x,) 

(m0)„ ri 

d'où l'on dédui t en tenant compte de (6) 

(21) ^-«V* («' = 1 , 2 , 3 ) . 

Comparons la solution (19) à la solution extérieure 

1 CTu (Q) (22) Si 2TT J r 
, ( ' = 1 , 2 , 3 ) 

pour le champ métrique interne quasi-statique qui 
prend la forme (5) pour une sphère en rotation. Par 

suite de la condition (21) on doit avoir nécessa ire
ment pour une sphère en rotation 

(23) («• = 1 , 3 , 3 ) 

L e coefficient de T 4 , dans l'expression (18) doit 
donc être é g a l é au scalaire Ç/X^ dans le cas d'une 
sphère en rotation constante. Posons donc : 

(24) 

è, = 

à, • 

a A 

+ (X,, wv + T 1 ; ) X Xm ^/xu 

, - . J^i, 
Xiu y X X t l J „ , 

v y x x ^ , 

X m + - X X „ 

L'expression de | devient alors : 

(25) 5 = 6! + i 2 cos (o íj + b3 s in 2 (o <) + bt sin (aí) . 

De la relation (6) on dédui t i m m é d i a t e m e n t le champ 
polaire à la surface d'une éto i le de rayon r0 : 

(26) B 

Ht = B l , 

4 (™<>)- t ^ r o l . 
Y T ~ r 

E n tenant compte du résultat (25), on obtient donc 
finalement: 

(27) Hp = « 6 t + B é 2 c o s (at) -f Z? A3 sin* (T i) + 

+ B 64 sin (<j <) . 

Pour l 'étoi le B . D . - 1 8 ° 3789, qui se prête parti 
cul ièrement bien aux mesures de l'effet ZEEMAN par 
suite de l'orientation de son axe m a g n é t i q u e suivant 
la ligne de vision, BAUCOCK a montré [16] que la 
courbe d'équation 

(28) H, (gauss) = 2000 + 6600 cos (g «) — 

— 1600 cos (2 <yt) 

représente très bien les observations avec 

(29) 1,25 microcycles/sec. 

L a période m a g n é t i q u e Pm ( éga le à la période 
de la variation d' intensité des raies méta l l iques) a la 
valeur : 

Pm = = 9,295 jours . 
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L'équat ion ( 2 8 ) de la courbe des observations peut 
se mettre sous la forme 

( 3 0 ) Hp (gauss) = 4 0 0 + 6 6 0 0 cos (o-í) + 
+ 3 2 0 0 sin* (at) 

puisque 2 s in 2 (at) = l — cos (2a t). Remarquons que 
les coefficients Bbt , Bb^, B b3 et B bt de ( 2 7 ) ainsi 
que o font intervenir, d'après ( 1 2 , 2 6 , 2 4 ) , les cons
tantes arbitraires Xn>-^!^><û 4" e * ï 1 u e l ' o n peut 
déterminer maintenant, pour l'étoile en question, en 
posant 

Bb^ = 4 0 0 gauss ; B b2 = 6 6 0 0 gauss 

B 6 3 = 3 2 0 0 gauss ; b4 = 0 ; 

o 
= 1 , 2 5 microcycl./sec. 

2 ^ 

Ces valeurs rendent identiques la courbe théo
rique ( 2 7 ) et la courbe des observations ( 3 0 ) . Remar
quons que bu = 0 implique, d'après ( 2 4 ) , pour l'étoile 
B . D . - 1 8 » 3 7 8 9 : 

W i i = ~ T>' 

d'où l'on dédui t aussi 

2 A; 

puisque 6 1 > 0 . 
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G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 
N.° 50 —Dezembro de 1951 

Sulla media e ia varianza di un camp/one 
di G . Pompilj 

Roma 

1. — Posizione dei problema 

Sia M una massa finita formata da H elementi 
e l > e 2 > " - ' j e H a c u i competono ordinatamente certi 
valori x l , x 2 , ••• , xH di un dato carattere quanti
tativo X . 

Ai la massa M resta in tal modo associata una 
variable casuale S che assume i valori x 1 , x i , 
• •• , xH —non necessariamente tutti distinti —ciascuno 

con la stessa probabi l l i tà — . Se poi hi degli H 

valori Xi coincidono in un certo valore x\ , ftz coin-
cidono in x'z,---,kk (k^H) coincidono nel va
lore x\, potremo anche dire che la v. c. (sigla di 
«variabi le casuale») ï assume i valori x\, x ' 2 , 

Aj hi 
• f j » t c o n probability Pi=Jj> Pz = j j , - - > 

K 

Secondo un simbolismo da tempo in uso indiche-
remo con mr i l momento r - m o delia v. c. 3c : 

(3E-) - ^ S i 3 5 ? (*• - 1 , 2 , - " ) ; 

tra questi momenti è particolarmente importante 
quello dei primo ordine , che è comunemente 
chiamato «media». 

Indicheremo poi con mr i l momento r -mo rispetto 
alia media : 

m, = M ([3E — m,Y) = A, J J , (?,-m,)' (r = 2 , 3 , • • • ) ; 

tra questi momenti è particolarmente notevole quello 
di second ordine che indicharemo con [J-J e chiame-
remo, secondo una terminologia ormai diffusa, 
varianza delia v. c. 3t. 

Ciò premesso immaginiano di avère un campione 

delia nostra v. c. costruito scegliendo a caso 'N ele
menti delia massa M , con un procedimento rispetto 
a cui tutti gli elementi delia massa si trovino nelle 
stessi condizioni, e raccogliendo poi i valori che i l 
carattere X assume in corrispondenza agli elementi 
scelti. 

Sopra questo campione, con qualche avvertenza 
che chiariremo nel seguito, si definiscono due para-
metri emi e cu.2, chiamati rispettivamente media e 
varianza dei campione, i quali, al variarc dei cam
pione stesso, deserivono due v. c. che è interessante 
studiare, determinandone in particolare, la media 
e la varianza. 

In vista di tale problema è opportuno precisar 
meglio i l método di scelta che, come è noto, può 
essere di due tipi fondamentali: 

I ) estrazione a caso con ripetizione (schema bernoul-
liano) in cui si rimette di volta in volta Pelemento 
estratto nella massa, 

I I ) estrazione a caso senza ripetizione (schema 
delTestrazione in blocco) in cui 1'elemento estratto 
non viene ricollocato nella massa. 

II problema che ci siamo prospettato nelle righe 
precedenti è g i à stato risolto sia nello schema ber-
noulliano che in quello dell'estrazione in blocco 

Tut tav ia in sede di sistemazione espositiva dei 
risultati si può raggiungere una notevole semplifi-
cazione basandosi sull'impiego s i s t emát i co delia 

(*) Ricevuto nelP Ottobre 1951. 
(') Per le formule relative alio schema di B E R N O U L L I ved. un 

qualunque buon trattato di «Statistica» o uCalcolo délie proba
bilité» ; per quelle relative alio schema dell'estrazioue In blocco 
ved. : A L . A . T S C H U P K O W : On tlie mathematical expectation of the 
moments of frequency distributions in the case of correlated obser
vations, Metron, I I , 1923; J . S. N E Y M A N : Contribution to the 
Theory of Smalt Samples drawn from a finite Population, Bio-
metrica, X V I I , 1925 ; A . E . R. C H U R C H : On the means and squared 
standard-deviations of small samples from any population, Bio-
metrica, XVIII, 1926. 
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v. c. delle prove ripetute associata alio schema d'estra-
zione, i l cbe rende, per cosi dire, au tomát i co i l pro
cedimento per ricavare le formule. 

Ho g i à esposto completamente questo metodo d'im-
postare e risolvere i l problema nel caso bernoulliano 
dell'estrazione a caso con ripetizione (J) ; in questa 
Nota impiego lo stesso metodo anche nel caso dell'es
trazione in blocco, cosa che non mi ero ancora deciso 
a fare non tanto per d i f f i co l tà concettuali —perché mi 
sarebbe bastato seguire pedissequamente quanto avevo 
g i à fatto per i l caso bernoulliano — quanto per una 
certa laborios i tà di calcoli veramente scoraggiante. 

Ma esigenze di simmetria e amore di completezza 
mi hanno spinto ad introdurre anche questo argo-
mento nel mio corso di «Calcolo delle probabi l i tà» 
inducendomi cosi ad affrontar la fatica che, con 
qualche opportuno accorgimento che i l Lettore no
tera, ho cercato di rendere minima. 

Aggiungo che i Campioni ottenuti con scelta a caso 
senza ripetizione sono g i à statti studiati sistematica
mente da G . G I N I ('-) i l quale ha stabilito risultati 
fondamentali sopra le medie combinatorie potenziate 
di tali campioni. 

2. — La v. c. dell'estrazione in blocco 

I risultati delle prove ripetute N volte, con estra-
zione a caso senza ripetizione, nell'ipotese di k a l 
ternative, descrivono, al variare dei grupo di N prove, 
la v. c. múl t ip la ( £ ) i , £ > 2 , ••• ,£)k) , detta «dell 'estra
zione in blocco», che è (k—1)—pia e non k—pia, 
come potrebbe sembrare, perche le k v. c. £5j sodis-
fano alia relazione idênt i ca : 

(2.1) £>i + C , + ••• + £ ) „ = N. 

I momenti fattoriali di tali v. c. sono noti ( 3) : 

2.2) m ( r , , . . . , ,„) = M [ £ > ! ( £ ) ! - 1) 

••(£>!- n + 1) £> 2 ( 0 2 - 1) •• ( 0 2 - r2 + 1 ) . . . 

• • • o a a - i ) ••(o*-»-*+ i)] = 
N ( N - l ) •••(N-r + H) 

= Ai («1 — 1 ) • • • 
H ( H - l ) . . . ( H - r - r î ) 1 V 1 ; 

. . . (A, - - , + 1) A 2 ( A 2 - 1) ••• (A 2 - r2 + 1) 

• • - A t . ( A k - l ) - - ( h k - r k + l ) 

dove si è posto r = r\ -j- r2 ••• + r k . 

Mediante i momenti fattoriali si possono poi ca l -

(') Ved. : G . P O M P I L J : Complcmenti di calcolo delle probabilità, 
VescM, Roma, 1948 ; pagg. 148 e beg. . 

(') Ved. : C . G I N I : I.e medie dei Campioni, Melron, X V , 1950, 
G . P O M P I L J : Sulle medie combinatorie potentiate dei Campioni, 
Read. Sem. Mat. di Padova. X V I I I . 1948. 

( 3) Ved. : G . P O M P I L J : Complementi di Calcolo del'e Probabi
lità, Veschi, Roma, 1948, pag. 135. 

colare subito i momenti ordinari e quelli rispetto 
alia media, ricorrendo a formule assai facilmente 
ricavabil i e che qui, per comodi tà dei Lettore, 
mi limito a riportare per i momenti fino al quart'or-
dine. 

Diamo anzitutto le formule che legano i momenti 
ordinari a quelli fattoriali : 

(2.3) 

— m(il 

m2 mm + ™<1) 
mi ,1 — ™<i,i> 
TO3 — m(3> 4- 3 ma, 
m2, j «<s, i ) + ™<i, D 
m l , 1,1 = 
TO4 = mw + 6 m ( 3 ) 

« 3 , 1 — m<3, t) . + 3 « < i 
« 2 , 2 m a , •» + ™ « . D 
m2 , 1 , 1 — m ( 2 ,1,1) + m d , i ,i) 
m i 11> 1 , 1 = « ( 1 , 1 ,1 ,1 ) 

+ m„ 

+ 1 mm + m 

+ m (1 , 2) + m 

I momenti rispetto al ia media sono poi legati ai 
momenti rispetto all'origine dalle formule seguenti : 

OT2 = m 2 — rri\ 

™ l i l = « 1 , 1 — '» i ,o" 'o , i 
m3 = « s — '&m\m2 + 2m\ 

m2, ! = m2, i—m2,0 m0, j + 2mf I 0 TO 0 , , — 2»»! , 0 « i , i 
m i , 1 ,1 = " « 1 , 1 . 1 — ™1 ,1 , 0 , n 0 > 0 > l + 

— « i , 0 » l « 0 ' l > 0 — « 0 > l l i « 0 > 0 í l + 
+ 2m,, o, 0 m 0 , i , 0 « o , o, i 

)»4 = TO4 — 4mj m3 + 6TOJTO2 — 3m* 
m3,i = «S>1 - 3 » Í , I TO1)0 + 3 « i , i « ? , o + 

— m3,0mo,1-i-3m2,om1,0ml>,l—3m?,0m0,i 

m 2 ; 2 - « » , • » — 2ra 2 . i w 0 , i — 2 m ! , 2 ^ , 0 + 

+ 4 /» ! , ! > « ! , „ m0,i + m2, o m*,x + 

+ "*0 ,2»»1 ,0 - S « Ï , 0 « Î , 1 
m 2 , 1 , 1 = »»2 ,1 ,1 — 2 mi,,,, m,, 0 , 0 + 

— m2 , 1 ,0 m0 , 0 ,1 — m 2 , 0 ,1 ™0 ,1 , 0 + 
+ 2 '"! , ! , 0 7 n l j 0 , ( % , 0 , i f 

+ 2m 1 ,o, i i » i , 0 ) o m o , l , o + m?, o, ( « 0 , 1 , 1 + 
+ » * 2 , 0 , 0 m 0 , 0 , l m 0 , l , 0 + 
— 3 wif ,o ,o , 1 , 0 m o , o , i 

« 1 , 1 , 1 , 1 = m l ,1 , i , 1 — '"1 M ,1 ,0"'0 ,0 , 0 , 1 + 
— « l i 1,0,1 m U , 0 > í > 0 ~ « l > 0 > l > l m 0 , 1 , 0 , 0 + 
— m0 ,1 .• i , 1 m l , o, o, o + 
+ « 1 , 1 > 0 i 0 « 0, 0 j 1 > 0 m 0 , 0 ) o, 1 + 
+ m i , o, 1, o m o , 1, o, o TOO , o, o, 1 + 
+ m l , 0 , 0 ,1 m0 ,1., 0 • 0 m0 , 0 ,1 1 o + 
+ m0 11 ,1 , 0 m l , 0 , 0 ) o mo, o, o, 1 + 
+ mo 11, o, 1 m i , o, o, o ma j o • 1, o + 
+ mB , 0 , 1 , 1 « 1 , 0 , 0 , 0 m0 , 1 , 0 , 0 + 
— 3m] ) o , 0 ) 0 « o > i , 0 ) 0 « o , o > i ) 0 « o > o > 0 i i 

(2.4) 
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In particolare dalla prima délie (2.3) si ricava, in 
base alia (2.2), che la media delia v. e. O f è Npt ; in 
simboli : 

(2.5) M (O,) = NPi . 

Possiamo quindi definire le v. c. scarto : 

(2.6) % - = • £ > , - N p , (i = l , 2 , ••• ,k) 

ehe soddisfano alia relazione lineare i d ê n t i c a : 

(2.7) 9ci Stt2 + SR* = 0 • 

Conviene dire subito che i l calcolo dei momenti 
delia v. c. (Sti , 9t 2 , • • • , Sftt.) , c ioè dei momenti r i -
spetto alia media delia v. c. dell'estrazione in blocco, 
calcolo da farsi attraverso le (2.3) e le (2.4), è però 
tuttavia laborioso ; ciò mi ha indotto a condurre 
avanti i calcoli in un caso particolare, tuttavia com
pletamente sufficiente per la soluzione dei problema 
che ci siamo posto ; il caso particolare in questione 
corrisponde a k—H e quindi h\ = hi — •• • = hH = 1 . 

I n q u e s t e condizioni i l m o m e n t o fattoriale 
»Kr,,r,,... ,ra) è nullo, a meno che non s i a 
rt (t — 1 , 2 , ••• ,H) eguale a O a l , nel qual caso, 
se r dél ie rt sono eguali ad 1 e le rimanenti H—r 
sono nulle, in base alla (2.2), si ha che i l valore del 
momento fattoriale è dato da : 

(2.8) 
A T ( i V - l ) - - - ( i V - r - | - l ) 

H ( H - í ) - - ( H - r + l ) 

In queste condieioni si ottengono subito i momenti 
delia v. c. dell'estrazione in blocco : 

í 

(2.9) 

M ( O f ) 

3 / ( O Î O ; ) 

N 
~H 

N(N- 1) 

H ( H - l ) 

N ( X - D ( N - 2) 
H(H-

N(N-

1) (H—2) 

- 1 ) ( A — 2 ) ( A - 3 ) 

H ( H - l ) (H-2) (H-3) 

Approfittando ora dél ie (2.4) e délie (2.9) possiamo 
scrivere le espressioni dei momenti rispetto alla 
media. Pr ima però converrà fare due posizioni che 
ci permetteranno una scrittura p iù compatta : 

(210) 
N H—N 

~~H~ 

Dopo di che i momenti rispetto alla media delia 
v. c. dell'estrazione in locco assumono la forma se-
guente: 

(2.11). 

J f (SI, 91, S U 

Af(Stt?) 

M (9t? 91,) 

âf(9t?9tj) 

M (m % S U 

« 3 

ff-rl 

= « P ( 0 - * ) 
_ a g ( 0 — « ) 

H - 1 

2 « 0 ( 0 - » ) 
( i r - i ) (H—2) 

= aP (1 — 3 a (3) 

« P ( l - 3 a p) 
H - \ ~ 

Y ( 0 - « ) 2 l 

«0 r 
H - l l 

+ P 2 ] 

M(9»S9l,9U7t,) - 8 

H-2 

«P j (AT-1) 3 H- (P - «) ( 2 « - g ) j 
( H - \ ) { H - 2 ) (H-S) 

3. — Le v. c . « m o m e n t o » 

Per poter approfittare, nei successivi calcoli, dél ie 
formule (2.11), s tab i l i t é alla fine dei numero prece
dente, converrà dire, riprendendo i l discorso del n. 1, 
che negli H elementi dél ia massa M i l carattere 
X assume ordinatamente i valori x\ , > ••• > %• 

In tali condizioni i momenti dél ia corrispondente 
v. c. X sono dati, corne si è visto d a : 

(3.1) 

e in modo del tutto aná logo si definiscono i momenti 
rispetto alla media : 

(3.2) m r = i l / ( [ ï - m , ] " ) = 2 i ^ - ( x i - m ) y ( r - 2 , 3 , - ) 
i H 

Scegliendo a caso senza ripetizione, corne g i à si è 
detto. N elementi dél ia massa M si otterranno le 
N determinazioni seguenti del carattere Xi xj, , 
X),, ••• , XjN le quali formeranno un campione dél ia 
v. c. JE , campione ottenuto con un'estrazione in blocco. 

In termini delia corrispondente v. c. dell'estra
zione in blocco possiamo dire che la determinazione 
(oi, o2 , • •• , oH) , relativa al nostro campione è for 
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mata da N numerï 1 e H—N numeri O, cosi dis-
tribuiti : 

ii altri casi. 
(3.3) { 1 se !*• 

0 negli 

Come momento r - m o dei nostro campione pos-
siamo première la q u a n t i t à : 

(3.4) 
1 S 

K — — 51 *S 

che in base alie (3.3), si può anche scrivere in quest' 
altra forma 

(3.5) 
1 » 

», — — >; x\ of 

che è per noi assai cómoda perche permette di scr i 
vere subito 1'espressione esplicita delia v. c. 3ftr de-
scritta da cmr al variare dei campione : 

(3.6) sot, " - S ^ Ï O , 

II valor medio di questa v. c. Sft,, descritta dal 
momento r-mo c m r dei campione, coincide con il mo
mento r-mo m, delia v. c. £ di partenza. 

L a dimostrazione è immediata ; basta infatti ricor-
dare che, in base alia prima delle (2.9) è : 

N 

dopo di che si ha subito: 

(3.7) M (DY) - — 2 . xr M (O f ) - -=%, * í - m, 

c. v. d. 

Possiamo infine definire la v. c. searto : 

1 S 

(3.8; e,= aft, - m r = —S-*? 9 1 . -
» í 

di cui ci interessano i successivi momenti. 

Questi momenti si calcolano in modo concettual-
mente assai semplice secondo un schema che ho g i à 
avuto occasione di esporre (*), ma che tuttavia nel 

(') G . P O M P I I . J : Sttlla media geométrica e sopra un índice di 
mutabilità calcofali mediante un campione, Mom. Soc. Italiana 
delle Scienze, s. I I I , 1947. 

nostro caso porta a calcoli piuttosto laboriosi ; per i l 
qual motivo mi l imiterò a ricorrere a tale schema 
générale solo per i l calcolo di alcuui momenti, mentre 
per altri, che pure interessano, mi servirò di parti-
eolari accorgimeuti. 

I calcoli che seguono mi sembrano abbastanza 
chiari ; e pertanto mi l imiterò a riportarli senza una 
parola di spiegazione. 

(3.9) 

. 1 / ( 6 , . 91,) -

+ *tAÍ(5*?)l = - J _ ( x ; - mr) 

í r*&* M (% % 51,) + 

,91?) j — + acJJif(9lJ 51,) + xj A/(5l, 

" ( g - 1 ) ( g - 2 ) V"*-*-*® 

1 f*' 

~n\ Sl.T^CfcW) + 

+ x; A/(5t/)J = i ^ ^ ( x j - m r ) 

+ xf M(er51, !) - — 

• [x? r — m,r — 2 mr (x'j — mr)] . 

Mediante questi valori medi si calcolano poi subito 
i due momenti seguenti: 

M (6P5tjf) 

M (6? 51,) 

(3.10) 

Af (©?) - g, o* A f ( © , S R i ) -

i ï - x V 1 

M (6 r ° 6„ ) = — "g, x» k (S? 510 = 

_(H-N)(H-2N) 1 
( f f—1) (ff—2) ' 2V2 L m ' r + U 

— 2 m r + u 7«R — ;n 2 r jn u + 2 m„] . 

U n altro momento che c'interessa calcolare è 
M ( 6 í ) ; ma seguendo la Strada fin'ora percorsa 
andremmo incontro a calcoli piuttosto laboriosi ; 
ricorreremo perciò ad altro ordine di considerazione, 
e, per rendere i calcoli p iù semplici, l i eseguireno nella 
ipotesi non restrittiva che sia m± = 0 . 
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Indichiamo con S i , 3Ej, •••, 3Ej» le v. c. descritte 
dalle determinazioni assunte dalla v. c. X nelle suc
cessive N prove con le quali viene construito i l 
campione. 

Queste N v. c. non sono certo indipendenti per
che, eseguendosi le N prove secondo lo schema 
dell'estrazione a caso senza ripetizione, i l risultato 
di una prova è ovviamente influenzato dai risultati 
dele prove precedent! ; inoltre esse sono formalmente 
eguali alla v. c. ï , intendendosi con questo che hanno 
in comune con tale v. c. la funzione di ripartizione. 

I momenti del quart'ordine delia v. c. ( ï i j ï j j - - ) ï«) 
si calcolano abbastanza facilmente e i l ealcolo è 
ancor più facilitate dall'ipotesi posta che sia: 

1 " 
(3.11) mi - — ccf - 0 . 

Anzitutto possiamo subito scrivere : 

(3.12) M (S4) = M (X4) = mt 

mentre per i l ealcolo dei momenti misti occorre tener 
presente che due v. c. ï r con indice in basso diverso 
non possono mai assumere contemporaneamente lo 
stesso valore x, ; avremo pertanto : 

1 

(3.13) 

S xAHm,-xf) - - wi4 

M (ï? 3£-2) 
1 

H(H-l) s , - s ,*?*? 

1 
V 

H(H-\) 
xj (Hmz—x?) = 

II 3=£> «>izi, j 

1 

{Hm^ — xj - x f ) = 

ff(#-l)(H-2) * 

1 
H(H— l)(H-2) 

H 

2 . Xj ( - Hm 2 x f H- 2x? — Hm%) — 

H m\ — 2 rni 

11 H=i •*=£>,>, vi 

S i s , a . 

Xw Xj x, ( — xw — x, — x,) = 

" H (H—l) (H—2) ( f f - 3 ) S.- S , 

x, x f (2xJ + 2x, X; 4- 2Xj —Hm2) — 

1 S 
S a?;(-6x? + 

i f ( / i - l ) ( / / - 2 ) ( . f l - 3 ) —*' v 

i îwi j — 2TO4 
+ 3i/Xj>;(2 + 2TO3) = 3 

( £ T - l ) ( i ï - 2 ) ( f l - 3 ) 

Ciò posto si osservi che la v. c. scarto © i , nelle 
nostre ipotesi, non è altro che la media aritmética 
délie N v. c. ï f , cioò : 

(3.14) 61 (Si + ï 2 + ••• + lu) 

di modo che si può subito scrivere : 

(3.15) ©f = - ^ [ £ S 4 . + 4X3SS S + 6 S S? S? + 

+ 12ÏÏ?3E,3E„ + 2 4 S S, 3E, ï „ R] 

dove i 5 sommatori a secondo membro eomprendono 

'#"\ / A ^ 

, 2 j ' 3 U y ' V 4 . 
termini. 

Passando infine, nella (3.12), ai valoi'i medi, pos-

rispettivamente N 
• • ( î ) ' ( ï 

siamo scrivere : 

N 
NM(Vr) + 8 ( }Af(3E?3E,).+ 

" ( 0 i ) = 1 V T [ 

(3.16) + 6 ('2 ) j t í s3.) + 3 6 ( 3 ) M * s » ) + 

+ 24 J f < £ & g £ j j , 

da cui ricordando le (3.11), si ottiene infine: 

H—N 1 r _ 
M(© 4 ) = mt + 

(3.17) 

+ 3 — N 1 ^ J V ^ (ÍTm? - 2 m , ) l . 
( i í - 2 ) ( / í - 3 ) v 2 " J 

Chiuderemo questo numero cosi pieno di formule 
elencando solo quelle che c'interesseranno per i l se-
guito, calcolate nell'ipotesi, che per i nostri scopi 
non résultera restrittiva, che sia = 0 : 
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(3.18) 

m (e?) = 

m (09 = 

M(Qi&2) = 

M (©}) = 

H—N m2 

H-l ' ~N 
H — N CT4 

H—l 
H-N 
H-T ' 
H-N 
17^1 

N 
H—2N m 4 - m| 

# - 2 ~ " A " -

( H - N - l ) ( N - t ) t - -

{ H - 2 ) ( H - 3 ) 

4. — La v. c «media» 

'(Hm, -m 4)J. 

Della v. c. 3RX descritta dalla media cín t del cam
pione ci sbrigheremo in due parole. Int'atti, per la 
(3.7) , si può subito scrivere : 

(4.1) M 3K, = mi 

e, in base alla prima délie (3.18) si può dare l'epres-
sione délia varianza : 

(4.2) - M < e \ ) - ^ - £ — 
' 3̂ 1 v " H-l N 

5. — La v. c- «varianza» 

Nei caso di un campione ottenuto secondo Io sche
ma bernoulliano, cioè con estrazione a caso senza 
ripetizione, per definire la varianza del campione 
stesso si introduce un opportuno fattore di corre-
zione in modo che la v. c. descritta da taie varianza 
abbia per media próprio la varianza delia v. c. d i 
partenza ; ed effettivamente corne varianza del cam
pione si prende non già la media aritmética dei 
quadrati degli scarti dalla media del campione me-
desimo, ma tale media aritmética moltiplicata per 

N 
i l fattore N—~i 

Anche nel caso dell'estrazione in blocco converrà 
definire' la varianza c[/. 2 del campione in modo che 
la media delia v. e. descritta da tale parâmetro coin
cida con la varianza delia v. c. d i partenza. 

A tale scopo bisogna porre: 

H-l 1 JL. 
(5.1) ^ - ^ - . — - S ^ . - ^ i ) 2 . A^-

che si può ancha scrivere in quest'altra maniera per 
i nostri scopi più cómoda : 

(5.2) 
H—l 1 " 

S ( ^ - . w i ) 1 

H N - l T ' 

plicita delia v. c. 2ft 2 descritta dalla varianza al 
variare dei campione : 

H-l 1 " 
X (*i 

h n - i *r 

(5.3) 3Jl2 - — - • 2].. (x f - 3tt,) J © ; 

che possiamo anche scrivere in quest'altra maniera : 

i f - 2 N—l 
(5.4) mz - — —- [pL + <S2-2ml&l- ©?] . 

Vogliamo anzitutto controllare che la v. c. 2K2, sopra 
definita, è invariante di fronte ai cambiamenti d'ori
gine, la cosa è praticamente pacifica trattandosi 
di varianza, ma è facile eseguire direitamente i l 
controllo. Se infa t t i ai valori x( si somma la quan
t i té a ottenendo i nuovi valori x\ = cci-f-a che appar-
tengono alla v. c. ï 1 = ï + a e se indichiamo con 
l'apice i momenti e le v. c. relativi a questa nuova 
v. c. si ha : 

e quindi : 

(5.5) m'z 

3̂E 

© 2 - f 2 a © j 

H-l 
~~H~ N-

+ ©'i2] - -g- • — [ | * | + ©2 - ©j - ©?]=an 2 

c. v. d. 

Dalla (5.5) segue in particolare che possiamo, senza 
perdere nulla in generalità, portare l'origine nella 
media o, quel che è Ia stessa cosa, supporre = 0 
dopo di che la (5.4) si srcive piùs emplicemente cosi : 

_ H-l N 
(5.6) 3Jc2 " — - • — - l > ! + © 2 - 0 , 2 ] . 

Possiamo ora controllare, ricordando le (3.18), che 
ja media delia v. c. 2K2 coincide con la varianza 
délia v. c. di partenza ; si ha infa t t i : 

— H - l A — 1 
(5-7) M (9Jl2) = — — r>! + M (0 2 ) -

-M (6?) - a * , 

c. v. d. 

Sottraendo dalla v. c. 2ft 2 i l suo valor medio [>.' 
La (5.2) permette di dare subito l'espressione es- otteniamo la v. c. scarto : 
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(5.8) 

r—í Lz 

h - i 
~fíT 

2© 
IV — 1 L ^ t - f f - i ) * 

di cui interessa in modo particolare il secondo mo
mento, che ci dà la varianza delia v. c. 3R 2 stessa. 

Per calcolare rapidamente tale secondo momento 
conviene, approfitando delle (3.18), determinare pre
ventivamente i due valori medi seguenti : 

(5.9) 

M (©2 62) = 
H - l 

~H~ 

' H—N 

N 

-Af(©?©,) 
N 

(m 4 - ml) 

3/(62©?) = 
H ' N 

H—N 

N 

(H—N)r* 

+ M& »] 

rçK(©í)+Af(Ci6?)-

N (N f - l ) { 

i í ( i V - í ) 

( # - 1 ) ( t f ^ 2 ) 
ml + 

H-2N -
~H^2m* 

,H-N-1)(N-1) 
+ 3 ( H - 2 ) ( H - S ) - ( H m í - m i ) 

Mediante i precedenti valori medi (5.9) possiamo 
poi calcolare, nel modo p iù semplice, i l secondo mo
mento delia v. c. scarto ©2 : 

(5.10) 

N 

H - l 
a? ,1/ (©!) = . 

H-N 

N - l 

-(M&z&i) 

v\M ( 6 2 ) - M / ( 6 2 © 2 ) + 
N ( H - l ) "* 

H - l H-Ní 
H 

H (N 

H—l \ H - 2 

1 r H (N-1 

Y - I ) \_(H-lj(H-

1 _ _ 
(m 4 — ml) +• 

i V - 1 ) - H - 2 N -
m\ + 

-2) i / - 2 
m 4 + ' 

1 / _ (H-N-1)(N—1) - - \ 
m 4 + 3 X y í ( f f i t í - m.) 

N \ (H-2)(H-3) K 2 "j 
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Algumas Aplicações da Teoria Analítica dos Polinómios 
por José Gaspar Teixeira 

Instituto Industrial de Lisboa 

A teoria ana l í t i ca dos po l inómios — estudo dos po
l inómios como funções ana l í t i ca s—pode considerar-se, 
sob certos aspectos elementares, como o prolonga
mento natural da d i scussão da natureza dos zeros dos 
mesmos po l inómios , iniciada j á nos cursos de mate
mát icas elementares. 

No presente trabalho abordaremos alguns problemas 
relacionados com resultados obtidos por nós em 1944 
e apresentados ao Congresso Luso-Espanhol do mes
mo ano. 

Problema. Consideremos um pol inómio , P z (x) , do 
2.° grau em x, de coeficientes reais dependentes de 
dois parâmetros — funções lineares ( ( ) desses parâme
tros, por exemplo 

P2 (as) - » 0 (5,-«í) * 2 + 2<?i (5 ,-n> " + fz (5 , *Ù 

em que 

f i = a,Ç + M + e, (/ = 0 , 1 , 2 ) . 

P a r a a d i scussão da natureza dos zeros de P 2 , 
começaremos por notar as pos ições relativas das rec
tas rt e da^cónica C , de equações respectivamente 
t0j=0 e o\ — <po = 0 -

1) C é tangente às rectas r0 e r 2 , nos pontos de inter
secção destas rectas com r t . 

2) Os pontos de C só existem nos ângu los onde 
? o ¥ 2 > 0 ; consequentemente: 

se for T o t r iângulo definido pelas rectas r t , 

a) C será hipérbole e não terá pontos interiores ao 
tr iângulo T} se, no interior de T for cp0 • » 2 < 0 . 

6) C será elipse ou parábola e terá pontos inte
riores a T se, no interior de T for tpo • ? 2 > 0 . 

Posto isto, sejam Ri as reg iões simplesmente cone
xas determinadas do plano pelo tri látero r0, r i t r 2 

e pela cónica O. 

O po l inómio P 2 (x) gosa, em relação a estas reg iões 
Rz, das propriedades seguintes : 

I — Conservando-se o ponto M (k,f\) no interior de uma 
mesma reg ião R%, não se altera a natureza dos 
zeros do po l inómio P2. 

I I — Quando M , -<]) se desloca sobre r0, um dos 
zeros de P 2 conserva-se no ponto infinito ; sobre 
î'j os dois zeros permanecem s i m é t r i c o s ; sobre r 2 

um dos zeros é nulo; enfim, sobre C os dois zeros 
são sempre iguais. 

Aplicações. São imediatas as genera l i zações do 
problema anterior para o caso das equações <p;=0 
representarem curvas à Jordan, limitando áreas sim
plesmente conexas. 

Este método, porém, da d i scussão da natureza dos 
zeros dum pol inómio não poderá ser aplicado a equa
ções de grau superior ao quarto. 

Mas o interesse prát ico da repart ição das r a í z e s da 
equação 

(1) P2 (x) - 0 

reside no facto de ser ela a equação caracter ís t ica da 
equação diferencial de 2." ordem, homogénea , de coefi
cientes constantes, 

d"~ x dx-
(2) To - — + 2<p! — + yzx = 0 , 

oí 2 dt 

que rege tantos fenómenos da mecânica e da f í s i ca . 
E m muitos desses problemas, interessa menos a 

determinação do integral geral da equação diferencial, 

(*) Recebido em 3 do Novembro do 1951. DissertaçSo apresen
tada em concurso de provas públicas para Professor Ordinário 
do 1.° grupo do Instituto Industrial de Lisboa. 

(') 83.0 óbvias as generalizações a polinómios de coeficientes 
reais, funções regulares de dois parâmetros. 
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que o comportamento do mesmo integral quando a 
variável t aumenta indefinidamente. 

Como se sabe, se for ç — a-}-zp uma raiz complexa 
da equação (1) o integral geral de (2) tem a forma 

*(<) = e ' - ' ( ^ e i P V B e - i P í ) 
e é 

\x(t) I = ea ' • 

Portanto, se a < 0 , é lim \x (<) | = 0 ; se o t=0 , o inte-

gral geral x (t) é função limitada para todos os valo
res de t . 

E m qualquer dos casos, diz-se que, o sistema, sede 
do fenómeno em estudo, sofre uma evo lução estável (l). 

O estudo da estabilidade do sistema reduz-se pois 
ao estudo do sinal da parte real das ra ízes complexas 
da equação caracter ís t ica da respectiva equação 
diferencial. 

O problema anterior mostra um critério simples, de 
natureza geométr ica , ap l icáve l ao estudo da estabili
dade de um sistema f í s i co . 

Consideremos, por exemplo, um sistema cuja evolu
ção obedece à equação diferencial 

di x dx 
(% - Ï ) ' - j -p • + 2 ( í - 1 ) — + (in + 0 x - 0 . 

A equação caracter í s t ica tem a forma 

(•n - l ) >.* + 2 (l - 1) x + (Y, + l ) - O 
e, basta traçar as rectas: t\ — Ç = 0 , l—l O e Y)-)-Ç = OI 
e a hipérbole 2 Ç 2 — Y ^ — 2 Ç + 1 = O (fig. 1) para 
concluirmos: 

\ 
\ 

3 

• \ \ 
1 

A Î 

\ \ 

Fig. I 

Se os valores dos parâmetros \ , -r\ são tais que o 
ponto M (1, -q) se situa 

(') Se t for a variável tempo, e se 1 i m (x) = oo , o sistema 
í-*-oo 

viria a sofrer uma ratura mecânica, disrupçao eléctrica, etc. 

o) na reg ião tracejada, o sistema funciona em 
regime periódico amortecido. 

b) sobre os arcos AB e CD dos ramos da hipérbole 
o sistema tem um amortecimento critico. 

c) na reg ião ponteada, o regime é aperiódico 
estável. 

Se, porém, a equação diferencial for 

dix dx 
( ? - ^ ) ^ - + 2 ( 5 - 1 ) — + a + Y!)x = 0 

a cónica reduz-se à parábola YJ'- — 2? 4- 1 ^ 0 , (fig. 2). 

 

Fig. 2 

Agora, se o ponto M estiver situado : 

a) na área tracejada, o sistema funciona em 
regime periódico amortecido 

b) sobre os arcos AB e CD da parábola , o sis
tema tem amortecimento crít ico. 

c) na reg ião ponteada o regime é aperiódico es
tável . 

Nos dois casos vè-se , graficamente, que o regime 
de amortecimento crít ico é um caso limite comum 
dos regimes periódicos amortecidos e aper iódico 
estável . 

Generalizações. A anál ise anterior tem o incon
veniente de não permitir uma genera l i zação quanto 
ao grau do pol inómio , pois baseia-se na resolubili
dade por radicais da respectiva equação . 

Há, no entanto, processos c láss icos ap l i cáve i s a 
equações quaisquer de coeficientes reais. 

Temos, por exemplo o 
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T E O R E M A DE H D R W I T Z ( * ) . A condição necessária e 

suficiente para que os zeros do polinómio de coeficientes 
reais 

f (x) = a 0 + a t x + h a„ x" (a 0 > 0) 

tenham todos a parte real nef/ativa, é que os determi
nantes I 

A l •" a l > A2 ; 

ai a 3 a 5 • • • a 2 / _ i 

ao a 2 a 4 • • • a 2 ) _ 2 

O a, a 3 • • a n _ 3 

0 0 O • • a-. 

(a k = O se k > n) 

X > 1 

sejam todos positivos. 
Este teorema permite-nos resolver o caso de apli

cação anterior, qualquer que seja a ordem da equação 
diferencial respectiva. 

Outros critérios , devidamente adoptados, são tam
bém ap l i cáve i s ao mesmo problema. Assim, conhece-
-se o 

T E O R E M A DE ENESTRÕM K A K E Y A Í 1 ) . Se os coeficientes 

dum polinómio f (x) são reais e verificam as desi
gualdades 

0 < a 0 < a x < • • < a„ 

todos os zeros de f (x) estão contidos no círculo uni
dade, \ x I 1 . 

x +1 
Como a bilinear, z = transforma o interior 

x—1 
do círculo I x I < 1 no semi-plano 31 (z) < 0 (esta
belecendo uma correspondência b iun ívoca e cont ínua 
entre os pontos das respectivas fronteiras), se a trans
formada 

(z - 1 ) » / 

verifica as condições do teorema de K A K E Y A , todas as 
raízes da equação / ( x ) = 0 tem a parte real negativa. 

Genera l izações de outro tipo poderão obter-se, con-
derando pol inómios de coeficientes complexos. 

Referir-nos-emos apenas a um método devido a 
H E R M I T E , completado por um teorema de SCHUR e 

citado por DIEUDONNÉ ( ' ) . 

Seja f (x) = a 0 + • •• + a„x" um pol inómio de coe
ficientes complexos; a transformada 

/ * (x) = x " f ( l j x ) = a„ + a„_, x -r a0x" 

(') Citado por J . D I E U D O N N É — La théorie analytique des po
lynômes d'une variable. 

(*) DIICUDONKÉ — Loc. cit. 

tem os zeros s imétr icos dos de f (x) em relação ao 
círculo unidade. A expressão 

x — y h. t - o 

é tal que os seus coeficientes verificam as relações 

Akk — Ak -h—i t n—k—1 Î 

se em A" substituirmos xh, y*-k-* respectivamente por 
uh e uk, e fizermos ahk = A,, „_k_,, obtemos urna 
forma de H E R M I T E H ( / ; uq , ui, • - • , u„_,) associada 
• / ( * ) . 

E n t ã o podemos enunciar o 

T E O R E M A DE SCHUR. A condição necessária e sufi

ciente para que todos os zeros do polinómio f (x) sejam 
interiores ao circulo unidade é que a forma H seja 
definida positiva. 

Enf im, refazendo a anál i se anterior, substituindo 
porém a transformada / * (x) por / ( x ) , obtemos 
outro critério que nos permite afirmar quando todos 
os zeros dum pol inómio de coeficientes complexos 
tem a parte real negativa. 

Anteriormente a C A U C H Y , os métodos usados no 
estudo anal í t ico das funções eram pouco rigorosos, 
grosseiros, mesmo, abusando-se duma «intuição evi
dente» na falta duma estruturação lóg ica , ainda 
inexistente. 

O estudo dos pol inómios como funções ana l í t i cas 
inicia-se realmente com C A U C H Y , mas até o fim do 
Sec. X I X procura-se apenas a determinação das posi
ções dos zeros reais dos pol inómios de coeficientes 
reais, deduzidas das pos ições relativas desses mesmos 
coeficientes. 

No entanto, um dos primeiros resultados obtidos 
devesse ao próprio C A U C H Y , mas sobre pol inómios de 
coeficientes quaisquer: 

T E O R E M A . Todos os zeros do polinómio de coeficientes 
complexos 

(1) f (x) = a,, + ai x + • • • + a„ x" 

estão contidos no círculo | x | <^ x 0 , em que x 0 repre
senta a raiz positiva da equação 

(2) A„ + A l X + -- . + A„_, x - ' = A„ x" A , - t « , | , 

Não conhecemos qualquer trabalho onde o estudo 
anal í t i co dos pol inómios seja feito como corpo pró
prio de doutrina. Pode dizer-se que os resultados 
conhecidos são em regra dispersos, havendo até 
métodos caracter í s t i cos dos pol inómios de coeficientes 
complexos e métodos caracter í s t icos dos de coeficien
tes reais. 
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Relativamente poucos são os resultados obtidos 
sobre as propriedades dos argumentos dos zeros. 

E m 1944 obtivemos algumas contr ibuições para o 
anterior teorema de C A U C H Y Í 1 ) . 

Ass im : 

A condição necessária e suficiente de existência 
dum zero do polinómio (1) sobre a circunferência 
\x \ =x0 é que os respectivos coeficientes verifiquem as 
relações únicas e simplesmente determinadas 

(A) arg = a r g i / — + - (i = 0 , l , - n 

a i + i V a„ n 

2). 

Além disso, 
Os polinómios cujos coeficientes verificam as relações 

( B ) arg = tp + k i r , 

menos restritivas que as anteriores, constituem um do
mínio de integridade, Dy , caracterizado pela proprie
dade seguinte: 

T<xios os polinómios dum Dy têm os respectivos zeros 
simétricos em relação à recta y = x-tg<p [em parti
cular sobre a própria recta). 

Com efeito, se for 

Pt (x) = e* g \a,\ e°ix< ( ) . , - j y + *,*) k0 = 0 
1=0 

um elemento de Dy , a soma e o produto de dois 
elementos de Dy ainda é elemento de Dy. Que Do 
é domínio de integridade, torna-se agoia evidente. 

fi„ é o domínio que contém todos os pol inómios de 
coeficientes reais. 

Passa-se dos elementos do domínio Dy para os 
do domínio Dy, efectuando no plano da var iáve l x 
uma rotação em torno da origem de abertura y—y. 

O conjunto Hyx dos pol inómios de Dy cujo coefi
ciente independente tem o mesmo argumento x, não 
constitue um sub-anel de Dy. 

Seja, abreviadamente, yx o sub-anel de Dy , ge
rado pelo conjunto 6yx . Se definirmos, à maneira 
vulgar, adição e mult ip l icação e admitirmos como 
correspondentes os elementos dos anéis y^ e yx que 
se transformam um no outro por meio da rotação 

anterior, então esta rotação define uma isomorfia 
entre yx e yy . 

A l é m disso, como são isomorfos dois anéis y e yv , 
serão isomorfos yx e <JiTC. 

Note-se porém que o conjunto ft0 é j á um sub-anel 
de D0. E s t a c ircunstânc ia permite concluir que a 
rotação considerada estabelece entre um yx e 0 0 , 
não uma isomorfia mas uma homomorfia. 

Ora 0 0 é o conjunto de todos os pol inómios de 
coeficientes reais e termos independentes positivos — 
os pol inómios que satisfazem às primeiras condições 
dos enunciados dos teoremas de H U B W I T Z e K A K E Y A . 

Por outro lado, os pol inómios cujos coeficientes veri 
ficam as condições B ) constituem um anel, SI . 

E n t ã o as mesmas condições B ) permitem a sub
d iv i são de 31 em sub-aneis (•) yx , isomorfos entre 
si , mas cada um homomorfo ao anel 0 0 . 

E s t a anál ise permite uma genera l i zação dos teo
remas de H U R W I T Z e K A K E Y A para o caso de coefi
cientes complexos ; assim: 

T E O R E M A 1. A condição necessária e suficiente para 
que os zeros dum polinómio de coeficientes complexos, 
verificando as condições B ) 

f (x) = a„x" + a„_ 1 x"- ' + - - - + a t x + a 0 a„ = \a0\é'-

tenham todos a parte real negativa é que os determi
nantes 

At , A2 * 3 , 

A i A 3 
A 5 • A 2 X _ , 

( A t = 0 se k > n) 

A 0 
A 2 

A 4 - • A 2 X _ S 

X > 1 

0 A , A 3 - • A 2X_3 A j = a i e l ( i ¥ - > t ) 

0 0 0 • A X 

sejam todos positivos. 

T E O R E M A 2. Se os coeficientes (complexos) dum poli
nómio f (x) verif icam as condições B ) e são tais que 

0 < A 0 < A , < • < A „ 

A; = 3j ei'"!~x' 

todos os zeros de f (x) estão contidos no circulo unidade 

| x f < Í . . 

(') T E I X E I R A , J . G A S P A K -
nômes à coefficients complexes. 

•Sur une certaine classe de poly-
(') Evidentemente, não disjuntos. 
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Sobre um caso cie convergência de fracções contínuas 
de elementos complexos1*' 

por João Farinha 
Universidade de Coimbra 

Embora menos facilmente manejáve l do que as s é 
ries e os produtos infinitos, o algoritmo das fracções 
cont ínuas tem sido bom auxiliar no estabelecimento 
de muitas propos ições fundamentais da m a t e m á t i c a : 
por exemplo, a irracionalidade não quadrát ica de it. 

Como problema inicial deste algoritmo, p õ e - s o ; 

naturalmente, o da determinação de condições de 
convergênc ia . Nesta ordem de ideias, tem esta nota 
por objectivo demonstrar uma condição suficiente de 
c o n v e r g ê n c i a numa certa classe de fracções cont í 
nuas de elementos complexos. 

T H E O R E M A . Sejam f j (z) , f 2 (z) , • • • f„ (z) ,• • • funções 
de uma variável complexa que verificam num domínio 
A as seguintes hipóteses : 

| f l l > l + - « U | f „ | > l + « „ + ï * - — 0 = 2,3 , . . - ) 

sendo lim (a„) J> a > 0 . 

Nestas condições, a fracção continua infinita 

1 

h + 

• + 

é uniformemente convergente em A e todas as redu
zidas têm os afixos no círculo 

a + 1 
\ z \ < • 
1 a ( a + 2) 

Se representarmos por B . o denominador da re
duzida de ordem n , a fracção cont ínua considerada 
é, como se sabe, equivalente à série 

B„ B „ _ , 
( # o = l ) 

Ora das h ipóteses anteriores decorre a convergên
cia absoluta e uniforme desta série. 

E m primeiro lugar é 

(1) 

Com efeito : 

B2 
1 

> W i -
1 

Bi 
— > W i - 7i\ > 1 + a, . 

Mas se for 
B, 

Bt-H 

^> 1 + <tk , t er -se -á 

B„. 
Á-

Bk 

> 1 + ** 
e deste modo fica provada (1) , com toda á genera
lidade. 

Por outro lado da h ipótese | / i | ^ 1 + «i e de (1) 
resulta que nenhum B{ se anula e a identidade 

b - i - n 
Bk 

B„. 

dá então \B„ | > JJ (1 4- a„) > (1 + a)". 
i 

Assim, será em A , e para todos os valores de n 

1 1 

< 
A série 

\B„B„_,\ • ( í + a y 

( - 1 ) 2 1 - i r - . . 
BJ3Z 6 P W 

s absoluta e uniforme-

(*) Recebido em 1951, Novembro, 8. 

mente convergente. E com isto se prova a primeira 
parte da proposição. 

. a + l 
A segunda parte é imediata, pois é jus-

a(a + 2) 

tamente a soma da série majorante 5! T, ^—; • 
A " (1 + a) ' 
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Sobre fórmulas assintóUcas conjecturais referentes 
à distribuição dos números primos^ 

por Manuel dos Reis 
Universidade de Coimbra 

1. 
No 3 . ° artigo da série Some problems of «partitio 

numerorum», sub-intitulado On the expression of a 
number as a sum of primes**. H A R D Y e L I T T L E W O O D 

tentaram aplicar a este problema, e a alguns outros 
referentes à dis tr ibuição dos ndmeros primos, o mé
todo anal í t i co que, com tão bons resultados, tinham 
utilizado no problema de W A R I N G , da part ição dum 
número em potências do mesmo grau. O êx i to foi 
muito menor: numerosas e interessantes, as proposi
ções obtidas eram todas con jecturais, pois de nenhuma 
o método permitia verdadeira demonstração . A propo
s ição afraca» de G O L D B A C H , segundo a qual todo 
número ímpar (suficientemente grande) é soma de 
três primos, e a fórmula as s in tó t i ca de que essa 
propos ição imediatamente resulta, só puderam H A R D Y 
e L I T T L E W O O D deduzi-las rigorosamente da célebre 
hipótese de R I E M A N N sobre os zeros da função Ç (s) e 
da infinidade de hipóteses correspondentes sobre os 
zeros das funções L (s) de D I R I C H L E T , isto é de uma 
infinidade de conjecturas. P a r a as outras propos ições , 
por exemplo para a propos ição «forte» de G O L D B A C H 
segundo a qual todo número par (pelo menos sufi
cientemente grande) é soma de dois primos, nem isso 
foi poss íve l . 

No 5." artigo da referida série , publicado pouco 
depois com o sub- t í tu lo A further contribution to the 
study of Goldbach's problem™. H A R D Y e L I T T L E W O O D 

puderam, da mencionada infinidade de h ipóteses , de
duzir rigorosamente que quase todos os números pares 
são somas de dois primos, mas não esclarecer se os nú
meros pares, que não são somas de dois primos, se por
ventura existem, são ou não em número infinito. 
Sendo imposs íve l no estado actual da c iência , ao que 
parece, demonstrar aquelas h ipóteses ou provar a sua 

* Recebido em 1951, Novembro, 15. 
*) Acta mathematica, 4 4 (1923), págs. 1-70. 
*) Proceedings of the London Mathematical Soeiety (2) , 2 2 (1924), 

págs. 46-56. 

falsidade, o método de H A R D Y e L I T T L E W O O D , nos pro
blemas referidos e em muitos outros relativos à distri
bu ição dos números primos deve considerar-se prin
cipalmente, a nosso ver, as a machine for lhe production 
of heuristic formulae3', para usar palavras dos próprios 
autores, e o objectivo da presente nota é mostrar, 
numa série de exemplos, que essa máquina pode ser 
subs t i tu ída por outra muito mais simples : o «crivo 
de Eratós tenes» prosseguido até um ponto, sempre o 
mesmo, que propos ições analiticamente demonstradas 
nos indicarão. Desses exemplos, uns são de H A R D Y e 
L I T T L E W O O D , outro é caso particular de exemplo tratado 
por eles, outros finalmente são exemplos de que eles 
se não ocuparam. N a escolha gu iámo-nos por um cr i 
tério de simplicidade e de brevidade, deixando o tra
tamento geral do assunto para um trabalho posterior. 

A citada propos ição «fraca» de G O L D B A C H foi, com 
a respectiva fórmula as s in tó t i ca tal como a tinham 
obtido H A R D Y e L I T T L E W O O D , demonstrada completa
mente por V I N O G R A D O V 4 ' em 1 9 3 7 , mediante novo mé
todo ; e a ut i l i zação deste método permitiu a VAN DER 
C O R P U T 5 ' demonstrar a propos ição «forte» na sua for
ma atenuada, isto é para quase todos os números 
pares. Mas a propos ição «forte» para todos os n ú m e 
ros pares suficientemente grandes, e todas as outras 
proposições conjecturais de H A R D Y e L I T T L E W O O D , 

continuam indemonstradas. De resto o teorema de 
VINOGRADOV apoiará o nosso processo, que fundaremos 
no célebre «teorema dos números primos» de H A D A -
MARD e de L A V A L L É E POUSSIN relativo à sucessão 

natural dos números e, mais geralmente, às progres
sões a r i t m é t i c a s 6 ' . 

3> Loc. cit. in (1) , pág. 69 . 
4) Some theoiems concerning the theory of primes, Recueil mathé

matique, 4 4 (1937), págs. 179-195. Cf. J . G . » VAN D E R C O R P U T , 
Sur la démonstration de l'hypothèse de Goldbach pour les nombres 
impairs donnée par M. Vinogradow, Paris 1938. 

5> Sur l'hypothèse de Goldbach pour presque Hous les nombres 
pairs, Acta Arithmetica, 2 (1937), págs. 266-290. 

°> Cf. E . L A N D A U , Vorlesungen liber Zahlentheorie, II, págs. 
9 -28 . 
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Suprimindo, na sucessão dos n primeiros inteiros 
positivos, os primos não superiores a n"-, com 

— :£ a < 1, e seus múl t ip los , restam a unidade e 
2 

os primos desde raa a té n. E tem-se, como é sabido) 
designando por ir (x) e [as], respectivamente, o número 
de primos que não excedem x e o maior inteiro con
tido em x , 

(1) ( „ ) - „ ( » . ) + ! = „ - [ | J - [ | ] 

[ 2 T 3 ] + " ' ~ [ 2 . 3 . 5 ] + • + 

onde os denominadores que figuram no 2.° membro 
são os primos não superiores a n* e os seus produtos 
dois a dois, três a três, etc. até ao produto de todos 
esses primos. Ora sendo pelo teorema dos números 
primos, para n-*oo, 

•n (n) 
log n 

tem-se evidentemente 

a log n ' 

•• + 

n (n) - 7T (ra*) -f- 1 ~ 

e portanto é 

<2> "-[ iHír]-

Por outro lado 

log n 

log n 

n n n 
N . . . -1 \- . . . 

2 3 2 - 3 

2 - 3 - 5 

(3) 
V 1 3 ) \ 5 

onde o produto se estende a todos os primos não su
periores a n* , é um valor aproximado do 2.° mem
bro de (1) e, pelo conhecido teorema de M E K T E N S , O 
seu valor ass intót ico para n —* 0 0 é 

e-T 

log n* log n 

onde e e 1 são respectivamente a base dos loga

ritmos naturais e a constante de E O L E B " ; se to
marmos pois 
(4) * = e-7 ~ 0,561 ••• 
resulta 

n n n 

+ 

2 • 3 

h 
log n ' 2 - 3 - 5 

cujo confronto com (2) mostra que então o 2.° mem
bro de (1) e o seu valor aproximado (3) são as s in tò -
ticamente iguais. De ora avante a terá sempre a 
def in ição (4). 

Se portanto o teorema dos números primos não 
estivesse demonstrado, a h ipótese da igualdade assin-
tót ica do 2." membro de (1) e do seu valor aproxi
mado (3) conduziria a 

(„«) + ! - « - T - T - + 2 - 3 

2 - 3 - 5 
donde, claramente, 

log » * 

*(») log n 

isto é, conduziria a uma fórmula as s in tó t i ca con
jectural exacta. 

O valor aproximado (3) pode escrever-se directa
mente mediante conceitos simples de e s ta t í s t i ca ma
temát ica . Havendo em cada conjunto de p inteiros 
consecutivos um só múlt ip lo de ; i , e por isso atr i 
buindo a um múlt ip lo de p a probabilidade — e 

P 

consequentemente a um não-múlt ip lo de p a proba

bilidade 1 , será I I ( 1 ^ a probabili-> 
P A - L V Pi 

p < n a 

dade de um não múlt ip lo de nenhum dos primos p 

não superiores a n« e portanto n ^1 
p < n a 

e estimativa e s ta t í s t i ca do 1." membro de (1). E s t a 
observação é geral, e muito fáci l de verificar na 
maior parte dos casos. 

3 . 

Generalizando o que precede, consideremos a 
progressão ar i tmét ica de termo geral a x + 6 
(x = 1 , 2 , - • - , / ) , com a e b inteiros positivos 
primos entre si , e seja a l + b = n . A congruênc ia 

18 ( 
1 1 

1 + — + — + • 
3 

log n \ . 
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ax + 6 = 0 (mod p) não tem raiz se o primo p 
divide a, isto é se p\a; e tem uma só raiz no caso 
contrário, isto é se p + o, o que significa que 0 8 
valores de x que tornam ax + b d i v i s í v e l por p 
es tão em progressão ar i tmét ica de razão p . Supri
mindo pois na progressão dada os primos p +• a não 
superiores a n* , e seus múlt ip los , restam só primos 
do intervalo ( n a , n), cujo número é na (n) — ir„ ( n a ) , 
designando por -rr0 (l) o número de primos da pro
gressão dada que não excedem % ; a lém disso é 

l J~J ^1 —J a estimativa e s t a t í s t i c a de it„ (n) — 

— tza ( n a ) , e a h ipótese de que estas duas funções de 
n são ass in tò t i camente iguais para n -» oo dá 

n ~>p Jf c 

n ( - 7 
n — b p < n% 

n í -

para n suficientemente grande é 

n (» -7 ) -n ( ' 4 
e tem-se, portanto, 

« . (») - w. (»*) » 

i - 6 

n 
71— 6 p < n a 

n ( » . - y 
P I o 

T T M - - ~ — 
?(«) A A , \ P7 ?(« i) log ra* ' 

donde 

(5) rc0 (n) -
tp (a) log n 

ç (a) designa a conhecida função de E U L E R , isto é o 
número de inteiros positivos não superiores a a e 
primos relativamente a a . Ora a relação (5) cons
titui o teorema dos números primos para a pro
gressão ar i tmét ica a x + 6 , e obtivemos uma fór
mula ass in tó t i ca exacta. 

Consideremos agora a sucessão dos binários de 
números ímpares x , x +k, onde k é um número 
par positivo e x = l , 3 , 5 , - - , 2 i — 1 , e seja 
21 — l + k = n. As congruênc ias x = 0 ( m o d p ) e 
x + i = 0(mod p), onde p è primo ímpar, têm a 
mesma raiz se p | k, e ra ízes diferentes se pl[k; 
portanto, em cada conjunto de p b inários x , x + k 
consecutivos, se p | k há um só binário cm que pelo 
menos um dos dois números (neste caso ambos) é 
d iv i s íve l por p, mas há dois tais binários (com um 
só dos números d iv i s íve l por p) se p Ir k. Supri
mindo pois na sucessão dada os binários x , x + & em 
que pelo menos um dos dois números é d iv i s íve l por 
algum dos primos não superiores a n a , restam só 
binários de primos do intervalo (n* , n) e possivel
mente o binário 1 ,1 + k , em número de Pk (n) — 
— Pk (n*) + e , designando por Pk (?) o número de 
binários de di ferença k não superiores a (, e sendo 
e = 0 ou e = l : além disso é 

n 
3 < p < ; i 5 

1 — n 
3 £ p £ " 

p I * 

a estimativa e s t a t í s t i c a de Pk (ra) — Pk (n*) + s , e a 
h ipótese de que estas duas funções são as s in tò t i ca 
mente iguais para n oo dá 

J» , (n ) - P* (n«) + ] 1 -

3 < p < « a 

n.(- * 
P | * 

n 
3 < P < »* 

K — & + 1 

n — 
» < p < » a 

p | * 

p-2 

para ra suficientemente grande é 

p-1 n 11 o - 5 p - 2 -»-•»• p - 2 ' 
3 < p £ l l œ 3 < p | f c 

P l * 
além disso é 

n , ( - ï ) - n J 4 ) " 

3 < p < n a 
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p > 3 

n j 1 - ^ } 
- 4 

l og » * 
l i>3 

tem-se portanto 

PA. (n) - Pk (ra«) + 5 • • 
A > ' ^ v ' 2 log2 ri 

p>3 
donde 

que é a fórmula ass in tó t i ca conjectural obtida por 
H A R D Y e L I T T L E W O O D . E m particular é 

2re „ f l i 

p > 3 

a fórmula ass intót ica conjectural para o número de 
binários de primos «gémeos» (k = 2) não superiores a n. 

que é a fórmula as s in tó t i ca conjectural para a pro
pos ição «forte» de G O L D B A C H , obtida por H A R D Y e 
L I T T L E W O O D . Com efeito os binários que estamos con
siderando são de números ímpares de diferença n, 
mas os diminuidores são negativos; equivalem pois 
a binários de números impares positivos de soma n . 

A fórmula ass in tó t i ca conjectural que precede, 
bem como as do n.° 4, foram também obtidas por 
S T X C K E L 8 ' independentemente de H A R D Y e L I T T L E W O O D , 

e por método diferente. As fórmulas obtidas anterior
mente por S Y L V E S T E R e por B R L N para Q («) e (n) 

estavam erradas por factores constantes 9 ' . 

Consideremos a sucessão dos números x2 + k, em 
que k é inteiro diferente de zero e de quadrado ne
gativo, e x = 1 , 2 , 3 , ••• , £ . Seja P + S — n . A con
gruênc ia x- + & — 0 (mod p), onde p é primo, tem 
uma só raiz se p=>2 ou se 3 < J p | & ; e tem duas 
raízes ou nenhuma se 3<^JJ , | -&, conforme —k seja, 
ou não, resto quadrát ico de p . Isto conduz, analo
gamente aos n.°* precedentes, a escrever, designando 
por P (n) o número de primos da sucessão dada não 
superiores a, n , 

L _ T J • n 
3 < p < ? i * 

1 -

P l * 

n 2 

5 . 

Consideremos a sucessão dos binários de números 
impares x,x + n, onde n é um número par positivo e 
x = 1 — n , 3 — n , 5 — n, • • • , (n - 1) — n , portanto 
i + « = l , 3 , 5 , - , n - 1 . As considerações do 
n.° 4 são quase literalmente ap l i cáve i s a este caso e, 
designando por Q (l) o número de binários de 
primos da sucessão dada cujos valores absolutos 
não excedem % , a estimativa es ta t í s t i ca de Q (n) — 
—Q («*) + 3 ( onde se tem agora E = 0 ou e = 2 , é 

i n 
P + » 

n 
3 < p < H * 

p\n 

o que dá, procedendo como no n.° 4 , 

2i> „ [ , 1 1 -r-r p—l 
^ - i o ^ n l 1 - ^ } - ! ! ^ r 2 p > 3 3 < p I I 

onde u percorre os primos ímpares não divisores de 
k deque — k é resto quadrát ico; ora o 2." membro 
pode escrever-se 

n 
n . ( ' -7 ) - * 

3 < p < n * 

n — T T — 
11 n—1 11 n ' _ 1 ' 

onde ti' percorre os primos ímpares não divisores 
de k, de que — k é não-resto quadrát ico ; será pois 

8) Cf. P. S T ^ C K K L und W . W E I N K K I C H , Die Darstellttng ge-
rader Zahlen ais Differeitzen und Summen von Primzahlen, Abh. 
d. Heidelb. Akad. d. Wins. 1922. 

9} Cf. H A R D Y e L I T T L E W O O D , loc. clt. in 1 ) , pag. 32-37. 
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• n ( . + ^ ) - n ^ 1 

• n j > - ^ ) ^ | . 
P -)- *: 

onde [ 1 é o conhecido s ímbolo de L E G E N D R E , 

igual a + 1 , ou — 1 , conforme — k é, ou não, 

resto quadrát ico de p ; tem-se portanto 

n 
3 < p + * 

n {-(T)à! 
isto é 

3<p;f-* 

fórmula ass in tó t i ca conjectural contida no trabalho 
de H A R D Y e L I T T X E W O O D citado em 4 ) . E m parti

cular, tem-se conjecturalmente 

° g " p>3 1 ^ P ' P J 

para o número de primos da forma x2 + 1 não su
periores a n . 

7. 

Consideremos também a sucessão dos números 
x3+k em que k é inteiro não cubo, positivo ou ne
gativo, e X — 1 , 2 , ••• , l . Seja P + k = n . A con
gruênc ia x3 -f k = 0 (mod p) , onde j> é primo, tem 
uma só raiz se p = 2 , ou p = 3 , o u p = = — 1 (mod 6), 
ou p = l (mod 6) com p | k ; tem três ra ízes ou 
nenhuma se p = l (mod 6) com p Jf k, conforme 
k for, ou não, resto cúbico de p . Isto conduz, de
signando por P (ri) o número de primos da sucessão 

dada não superiores a n, a escrever 

'<->-<K)(<-4)-nK 
n a > W E E — 1 

n 
n a > p = l 

1 n 
onde as congruênc ias se referem ao módulo G, e n 
percorre os primos = 1 (mod 6) não divisores de k de 
que k é resto cúbico ; ora o 2." membro pode escre-
ver-se 

n Í 1 ^ 

n 
n a > p = l 

P-t"* 

n 

- ' n ( ' - i ) n ^ - n : ^ . 
p < w a CT<na d / < n a 

onde n 1 percorre os primos = 1 (mod 6) não div i 
sores de k, de que k é não-resto cúbico ; será pois 

• n ( ^ ) - < n K ) -
n a > p = l 

1 
onde (k)p é 1 , ou , conforme k é , ou não, 

2 

resto cúbico de p ; portanto 

n H^-y 
n a < p = l , p + t 

isto é 

P ( M ) ~ I ^ - n t 1 - ^ } 
p=l (mod fi) 

que é a fórmula as s in tó t i ca conjectural obtida por 
H A R D Y e L I T T L E W O O D para o número de primos x3-\-k 
(k não cubo) não superiores a n . 
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8. 

Consideremos ainda a sucessão dos números x*+k, 
em que k é inteiro diferente de zero e de quadrado 
negativo, e x = 1,2 , ••• ,1. Seja l* 4- k = n . U t i 
lizemos, se p é primo e 'à^pj-k: o s ímbolo de 

/—k\ ., 
L E O E N D R E jà usado no n.° 6, igual a + 1 

\ P J 
conforme —k é resto ou não-resto quadrát ico de p • 

/—fc\ 
e, se também p = 1 (mod i ) e 1 = 1 , o s í m -

k 
bolo ( ) , igual a + 1 conforme —k é resto 

\ P / i 
não resto b iquadrát ico de p . A congruênc ia 
x* + jfc = = 0 (modp), em que p é primo qualquer, tem 
uma só raiz se p<=2 ou 3 < ^ p | i ; mas se S^p^k, 
tem essa c o n g r u ê n c i a : duas raízes se >̂ = 3(mod4) 

com (—-) = 1 ; quatro ra ízes se p = l (mod 4) 
\ P J 

com ( ) = 1 ; e nenhuma raiz se p = 3(mod 4) 
\ V J A 

. I I = —1 , ou p==l (mod 4) com ( ) =-—1, 
P I \P I 

portanto 

ou p = 1 (mod 4) com = — 1 . Isto conduz, 

designando ainda por P (n) o número de primos 
da sucessão dada não superiores a n, a escrever 

3 < p < n * 
P\>< 

• n ( - ^ ) - n K ) . 
onde a congruênc ia se refere ao módulo 4 , cr per
corre os primos ímpares não divisores de k de que 
— k é resto quadrát ico , e p percorre os primos 
= 1 (mod 4) não divisores de k de que — it é resto 
biquadrát ico . Ora tem-se 

ni* 
p<ra* 

n 
-n H 

p - 4 n p ' - 2 X X p - 2 ' 
p ' S » a p £ m * 

onde a congruênc ia se refere ao módulo 4 , e p' 
percorre os primos = 1 (mod 4) não divisores de k 
de que — k é resto quadrát ico mas não b iquadrát i co ; 

n ( 4 ) - n H } n ( ^ ) 
n ^ i CT=I 

2 
p ' < M " 

cr < n* 

P - 2 y - n ( i 
p £ » a tta > cr = 1 

n { - ( ^ } -
i l* Ï cr= 1 

Por conseguinte é 

-«-(-4)n (•4)-n(-4) 
3 < p < » i a 

' " > c r = l 

o que, segundo cálculos efectuados no 

fM-m^-j)- n I1-

™ >:cr=l 

e portanto, anà logamente a n."' precedentes, 

m-A- n {>-(-) 4 r l 
log n X X I \ p / p — 1 J 

p=l (mod 4) 

fórmula ass in tó t i ca conjectural para o número de 
primos x* + & ( — A: não quadrado) não superiores a 
>i. E m particular é 

^ ^ log » n { 
p > 3 

( P ) P - I 1 ' 

•n {•-( 
p ~ \ (mod 4) 

—) —1 

a formula ass in tó t i ca conjectural para o número de 
primos x 4 - | - l não superiores a n. A n à l o g a m e n t e a 
estas fórmulas , que julgamos novas, muitas outras 
poderiam obter-sè . 
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O exemplo que segue pertence a um tipo de pro
blemas que, ao que cremos, não tem sido conside
rado, salvo no caso linear de que demos o exemplo 
do n.° 4. Seja dada a equação y = x2+k, e ocupemo-
-nos do número de soluções dela com x = 1 , 2 , • • • , l 
nas quais x e y sejam ambos primos (o exemplo do 
n.° 4 equivale a problema aná logo para a equação 
y-=x+k. Seja n = l2 + k. Como no n.° 6, k será inteiro 
diferente de zero e de quadrado negativo; e será par> 
para que x e y possam ser simultaneamente ímpares ' 
além disso será í \ ^ — l (mod 3) , senão x = + l ( m o d 3 ) 
daria y = 0 (mod 3) , isto é um dos dois números x , y 
seria necessár iamente d iv i s íve l por 3 . As congruên
cias x = 0 ( m o d p) e x 2 + £ = 0(mod p), onde p é 
primo, têm uma só e mesma raiz se p = 2 ou 3<[p|i-; 
se 3<^p X k têm ao todo três raizes diferentes quando 

1 = 1 , e uma só raiz (da primeira) quando 
P 1 

~k\ „ , . , . 
)——1. Podemos pois escrever, designando 

P ) 
por R (n) o número de so luções em ques tão , 

n 
3 < p< «" 

í> I * 

•n(-4)-n 
onde, como no n.° 6, 13 ou CT1 percorrem respecti
vamente os primos ímpares não divisores de k de que 
—k é, ou não, resto quadrát ico ; portanto 

*(«)-- n 1 

3 < pr< 
P ) n 

3 < í > £ n " ' 
p\k 

p - 2 

n =£< n n A 2 i l CT-2 2 

n ( 1 n 
3 < p S n " 3 < p < n l 

P i * 

•n (1+ 
tr'<?i œ 

1 

in 2 
n 

2 Í n 1 \ 2 

l i í 1 ( p - l ; * J ' 
3 £ p £ a x 

3 < P < n * 
P l * 

3 < p < n ' ; 

P t * 

e tem-se por conseguinte a fórmula as s in tó t i ca con
jectural 

    

para o número de so luções de y = x- +k (k inteiro 
diferente de zero e de quadrado negativo, par e 
^ — 1 (mod 3)) não superiores a n , com x e y 
ambos primos. 

10. 

Consideremos finalmente as diversas representa
ções dum número ímpar como soma de três números 
ímpares . Pode figurar-se cada uma destas represen
tações por um ponto do plano, cujas coordenadas 
trilineares são as três parcelas respectivas. Sendo 
ra>-0 o número ímpar dado, e adoptando como 
tr iângu lo fundamental um tr iângu lo equi látero cujos 
vért ices são os pontos, ( n , 0 , 0 ) , ( 0 , n , 0 ) , e ( 0 , 0 , n), 
então os pontos que figuram aquelas representações 
são os duma rede de t r iângu los equi láteros , consti
tu ída por rectas paralelas aos lados do t r iângu lo 
fundamental cujas d i s tânc ias a estes lados são os 
números í m p a r e s ; e os pontos da rede interiores ao 
tr iângulo fundamental figuram as representações de 
n como soma de três números ímpares positivos. 
A estas ú l t imas representações nos limitaremos aqui. 

Suprimindo os pontos da rede situados nas rectas 
cujas d i s tânc ias aos lados do t r iâgu lo fundamental 
são os primos ímpares não superiores a n a e seus 
múlt ip los , restam os pontos figurativos das repre
sentações de n • como soma de três parcelas, cada 
uma das quais é um primo de intervalo ( r e a , n —2) 
ou a unidade. O número de pontos suprimidos uti l i 
zando um só primo ímpar p Sn3- é, como se verifica 
sem dificuldade : 

rfi , • 1 . P - 1 

a) para n = hp ' 

: = 3 I Ar 

+ Sk-

1 + 2 + 

h + 1 

2k , h inteiro, t—1,2--

h — 

~ 2 

h-1 

~2~ 

+ (* + ? ) + • • • + * + 

3(p- A2-1 

o t = 3 J k+ (k + p) + ••• f 

p + 1 p-rS 
~2~'"TT> 

( h - l 
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/ h+í\ A 2 - l 
3 ^ 1 + 2 + - . . . + — J = 3 ( p - l ) • — + 

4- 3 (k - 1 ) 
ft+1 

c) para n = hp, k inteiro, 

a c = 3 f p + 2p + + t - y 

2 ( 1 + 2 + + 
h-X A 2 - 1 

( 3 p - 2 ) — -

O número total de pontos da rede é o número 
n — 1 . n 2 — 1 

triangular de ordem , isto é . Portanto 
2 8 

o quociente da d iv i são do número de pontos não su
primidos, utilizando só o primo p , pelo número total 
é, em cada um dos três casos precedentes, para re-»oo: 

- 1 
S ( p ^ l ) ( A 2 - l ) + 1 2 * ( A + 1) 

í> 2 A 2 + 4&pA + 4,fc2 — 1 _ 

3 3 

p p2 "(4 
« 2 - 1 

3(p-l)(A 2 - l)+12(/fc-l)(A+l) 
p 2 A 2 + 4kph + 4& 2 —1 

- - + - + o ( - ) ; 
í> p 2 \ « / 
( 3 p - 2 ) ( A 2 - l ) 

re2- 1 p- hz — 1 
- 1 + 

P 

+ J + o / l N . 
p 2 \ n 2 / 

Atribuindo pois a um ponto da rede, não suprimido 
utilizando um só primo ímpar p , a probabilidade 
v„ ou v t , conforme o caso, se p J( n, ou a probabili
dade v t se p | n , a estimativa e s ta t í s t i ca do número 
de pontos, não suprimidos utilizando todos os primos 
ímpares não superiores a r e » , é 

n 2 - l _ f 3 3 / 1 \ 1 

-• n V-j^+0kã-
i ) < p < a * 

p)rk 

8 

n V - - p + ^ ° ^ ) Y 

ra2 

~8 n 
3 < p < n a 

P -t" » 

3 3 
1 _ _ + 

_p p 2 

T7 h 3 2 ' 

11 v p +

 P * / 

- í n n 
n 

n a > : p | n 

3 Í P S I 1 0 1 

7^2- 3p 4- 2 

p 2— 3p + 3 

12 n f •n I I + ( ^ Í ) Í 1 

- 3 ^ + 2 11 p2 - 3 ^ + 3 ' 
nx>p\n 

ass in tò t i camente igual a este resultado devemos con
siderar também, portanto, o número de representa
ções de n como soma de três parcelas, cada uma das 
quais é um primo do intervalo ( T I * , n — 2) ou a uni
dade, e por conseguinte o número de representações 
de n como soma de três primo6 ímpares . Designando 
este úl t imo número por B (ri) tem-se pois 

 

que é a fórmula ass in tó t i ca de H A R D Y e L I T T L E W O O D 

que VINOGRADOV conseguiu demonstrar rigorosamente. 
O facto de, não só nos exemplos considerados nos 
n.°* 2 e 3 mas também neste, se obter uma fórmula 
ass in tó t i ca exacta confere alto grau de probabilidade, 
cremos nós, à exact idão das fórmulas a s s in tó t i cas 
conjecturais obtidas nos n.°" 4-9, e de muitas outras 
que pelo mesmo processo se podem obter, e portanto 
da hipótese que a este processo serve de base. " 

*> Vários n.°* do presente artigo foram extraídos, com mo
dificações, duma comunicação que apresentámos ao Congresso 
Luso-Kspauhol para o Progresso das Ciências reunido em L i s 
boa em 1950, ainda uao publicada. 
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N.° 50 — Dezembro de 1951 

Sobre la metrización de los espacios cuasi-métricos 
por M a n u e l Balanzat 

Univ. Nac. de Cuyo — San Luis — Argentina 

I , — Empezemos recordando las definiciones de es
pacios con m é t r i c a d é b i l y de espacios c u a s i m é t r i c o s : 

S i sobre un conjunto E se define para cada par 
ordenado (x , y) de elementos de E un n ú m e r o real 
à ( x , y ) ^ > 0 que cumpla las siguientes condiciones: 

8 ( x , x ) = 0 3 (x , y ) < 8 ( x , s) - f 3 ( z , y) 

y s i se define el sistema fundamenta l de entornos de 
un punto a de E como el conjunto de los esfe-
roides abiertos de centro a (es decir los conjuntos 
de puntos x taleB que 8 (a , x) < X en donde X torna 
valores reaies), se dice entonces que E es un espacio 
con métrica débil. 

Si se supone a d e m á s que 8 ( x , y) = 0 i m p l i c a 
x = y , el espacio se denomina cuasimétrico ; si se 
a í i ade f inalmente la c o n d i c i ó n de s imet r ia 3 ( x , y) = 
= 3 (y , x) obtenemos el caso c l á s i co de los espacios 
m é t r i c o s . 

Es inmediato que si un espacio con m é t r i c a déb i l 
cumple el axioma de F K É C H E T de los espacios accesi-
bles es un espacio c u a s i m é t r i c o y , reciprocamente, 
todo espacio c u a s i m é t r i c o es accesible. 

E n una memoria («Sur les espaces à m é t r i q u e f a i 
b le» , Portugaliae Mathematica, vo l . 4, fas. 1, 1 9 4 3 ) 
H U G O R I B E I K O planted el problema de las relaciones 

entre los espacios con una m é t r i c a déb i l y los espa
cios m é t r i c o s , y en pa r t i cu la r p l a n t e ó el problema de 
si todo espacio con m é t r i c a d é b i l que fuese normal 
seria metr izable. Empezaremos por dar una so luc ión 
nega t iva a l problema planteado por H C G O R I B E I R O 

dando : un ejemplo de espacio cuasimétrico completa
mente normal y no metrizable. 

Para ello consideremos el conjunto de los n ú m e r o s 
reales dei in te rva lo ( 0 « C x < ^ l ) y definamos una 
cuasidistancia q (x , y) de la f o r m a siguiente : 

, t f I y - * I . si x < j , 
í si x > y 

Es claro que q (x ,y) es siempre mayor o i g u a l a 
cero v es i g u a l a cero quando y solo cuando x = y . 

Pasemos ahora a probar la c o n d i c i ó n q ( x , y ) ^ 
< J ç ( x , z) + q(z,y) ; la c o n d i c i ó n se cumple siempre 
que sea x = y, o x = s , o y = z ; consideremos 
ahora los otros seis casos posibles : 

x<y<z: q (x , y) = | x - y | ; q ( x , s) — | ae — B | j 

? ( 3 , y ) = i 
x<z<y: q ( x , y ) = \ x — y\; q (x , z) = | x — a | ; 

? ( 3 , y ) = l « — y\ 
y < x < s : q{x,y) = 1 ; q(x,z) • \ x - z \ ; ç ( z , y ) = l 
y < s ,< x : q (as, y) - 1 ; q (<B,z) — l ; q (*, y) — 1 
c < e < y : q (x ,y) = \x - y\; q(x,z) = \; 

q(z,y) = |a — y\ ; 
z<y<x: q(x,y) = 1 ; q (x , z) = 1 ; q (z ,y) = \z-y\ 

y vemos que en todos los casos se cumple la con
d ic ión . 

E es pues un espacio c u a s i m é t r i c o en el que los 
entornos de centro a y rad io r son los intervalos 

Vamos a probar ahora que E es completamente 
n o r m a l : para ello consideremos dos conjuntos A y 
B no mutuamente conexos. 

Si a e A , como A |~| B es v a c í o se puede deter
minar un e s f e r ó i d e abierto E (a) de centro a que no 
contenga n i n g ú n punto de B. Analogamente para 
todo be B se puede determinar un e s f e r ó i d e abierto 
E (6) de centro b y t a l que no contenga n i n g ú n 
punto de A. 

Tomemos los conjuntos 

A* = \J E (a) B* = IJ E (b) 

A* y B* son conjuntos abiertos que contienen 
respectivamente a A y B ; si probainos que careceu 
de puntos comunes habremos probado que E es com
pletamente normal , en efecto: para probar que 
A* f i B* es v a c í o basta probar que cualesquiera 
que sean E (o) y E (b), el conjunto E (a) f\ E (b) 

(*) Roclbldo en 26 de Novlembre de 1931. 
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es vacio . Si aeA y beB tiene que ser a=j=b; 
supongaraos a < 6 . Sea r el radio de E (a), como 
b$E(a) es &2>a + r; ahora bien, todo x e E (a) 
es menor que a + r y todo y eE (b) es mayor o 
igua l que b, luego tenemos 

x<a + r ^ b ^ . y 

es decir que x es d i s t in to de y como q u e r í a m o s 
demonstrar. 

Para probar que E no es metr izable, probaremos 
que tiene un conjunto denso numerable y carece de 
base numerable. 

L a pr imera parte es inmedia ta ya que el conjunto 
de los puntos racionales dei in te rva lo es denso en E 
puesto que en todo entorno de cualquier x de E 
hay puntos racionales dei in te rva lo . 

Vamos a demostrar ahora que E carece de base 
numerable. Sea 2> una base ; para cada a e E tiene 
que exis t i r un V(à) de la base contenido en a < J x < í 
y t a l que aeV (a) ; tomemos ahora dos puntos dis
t intos a y b y supongamos a < & , es claro que 
entonces a$V(b) luego V(a) =fc V (b) , cualesquiera 
que sean a y b. 

Hemos hecho as í corresponder a cada n ú m e r o real 
de ( 0 < ^ £ c < r l ) un elemento de 2> de fo rma t a l que 
a n ú m e r o s dis t intos correspondan elementos d is t in tos , 
luego, la base 2> no puede ser nunca numerable. 

2 . — Si recordamos que todo espacio t o p o l ó g i c o de 
H A U S D O R F F , compacto y con base numerable es me

t r izable , cabe preguntarse : suprimiendo a lguna de 
estas condiciones y r e e m p l a z á n d o l a por Ia cond ic ión 
de que el espacio sea c u a s i m é t r i c o , se o b t e n d r á un 
espacio m è t r i z a b l e ? 

Esto es cierto cuando la cond ic ión que se suprime 
es la de base numerable, y a que Huoo R I B E I R O de
mostro (loc c i t . ) que todo espacio c u a s i m é t r i c o de 
HAUSDORFF y compacto es metr izable. Vamos a ver 
en cambio que ello deja de ser cierto para los espa-
cios c u a s i m é t r i c o s , compactos y con base numerable, 
a s í como para los espacios c u a s i m é t r i c o s de H A U S 
DORFF y con base numerable. 

Empezaremos por dar un ejemplo de un espacio 
cuasimétrico, compacto y c w base numerable que no es 
metrizable. 

Para ello tomemos un conjunto numerable cua l -
quiera de elementos dis t in tos 

a i j a 2 > • • • > a „ , • •• 

y definamos la cuasidistancia de la fo rma s igu ien to : 

1 
s i n < p 

s i n = p 

si n > p 

Como q (a„, ap) es siempre ^> 0 y es i g u a l a 
cero si , y solo si , n — p, para probar que es una 
cuasidistancia b a s t a r á probar que q(a„,a„)^q(api a r ) + 
+ q (ar, ap) ; consideremos los seis casos posibles 
para puntos dis t intos : 

n<p<r: q(a„,ap) = —— ; q (o„ , O,) = — Î — ; 
n + p n+r 

q (o,.. a„) 

:p: q(a„, ap) 

p < r < n 

1 K , aP) 

1 (<*», aP) 

p<n<r: q (a„ , a„) • 

r<p<n: q (a„ , ap) 

<1 O r I Op) 

r<n<p: q (a„ , ap) 

9 K , o„) 

1 , 1 
1 — — i ? (O,, j »r) = — 5 

n + p n-t-r 
1 

r+p 
l i ï ( o „ , o r ) = l ; q(a,,ap) = \ 

1 ! 1 (o„ , ar) = —-— ; 
n + r 

í 
1 ; 1 (o„ , ar) = 1 ; 

1 

r+p 

1 

n + p 

1 

r + p 

; 1 («w, o r) - 1 ; 

L a propiedad es evidente en todo los casos, excepto 
en el segundo y para é s t e se ve faci lmente ya que se 
tiene 

1 1 
r <p;n f r < n + p ; < ; 

n + p n + r 

q(a„,ap) <q(a„,ar) 

y por consiguiente 

1 (o,., a p ) < q (a„ , Or) +q(ar, a„) . 
Se ve faci lmente que el espacio tiene una uase 

numerable: Ia formada por los esferoides con centros 
en cada punto y radios racionales. 

Vamos ahora a probar que el espacio es compacto. 
Como es numerable, en él coinciden los conceptos de 
compacto y perfectamente compacto s e g ú n F R É C H E T 
(no es en cambio compacto en el sentido de B O U R B A K I , 
ya que si bien tiene la propiedad de B O R E L - L E B E S S U K , 
no es un espacio de H A U S D O R F F ) . Basta, pues, probar 
que todo conjunto i n f i n i t o tiene un punto de acumu-
lac ión . Sea F el conjunto i n f i n i t o y a„ un punto 
cualquiera de F; consideremos un e s f e r ó i d e E de 
centro a„ v radio f cualquiera. 

1 
Sea p un n ú m e r o na tura l t a l que p>n y p + n > —. 

r 
Como F es i n f i n i t o , en él hay un punto a„ t a l que 

5 5» p . Entonces s e r á q > n y tendremos 
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q (a„ , aQ) = —— < —— < r 
n + q -V 

luego a,eE y a„ es ponto de a c u m u l a c i ó n de F . 
Vemos as í que todos los puntos dei espacio son pun-
tos de a c u m u l a c i ó n de cualquier subconjunto de él 
que sea i n f i n i t o luego es compacto. 

Para probar que no es metr izable probaremos que 
no es un espacio de H A U S D O R F F , en efecto : sean a,„ 
y a„ dos puntos dei espacio y V y W dos esferoides 
de centros am y a „ , y radios r y s respectiva
mente. Tomemos um n ú m e r o na tu ra l p t a l que se 

t e n g a : p > « , p + n> • 

entonces 
\ 1 

1 (am , a,) = 

1 (<*» : *,) = 

p + m; 

m+p 

1 

n+p 

< r luego a. 6 V 

luego a, e W 

y como esto es va l ido cualesquiera que sean r y s se 
deduce que el espacio no es de H A U S D O R F F . 

3- — Pasemos ahora a dar un ejernplo de un espacio 
cuasimêtrico, de H A U S D O R F F , core base numerable y no 
metrizable. 

Para ello tomemos el conjunto de los n ú m e r o s a l -
g e b r á i c o s dei in te rva lo (0 < ; x < 1) y definamos de 
la fo rma siguiente una cuasidistancia : 

q (x , y) = 0 para x = j / y si x =jfc y , entonces de
signando por r los n ú m e r o s racionales y por » los 
i r racionales 

q ( r 1 ,r") - \ rj ' — 

q ( r , i ) = 1; q (*• 
' " l i l ( i , r ) = 
, i") = 1 . 

- r i ; 

Probemos que es una cuasidis tancia demostrando 
Ia propiedad q (x , y) q (x , z) + q (z , y) . Como la 
cuasidistancia es siempre menor o i g u a l que 1 , la 
propiedad se cumple siempre que y o s son i r r a 
cionales; si ambos son racionales se tiene, cualquiera 
que sea x 

9 ( x , y ) = | x - j / | < | x — z \ + \z — y | -

= 1 (x . « ) + ' / ( = , y) • 

E l espacio es pues c u a s i m ê t r i c o y los esferoides 
abiertos de centros a y radio h e s t á n cost i tuidos 
por a y los puntos racionales x tales que \x — a\<h. 

Como en el ejemplo anter ior se ve que el espacio, 
siendo c u a s i m ê t r i c o y numerable, tiene una base 
numerable. 

Tomamos ahora dos puntos cualesquiera x e y 
dis t in tos y sea | x — y \ •= h . Tomando dos esferoides 
de centros x e y y radios menores que la m i t a d de 
h, se ve inmediatamente que carecen de puntos 

comunes, lo que prueba que el espacio es de H A U S 
DORFF. 

Para probar que no es metr izable probaremos que 
no es regular . E n efecto : sea M el conjunto de los 
n ú m e r o s a l g ê b r a i c o s i rracionales. M es cerrado, en 
efecto : sea r $ M, entonces r es racional y cual 
quier e s f e r ó i d e de centro r solo contiene puntos ra 
cionales, es decir no contiene ning-ún pun o de M, 
luego cualquiera, que sea r no perteneciente a M , 
no puede ser punto de a c u m u l a c i ó n de M , luego M 
es cerrado. 

Sea ahora a un punto rac ional y F un e s f e r ó i d e 
de centro a y radio h cualquiera, en el in te rva lo 
I x — a i < h hay puntos i rracionales (que no perte-
necen a F ) ; sea i uno de estos puntos irracionales. 
Todo conjunto abier to que contenga a M debe con-
tener un e s f e r ó i d e de centro i , es decir los puntos 
racionales de un in te rva lo de centro » , luego tiene 
que eontener puntos de V; ello nos prueba que el 
espacio no es regular , y por consiguiente no es me
t r izable . 

4- — U n espacio c u a s i m ê t r i c o completamente re
gular puede muy bien no ser metr izable , como lo 
prueba el p r imer ejemplo que hemos dado, pero si 
modificamos la coud ic ión de completa regu la r idad se 
puede obtener una cond ic ión suficiente para que el 
espacio sea metr izable . 

Una f u n e i ó n y = f ( x ) de f in ida en un espacio cuasi
m ê t r i c o y tomando valores reaies es cont inua en un 
conjunto F del espacio E , si para cada punto a de 
F y cada e real existe un u. real t a l que si 
q (a , x ) < jj. se tiene | / ( a ) — f ( x ) | < E . Es ta d e f i -
n i c ión de con t inu idad es, evidentemente, un caso par
t i cu l a r de l a d e f i n i c i ó n general de f u n e i ó n c o n t í n u a 
en los espacios t o p o l ó g i c o s . 

E l n ú m e r o j i depende de a y' de e; por analogia 
con el caso de los espacios m é t r i c o s diremos que la 
f u n e i ó n es uniformemente continua s i se puede encon
t ra r un JJ. que sólo dependa de s , es decir si para 
todo e existe u. (e) t a l que | / ( x ) — f (y) \ < e para 
todo par de puntos (x , y) taies que q (x , y) < JJ. (e) . 

Vamos a probar ahora que : si un espacio E 
cuasimêtrico es tal que para todo conjunto cerrado A 
y todo punto a no perteneciente a A , existe en E 
una funeión numérica uniformemente contínua, to
mando sus valores en el intervalo ( 0 , 1 ) y tal que 
f (a) — 0 y f (x) =• 1 para todo x de A , entonces 
el espacio es metrizable. 

Para probar este teorema nos apoyaremos en el s i 
guiente resultado de N I E M Y T Z K I («On the t h i r d axiom 
of metr ic s p a c e » , Transactions of the American Ma
thematical Society, vol. 29, 1927) : 

«Sea E un conjunto en el que se hace correspon-
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der a cada par ordenado (x , y) de puntos de E un 
n ú m e r o real 3 (x , y) ^> 0 sujeto a las condiciones 
siguientes : 

li* 8 (z , y) = 0 s i y solo si x = y . 
2. » S ( x , y ) - í ! ( y , as) . 
3. " Para cada a de K y cada n ú m e r o real e > 0 , 

existe un JJ. (a , s) , t a l que s i 3 (a , 6) < u. (a , e) y 
8 (e , é) < JJ. (a , e) , entonces 8 (a , c) < e . 

Tomemos como sistema fundamenta l de ei i tonios 
de cada punto a de E los esferoides abiertos de 
centro a (es decir el conjunto de puntos x de E tales 
que 8 (a , x) < r , para los valores reaies de r ) . 

Entonces el espacio t o p o l ó g i c o as í obtenido es ine-
t r i z a b l e » . 
• Sea E el espacio c u a s i m é t r i c o dei teorema ; t o 
memos 8 ( x , y) i g u a l a la menor de las cuasidis-
tancias q(x,y) y q (y , x) . Es inmediato que h(x,y) 
cumple las condiciones 1." y 2." del teorema de 
N I E M Y T Z K I ; vamos a probar que t a m b i é n cumple la 
8> . E n efecto : 

Sea a de E y c > 0 . Tomemos el e s f e r ó i d e abierto 
de centro o y radio e . Sea M el conjunto cerrado 
complementario de dicho e s f e ró ide . Por h i p ó t e s i s 
existe una f u n c i ó n f (x) uniformemente c o n t í n u a 
en E y t a l que / ( x ) = 1 para todo x de M (es 
decir para los x tales que q (a , x) ^> e) y / (a) = 0 . 

Llamemos u, ( a , e ) a l n ú m e r o j i t a l que | / ( x ) — 

— / ( « / ) I < - r P a r a 1 ( x i < I* ( ° ' e ) • 

Como 8 (x , y) < ç (x , ^ ) tendremos | / ( x ) — f ( y ) |< 

< y para 3 (x , y) < u. (a , t) . 

Tomemos ahora dos puntos b y c tales que 
8 (o , b) < (i (a , e) y 8 (6 , <•) < f i (a , s) ; se tendra 

! / ( • ) ' - / ( * ) I < ; - | y l / W - / ( » ) K y , 3' ™rao 

/ ( a ) = 0 , se tiene 

f / < « ) I - | / ( a ) - / ( « ) | < | / ( a ) - / ( 6 ) I + 

+ | / ( 6 ) - / ( e ) K y f T = l , 

y de a c á se deduce que 8 ( a , c) es menor que e 
pues si fuese 8 (a , c) ]J> s seria ç (o , c) ^> e y en
tonces seria / ( c ) = 1 . 

Vemos pues que se cumple la cond ic ión 3.° dei teo
rema de N I E M Y T Z K I ; luego E con l a topologia i n t r o -
ducida por 8 (x , y) es metr izable . Queda ahora por 
probar que la topologia in t roduc ida por h(x,y) es 
la misma que la in t roduc ida por q (x , y) . E n efecto: 

Sea a un punto cualquiera de E y Q (r) el es
f e r ó i d e def in ido p o r i a cond ic ión 3 ( a , x ) < r ; como 
3 (a , x) <^ q (a , x) , Q ( r ) contiene el e s f e r ó i d e D (?•) 
def in ido por la cond ic ión 8 (a , x) < r. 

Tomemos ahora el e s f e r ó i d e D ( r ) y sea f (x) l a 
f u n c i ó n uniformemente c o n t í n u a en E y t a l que 
f ( a ) = Q y / ( x ) = l para q (a, x) J> r . Sea JJ. el 
n ú m e r o real t a l que | / ( x ) — / ( 2 / ) | < l para q(x,y)<.\L. 

Tomemos ahora el e s f e r ó i d e Q (|A) def in ido por la 
cond ic ión q (a , x) < | j . , y sea x uno cualquiera de 
sus puntos ; como q (a , x) < (i. se tiene : f \ (x ) | = 
— I/O») — / ( x ) I < 1 > luego ç ( a , x ) < r y a que 
si fuese ç ( a , x) ^> r seria / (x) = 1 ; como 3 (a , x)<J 
ç (a , x) < r se deduce que x pertenece a D ( r ) , 
y como x es cualquiera se deduce que Q (JJ.) e s t á 
contenido em D ( r ) . 

Queda as í probada la iden t idad de las dos topolo
gias y por consiguiente demostrado el teorema. 
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L a f ami l l e * f l de tous les f i l t r e s ( ') d 'un r é t i c u l é R 
a des p r o p r i é t é s q u i d é p e n d e n t des p r o p r i é t é s de R . 

A T U O KOMATU [1] a d é t e r m i n é les p r o p r i é t é s c a r a c t é 

r is t iques de l'ensemble <t>R dans le cas où R est un 
r é t i c u l é quelconque. D'autres r é s u l t a t s analogues 
ont é t é i n d i q u é s par G A R R E T T B I R K H O F F et O R R I N 

F R I N K [2] . 

L E O P O L D O N A C H B I N [3 ] a g é n é r a l i s é et c o m p l é t é les 

r é s u l t a t s p r é c é d e n t s en ind iquan t , en pa r t i cu l i e r , les 
p r o p r i é t é s c a r a c t é r i s t i q u e s de la f ami l l e de tous les 
f i l t r e s d'une a l g è b r e de B O O L E ( 2 ) et d'une a l g è b r e de 
B O O L E g é n é r a l i s é e . 

Soi t $• la f ami l l e de tous les ensembles f e r m é s 
d'un espace compact / (nous supposons dans cette 
note, qu 'un espace compact v é r i f i e l 'axiome d'HAtrs-
D O R F F ) . Les f i l t r e s de & seront a p p e l l é s des filtres 
fermés de l'espace topologique / ( P I E R R E SAMUEL [4])_ 

Nous nous proposons d ' indiquer dans cette note, des 
p r o p r i é t é s c a r a c t é r i s t i q u e s du r é t i c u l é Qg. Pour 
cela rapellons les d é f i n i t i o n s suivantes : 

A ) U n élément d'un r é t i c u l é R sera d i t inférieure-
ment compact (ou plus simplement compact) ( L . N A C H 
BIN [3 ] ) si é t a n t d o n n é e une f ami l l e , non vide, \xy.'iolei 

d ' é l é m e n t s de R telle que 

7.6 A- — 

i l existe une pa r t i e f i n i e , non vide, AB de A telle 
que 

(~l xa c x 

B ) U n réticulé R ayant un premier é l é m e n t (0) 
sera d i t compact s i 0 est d i t compact. 

(') Un filtre d'un réticulé H est une partie, non vide, F de 
Il telle que : 1.°) si s , y 6 f allors xf\yçF; S i a i Ç j , et 
x g F alors y e F . Un fitre F est propre si Fzfc R . 

(*) bu, ce que revient au même, de la famille de tous les 
systhêmes deductifs d'une Algèbre de Boole. 

C) U n atome d 'un r é t i c u l é R ( ayan t un premier 
é l émen t ) est un é l é m e n t aeR t e l que: 1.°) a=f=Q, 
2.°) si x c a , alors ou x = 0 ou x = a . 

D ) U n élément x de R sera d i t atomique s ' i l 
existe une f ami l l e , non vide, j ^ J , , ^ , d'atomes de 
R tel le que 

a.eA 

E) Nous dirons qu 'un r é t i c u l é R , ayant un pre
mier et un dernier é l é m e n t 1 , v é r i f i e l'axiome de la 
normalité, si é t a n t d o n n é s a ,b e R tels que a (~! 6 = 0, 
i l existe des é l é m e n t s a i , è j e R tels que a |~) * i = 
= a 4 n & = 0 , Oi ( J * l — 1 ( V o i r H . W A L L M A N [5]) . 

Si nous exigeons, en outre, que les é l é m e n t s a\,b\ 
v é r i f i e n t la condi t ion ("1 6j = 0 , nous dirons que 
R v é r i f i e l 'axiome de la disconnexion normale. 

Nous pouvons maintenant é n o n c e r le r é s u l t a t s u i 
vant : 

T H É O R È M E — Pour qu'un réticulé * soit isomorphe 
à la famille &g de tous les filtres fermés d'un espace 
compact il faut et il suff it que 

I ) <p soit distributif, complet et compact. 

I I ) Tout élément de * soit le produit d'éléments 
compacts. (') 

I I I ) Les éléments compacts de <s>, distincts de 0 
coincident avec les éléments atomiques de <b . 

I V ) * vérifie l'axiome de la normalité. 

Si nous voulons c a r a c t é r i s e r la f ami l l e de tous les 
f i l t r e s f e r m é s d'un espace m é t r i s a b l e compact í , i l 
s u f f i t de remplacer l 'axiome I I par : 

I I ' ) Il existe une famille dénombrable K , d'éléments 
compacts de <I>, telle que tout élément de * soit le pro
duit d'éléments de K . 

(') Nous disons que x est le produit des éléments .<-, si 
* = 0 xi • 
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I I est i n t é r e s s a n t de remarquer que 4̂ 7 ne peut 

v é r i f i e r 

l'AxiOME DE L A DISJONCTION D E W A L L M A N , [5] . 

Si a, be R sont tels que et (~| b=^a i l existe 

un é l é m e n t te l que aÇ\w=f=0, w p, b = 0 

à moins que l'espace compact d o n n é / soi t f o r m é 
par un nombre f i n i de points . 

Pour obtenir une c a r a c t é r i s a t i o n de la f ami l l e <t>g 
de tous les f i l t r e s f e r m é s d 'un espace compact t o t a 
lement disconnexe i l s u f f i t de remplacer dans l ' énon
cé du t h é o r è m e p r é c é d e n t la condi t ion I V par 

I V ) 4> vérifie l'axiome de la disconnexion normale. 
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O C u r s o de Analyse Infinitesimal de G o m e s 
Teixeira, cu j a p r i m e i r a e d i ç ã o f o i publ icada no Porto 
em 1889, assenta, no que respeita a I n t e g r a ç ã o , na 
d e f i n i ç ã o de C A U C H Y , do i n t eg ra l de uma f u n ç ã o con
t í n u a num in te rva lo [a , è] . 

Ora, estando a « G a z e t a de M a t e m á t i c a » a organizar 
u m : n ú m e r o comemorativo do 1." c e n t e n á r i o do nas
cimento do giande Mestre e Invest igador , parece-nos 
de verdadeiro interesse para os estudantes das nossas 
Escolas Superiores, uma e x p o s i ç ã o simples e actua
l izada da n o ç ã o de i n t eg ra l , tendo precisamente como 
ponto de pa r t i da a d e f i n i ç ã o de C A U C H Y . 

Assim, este a r t i go t r a t a no essencial, do p r o l o n 
gamento por cont inuidade do i n t e g r a l de C A U C H Y ; 
mas de modo a abranger o in t eg ra l de R I E M A N N e o 
i n t eg ra l de S T I E L J E S . E ainda com a vantagem d i d á -
t i ca de u t i l i z a r um m é t o d o que nos conduz direc
tamente, ao i n t e g r a l de L K B E S G U E - S T I E L J E S num 
e s p a ç o localmente compacto, ou seja, à s mais 
modernas teorias da i n t e g r a ç ã o . 

Resumo 

Constroi-se a noção de i n t eg ra l de R I E M A X N - S T I E I . J E S 
de uma f u n ç ã o l imi t ada , de suporte compacto em E , 
pelo prolongamento por cont inuidade <le uma f u n c i o 
nal l inear e n ã o - n e g a t i v a no s u b - e s p a ç o L das f u n 
ções c o n t í n u a s , de suporte compacto em E . Para 
isso introduz-se uma topologia conveniente no e s p a ç o 
SF das f u n ç õ e s l imi tadas , de suporte compacto e re-
corre-se ao teorema fundamenta l do prolongamento 
por cont inuidade (!) . D á - s e uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a 
e suf iciente de in tegrab i l idade em termos de medida 
de L E B E S O U E - S T I E L T J E S . Mostra-se que a d e f i n i ç ã o de 
f u n ç ã o i n t e g r á v e l coincide com a d e f i n i ç ã o c l á s s i c a 
de S T I E L T J E S quando E se reduz a um in te rva lo fe
chado de B\ . Estende-se a d e f i n i ç ã o ao caso de a 

( ' ) BOURBAKI — Livre I I I , Chap. I , § 6 , p .p . S7-38 « R o r Luís 
<ÍOME8 «Jnlr.gral Lebesr/ue-Stielljes», J . I . M., Porto, 1952. 

func iona l ser l inear e c o n t í n u a (em termos da topo
log ia da c o n v e r g ê n c i a un i forme) . 

Relaciona-se a d e f i n i ç ã o do texto com a general i 
z a ç ã o de i n t eg ra l de S T I E L J E S , devida a POLI .ARD. 

1. — O e s p a ç o t o p o l ó g i c o SF • 

Designemos por E um e s p a ç o localmente com
pacto e por SF a classe das f u n ç õ e s n u m é r i c a s , l i m i 
tadas, de suporte compacto ( 2 ) em E . 

PROPOSIÇÃO 1. SF é um espaço de R I E S S ( 3 ) (espaço 

vectorial reticulado). 

Na verdade se f \ , f \ pertencem a SF, o mesmo 
sucede a c l f i + c 2 / 2 , a J\ f | h e » / i U / í f quais
quer que sejam os n ú m e r o s reais C i , C j . 

As f u n ç õ e s c o n t í n u a s , de suporte compacto fo rmam 
u m s u b - e s p a ç o (de R I E S Z ) de SF. D e s i g n á - l o - h e m o s 
por L. 

Se E é compacto, SF coincide com a classe das f u n 
ções l imi tadas e L com a das f u n ç õ e s c o n t í n u a s . 

T E O R E M A 1. A condição necessária e suficiente para 
que f e SF, é que existam funções <pi <^ «>2 IJ i tais 
que (pi <J / <^ tp2 para todo x de E . 

Na verdade, se / admite o í n f i m o l e o supremo 
X e é nula no complementar dum conjunto compacto 
KczE, podemos tornar f i ~ l f o e <p2=-£»i>> sendo 
9q, c o n t í n u a , de suporte compacto, i g u a l à unidade 
em K(*). 

Inversamente, de t p i ^ / ^ t p , deduz-se que feSF. 

(*) De suporte compacto, quere dizer, nulas no complementar 
de um conjunto compacto, que pode variar de função para 
função. 

(•) Designação introduzido por DIEUDONNÉ [Ball. Soc. Math. 
France, t. 72, 1944, p. 193-194J. 

( l ) Se E nilo é compacto tem-se / < 0 e 0 < L . Por outro 
lado, dado um conjunto comi acto, KCZE, è sempre poss íve l 
determinar uma função como Ço [cf. BOURBAKI, Livre 111, Chap. 
I X , § 4, Cor. Prop. 4]. Se E è compacto, basta fazer <fH = l 
«2 » !• • 
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D E F I N I Ç Ã O 1. Entende-se por intervalo, a classe 
das funções f de ff tais que ? i ^ f < ^ « p 2 , sen'^° ? i ^ ? 2 
duas funções de ÏJ . E representa-se pelo símbolo 
[<?i. ti] • 

D E F I N I Ç Ã O 2. En tende-se por vizinhança de uma 
função f de ff, qualquer intervalo que contém f . 

PROPOSIÇÃO 2. Estas vizinhanças transformam ff 
num espaço topológico (de K U R A T O W S K Y ) . 

Com e fe i t o : 1) toda f u n ç ã o f e f f admite uma v i 
z i n h a n ç a ; 2) toda v i z i n h a n ç a de / con tém / ; 3) dadas 
duas v i z i n h a n ç a s de / existe sempre uma v i z i n h a n ç a 
contida na i n t e r s e c ç ã o daquelas. ( 5 ) 

D a q u i por deante interpretamos sempre ff como 
um e s p a ç o munido desta topologia . E é evidente 
que, segundo essa topologia , h é denso em ff, 
quere dizer, o fecho de L coincide com o p r ó p r i o 
e s p a ç o ff : 

2. — Integral superior e Integral inferior 
de Riemann-SHeltjes-

Representemos por F (<p) uma func iona l l inear e 
n ã o - n e g a t i v a ( 6 ) em L, i s to é, uma func iona l d e f i 
nida em IJ e t a l que 

F (Cy?! + C 2 o 2 ) = C, F ( t f i ) + c2 F (<p2) , 

para tpj , <»2 e C , Ci ,e j n ú m e r o s reais ; 0 <^ F (o) para 

D E F I N I Ç Ã O 3 . Enlende-se por integral superior e 
integral inferior R I E M A N N - S T I E L T J E S de uma função 
£ e ff, os números representados e definidos respectiva
mente por 

F (tf) = ï n f [s u p F (ep)] , F (<p) = sup [ i n f F (<p)] 
(V) t e v = <r> «p 6 r 

sendo ( V ) a classe das visinhanças de f . 

T E O R E M A 2. Os integrais — superior e inferior — 

são sempre finitos e, além disso, F ( f ) < F ( f ) , 0 < F (f) 

e 0 < F ~ ( f ) para 0 < f . 

Que s ã o f i n i t o s deduz-se imediatamente da mono
ton ia (") de F(<f ). 

Vejamos agora a r e l a ç ã o F ( / ) ^ F ( / ) . Como, 

(H) Na verdade, reportando-iros às designações utilizadas no 
no teorema 1, f admite a vis inhança [«pl , 92] í toda vizinhança 
de f contém f por definição ; se [cp'l , «p'2] e [«p^ , «P* ] são 
vizinhanças de f , o mesmo sucede a [«p'i U Ç l , ("1 «P-j!7] , 
que está contida na intersecção daquelas. 

(G) Se E se reduz a intervalo fechado / C En j F(o) pode 
ser, por oxemplo. o intregral de RIEMANN-STIP;LTJES da função 
continua, «p , em ordem a uma qualquer função rtão-decrescente. 

( r) Como F (?) é não-negativa, tem-se F (91) < F («P2) para 

<Pl < ?2 • 

por d e f i n i ç ã o , é sempre poss íve l determinar v i z inhan
ças V, V", tais que F ( f ) < i n f F(<p) + e, s u p F ( « p ) < 

— tpev ç e v " 

< * " ( / ) . + « 1 construindo V C V D V" , resulta 
F { f ) < i n f F ( y ) + t < i n f > ( ? ) + e < 
— (per' Y 

< sup F (tp) + e < sup F ( f ) + e< F ( f ) + 2 z , 
f e v «pe1"" 

donde 
g ( / ) < * • ( / ) . 

Finalmente , se 0 < / , a f u n ç ã o / admite uma 
base de v i z i n h a n ç a s em que só f i g u r a m f u n ç õ e s 
tp e L+ , isto é, da classe das f u n ç õ e s de L que são não 
negativas. E este facto combinado com ( ) ^ F ( t p ) 

para «p e L+, mostra-nos que 0 < F ( / ) , O ^ F ( f ) . 

PROPOSIÇÃO 3. Tem-se F ( f ) — F ( f ) = i n f F («p), 
ï <tp 

F ( f ) = F ( f ) = s up F (») , designando por f J o j li-
— == 9 t~f - . • 

miles inferior e superior, de f. 
N a verdade como F é da fo rma [ ç ( , tp2] e 

inf F { i f ) = F f a ) , s u p F (<f) = F ( f 2 ) , vem F ( f ) = 
«per «per 

- i n f = _ i n f F ( « p ) e F ( / ) = s u p F(cp) = 

= sup F f a ) . 
<pS7 
Recorrendo ao i n t e g r a l de L E B E S G U E - S T I E L T J E S ( 8 ) , 

— que designaremos pela le t ra F, a inda se pode 
escrever 

= F (/) 

£ ( / • ) - F ( / ) - F(/), 

pois tanto / como / são s o m á v e i s (*). 

COROLÁRIO 1. F ( f ) — F ( f ) = F (10) — F ( l u ) , sendo 

<u a oscilação pontual de f e f f . 
E uma c o n s e q u ê n c i a imedia ta da ad i t iv idade de 

F na classe das f u n ç õ e s s o m á v e i s , combinada com a 
propriedade F ( f ) = F ( f ) e com <n = < õ = / — / . 

COROLÁRIO 2. Sejam i\, f 2 duas funções quaisquer 

de ff. Tem-se F (t\ + f 2 ) < ~ F ( f , ) + F ( f 2 ) e F ( f i ) + 

4- F ( f 2 ) < F ( f 1 + f 2 ) . 

Basta recorrer à P r o p o s i ç ã o 2 e à ad i t iv idade de 
F (cp) em L . 

( a) Cf. H . CAKTAN — S u r les Fondements de la Théorie du Po
tentiel, Bull . Soc. Math. France, 69, 1941, p. 73-74 e R U Y Luis 
OOMEH — Integral de Lebesgue-Sli&ltjes, J . I. M . Porto, 1952. 
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3 - — F u n ç õ e s In tegráve i s 

D E F I N I Ç Ã O 4 . Diz-se que f é integrável R I E M A N N -

- S T I E L T J E S em ordem a F (<p) , o e £ , «e F ( f ) = F ( f ) 

E o valor comum, F ( f ) , desses dois números, chama-se 
integral de R I E M A N N - S T I E L T J E S de t'. • 

T E O R E M A 3 . As fundões integráveis formam um es
paço de R I E S Z , stib-espaço de st no qual F ( f ) è li
near e não-negativa. 

S ã o i n t e g r á v e i s , em par t i cu la r , as f u n ç õ e s de E . 
O in t ega l assim def in ido n ã o é mais do que o pro

longamento por continuidade da funcional linear e não-
-negotiva, F (cp), y e L , nos termos da topologia de 
ff. E sabemos que este prolongamento è único. 

T E O R E M A 4 . A condição necessária e suficiente para 
que feíF seja integrável R E M A N N - S T I E L T J E S é que os 
pontos da descontinuidade de f formem um conjunto, 
D , da medida nula. 

É uma c o n s e q u ê n c i a imedia ta de 

£;(/) = F («o 
e das propriedades do i n t e g r a l L E B E S G U E - S T I E L J E S 

F O ) • 

4. — Integral de Riemann-Slieljes num 
intervalo fechado I c R 1 

Vamos apl icar a teor ia desenvolvida nos p a r á 
grafos anteriores ao caso de E se reduzir a 1 C -R1 

e estabelecer as r e l a ç õ e s que a l i g a m às de f in i ções 
conhecidas, nomeadamente, a de S T I E L T J E S e a gene
r a l i z a ç ã o de P O L L A R D . 

E m pr imei ro lugar , como F (p) se reduz, e n t ã o , a 
uma func iona l l inear e n ã o - n e g a t i v a na classe L das 
f u n ç õ e s c o n t í n u a s num in te rva lo fechado [a,b] da 
recta euclideana, o teorema de R I E S Z ( 9 ) diz-nos que 

F (<?) = f if (x) d <± (x) , sendo o segundo membro 

o i n t e g r a l de S T I E L T J E S da f u n ç ã o c o n t í n u a <p em 
ordem à f u n ç ã o n ã o decrescente . 

Designando por P uma p a r t i ç ã o qualquer de 
[ a , b] nos sub-intervalos [ x , _ , , x,\ , por d (P) a 
ampl i tude m á x i m a destes sub-intervalos, por z, um 
ponto compreendido entre x,_, e Xj e f inalmente 
por \j ii o a c r é s c i m o (x , ) — <j< (x,-_,) , tem-se, ( 1 0 ) 
pela d e f i n i ç ã o de S T I E L T J E S 

\ <p d + = 1 i m S (P ; tp , <p) 

- 2<P(«I,)A,T-
y 

Ora, pode demonstrar-se o 

T E O R E M A 5. Seja f uma função limitada no inter
valo [ a , b ] , 

A definição de integral de S T I E L T J E S em ordem o uma 
função não-decreseente $ coincide corp. a definição 
dada anteriormente em ordem à fuw ional linear não-

-negativa F (<p) = J <fdif,*fGL. E inversamente. 

N a verdade, se existe l i m 2 / ( Z , ) A <i, existem 
d tPh=lí 

t a m b é m l i m 2 £ j A + e l i m 2 l,A i , em que L, = 
d ÍP1-0 d (P,=0 . 

= sup / e lj— i n f / em [x ,_ , , x ,] . E todos estes 
l imi tes s ã o igua i s . 

Por outro lado, como A não tem mais do que uma 
in f in idade n u m e r á v e l de pontos de descontinuidade, 
podemos supor que os x, , x , = £ a , è , n ã o caem em 
nenhum desses pontos. 

Consequentemente, é poss íve l a r r an ja r coj <J s>2 , 
ta is que ¥ i < / < < p 2 e F ( < p 2 ) < i ; / , , A , < j , + s, 11, 

- s < F ( T l ) donde - F ( f ) = l i m S/ (a f )A,<p. 
= - " </(P)=0 1 

S u p o n h a m o á agora que F ( / ) = F ( f ) e sejam 

«H , <p2 ta is que tpj < / < <?2 , - P f e ) — < • • Vem 
- ?i A , + < S / ( * , ) 4 , < | / < S í 2 ^ t p • . Mas se d ( P ) 
j / í 
é suficientemente pequeno, pode considerar-se que 
S tp2 (z,) A;<p, n ã o difere de F(i(2) n ë m I tpj (z,) de 

F(<p, ) . Logo , l i m S / ( * , ) a , f - ^ ( Z ) . 

Este resultado ( M ) d á - n o s ainda uma j u s t i f i c a ç ã o da 
d e f i n i ç ã o de i n t e g r a l R I E M A N N - S T I E L T J E S de uma 
f u n ç ã o f e SF em ordem a uma func iona l l inear e 
n ã o - n e g a t i v a em L. 

Dada agora uma func iona l l inear e c o n t í n u a em L, 
basta d e c o m p ô - l a na d i f e r e n ç a ( 1 J ) F+—F~ de duas 
funcionais lineares e n ã o - n e g a t i v a s , para f icarmos 
habi l i tados a d e f i n i r o i n t eg ra l de R I E M A N N - S T I E L T J E S 
em ordem a F+ e em ordem a F~ : 

Se í é integrável em ordem a F+ e a F - , F ( f ) = 
«= F + ( f ) — F - ( f ) define o integral R I E M A N N - S T I E L T J E S 
em ordem a uma funcional linear e continua em L . 

(") Sur certains systèmes singuliers dy Equations Intégrales — 
Ann. E c . Nor. Sup. 28, Année 1911, p.p. 41, 42, 43. Cf demons
tração de H . LEBESOUE in Leçons sur l'Intégration, Paris, 1928, 
2 éd. , p. 265 . 

C°) Notações de GRAVES in The Theory of Functions of Heat 
Variables, New-York, 1946, p. 260. 

(") Quando = * , F (<p) coincide com o integral de CAUCIIY, 

y b cp dx , e o prolongamento de / tvl conduz-nos ao integral 

de RIEMANN. 
(") Resultado conhecido. Ver uma demonstração om Integral 

de L E B E S G U E - S T I E L T J E S , já citado. 



too G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Finalmente se E se reduz a / c R1, V (?) = 

œ (x) d v (x), sende v (x) uma f u n ç ã o de va-
•./; 

r i a ç ã o t o t a l l i m i t a d a ( 1 3 ) , e a d e f i n i ç ã o anter ior c o i n 
cide com a d e f i n i ç ã o c l á s s i c a de i n t e g r a l em ordem 
a uma f u n ç ã o v (x) de v. t. I , 

E m 1923 P O L L A R D i n t r o d u z i u ( 1 ( ) os in tegra is — 
superior e in fe r io r—de R I E M A N N - S T I E L T J E S nos termos 
destas e x p r e s s õ e s 

P 

/ ^ = s u p S ( P ; / , y ) , 

nas quais 
S ( P ; / , + ) = S .4 A, * , 

e _ 
A S U P / e m ( x Í - I > x>] ' h i n t ' / e r a K - i j xii • 

Sujei tando a p a r t i ç ã o P à c o n d i ç ã o de nenhum 
<los pontos Xj, diferentes de a e ô j cair num ponto 
de descontinuidade de 1̂  , veem os in tegra i s ^ j^gj 

i f d i / = i n f S ( P ; / , A ) 

f d ^ = s u p S ( P ; / , . 
p -

Ora, vamos demonstrar o 

T E O R E M A 6. J f d + = F ( f ) , ^ f d ij> = F ( f ) 

( , a ) Teorema de R I E S Z , loc. cit. 
('*) TOe Stieltjes integral and Us generalisations —Quart. Jour. 

Math., 49, 1920-1923, p.p. 73-138. 

Basta observar que: dada uma f u n ç ã o œ , t a l que 
é pos s íve l a r r an ja r ( 1 5 ) uma p a r t i ç ã o admis-

s íve l que ve r i f ique S ^ F (<p) + e, donde J f d ' f ^ . 

Inversamente, dada uma p a r t i ç ã o a d m i s s í v e l , como 
os seus pontos de d i v i s ã o s ã o pontos de cont inuidade 
de t j j , é pos s íve l a r ran jar <p, t a l q u e / < J c p e F(<f)<^ 

= • ' ' ' — ? » -
< , i ' + s , donde F ( / ) < / / d ç . 

7*i = 

Logo, ! f d ^ = F ( / ) e do mesmo modo se mos

t r a r i a que J f dij = F (/ ). 

COROLÁRIO 3. Tem-se sempre I f d t y — l / d iji = 

— J ia d . 

Se i]* é c o n t í n u a no interior de [ a , 6] os i n t e -
~'b f>b 

grais I , / coincidem com os de P O L L A R D e vem 

a f ó r m u l a ( 1 6 ) 

C f d i < - f / d ^ = I " mdi,. 

( l s ) Note-se quo Y nâo admite mais do que uma infinidade 
numerável de pontos de descontinuidade. 

(L T !) POLLARD, loc. cit. Ver uma demonstração totalmente di
ferente da do texto, em E . W . HOBSON — The theory of Functions 
Vol. I , Cambridge, 3 ed. 1927, p. 55*5-557. 
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D O U T O R F R A N C I S C O G O M E S T E I X E I R A 

A Gazeta de Matemática publica neste número comemorativo o 
trabalho, até hoje inédito, a que foi atribuído em 1945 o Prémio 
Gomes Teixeira. Criado pela portaria n." 9.366 do Ministério da 
Educação Nacional, de 9 de Novembro de 1939, que adiante se 
transcreve, este prémio só uma única vez foi atribuído. Mereceu-o 
Fernando Soares David, então aluno da Faculdade de Ciências da 

Universidade do Porto. 



P O R T A R I A M.» 9 . 3 6 6 

Considerando o e s t a t u í d o na le i n.° 1:941 (base v n ) 
e no regimento da Jun ta Nacional da E d u c a ç ã o 
(ar t igos 15.°, n.° 10.°, e 44.°, § 2.°), re lat ivamente à 
conces são de p r é m i o s nacionais aos melhores estu
dantes do ensino superior, para ao mesmo tempo se 
consagrarem professores que hajam sido exemplo de 
d e v o ç ã o ao ensino e ao bem comum e relevantemente 
c o n t r i b u í r a m para o progresso das c i ênc i a s ; 

Ouvido o Conselho Permanente da A c ç ã o Educa t iva : 
Manda o Governo da R e p ú b l i c a Portuguesa, pelo 

M i n i s t r o da E d u c a ç ã o Nacional , o seguinte : 
a } E criado o P r é m i o Nacional Doutor Francisco 

Gomes Te ixe i r a , em homenagem ao insigne m a t e m á 
t ico c o n t e m p o r â n e o , cu ja obra d i d á c t i c a e de inves t i 
g a ç ã o con t r i bu iu poderosamente para o progesso das 
c i ê n c i a s exactas em Por tuga l e cujas virtudes c í v i c a s 
ficaram como modelo perene de bondade e amor p á 
t r i o , o qual se destina a galardoar, mediante con

curso, o melhor t rabalho de m a t e m á t i c a s puras ela
borado em cada ano lect ivo por um aluno de qua l 
quer estabelecimento de ensino u n i v e r s i t á r i o em que 
sejam professadas ; 

b) O p r é m i o , da i m p o r t â n c i a de 2.500^5, s e r á anual
mente concedido por proposta de um j ú r i c o n s t i t u í d o 
pelo presidente da Jun ta Nacional da E d u c a ç ã o e por 
dois professores de cada Faculdade de C i ê n c i a s , sob 
a p r e s i d ê n c i a do pr imei ro ; 

c) Os directores das t r ê s Faculdades, ouvidos os 
respectivos Conselhos, e l a b o r a r ã o , no prazo de no
venta dias, para serem superiormente aprovadas, as 
normas t é c n i c a s e í - egu l amen ta r e s a que h ã o - d e obe
decer o trabalho e o concurso a realizar j á no corrente 
ano lec t ivo. 

M i n i s t é r i o da E d u c a ç ã o Nacional , 9 de Novembro 
de 1939. — O M i n i s t r o da E d u c a ç ã o Nacional , Antó
nio Faria Carneiro Pacheco. 
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S o b r e a comutabiíidade de operadores 
co m espectros contínuos 

por Fernando Soares David 

Porlo 

Resumo. C o m e ç a m o s por dar uma c o n d i ç ã o neces
s á r i a e suf iciente de c o m u t a b i í i d a d e de dois opera
dores de H E K M I T E , def inidos num e s p a ç o de H I L B E R T , 
admi t indo r e so luções da ident idade e possuindo es
pectros c o n t í n u o s , em termos de c o m u t a ç ã o de certos 
operadores associados com espectros pontuais puros 
e uma base de vectores p r ó p r i o s . 

Seguidamente, damos uma i n t e r p r e t a ç ã o f í s i c a dessa 
c o n d i ç ã o . 

Por f i m , estudamos, com base na teor ia desenvol
v ida , o caso da p o s i ç ã o e da quantidade de m o v i 
mento dum ponto móvel sobre uma l inha , concluindo 
a incompat ib i l idade destes o b s e r v á v e i s pela imposs i 
b i l idade de e x i s t ê n c i a dum estado p r ó p r i o comum 
aos dois o b s e r v á v e i s de espectros pontuais associados, 
sempre que se efectuem m e d i ç õ e s com erros de pro
duto i n f e r i o r à constante de P L A N C K . 

1. C o n s i d e r a ç õ e s p r é v i a s . H á no nosso t rabalho 
dois aspectos que consideramos fundamentais . O p r i 
meiro diz respeito ao m é t o d o usado no t ra tamento 
da c o m u t a b i í i d a d e de operadores com espectros con
t í n u o s : r e d u ç ã o ao caso c a n ó n i c o dõ mesmo problema 
para operadores com uma base de vectores p r ó p r i o s . 
Ass im se ev i t a o recurso ao m é t o d o pouco r igoroso 
das diferenciais p r ó p r i a s e, como se v e r á pela f o r m a 
dos operadores associados, se t raduz f ie lmente (do 
ponto de v i s t a experimental) a o p e r a ç ã o de medir 
com certo ê r r o . 

O segundo consiste no estudo da incompat ib i l idade 
dos o b s e r v á v e i s «pos ição» e « q u a n t i d a d e de m o v i 
men to» pelo m é t o d o anter ior . 

Regra geral , nos l iv ros de F í s i c a T e ó r i c a as re la
ções de incerteza de H E I N S E N B E R G s ã o obtidas a p l i 
cando o m é t o d o das diferenciais p r ó p r i a s . Nos « M a -
thematische Grundlagen der Q u a n t e n m e c h a n i k » de 
JOHANN VON NEUMANN, O t ra tamento desta q u e s t ã o 

aparece deslocado da l inha geral da obra: tendo-se 
estabelecido para operadores não l imi tados a n o ç ã o 
de c o m u t a b i í i d a d e por meio das respectivas resolu
ções da identidade, o problema é abordado sem re
correr a estes operadores. 

No nosso t rabalho, ju lgamos ver, associada à me
lhor d e f i n i ç ã o de compat ib i l idade — a estabelecida 
com base na c o m u t a ç ã o das r e so luções da ident idade 
— uma f o r m u l a ç ã o correcta duma teor ia de d i fe ren
ciais p r ó p r i a s . 

2. Teorema fundamental. Sejam A e B dois ope
radores de H E R M I T E de espectros c o n t í n u o s J R a e i í „ 
admi t indo r e s o l u ç õ e s da ident idade E (k) e F ((j.) . 
Diremos que os dois operadores comutam sempre que, 
e só quando, comutarem E (k) e F (u.) da f o r m a 
usual. Tem-se 

X » ,.00 
AdE()>) ; B = / n d F ( n ) . 

ao J— oo 

Consideremos associados a A e B os operadores 

/« ( A) = S Vn E (/„) , * ( B) = S u. ' m F (JJ 

onde J /„ j e j<7 m | s ã o r ê d e s de intervalos semiaber
tos à esquerda, dis juntos , respectivamente em e 
( N > W ] c RV- E X'» 6 1 » ' V-'m e J M ( ' ) ; a - l i m sup J |J„| J 
e g = l i m sup I \ JM\ I s ã o elementos c a r a c t e r í s t i c o s 
destas redes. 

(') A dissimetria entre / a e justifica-se do modo seguinte : 

por um lado, os cálculos que se seguem exigem que um, pelo 
menos, dos operadores seja limitado; por outro lado, pareceu-nos 
natural limitar apenas um, tendo em vista os operadores repre
sentativos da «posição» e «quantidade de movimento», o segundo 
dos quais é limitado em Mecânica Relativista. 
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f % (A) e g"^°"' ( B ) possuem espectros pontuais 

puros. Os valores p r ó p r i o s do pr ime i ro são V n e as 
p r o j e c ç õ e s p r ó p r i a s correspondentes F (/„) ; o se
gundo tem por valores p r ó p r i o s os u.'m e zero, com 
p r o j e c ç õ e s p r ó p r i a s F ( J J e 1 — 2 & (̂»>) (*) • 

O object ivo deste p a r á g r a f o é estudar a c o m u t a ç ã o 

de A e B por i n t e r m é d i o da c o m u t a ç ã o de / (A) 

e < f l W « ( B ) . 

Tem luga r o teorema fundamenta l seguinte : 

aE condição necessária e suficiente para que A 

e B comutem, que comutem os f a ( A ) e g^'1"*1 (B) 

relativos a quaisquer decomposições de e 
0*0 I M ] P a r a qualquer ( u 0 , a j ] C Kpi [e manifesto 
que tal comutação só tem sentido no domínio de 
definição de f a (A) ]» . 

Com efei to, se E (X) e F(u . ) comutam o mesmo 
acontece a E (/„) e F ( J J . Donde, atendendo à 
continuidade de F (X) : 

i e S . Assentemos, uma vez por todas, no seguinte: 
o facto de se considerar determinada d e c o m p o s i ç ã o 
do espectro ( c o n t í n u o !) dum o b s e r v á v e l em intervalos 
dis juntos, i m p l i c a que a i n d i c a ç ã o mais precisa que 
se pode obter sobre o valor duma m e d i ç ã o do obser
v á v e l é s a b ê - l o in te r io r a determinado in te rva lo . 
Medi r os o b s e r v á v e i s / „ ( « ) e é medir 

& e Si com erros l imi tados superiormente por a e 
P , n ã o podendo o valor de Si ser exter ior a (u , 0 , m ] . 

Q e â s e r ã o c o m p a t í v e i s quando se puderem me
d i r simultaneamente com p r e c i s õ e s a r b i t r á r i a s e em 
qualquer zona dos espectros, is to é, quando f x (A) e 
jrpdf 1 forem c o m u t á v e i s para todos os pares de 

n ú m e r o s a , 8 e todos os intervalos (u.o , u.j] . Demons
tramos a e q u i v a l ê n c i a desta c o n d i ç ã o à c o m u t a b i í i 
dade de E (x) e F (u.) para todos os valores de 
\ e u., Assim se j u s t i f i c a que esta c o m u t a ç ã o seja 
considerada c a r a c t e r í s t i c a da compat ib i l idade de 61 
e Si, como fez VON NEUMANN. 

Basta que exista um par de n ú m e r o s a 0 , 3 0 e u m 

in terva lo (f*o, u.)] tais que f X a ( A ) e (B) n ã o 

comutem, para que se possa concluir a i n c o m p a t i b i 
l idade de & e Si. 

= l i m g V„ F ( J J F (/„) = 

= ( l i m g V„ £ (/„)) F ( J J = fc ( 4 ) • F ( J J . 

M u l t i p l i c a n d o por u.' m e somando entre u.0 e u.j, 
tem-se : 

( B ) . / a (Jl) = / „ ( i l ) • g f i <* ( B ) . 

Reciprocamente, se / a (^1) e <7̂ '° " ( B ) comutam 

para todas as d e c o m p o s i ç õ e s de R^ e ([An , ttj] , t a m b é m 
comutam 

E (X) = 2 E ( 4 ) e F j ( N , UL] ; = 2 F ( J J . 
( - « . X ] (."••.."•] 

Considerando uma s u c e s s ã o de intervalos (u.^"',^] 
Onde u-Jj0-^- — oo , c o n c l u í m o s , por continuidade, que 
comutam t a m b é m F (X) e F ( u . ) . 

3 I n l e r p r e l a ç ã o [isica. E m M e c â n i c a Q u â n t i c a 
este resultado tem uma i n t e r p r e t a ç ã o simples. 

Sejam <3 e Si os o b s e r v á v e i s representados por 

( !) Note-se que g está definido no espaço todo e ó limitado 

(beschrílnkt)—portanto contínuo—enquanto que f a pode não ser 
limitado e o seu domínio de definição é 

E IZXWE (/„)/•!'< +co] . 

4. A p l i c a ç ã o . Neste n ú m e r o concluiremos, por 
a p l i c a ç ã o dos resultados anteriores, a i n c o m p a t i b i l i 
dade dos o b s e r v á v e i s «pos ição» e « q u a n t i d a d e de mo
v i m e n t o » dum ponto móvel sobre uma l inha . 

As r e so luções da identidade correspondentes aos 
o b s e r v á v e i s p o s i ç ã o (S) e quantidade de movimento 
( S ) s ão respectivamente (cf. J . v. NEUMANN — op. 

ci t . , I I - 8 ) F (X) e F (u,) assim definidos : 

*w/( ? )={7 } ; l i x 

F((*) = M ( | t ) M- 1 

onde 

— r F ( p ) d p 

(h é a constante de PI .ANCK ) J por tanto 

- T U . ' 
/ ( ? ) <*9 

Sejam / = (x' , V ] e J = (p.1 , p."] dois intervalos 
dos espectros de (2 e O s ign i f icado dos opera
dores de p r o j e c ç ã o F ( i ) , F ( J ) é o seguin te : 

í f ( q ) , qel 
F ( / ) / ( o ) = F ( V ' ) / ( 5 ) - E ( x ' ) / ( ? ) = 

l u , g e l — 1 

F ( J ) f (q) - M.E (J ) M - ' / ( 2 ) = M F ( J ) F ( p ) = 
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M 
Í F ( p ) , peJ 

lo , p e l - J 

(p)dp 
s / h j j 

f { r ) dr. 

Suponhamos que I e J fazem par te de redes 
i-'aM) i ^ g 1 ' ! de intervalos , respectivamente, do es
pectro de S e dum in te rva lo (IA 0 , u-i] convenien
temente escolhido no espectro de ff. Seja a. = 
= l i m s u p I I /'"' I j , p = l i m s u p j \J'm,\ | . Os operadores 
correspondentes / a (Q) e 9^°^'(P) t ê m espectros 

pontuais puros e uma base de vectores p r ó p r i o s . 
As variedades p r ó p r i a s s ã o do t i po 

( (2 ) : V(I) = E E [ ? ( 0 ) = 0 , 0 6 l - 7 ] 
J ï < 9 ) ? ( « ) 

TF ( J ) = E [ F ( J ) t . ' f l - -B H ? ) 
*(«) I 

= — J e d p j e ( r ) dr \ 

W(J0) = 77 [X (g) 
' / ( , ) 

[ 1 - 2 ^ ' - O I M ? ) ] 

Uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a de comutabi l idade dos 

operadores / a ( < 2 ) e (P) — e por tanto de com

pa t ib i l idade de / „ (<2) e f*1 (é?) — é a e x i s t ê n c i a 

duma f u n ç ã o p r ó p i i a comum, o que se pode sempre 
reduzir ao caso da e x i s t ê n c i a dum elemento comum 
a uma V ( I ) e uma W ( J ) . Seja + (?) essa f u n 
ção ; tem-se 

2 ) = - J e * " c í p I * ( r ) r f r 

Por tanto , com qel : 

<M?) 

Tomando m ó d u l o s 

1 / — P T / — — J - I" -

= — j e dp j e ij/(r) dr 
h J j J l 

M<ò\ tj* (r) d r 

Sendo o i n t e g r a l do segundo membro independente 
de q, tem-se, designando por M o m ó d u l o m á x i m o 
( n e c e s s à r i a m e n t e diferente de zero e f i n i t o ) defy(q) 
em I : 

Donde 

h f j f i 

— j j Md 
h J j J i 

\ (r) I dr dp 

h 
r dp — • M . 

J \ > h . 

qel-T: <\,(q) = 0. 

Sendo a , p os l imi tes superiores das ampli tudes 
dos / e dos J , respectivamente, tem-se a r e l a ç ã o 
fundamenta l 

(1) * P > / > . 

Trata-se, como j á f o i d i t o , duma c o n d i ç ã o neces

s á r i a de compat ib i l idade de f a ( f i ) e g^' ^' ( f f ) . 

Segue-se imediatamente a incompat ib i l idade de 
Q e ff. 

Temos em (1) uma verdadeira relação de incer
teza. ( N ã o se t r a t a contudo, exactamente, da c é l e b r e 
r e l a ç ã o de H E I S E N B E B G , onde em vez de a e p f i 
guram os desvios m é d i o s q u a d r á t i c o s dos dois obser
v á v e i s ) . 

A sua i n t e r p r e t a ç ã o f í s i c a é a seguinte : quando 
os l im i t e s superiores dos erros cometidos numa ava
l i a ç ã o de S e ff v e r i f i c a m a r e l a ç ã o a - p < A 
não é poss íve l medir simultaneamente os dois obser
v á v e i s . 
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G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 
N.° 50 — Dezembro de 1951 

Sobre Gomes Teixeira 
p o r Luís Freire 

Universidade do Recife 

Por sugestão do meu presado amigo, o PROF. ANTÓ
NIO MONTEIRO, que, entre nós, no Brasil, até ôntem, 
prestou relevantes e inesquecíveis serviços ao nosso 
ensino e cultura da matemática, traço estas singelas 
linhas comemorativas do centenário do grande mate
mático português FRANCISCO GOMES TEIXEIRA. 

Em sua maior parte êste artigo é a reprodução do 
que em 1933 publiquei num jornal brasileiro ao ter 
notícia do seu passamento (Diário de Pernambuco, 
7 de Novembro de 1933J. 

# 

Procurei conhecer a obra de GOMES TEIXEIRA quando, 
há j á muitos anos, em 1924, através das páginas do 
L'Enseignement Mathématique— o grande órgão of i 
cial da Comissão Internacional do Ensino Matemá
t i co—, dei conta das recepções que lhe fizeram na 
tradicional Sorbonne e na Universidade de Toulouse. 

Poucos os que as poderão grangear — o sábio por
tuguês, de certo, colheu naqueles momentos a maior 
das recompensas espirituais da sua vida apostolar. 

A obra de GOMES TEIXEIRA, que foi professor na 
Universidade de Coimbra e Reitor 'la do Porto, dis-
tribue-se por sete enorme volumes in-quarto, afora 
as suas conferências e ensaios. 

Citado por matemáticos do porte de PAUL APPELL, 
o seu Tratado das Curvas especiais notáreis, planas e 
reversas foi premiado pela Academia das Ciências 
de Madrid. 

O Instituto de França coroou com o prémio Binoux 
os seus trabalhos sobre a Filosofia e a História das 
Ciências. 

Os três volumes dos sete de sua obra matemática 
completa, dedicados às curvas notáveis, constituem 
um verdadeiro monumento elevado à técnica, à his
tória e à filosofia das matemáticas, ao mesmo tempo. 

(*) Recebido em 1931, Agosto. 

Neles se encontram, e para cada curva, o estudo 
da forma, da construção, da retificação, da área que 
elas delimitam, o de suas propriedade e sua história, 
as relações existentes entre as curvas e os problemas 
em que essas aparecem. 

Difícil é encontrar-se sobre um assunto especial 
obra tão completa e inteligente. 

A ciência portuguesa se orgulhará sempre de se
melhante obra. 

# 

Quando já o pêso dos anos não permitia a GOMES 
TEIXEIRA meditações profundas sobre os delicados 
assuntos de matemática, consagrou-se ele inteira
mente aos estudos da história da matemática portu
guesa, estudos esses que fizeram o objeto de suas 
conferências, em 1923, nas Faculdades das Ciências 
de Paris e de Toulouse. 

O seu belo livro Panegíricos e Conferências dá 
conta desse labor dos seus últimos anos. 

Tratando com alto senso filosófico o evoluir das 
questões em matemática, tem-se nes%e livro a crista
lização de pensamento do Mestre, o coroamento de 
uma vida que de facto penetrou nos árcanos temíveis 
da ciência do número. 

Mas quem se assenhoreia desses segredos não pode 
deixar de ficar um tanto poeta . . . 

J á dizja o matemático KRONEUKER ao seu colega 
DUHAMEL: Wir sind Dichler (Somos poetas). 

GOMES TEIXEIRA, em seus Panegíricos e Conferên
cias tem páginas de verdadeiro lirismo. 

Vejamos alguns dos seus trechos: 
oA imaginação é a qualidade primacial para ser 

grande na Poesia ou na Matemática; é na imagina
ção que está a força do poeta, é na imaginação que 
está a força do geômetra; mas os meios para um ou 
outro a aplicarem são diferentes, assim como o são 
também as origens da inspiração de cada um, que o 
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poeta vai ordinariamente beber às cenas da vida 
humana e às belezas da natureza e geômetra vai 
buscar às harmonias numéricas qne são o regula
mento do Mundo. 

Aos fatos e realidades do Mundo físico substitue 
o poeta imagens literárias e o matemático imagens 
geométricas, que encantam e emocionam a alma, o 
uma e outra são produtos do génio de cada um deles. 

Mas o geómetra vai mais longe do que o poeta nos 
resultados da imaginação, que ordinàriamente corres
pondem, no caso do primeiro, a realidades, no caso 
do segundo, a idealismos e ficções, e podemos com 
razão exclamar com SCLLY PEUDHOMME: qual de vós» 
poetas, pode gozar o orgulho de uma creação seme
lhante à de um teorema de que depende a predição 
de um fenómeno celeste?!» 

«Para os que estão em condições de compreender 
as Matemáticas, essas ocupam sob o ponto de vista 
estético, o mesmo Iogar entre as ciências naturais, 
que a Poesia ocupa entre as outras letras e as Belas 
Artes ocupam entre as outras artes. Para êstes, as 
Matemáticas são ciências que interêssam pelo que 
têm de útil e encantam pelo que têm de belo; são as 
chaves da Filosofia natural, as bases que a sustentam, 
os clarões que a iluminam, os adornos que a enfeitam, 
são um mundo de grandezas abstraías, em que a 
alma encontra primeiro o encanto do mistério e de
pois a consolação da luz. 

As harmonias da natureza, que são o encanto dos 
sentidos, correspondem nas matemáticas harmonias 
numéricas, que são o encanto da razão. 

Um trabalho matemático é para quem o sabe 1er 
o mesmo que um trecho musical para quem o sabe 
ouvir, um quadro para quem o sabe ver, uma ode 
para quem a sabe sentir. 

Assim como admiramos na música a harmonia dos 
sons, na escultura a harmonia das formas, na pintura 
a associação da harmonia das formas e das cores, na 
Matemática, como na Poesia, encantam-nos as harmo
nias das ideias creadas pela imaginação, sem a qual 
não há poeta, sem a qual não há geómetra». 

Essa alma sentimental de português precisaria 
pouco para atingir ao fervor da crença religiosa. 

J á por essa tocada desde os seus prim.órdios, o 
avançar dos anos não a fez senão exaltar. 

E daí aparecer o analista das matemáticas, o poeta 
do número, como autor de dois «romances de amor 
a Deus». , 

S. Francisco e Clara de Assis têm belos hinos na 
pena sábia de GOMES TEIXEIRA. 

«A existência de Deus é a questão mais sublime da 
Filosofia e da Ciência», diz êle em uma das suas in 
troduções ao estudo da vida e da obra daqueles dois 
santos. 

E assim se despediu do mundo esse português 
ilustre que aos encantos da mais fascinante de todas 
as ciências juntou as doçuras da fé que tão forte
mente iluminou a sua noite longa vida. 

Falecendo aos 80 anos, proporcionou-lhe a Provi
dência, em que tanto confiou, tempo bastante para 
meditar sobre essas matemáticas tão vastas e absor
ventes, legando assim à sua geração e as que se se
guiram magníficos trabalhos. 

Não se foi como GALOIS aos 20 anos, nem como 
A H EL aos 2G. 

# 

A GOMES TEIXEIRA devemos nós, brasileiros, a gra
tidão de um acolhimento cuja lembrança bem nos 
tocará sempre: era no seu Jornal das Ciências Mate
máticas e Astronómicas do Porto que OTO DE ALENCAR 
publicava alguns dos seus mais robustos trabalhos, 
dentre êles destacando-se a memória notável : Da 
acção duma força aceleratriz sobre a propagação do 
som. « 

E aí que o matemático brasileiro se torna o eco 
da voz potente de" GOMES DE SOUSA — o Sousinha — : 
na obra vertiginosa deste seu compatriota genial, 
encontra OTO, num mergulho de fôlego, os materiais 
e os métodos necessários à resolução do tão alto e 
fascinante problema de física matemática que cons
ti tuía o objeto de sua memória. 

Aos trinta e poucos anos de idade haveriam de 
desaparecer essas duas grandes forças do pensamento 
brasileiro — uma menos curta existência lhes teria 
permitido obra excepcional, produzindo-se com GOMES 
DE SOUSA, em especial, talvez uma completa reforma 
no tratamento matemático dos problemas de filosofia 
natural. 

Não fora o fato de a obra de GOMES TEIXEIRA 
estar redigida em francês, e certamente teria ela o 
destino da de DANIEL DA SILVA, o seu grande mestre, 
sem nenhuma dúvida a mais completa organização 
de matemático, em Portugal. 

DANIEL DA SILVA, desconhecendo os trabalhos de 
MÕBIUS e de MINDING, relativos à mecânica racional, 
criou duma vez o que esses continham, indo mesmo 
bem adiante daqueles dois notáveis matemáticos. 

Escreveu, porém, em português, o que lhe valeu o 
«silêncio fechado da mais bela das línguas mortas» 
( G . AMADO) . . . 

Vinte e cinco anos após, o célebre DARBOUX apresen
tava à Academia das Ciências de Paris u'a memória 
em que declarava muito inovar aos trabalhos de 
de MÔBIUS e MINDING. 

Todas as proposições do matemático francês se 
encontravam em verdade no trabalho do matemático 
português, que, ainda ultrapassava as do próprio» 
DARBOUX. 
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«O que aproveita escrever em português» excla
mava desolado DANIEL PA SILVA em carta dirigida a 
GOMES TEIXEIRA e na qual lhe dava parte da memória 
de DAKBOUX ( G . TEIXEIRA — Panegíricos e Conferên
cias). 

GOMES TEIXEIRA, que nunca perdeu ocasião de fazer 
valer a prioridade e superioridade, no assunto re
ferido, de seu mestre venerado, não poderia, pois, 
destinar a sua própria obra àquele «silêncio» fatal — 
fê-la, assim, aparecer em francês. 

# 

E com amargor que não vejo o nome de OTO DE 
ALENCAR, aparecer nos livros de Análise Matemática — 
em. muitas partes dessa ciência o seu nome certamente 
figuraria destacado se os matemáticos estranjeiros 
estivessem inteirados dos seus trabalhos, ora de ele
gante e impecável metodologia, ora de pura e alta 
pesquisa. 

Que mina rara de sugestões, de conhecimento 
amplo e sistematizado, de relações importantes 

achadas pela primeira vês, não é a sua memória 
publicada em 1904 na Revista dos Cursos da Escola 
Politécnica do Rio de Janeiro e intitulada Aplicações 
geométricas de RICCATI ? ! 

Pena é que não houvesse também escrito em fran
cês, pois, todos os seus trabalhos são vinculados, de 
profunda elaboração interior, de vistas agudíssimas 
e notavelmente originais, modelos que o são de dis
ciplina e ordem matemática. 

. Outro homem de ciência brasileiro digno também 
de ser conhecido é MANUEL AMOROSO COSTA que, com 
o seu livro póstumo, As idéias fundamentais da Mate
mática», pôs-se ao nível dos melhores autores desses 
assuntos. 

Que me revelem os bons amigos portugueses haver 
intercalado os nomes de três brasileiros entre as 
linhas por mim destinadas a homenagear o sábio ma
temático português FRANCISCO GOMES TEIXEIRA no 
passamento do seu centenário. 

A sua generosa acolhida a um deles provocou 
naturalmente tal associação. 
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Pás. Col. L i n . Km vez de Leia-se 

2 • 8 personalité personnalité 

83 1 17 <la célebre duma extensão da oélebr 

83 2 3 primos primos, 

84 1 7 
a contar • - n 
de baixo 

n 
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84 2 15 <«») « (n") 
85 1 4 ax + i ax + b 

85 2 19 binários binários de primos 

87 1 8 x* + k x3 + k, 
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88 1 10 não resto ou não-resto 

89 1 9 j / = x + k. y = x + k) . 

89 2 3 f < 3 p > 3 

89 2 17 pontos, (n , 0 ,0 ) , (0, n , 0 ) , e pontos (n ,0 , 0 ) , (0, n , 0) 

90 1 8 numéro número 

90 1 , 2 P*k p Je n 
a contar 
de baixo 

90 1 3 k inteiro h inteiro 

90 2 4 e 5 D 10) 
a contar 
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NOTAS DE MATEMÁTICA 
Colecção fundada por A . A . MONTEIRO 

e continuada sob a direcção de L . NACHBIN e C. SILVA DIAS 

L. NACHBIN, Combinação de Topologias 

Estudo de propriedades do conjunto ordenado de todas as topologias sobre 
um conjunto Esc #50,00 ou Cr #25,00 

L. NACHBIN, Espaços vetoriais topológicos 

Estudo dos espaços topológicos, corpos, corpos topológicos, espaços veto
riais, espaços vetoriais topológicos, partes limitadas, topologias fracas e 
fortes Esc #140,00 ou Cr #70,00 

A. A. MONTEIRO, Filtros e ideais 

Estudo dos reticulados ou «lattices» distributivos, reticulados e lógicas de 
Brouvver, reticulados e álgebras de Boole, aritmética dos filtros primos e 
máximos Esc #100,00 ou Cr #50,00 

M. M PEIXOTO, Convexidade das curvas 

Estudo das funções convexas no sentido clássico e no sentido generalizado 
de Beckenbach e suas relações com as desigualdades diferenciais Esc #100,00 ou Cr #50,00 

M L MOUSINHO, Espaços projetivos 

Estudo dos reticulados completos modulares complementados e seu emprego 
na caracterização ordinal dos espaços projetivos de dimensão qualquer . . Esc #70,00 ou Cr #35,00 

C SILVA DIAS, Curso de Topologia Algébrica 

Estudo dos complexos lineares, classificação das superficies fechadas, com
plexos simpliciais, grupos de homologia, grupos de Poincaré e de homotopia Em impressão 

Estas obras podem ser obtidas através das seguintes livrarias : 

LIVRARIA SÁ D A C O S T A EDITORIAL L A T I N O A M E R I C A N A 

Rua Garre», 100-102 
Lisboa—Portugal 

Rua Senador Dantas, 76, Grupo 505 
Rio da Janeira—Brasil 

N O P R E L O : 

I N T E G R A L D E L E B E S G U E - S T I E L T J E S POR R U Y L U Í S GOMES 

P U B L I C A Ç Ã O D A J U N T A DE I N V E S T I G A Ç Ã O M A T E M Á T I C A 

os A N Ú N C I O S D E S T E N Ú M E R O N Ã O sAo P A O O S 
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P O N T O S D E E X A M E 

Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate
mática è constituída pelos pontos de Matemática do 
exame do 3.° ciclo do ensino liceal e de exames de 
aptidão às Universidades e pontos de exames de fre
quência e finais das cadeiras de matemática das 
escolas superiores. 

2.' E D I Ç Ã O D O V O L II ( N . ° ' 5 a 8) 

Continua aberta a inscrição para a nova edição do 
ano I I da Gazeta de Matemática (n.°" 5 a 8) ao preço 
de escudos 30. Esta nova edição oferece aos leitores 
da Gazeta de Matemática a possibilidade de comple
tarem as suas colecções no formato e características 
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo 
que as inscrições atinjam o número de 300, proceder-
-se-à, á composição, impressão e distribuição da nova 
edição do ano I I . Depois de publicada, a segunda 
edição do volume I I será vendida ao preço de escu
dos 40. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A administração da Gazela de Matemática aceita, 
durante 1952 quando pedidas directamente, assinatu

ras de três números, ao preço de escudos 40, para o que 
basta indicar o nome, a morada e o local da cobrança. 
As assinaturas são renovadas automàticamente no 
seu termo, salvo aviso prévio em contrário. Todas aa 
assinaturas têm início com o primeiro número publicado 
em cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 

Todo o assinante que indique à administração da 
Gazeta de Matemática dez novos assinantes beneficiará 
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A Z A D O S 

Estão completamente esgotados os números 5 a 11, 
13 e 14 da Gazeta de Matemática. Os restantes nú
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N . 0 > 1-4 (2. â edição do ano I , no formato 

actual e com o texto cuidadosamente re
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N.°» 12 e 15 a 49, cada número 12s850 
A administração da Gazeta de Matemática exe

cuta qualquer encomenda à cobrança pelo correio. 
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