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0S METODOS AXIOMATICOS MODERNOS E OS FUNDAMENTOS DA MATEMATICA

(De uma conferéncia feila por J. Dieudonné, professor da Faculdade de Ciéncias
de Nancy, no Instituto de Altos Estudos de Bruxelas, em 11 de Janeiro de 1939,

publicada em «Revue Scientifique,

... com Euclides e depois déle até ao séeulo xix, a situagiio
das matemiticas é a seguinte: raciocina-se sdbre nogdes de que
se possue uma idéia vaga, concebidas como uma espécie de idea-
lizagGes experimentais, sobre as quais se admite um certo niimero
de proposi¢des verdadeiras, que aparecem, também, como extra-
polagBes da experiéncia. Até mesmo, quando se agrava mais ste
estado de coisas, como apds a introduglo dos infinitésimos e dos
imaginarios, com as intermindveis discussSes que provoca o pro-
blema da sua «naturezay, parece que ninguém se impressiona com
o caso; ¢ que as conclusOes do raciocinio dedutivo mantém-se
sempre, como 0s proprios axiomas, com uma natureza intuitiva e
vizinha dos factos experimentais e que, por outro lado. as aplica
¢Oes da matemdtica As ciéncias experimentais, longe de conduazi-
rem a absurdos, ddo-lhes, pelo contririo, um impulso novo e fazem-
-nas avangar de &xito em &xito. O fim justificando os meios, a
matemdtica desenvelve-se cada vez mais sem se inquietar com as
bases sobre que assenta.

Esta atitude modifica-se porém, quando, com 0s progressos
da Anilise, aparecem, na segunda metade do séeulo xix Osses
séres motivo de espanto para os contemporineos como as curvas
sem tangentes, as curvas preenchendo um quadrado, as superficies
ndo regradas aplicdveis sobre o plano, primeiros espécimes duma
galeria de monstros que n#o cessou de ampliar-se até nossos dias.
Torna-se entdo clara e duma maneira indiscutivel que a extra-
polagdo que conduzin das nogles experimentais 4s nogBes mate-
miticas esta longe de ser uma operagfo tio natural e t3o anddina
como se viu até entdo; e, por outrolado, também se aprende, pela
Primeira vez, a desconfiar da intui¢cio nos raciocinios matemiticos
visto que factos tio intuitivos como a existéncia duma tangente
a uma curva sfo matemiticamente falsos em geral. Daqui resulta
o passar a impor-se desde entfio a necessidade absoluta a todo o
matemitico- empenhado na probidade intelectual de apresentar os
seus raciocinios sob forma awiomdtica, isto é, sob uma forma em
que as proposi¢Ges se encadeiam ¥nicamente em virtude das regras
da ldgica, fazendo voluntiriamente abstracgio de todas as «evi-
déncias» intuitivas que podem ser sugeridas ao seu espirito pelos
termos que af figuram. Frisamos que se trata de uma forma que
se imp0e na apresentagdo dos resultados; tal porém em nada dimi-
nue o papel da intuigdo na sua descoberta, papel que para a maio-
ria dos investigadores se reduz a uma intuigio, por ventura con-
fusa, dos fenémenos mateméiticos que estudam, mas que conduz
freqlientemente ao caminho que os levars ao termo.
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Mas o terreno que a intuigdo conquistou assim dum tnico
salto é necessirio em seguida, ser organizado, é preciso forjar,
elo a elo, a cadeia das proposigdes que conduzird ao resultado
procurado; e, neste trabalho, a intui¢io n3o deve desempenhar
lugar algum; s6 a logica estricta domina, e é 4 fria luz desta qae
devem ser examiuadas as verdades que o matemético se lisongeia
ja de terem sido descobertas; trabalho ingrato e quantas vezes
fastidioso, mas quanto 1itil, porque quem fez investigagdes mate-
miticas sabe bem que a verdadeira intuigfo se sente raramente de
comégo e que a maior parte do seu labor consiste em regeitar,
umas apos outras, as intuigdes falsas !

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Acusa-se com freqiiéneia os métodos axiomaticos de secos e
estéreis. Quanto ao primeiro ponto, tudo depende essencialmente
do talento do expositor; nada impede Gste, conservando-se per-
feitamente rigoroso, de escolher uma linguagem suficientemente
rica de imagens para despertar no leitor ressonincias intuitivas
apropriadas. Quanto & segunda objecgfio, a histéria do desenvol -
vimento das matemdticas, no decurso dos trinta tltimos anos,
basta para a reduzir a zero; o emprégo do método axiomético,
mostrando claramente donde provinha cada proposi¢io e quais
eram, em cada caso, as hipoteses essenciais e as hipéteses supér-
fluas, revelou analogias insuspeitdveis e permitiu generalizagdes
extensas: os desenvolvimentos modernos da Algebra, da Topolo-
gia, da Teoria das Grupos nfio tém por origem senfio a generali-
zagio do emprégo dos métodos axiomsticos.

¢ Quais seriam as novas bases da ciéncia matemética uma vez
reconhecida a necessidade do método axiomatico ? Antes de mais
nada tornava-se indispensivel um trabalho de revis3o das teorias
desenvolvidas anteriormente, porque se’' reconhecera claramente
que nos raciocinios feitos até entdo se haviam introduzido a cada
passo consideragdes intuitivas e que os sistemas de axiomas em
que, por assim dizer, assentavam os racioeinios eram insuficientes
para os desenvolver com todo o rigor. A mais célebre destas revi-
soes (sem davida porque dizia respeito & parte das matemditicas
conhecida pelo maior nimero e que passava até entio por um
modélo de rigor) foi a feita por Hilbert sdbre a geometria eucli-
deana nos «Grundlagen der Geometrie» publicados em 1899 for-
mulava-se ai um sistema de 21 axiomas, e mostrava-se que &stes
eram necessdrios e suficientes para demonstrar rigorosamente todas
as proposi¢des conhecidas da geometria euclideana a 2 e a 3 di-
mensdes.

¥
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—  Pela mesma altura outros matemditicos levaram a bom termo

“um trabalho andlogo ao de Hilbert em todos os outros ramos das
-matemdticas; umas apos outras as diversas geometrias, a aritmé-
tica, a 4lgebra, a teoria dos grupos, a teoria das fungdes de varii-
vel real e de vari4dvel complexa, eram axiomatizadas e sempre
pelo mesmo processo: tomava-se como ponto de partida um con-
Jjunto de elementos de natureza absolutamente indeterminada, mas
entre 0s quais existiam certas relagdes, relagdes estas submetidas
a condi¢des dadas; o sistema destas condigdes constituia o sistema
de axiomas da teoria, donde t6das as outras proposig¢des deviam
deduzir-se pelo emprégo exclusivo das regras da légica. Por
exemplo, um grupo pode definir-se como um conjunto de elemen-
tos onde ¢ definida uma fungfo de 2 varidveis f(a,b) que,quais-
quer que sejam os elementos a e b do conjunto, é ainda um ele-
mento do conjunto; além disso, os axiomas da teoria sfo os
seguintes: 1.0 — f(f(a,d), e)=f(a, f(b,c)), quaisquer que sejam
a, b e c; 2°—existe um elemento e do conjunto, tal que
f(e,a)=a, para qualquer a. 3.°— A todo o elemento a corres-
ponde outro elemento & ‘do conjunto, tal que f(b,a)=e.

A que resultado se chegou ao terminar éste enorme trabalho
de axiomatiza¢io? Em primeiro lugar quanto & verdade das pro-
posi¢Bes mateméiticas libertou-se esta de todo e qualquer contacto
com a no¢lo deverdade experimental ; certo é que procedendo assim
se tinha feito perder aquéle cardcter de absoluto que tanto encan-
tava os nossos antepassados; tratava-se agora duma verdade hipo-
tética de qualquer modo, isto é, as proposi¢ies matemdticas passa-

vam a ser s6 consideradas verdadeirag em virtude de um decreto
puramente arbitrario pelo qual se declaravam verdadeiros os
axiomas; a tUnica verdade absoluta que se mantinha era a das
regras da ldgica.

Em segundo lugar, qual era a inteligibilidade da linguagem
matematica com &ste novo ponto de vista, ou por outras palavras,
a que representagdes mentais deviam corresponder os termos que
eram empregados? Sem divida, era bem especificado ser inutil
ter uma imagem precisa dos objectos sobre os quais se raciocina ;
como dizia B. Russell: «A matemitica é a ciéncia em que nfo se
sabe do que se fala, nem se o que se diz é verdadeiro». Mas havia
pelo menos uma qualidade que se atribuia a &sses objectos miste-
riosos, era o existirem; e com o existirem a propriedade de s rem
elementos de conjuntos, de terem entre si relagdes, estarem em
correspondéncia uns com outros, e finalmente poderem ser os objec-
tos de raciocinios dedutivos segundo as velhas regras da légica
aristotélica, tais como tinham sido rejuvenescidas e codificadas
pelos logicos do século xtx (Boole, Schrider, Frege).

Em definitivo, as nogles indefiniveis da nova matemitica e
de que portanto era necessario ter uma clara representagfo men-
tal, eram a nog¢3o de conjunto e todas as nogles conexas: corres-
pondéncia, fungdo, subconjunto, soma de conjuntos, etc., numa
palavra, todas as nogles cujo estudo especial constituia a recente
teoria dos conjuntos, que o génio de Cantor acabava de criar.

. - . . . . . . 5 . . . . . . . . . . .

Trad. de M. Z.

UM PROBLEMA DE GEOMETRIA DESCRITIVA RESOLVIDO POR SEMELHANCA

Dados: — Desenharum tridingulo U' V! W/, sendo U' V'=9cm
VIW' =8cm e U! W'=6cm (fig. 1).
Tracar a altura que parte de W' e a bissectriz do dngulo em V/;

quatro pontos U, V,W, 0, tais que QU=0V=0W e OW
perpendicular a OU e OV e Aongulo de OU com OV igual
a 60 graus.

Fig. 1

designar por O' o ponto de interseccio da altura com a bissectriz.
Considerar U, V!, W!, 0!, como projecgdes (projeccio paralela) de

Pedido: — Determinar a projecgdo da secgfio feita no tetrae-
dro OUVW pelo plano bissector do diedro OU.
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RESOLUGAO:
1.0. Determinagdo do rectilineo do diedro em OU.

Na aresta OU concorrem as faces OUW e OUV. Como OW
6 por hipdtese perpendicular a OU e esta situada no plano ouw,
para determinarmos o rectilineo pedido, bastard construir a per-
pendicular p em O a OU, situada na face OUV.

Desenhemos (fig. 2), um tridngulo OUV, semelhante ao
tridngulo OUV, tomando oV=0V'.

O tridogulo O' U' V' pode considerar-se como projecgio
paralela do tridngulo OUV, colocado de maneira que OV seja
paralela ao plano de projecgio.

Na fig. 2 tracemos por U uma recta perpendicular a OU e

designemos por K, oponto de encontro com O V.

U

Fig.

Marcando na fig. 1, sobre O'V/ a partir de O, um segmento
igual a OK, obtemos um ponto que designaremos por K.

A recta U'K!, dd-nos no plano UOV, a direcgdo das projec-
¢des das perpendiculares a OU.

Tirando por O' uma paralela a U'K', obtemos p', projecgio
da-recta p procurada.

O rectilineo pedido fica portanto determinado pelas rectas

OWep.

9.0, Determinagdo da bissectriz do rectilineo construido.

Tiremos fig. 2, por O, uma recta p paralela a UK, e mar-
quemos nessa recta um ponto M, tal que oOM=0V.

Tirando por A uma paralela a OU, determinamos pela
intersecglo desta recta com OV um ponto N.

Marcando fig. 1, sdbre O'V' um ponto N/, tal que O'N'=0ON,
e tirando por &sse ponto uma paralela a O'U', obtemos na recta 2,
um ponto M' tal que OW=0J1.

Unindo W' com M!', obtemos um tridngulo W'O'M', pro-
jecg3o dum tridngulo rectingulo isosceles.

Desenhemos fig. 3 um tridngulo W O M, semelhante ao tridn-

gulo WOM, tomando OW=0'W!.
0 tridngulo W!0'M' pode considerar-se como projecgéo para-

lela do tridingulo F—;gﬂ:l, colocado de maneira que ow seja
paralelo ao plano de projecgéo.

) e ey -
Tiremos a bissectriz do 4ngulo W O M, e designemo-la por b,

designando por E, o ponto de intersecgdo de b com WM.

‘Tiremos por B uma paralela a OM, determinando pela

sua intersecg®o com O W, um ponto C. Marcando fig. 1 so-
bre O' W', um ponto C', tal que 0'C'=0C, e tirando por C! uma
paralela a O'M', determinamos na recta M'W' um ponto B'.
Unido O' com B' obtemos b/ projecgfioda bissectriz b pedida.
8.0, Secgio. — O plano secante é portanto o plano ouU,b,
que vamos designar por o.

a) Intersecgdo do plano « com o plano UVW.
O plano « intersecta o plano WOM, segundo a recta 0. Vamos

p

[

determinar a intersec¢dio do plano UVW com o plano WOM.
A recta p existe no plano UOV, logo intersecta a recta UV,
num ponto H que se projecta em I7'.

A recta WH que se
projecta em W/H' é a in-
tersecgio de UV W com

WOM. Isto é:
o, Uvw wH. =
uvyg’ WOoM w

A recta b encontra a
recta WH num ponto [
que se projecta em I/.

Como o ponto U per-
tence ao plano o« e . ao
plano UV, a intersec-
¢do procurada é UI, que
se projecta em U'I.

b) Intersecgdo do pla-
no o com o plano WOV.

A recta UI determina com WV, um ponto S. A recta OS,
projectada em O'S', ¢ a interseccdio do plano o com o plano WOV.

O tridngulo secglo é portanto UOS .

el

|

Fig. 3

Jayme Rios de Souza (assistente do 1.° drupo

da 1.* seccdo da Faculdade de Ciéncias do Porto)
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EXAME DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES
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Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em cién-
cias matematicas, cursos preparatorios das escolas
militares e curso de engenheiro gedgrafo

PONTO N.° 5
737 — Dada a equaglo ax?+bx+c=0, forme outra equagio
cujas raizes sejam iguais s da primeira, adicionadas do nimero m.
R: Seja Ax2+Bx+C=0 a equagdo pedida e o. ¢ } as raizes da pri-

meira. Serd B % L mafom 2 .3 4 2mes L

A a a
C . ¢ bm_  c—bmiam?
K—“—(a.-%“m)(ﬁ-f'rn):aﬁ‘f’(oz‘Fﬁ)m*I*mf':—‘: s +m?= 5 g
A equagdo pedida serd pois: ax24(b—2am) x+am?—bm+|c=0.

ek,

738 — Defina arranjos e permutagles e escreva as formulas
que servem para o calculo do nlimero de grupos distintos dessas
duas categorias. R: Chamam-se arranjos aos agrupamentos de
objectos que se distinguem uns dos outros quer pela ordem quer pela
natureza dos objectos. (Diremos que dois objectos sdo da mesma natu-
reza quando forem iguais). Permutagdes sdo agrupamentos que se
distinguem simplesmente pela ordem dos objectos. As formulas pedidas
sdo para o numero de arranjos de n objectos tomados p a p
"A,=n(n—1)(n—2) --- (n—p-+1) e para o néimero de permutagdes

P,=n(n—1)(n—2)---3.2.1. J.P.
739 — Determine os valores reais de x que verificam a

Te—>5

expressio : 89" ->4. R: A desigualdade proposta é equivalente

r—
: Tx—5 —25x 417 g !

as seguintes —4>0; ———>0; (—25%+7)(8x—3) > 0;
8x—3 8x—3

—200 (x—7/25) (x—3/8) >0 donde 7/25 <x <3/8. J&P:

740 — Calcule, por logaritmos, a area do tridngulo isdsceles
cuja base mede 21,321m, medindo 53°27/32/ o0 Angulo que se opde
a base. R: Se forem b, h e B a base, a altura e o dngulo oposto a

1 b2
base serd A = = bli= T cotg i aplicando logaritmos log A=
=2 log 21,321 +colg 4 +log cotg 26° 43 46/ =2><1,32881 41, 39794 +
+0,29792=2 35348 donde A =22567m?2. J. P.
£ : 4 cotg? a-}-1
741 — Verifique a identidade: sec2u=—7""—:
cotg?a—1
1 sen?a--cos?a cotg?a+1
R: sec2a= = = . s
cos2a cos?a—sen?a cotg?a—1 5P,

742 — Calcule, sem recorrer as tdbuas de logaritmos, os

3 9
valores de cotg390° e cos <— % 7‘> . ‘Ri: “cotg:390°=cot 30° =

= :;’fl gg: e Zl%/g —V/3; cos (—9n/4)=cos (9In/4)=cos (2r 47 /4)=
= cos w/d=/2/2. J.P.
743 — Sobre os lados AB e 5C de um tridngulo AB8C cons-
troem-se para o exterior os dois tridngulos equildteros ABC' e
BCA!. Demonstre que os tridngulos ABA’ e CBC! sio iguais e
que portanto 6 AA'=CC'*. R: Os tridngulos ABA! e CBC' sdo
iguais porque tém 2 lados iguais e o Angulo compreendido. De facto
o lado AB considerado como pertencendo ao 1.° tridngulo é igual ao
lado C'B do 2.° (sdo lados do m2smo tridngulo equildtero); o lado

BA! do 1.0 é igual ao lado BC do 2.° (razdo idéntica). O Gagulo
em B mo tridngulo ABA! ¢é igual ao dngulo B do tridnguto ABC
mais 60°, 0 mesmo acontzcendo ao dngulo em B pertencente ao tridn-
gulo CBC'; portanto serd AA'=CC!. J. P.

744 — Defina menor miiltiplo comum de 3 nimeros e indique
os métodos que conhece para o caleular. R : Menor miltiplo comum
de 3, ow mais nlimeros, ¢ o menor nimero que é divisivel por todos
éles. Ewxistem dois métodos para determinar o m. m, c.; o método dos
factores primos e o de Euclides. Pelo primeiro o m. m. ¢. é o produlo
dos factores primos comuns a todos os ntmeros e dos ndo comuns,
cada wm tomado com o maior expvente. Pelo segundo acha-se o
m. m. c. entre dois déles e em seguida o m.m. c. entre o m.m. c. achado
e 0 outro nimero; é éste 0 m. m. c. dos 3 ntumeros. JaPs

Curso de habilitagdo para professores de desenho nos

liceus
PONTO N.° 4

22+4+62—16
222 —3x—35
do trindmeo numerador, N, sio —7 ¢ +2 e as do denominador, D ,

745 — Resolva a inequagdo <0. R: 4s raizes

7
sio — i 45 . As solugdzs da inequagdo propista sdo os valores

que satisfizerem a qualquer dos sistemas N >0 e D0 ou N <O

e D>0. De modo que os valores pedidos sio 2<x<0 e
{f

ROt e —

2 JP.

746 — Diga o que sabe sObre as raizes da equagio ax?4bx+

+¢=0 quando se anulam separadamen e os coeficientes a, b e ¢,

e, ainda, quando se anulam simultdneamente dois déles, associa-

dos de tdodas as maneiras pussiveis. R: c¢=0 wma raiz nula e

b E y ; 2 @
outra — — . b=0 duas raizes simétricas +\ / — ;
a

a

a=0 uma raiz

c
Bl b=0 e c¢=0 duas raizes nulas; a=0 e b=0
duas raizes infinitas; a=0 e c¢=0 wma raiz infinita e outra nula.
Jo P,

co e oulra

0 Y e
747 — Escreva na forma de poténcia a expressio t/2V5.

1

R: 207, J. P,
748 — Calcale por logaritmos, a diferenga dos comprimentos
das bases de um trapézio rectangulo cuja altura mede 17,48 m e
em que um dos Angulos internos mede 148°29'45'/ . R : Sz um dos
Gngulos mede 148°29' 45" o outro mede 31°30'15!! e a diferenga
pedida é dada por d=17,48m cotg31° 30' 15" ou log d=log 17,48+
+log cotg 31°30' 15''=1,24254+0,21262=1,45516 e d=2851 m.

& 1 5

749 — Escreva a expressio geral dos 4ngulos que verificam
™ —I ks ™
a igualdade cosec <m+—6->= V2 Raxt T Krsirisadite T

seja x=kn +(— 1)+ —— -
4 6 J.P.

750 — Desenhe um tridngulo rectdngulo e construa sobre cada
um dos seus lados um tridngulo equilitero. Prove que a area do

* Aconselha-se o leitor a executar sempre a construgdo indicada.




GAZETA DE MATEMATICA

tridngulo construido sobre a hipotenusa ¢ igual & soma das areas

dos tridngulos construidos sdbre os catetos. R: Sejam a, b, e c

respectivamente @ hipotenusa e os catetos do tridngulo rectGngulo e
by, by e by as alturas dos tridngulos equildteros que tém por base a,

hj a
b e c¢. Como os tridngulos equildleros sdo semelhantes serd T
2
]’l] a
e peT s donde bhi—ah, e chy=ahz. Provar o teorema proposto
3
equivale a provar que bhy+-chy=ah;, mas tendo em conta as rela-
relagoes anteriores tem-se sucessivamente b - b_hl e ) =ah; e
a a
b2+4-c2=a2 que por traduzir o teorema de Pitdgoras demonsira o
enunciado. oPe

751 — Defina paralelogramo e indique os casos particulares
em que as suas diagonais se dirigem segundo as bissect izes dos
dogulos internos. R. Paralelogramo é o quadrildtero que tem os
lados paralelos dois a dois. Os casos particulares pedidos sdo aqué
les em que o0s quatro lados sdo iguais, isto é, o quadrado ou o losango,
porque dividindo a diagonal os dngulos internos ao meio fica o para-
lelogramo dividido em 2 tridngulos tyuais, por cada diagonal, trifin-
gulos que tendo 2 Gngulos iquais sio isdsceles. e

752 — Defina lugar geométrico e indique qual o lugar geo-
métrico dos pontcs do espago equidistantes de trés planos que se
cortam dois a dois segundo rectas paralelas distintas. R: Chama-
-se lugar geoméirico ao conjunto de todos os pontos do espago, que
gnzam da mesma propriedade que lhes é ewclusiva. O lugar geomé-
trico pedido é constituido por 4 rectas definidas pela intersepeio dos
planos bissectores dos diedros formados pelos planos dados.

Ji P

753 — Defina miltiplo de um niimero e demonstre que o qua-
drado de todo o niimero n3o divisivel por 5 ¢ um miltiplo de 5
aumentado ou diminuido de uma unidade. R : Chama-se méltiplo
de um numero a a todo o ndmero da forma na em que n é um inteiro.
Um niimero ndo miltiplo de 5 é duma das s2yuintes formas: bn+1
e 5a+2. Se o nimero é 5a+1 o sew quadrado serd 52 n2+1+
+2.50=5+1; se édo forma 5n+2 0 seu quadrado é 5n?-+4 +
+2.2.50=5+4=5-1. J.P.

Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto
PONTO N.° 1
754 — Resolva a equaglio 2(x—1)2=(x+5):3 caleulando o
valor numérico das raizes até & terceira casa decimal. R: A equa-
¢do dada ¢ equivalente a 6x2—13x+1=0 que se obtém da proposta
desenvolvendo o primeiro membro, desembaragando do denominader e
simplificando. As raizes sdo x;=2086 e x,=0,079. J.P.

755 — Partindo da expressio que d4 o ntimerc de combina-
¢Oes de m objectos p a p deduza o niimero de diagonais que se
podem tirar num poligono de » lados. R : Se considerarmos os n
vértices do poligono o niimero de rectas distintas que podem tracar-se

n
unindo 2 a 2 ésses vértices é dado pela expressdo <9> mas como n
n
dessas rectas sdo lados do poligono o ntimero de diagonais é <2> ain =
=D_(E‘__12_n=n(n_2) 2.
2 JiEe

756 — Calcule o valor, reduzido & dizima, da express3o
5 5
y=x ?—1 para x=03274. R: Calculando o valor de x> por

meeo de logaritmos vem log x? = ‘:T log x = & X 1,51508=2,78770

1—x

5
2

e x =15304.

% 0,061384. Dogo ki . 1o 13 ;

x* x? J.P.

757 — A hipotenusa dum trifingulo rectingulo ¢ igual a
20325 metros € a razis dos Angulos adjacentes igual a 1,25. Cal-

cular a 4rea do tridngulo. R: Se forem B e C os dngulos agudos

B
serd ° =1,25=125/100=5/4 e como B+C=90° serd B=>50°

i 1
e C=40°. A dreaédada pela expressio A = —é—bc = oy a2senCeosC=

a2 903,25

od 2C, se for a a hipotenusa ; donde A= * sen 80° =
4

=10170,66m?2 . AfS 5

758 — Escrever as formulas do seno, coseno e tangente da
soma de dois 4ngulos. Fazer os Angulos iguais e escrever as for-
mulas resultantes simplificadas.

759 — Demonstrar que, no plano, se um 4ngulo se desloca
sendo cada lado obrigado a passar por um ponto fixo, qualquer
recta invaridvelmente ligada ao dngulo e passando pelo vértice
passa constantemente por um terceiro ponto fixo. R : Quando um
dngulo se desloca pelo modo descrito no enunciado o seu vértice des-
creve um arco de circunferéncia (pris o lugar geoméirico dos pontos
dos quais se vé um segmento sob um dngulo dado é constituido por
dois arcos de circunferéncia siméiricos, de que o segmento é a corda);
se @ recta passa pelo vértice invaridvelmente ligada ao Gngulo, neces-
sariamente essa recta passard por wum ponto fixo que pertence ao
arco de circunferéncia descrito pelo vértice. ijeel

760 — Que métodos conhece para determinar o menor multi-
plo comum ? Aplique-os aos nimeros 719 e 620. R : O método de
Kuclides e o método da decomposi¢io em factores primos. Como 719
€ primo 0 m. m. c. é o produto dos dois ntimeros 719><260=186940 .

: X 2 J.P.
e Instituto Superior de Agronomia
PONTO N.° 2
or—2

761 — Resolva a inequagdo m<—

2

m,{_ 1<0. Efectuando e simplificanido :

Sz=2%(x 1) (x5 :

x—24(x—1) (x—2) i = <0. Para que a fracgio
(x—1) (x—2) (x—1)(x—2)

seja megativa é necessdrio e suficiente que o seu demominador seja
negativo, porquanto o numerador é positivo por se tratar dum qua-
drado perfeito. Déste modo a inequagiio anterior é equivalente &
inequagdo (x—1)(x—2)<<0. Como as raizes do 1.° membro séo,
como € evidente, 1 e 2 conclue-se que a desigualdade é satisfeita para
valores de x do intervalo restricto (1,2), istoé, 1<x<2.

Y J.C.

762 — a) Quantos produtes diferentes se podem formar com
os niimeros 2,5,7,9 e 11 de modo que em cada produto figurem
trés daqueles factores? R: Como, pela natureza do enunciado, os
produtos deverdo ser diferentes, conclue-se que total ou parcialmente
deverdo ser diferentes os factores que os compdem. O nimero de tais
produtos ¢ por isso igual ao ndmero de combinagdes de 5 objectos
= 9
ORER =,

dos 3 a3: Ci=
tomados 3 a 3 31 1.6
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b) A que condigies devem satisfazer os coeficientes reais a,

b e ¢ para que a equagio awitbx24c—0 admita duas raizes nulas

e duas raizes imaginarias? Justifique. R: Para que a equagdo

admita dugs raizes nulas e duas imagindrias, deverd a equagdo

resolvente admitir wma ratz nula e oulra negativa; donde resulta

que o produto das raizes é nulo e a sua soma € negativa o0 que
c

equivale a afirmar que 5=
@

2 e,

763 — Um dos catetos dum tridngulo rectingulo mede
1956 metros e a altura referente 4 hipotenusa mede 1044 metros.
Caleule o dngulo agudo adjacente ao cateto dado, do referido
tridngulo. R : Designando, respectivamente, por ¢, h e B o cateto,

a altura e o Gngulo referido tem-se: h=ctgB donde th:l{.
c

log tg B=log h-colg ¢=3,01870+4,90101=1,91971; B=39°44'.
J.C.
764 — a) Verifique a seguinte identidade:
sen?x - tg2 x . cotg?w =2 —cos?w. R: sen?x + tg?x . cotg? x =
i
—gen2x-+tg?x - t—‘_ =gen2x}1=1—cos2x+41=2—cos?x.
g*x
J. C.

b) Em que quadrantes so simultineamente crescentes as
fungtes tangente e cosecante ? Justifique. R : A fungdio tangente é
crescente em todos os quadrantes. A cosecante é crescente nos qua-
drantes em que é decrescente o seno, isto é, mo 2.° e 3.° quadrantes.
De modo que as duas fungdes sio crescentes simultGneamente no 2.° ¢
3.0 quadrantes. JRCs

765 — Considere no paralelogramo [ABCD] a diagonal AC.
Conduza pelos vértices B e D perpendiculares Aquela diagonal e
designe por M e P respectivamente, 0s pontos de intercepgio
dessas perpendiculares com a referida diagonal. Demonstre que
os segmentos de recta BM e DP sdo iguais. R: Com efeito os
tridmgulos rectdngulos [ABM] e [PDC] sdo iguais por terem a hipo-
tenusa e um dngulo agudo iguais cada um @ cada um. E cofo em
tringulos iguais a Gngulos iguais opdem se lados tguais, conclue-se
que BM=PpC. NG

766 — Uma esfera de raio R foi seccionada por um plano que
dista do centro da esfera SR/5. Sabendo que o perimetro da
secelo obtida e a 4rea da superficie da esfera sfo expressos pelo
mesmo ntmero, calcule B. R: Designando por r o raio da secgdo e
atendendo s condigdes do enunciado tem-se (1) 2rr=4xR2. Por outro

lado, o teorema de Pitdgoras permite escrever r=\/R2_§9§ R2_—

4 4 2
g R, donde, por substituigdo em (1) 2w - 5 R=4xR2 ou R = 5 :
J. C.

Instituto Superior de Ciéncias Economicas e Financeiras
PONTO N.° 2

767 — a) Defina lugar geométrico e d& exemplos de lugares
geométricos no plano e no espago. ;Uma superficie cilindrica
pode ser considerada como um lugar geométrico? Justifique a
resposta. ) Determine o lugar geométrico dos vértices dos tridn-
gulos que tém a mesma base e a mesma area. R: b) Os tridngulos
em questdio tém a mesma altura, logo o lugar geométrico é o conjunto
das 2 rectas paralelas & base comum equidistando desta a altura, isto

no caso do plano. Supondo que se trata dum problema no espago o
lugar geométrico é a superficie cilindrica de revolug@o cujo raio da
secglio recta tem por medida a altura e cujo eixo € a recia a que a

base pertence. L M.Z.
768 — Resolver a equagio
(z+Vz).(z—yx)=(a+Va).(a—ya). Determinar a de

modo que o produto das raizes seja igual a —1. R: Tem-se

(=+ Vx)(x— ;)=(a+ Va) (a— Va) ou x2—x—a2+a=0, donde

o 1+Vitder—da 1+(1-2)
2

As raizes sdo pois x=1—a

2
e x,=a. O valor de a satisfazendo & condigio pedida é dado por
11y5

—a2+a=—1 ou a?—a—1=0 donde a—
, 2 M. Z.

769 — Calcular o valor de = dado pela expressdo wzzav,b

cd?
onde a=1/4, b=sen17°28', ¢=0,004, d=(0,03)72.
21/2 B/ sen!/417098' (0,03) ;
Rerx =+ =
cl/') d 4'/"2 > (0,004)”2
1/4 log sen 17° 28'=1,8693349
2 log 0,03 —4,9542426
1/2 colg 4 —1,6989700
1/2 eolg 0,004 =1.1989700
log |x| =3,7215175
|x]=0,00526644, donde x= T 0,00526644 . M. Z.

770 — I dado um circulo de raio de » e, inscrito néle, um
tridngulo isosceles tal que a soma dos Angnlos adjacentes & base
6 trés vezes o Angulo no vértice. Determinar os lados e 4ngulos
désse tridngulo. R: Seja o a medida comum dos dngulos adjacentes
& base b e B a do dngulo oposto. Tem-se 24.=30 e 204+ B=180°,
donde B—=45° e a=67°30'. O dngulo ao centro correspondente d
corda b é evidentemente 28=90°, e, portanto, b é o lado do qua-
drado inscrito ou b=r{/2/2. Designando por 1 a medida comum
dos outros 2 lados do triGngulo tsosceles tem-se

L RO o g
2 V' 2.c0s67°30 7

771 — Resolver um tridngulo rectingulo conhecendo a hipo-
tenusa @ e a area s. Aplicagio numérica: s=16,8 metros qua-
drados, @ =7 metros. R: Tem-se bec=2s e b3>+ c2=2a2 donde
(b+c)*=a?+4+4s e bte=+ Va2t 4s.

b e ¢ sdo pois as raizes da equagdo: X2— /a2 + 4s X +2s=0,
Pl Va2+-ﬁlsi\2/a2+4s—8$: [/a3+432i‘/é.2—4s. Toaic
diglio de possibilidade é traduzida por a>—4s>0. No caso presente
¢ 49—67,2 <0 e portants os dados ndo s@o admissiveis. M.Z.

772 — Determinar o menor valor inteiro de # para a qual a

fracgfo DB ¢ inferior a L R : Tem-se 1-2—‘%——1=
2.4.6---2n 104 2.4.6---2n
= l e —1— = —1—- donde 2>10%, ou nlog2>4, e finalmente
Qi St 108 : S S
4 4

9

13,2 ---. O valor pedido é pois n=14 .

> ——=———=13,
log2 0,30103-.-
M. Z.

Nota — S3o obrigatérios quatro pontos, entre 0s quais o pri-
meiro — Tempo de duragio da prova: 2 horas.
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Instituto Superior Técnico
PONTO N.° 5
773 — Uma sala rectangular com 45 raetros quadrados de super-
ficie encontra-se pavimentada com ladrilhos de duas qualidades.
Os primeiros cobrem nma superficie de 34,44 metros quadrados e
os segundos, dispostos em quatro filas, formam uma cercadura
rectangular dos primeiros em toda a volta da sala. Sabendo que
os ladrilhos da cercadura s3o quadrados de 1 decimetro de lado,
caleular as dimensSes da sala. R: Sejam x e y as medidas, em
dectmetros, das dimensdes do pavimento da sala. O rectdngulo cuja
drea é 3444 dem?, tem por lados x—8 e y—8 donde a primeira equa-
cio (x—8)(y—8)=3444, por outro lado é xy=4500. O sistema
destas duas equagdes é equivalente ao sistema xy=4500 e x|y =140,
como se vé facilmente, cujas solugdes sdio x=90 dem e y=>50 dem.
gk,
774 — Determinar as condigles a que satisfazem os nimeros
a e b sendo log (a—0)—=loga+logh. R: Delog(a—b)=lsga+t
+logb vem sucessivamente log(a—b)=log(ab) e a—b=ab ou
a= 1_b.5; por outro lado terd que ser a—b>0, a>0e b>0.
P fedi P

775 — Determinar os valores de @ que satisfazem & equagdo
arc sen x {/3—arc sen 2z—arcsen «. R: Fagamos arc sen 2x=a €
arcsen x=0 ou seja sen—2x e sen B—=x serd cos a=*+y 1—4x?
e cos 3=+ Vl —x2. Da equagdo proposta tira-se entdo arcsenx V8=
=a—B8 ou sen(a—pB)=x /3 e desenvolvendo esta expressdo
senacosﬁ—coszsenﬁzx\/g e senaacos[i:x‘/g-i—cosmsen[i ou
9x f/T—x2=x {/3+4x {/1—4x? equagiio que admit: a solugio x=0;
as outras solugdes serdio as da equagdo 2 Yi—xt= V3 + Y1—4x?
que por sua vez sdo todas ou algumas das da equagdo que se
obtém elevando ao quadrado ambos os membros daquela, isto ¢, de
4(1—x2)=3+1—-4x242 /3 (A —4x?) ou 2 V3 (1 —4x2) =0 cujas
solugdes sio as da equagdo 1—4x2=0 ou s¢ja x—=+1/2. Todas as

solugdes satisfazem ao problema. Ik,
776 — Dada uma circunferéncia de raio R achar a distincia
do centro a que devem ser tiradas as tangentes & mesma circun-
feréneia para que a corda determinada pelos seus pontos de con-
tacto tenha um dado comprimento a. Valor dessa distdncia para
a=R. R: Seja x a distncia pedida, e sejam O, T, T' e S res-
pectivamen'e o centro da circunferéncia, os pontos de contacto das
tangentes e o ponto donde sdo tiradas as tangentes. Serd 0OS=x e
OT=R ; por outro lado o tridngulo OST é rectingulo e 05 ¢ a sua

hipotenusa. A corda ‘I"l'=a ¢é perpendicular a 03, e a altura do

ALGEBRA

1. S. C. E. F. —1.° exame de freqiiéncia, Fev. de 194

779—Resolver a equagio 1—aw + o2a?— - (1)1 o1 0=1=0
onde o &6 uma raiz de indice » da unidade. A equagido tem
raizes reais? Quais e quando? R: O 1.0 membro da equagdo pro-
posta € a soma dos n primeiros termos duma progressio geométrica

~ b —1Yr g x"—
de razdo —ox. Escrever-se-d, portanto, (D21 o0

ax41
el pia . Sk ; ;
e = =0 por ser « uma raiz de indice n da unidade. Sen é
par, as raizes da equagiio dada sio as{raizes da equagdo x'—1=0—
2%kn . 2k~

—>x=008 —~ yisen " k=0,1,..-(n—1) com excepgio da
n .

: : a
tridngulo OST, relativa & hipotenusa tem por medida s Se desi-

gnarmos por y a distdncia da corda TT! ao centro O, pela aplica-

a\? ;
¢lio da teorema de Pitagoras temos : <—> +y?=R2?; R*=xy wisto

9
y ser a projecedo de R sobre x . A resolugiio déste sistema dd o valor

9R?2 2RY 3
=————— que para a=R toma a forma x= ;
VARP—a? By &
777 — Numa pirimide tetragonal regular a aresta da base
mede 10 centimetros e as arestas laterais formam com a base
angulos de 45 graus. Calcular a drea da secgfio feita na pirimide
por um plano paralelo & altura e a uma das arestas laterais e
distando 2 centimetros da altura. R: O plano que secciona @ perd-
mide é paralelo a um plano diagonal (') da pirdmide e determing nela
uma figura homotética da secgdo produzida pelo plano diagonal que
como facilmente se vé, é um tridngulo rectdngulo isdsceles, cuja altura
relativa & hipotenusa (que é a altura da pirdmide) é portanto igual
a metade da hipotenusa (diagonal da base da pirdmide). A metade

V2 _—_5\/? visto

X

desta diagonal tem por medida, como ¢ ébvio,

a base ser um quadrado. A razdo de homotetia entre as duas figuras
5V 2

5/ 2—2

da base, ¢ 5l/§—”27 donde a drea A=(5 ‘/5-72\)~2 SO s

e portanto a altura do tridngulo pedido, igual a melade

778 — Calcular a 4rea da ldinula limitada por dois planos
diametrais duma esfera sabendo que o tridngulo plano formado
por um dos extremos do diimetro comum e pelos pontos de inter-
secgdo dos referidos planos com o eirculo méximo perpendicular
tem um lalo igual a 6 centimetros e o outro igual a 12 centi-
metros. R : Se considerarmos o tridngulo plano cujos vértices siio um
extremo do diGmetro comum, o centro da esfera e um dos pontos de
intersecglio dos planos com o circulo maximo, (tridngulo rect@ngulo
cujos catetos sdo raios da esfera) a hipotenusa déste tridngulo é um
dos lados de 6 ou 12 centémetros ; ¢é facil ver que nio pode medir 6 em
pois o cutro, que é uma corda, seria maior que o didmetro da esfera.
Entéo o raio da esfera é dado por R2+R2=122 ou s¢ja R=6/2.
O Gngulo diedro formado pelos dots planos é tal que o sew rectilineo

6 -
%—=2 are sen ——— o que dd o valor 2/2=20°704. A drea da linula

2.6y/2
serd entdo A — M 2.4.x (G ‘/g)2=96 cm?,
360 s

(1) Por comodidade chamaremos plano diagonal ao definido pelo vér-
tice da pirAmide e pela diagonal da base.

S s L0 R

LT o5 e Se n ¢ impar, as raizes da equagio dada sdo as

(1 ESRE @Ck+1)=
# +1sen -

raizes da equagio x"+1=0-—>x=cos

k=0,1, .- (n—1) com a excepgdo da raiz ,_‘l. Note-se que,

o
sendo o, uma raiz deindice n daunidade e n par, ~a.j“‘=——o;'
¢ ainda wma raiz de indice n da unidade. Se n é impar, —o'' é

uma raiz de indice n da unidade negativa. Raizes reais. Se n é par,
Laverd duas raizes reais +1 ouw uma sé.+1, conforme az+1
ou a=7F1. Se n € dmpar haverd uma raiz real =1 ee ok e
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780 — Determine o ‘lugar geométrico dos pontos do plano
tais que a razdio das suas distineias a dois pontos fixos do plano

seja £ . Discussfo. Tragado do lugar para n—1 e n=2. R: Sejam
n

Pi(—a,0) e Py(a,0) os dois poitos fixos (cixos cartezianos rectan-

gulares). Seja M (x,y) um ponto qualquer do plano, éle pertencerd

a0 lugar s \/@Ej;ilttzfzzl; ou  XAyitlaxta? 1
3 (x—a)*+y? n x?+y2—2ax+a?2 2’

(u2—1) x4 (02 —1) y2+42a (n2+1) x+(n2—1)a2=0. Se nx+1,

} 3 Eawts 2 ;

o lugar é a circunferéncia de centro C<-—a"2+1,0> e rato
R

2an

1 e a abscissy do centro

2—>—a, a lugar reduz-se ao ponto P;. Se n=1, a equagdo
escreve-se x—=0 e o lugar coincide com o eixo Oy .

Se n—>+4oco, r—>+0

10
Para n=2 x?A'ry'~'+~__;—ax~[:1?-=().

Nota — Supcz-se n>0. '

OFOT RSB M S B

F. C. P. — Junho de 1941
781 — Determinar o plano osculador da linha
Iz”-{~y’+w”~w=2

| 4arctg & 42— 20—r—6,
Y

no ponto (1,1,1).
@

782 —Iuntegraraequagio x29y!'—xy/ 42y = ——————"-mr.
i DS 4 Y3 V1-+sei2(log )

783 — Seja (/) a linha integral da equagfio
que passa pelo ponto (0, 1), e consi-
deremos um ponto P cuja abecissa tenha
um valor numérico igual ao da drea
OAMB e cuja ordenada seja igual ao

Vity =gy

; M/(p)

comprimento do arco 4AM .

Mostrar que a tangente em 2 ao A'
lngar (L) dos pontos P ¢é paralela &
tangente em M, e verifizar se hid ou
nfio correspondéncia entre os M. e m. 9 B 4
de Y e y, e entre os pontos de inflex3o das 2 curvas.

- 1. 8. C. E. F. —Exame final, 17 de Julho de 1941
uy+oy=1
784 — As equacdes {u-v et definem « e y como fun-
L o-Fymein

2 Ny

¢des de u e v. Caleular wr ® dude’

785 — Calcular o integral /J (ljm_)iy o estendido :

2.2 — ao interior da pardbola y2=2x.

1.0 — a todo o plano,

R : 1.0 — Introduzindo coordenadas polares, lem-se: _d}_dL_ =
J (L+x2+y2)
S P
d : ; £ dp
= /de/ _P%®__. O inlegral imprdprio / 2% __ ¢ convergente,
1+ ¢2)2 A 14-,2)2
6, f) ( +\ ) 0' ( +:‘)

2(2+1)

como se vé imediatamente; e, como se conhece Ama primitiva

Outra resolugo: Sejam A e B os dois pontos fixos e sejam M

e N os pontos que dividem o segmento AB em dois segmentos tais que

. 1 4 & ;
a razdo das sucs medidas é — (M e N sdo conjugados harmduicos
n

em relagio a A e B). E evidente que os dois pontosM e N pertencem
ao lugar.

1]

__MA Na
rB  MB NB
tunto PM ¢ a bissectriz do Gngulo APB e PN a do Gngulo APB/.

Seja P um pontv do lugar. Entdo e, por=

Conseqiizntemente, o Gigulo MPN ¢ recto. Reciprocamente, se o
ponto P € tal que o dngulo MPN seja recto, enliio a razdo das suas

distdneias a A e a B é igual a l Logo o lugar geométrico é a
n

circunferéncia de didmetro MN. Se n=1, como imediatamente se

reconhece, o lugar geométrico é a mediatriz do segmento AB .

As solugdes dos exercicios 779 e 780 sdo devidas ao Sr. Dr. Augusto
Sé da Costa.

ESFI T ESTM AL

fion : 1
da fungiio integranda, é muito fdeil de calcular; o sew valor é o
o

1oy
O integral pedido tem entio por valor T;/ do==.
=6

2.0 — A equagdo polar da pardbola dada é o?sen20—2oc0s0=0,

; 2e080 :
donde o0=0 e o=""""_. O integral duplo, efectuando a mesma
5 !
sen< 0
mudanga de varidveis do exercicio anterior pode escrever-se:
9 cos g

+7/2  sen20

IT/.._dx_dL_: d /_..&m Mas
JJ aEy A+ey

©
—T/2 0

J e

/2
'-

T et 20 8
4 cos? 0+ sentf
0

, fazendo a mudanca de varidvel tg o=t ; éste inte-

4 cos?(

== - .e.  porianto, wem:
4 cos?0--senip ; ;

o)
=8} dt¢
J ti 44
0

gral ¢é convergente e calcula-se pela determinagio da primitiva de
umae, fungio racional. M. Z.

786 — Iutegrar a equaglo @?y!” — 2wyy' + 2 = at + a2 y2.
R: Notemos que o primeiro membro se pode escrever (xy'—y)>.
Tem se entdo: xy' —y=-+4x (x2+y?)"2. Escrevendo-a sob forma con~
veniente é fdcil de ver tratar-se duma equagiin homogénea. Fazendo

dt
a mudanga de varidvel y=tx, vem: ————— = dx.
(A +t2)2
dt :
A equagdo W = dx tem por integral geral t=senh (x+-c)
dt

e a equagdo =—dx o ¢ntegral t=senh (¢ —x).

(1+L2)|/-z
O integral geral da equaglo proposta é entdo
[y—xsenh (x+c)] [y—xsenh (¢c—x)]=0.

N. B. — Vidé: A. R. Forsyth — A treatise on differential
equations — London — 6.2 ed 1933, pdgs. 30-31. M.Z.

Y e
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= i.‘.; 9

Rorel e : (TR SR xS R
.S. T Marco de 1941 Lubini permite escrever tmediatamente (1);/ x3 = = Alog(x—1)3
787 — Determimar sobre a circunferéneia de intersecgio do ; . St N oW o
plano y=2¢ com & es‘fera de raio R e de c?ntro na origem, os + Blog (x2+ x +1) + C arc tg 2 '{”_1 X Dx?+ Ex+ F TR gL e
mé4ximos e minimos da fun¢fo F'=x—y—z. (Eixos rectangulares). V3 I T

R: A4s equagoes de condig@o sdo o,(x,y,z2)=2x—y=0 e ¢5(x,y,2)=
x?+y?+4-22—R2=0. Os pontos de estacionaridade da funcdo F sdo
o =0

P 2x—y=0
as solugdes do sistema: s ou | x24y2+z2—R2—=0
O(F, o ) 9a)
——=0 [ x+2y—z=0.
d(x,y,2)
M. Z.
788 — Caleul SRR e o o
— Calcula integr . : e-
cular o integra ,,/ @1y unglo in

granda é racional. Tem-se (x3—12=(x—1)2(x24+x+1)%. 4 regra d-

PROBLEMAS

791 — Provar que para /k, inteiro positivo, & nulo o
seguinte determinante

e ol 0t
27 3/ 47 . (k1) (2k+2)!
wpal s
2/ 3! (2k)!  (2k+1)!
1 1 1
P R L £ el
Blniny. RSN oy
1 1
O () -
9/ 3/
1
Gop 0 g o —
2/

constantes A,B,C,D,E,F sdo a solugido do .sz',sten}a de’equ}ig()es
lineares que se obtém por identificagdo dos 2 membros da igualdade
que resulta de (1) por derivagdo. M.Z.

789 — Dado o sistema p@ ik e % T

calcular
2 x'logz —u”logy =4

2z 2w
e tha, e
02 dy dx?
3173 123
790 — Verificar em f(x,y,2)= Lt/_i as propriedades
Vaety+sz
fundamentais das fungdes homogéneas.
PROPOSTFOS
792 — Mostrar que o determinante A, é nulo para n>2.
A, =|ra1—by a1—b, ay—b,
i l)z—[)l a2—~()2 (12—/1”
ag by az—by ay—b,
a,—by a,—bs a,—b

793 — Calcular o determinante de ordem # cujos ele-
mentos ¢; sdo dados por ey=e,=e;=1 e e;=e¢ ;+6
(A<i,j<n).

794 — O sucessor do produto de quatro inteiros conse-

cutivos é um quadrado. !
(n—Dnn+1)(n+2)+1=m+n—1)2,

SOLUCOES DE PROBLEMAS PROPOSTOS EM NUMEROS ANTERIORES

706— Numa circunferéncia de raio R traga-se um tridngulo
inserito. Dois dos lados déste tridingulo limitam segmentos circula-
res cujas alturas siio R/6 e R/8. Calcular a drea do tridngulo.
R : Sejam AB e BC as cordas que limitam os segmentos de alturas
R/6 e R/8 respectivamente. Tem-se imediatamente: (E/Q)a -
—R/6.(2R—R/6)=11R?/36 e (BC/2)’—R/8 (2R—R/8)—15R2/64,
donde AB—R {/11/3 ¢ BC=R {/15/4. A altura BD do tridngulo
[ABC] de base AC permitird determinar a drea pedida, por inter-
médio do cdlculo AD e DC. BD pode encontrar-se como seque :
Tome-se o didmetro de uma circunferéncia dada, de que uma extre-
midade é B; seja F o outro extremo désse didmetro; os tridngulos
rectdngulos [BAD] e [BFC] sdo semelhantes porque os dngulos em
A e F sdo iguais. Entdo BD : BC=AB:BF e, portanto, BD—
—R {/165/24 visto ser BF =2R .

Tem-se pois DC= /15 2/16—165R2/242—5 (/15R/24 ¢ AD—
— V11R%9 —165R2/222 =Ty/11R/24. A drea pedida ¢ pois
1/2(AD+DC) . BD=T7y/15+75/11) . R/1152,

EMIDIO DE OLIVEIRA

332 — Demonstrar a identidade: "C,+2"C,_+"C,_,="12C,.
R : O primeiro membro da igualdade pode escrever-se "C,+2"C,_ -+

n! nit X n!

+2 e =
r!(n—r)! (r—1)! (n—r+1)! (r—2)!(n—r+42)!
oo st 1) (ne a2 Onl ni(n = el ) inlie (neil)

+1C, =

r!(n-—-r+2)!

_n!(n2+r2—2nr+3n—-3r~:—2+2nr~2r?+4r+r2—r)_

r! (n—r+42)!
n! (n243n42) n!(n+1) (n42) (n+2)! .
= iy — e g el
r! (n—r—+2)! r! (n—r+42)! r!(n+2—r)!
Jp

333 — Se um tridngulo B=18° e (C=36° entdo é a 6=R
o raio do circulo eircunserito ao tridngulo. R: E’ fdcil ver que os
menores arcos da circunferéncia circunscrita ao tridngulo ABC que
tem por cordas os lados b, ¢ e a medem respectivamente 36°, 720
e 108°. Como se sabe qualquer corda duma circunferéncia é igual
ao didmetro multiplicado pelo seno da metade do menor arco que a
corda subtende ; por isso serd a=2R sen 54° e b—=2R sen 18°; donde

a—b—2R (sen 54°—sen 18°) —2R (0,809—0,309) =R . i
RECTIFICAGOES
687 — Seja b a base e ! o lado. Tem-se O
20+b=p
§ o0 AP i Gl o 5 B S g
| 204+b=p 4p 2p
ser, evidentemente, p > 2h.
Aplicagio numérica : h=2, p=8 —1=25 e b=3.
SiG.

. 654 — Intercalar entre as 12 e 2.2 linhas da 2.2 coluna : que
diferem entre si quer pela natureza quer pela ordem em que estdo
dispostos. Chamam-se combinagdes aos agrupamentos de objectos. ..

JoP.
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- Esta Sociedade teve a sua primeira reunifio de estudo em
96 de Junho de 1941, para apresentag3o e discussfio do plano de
trabalhos da sua Comissio Pedagoégica. Em resumo, &sse plano
consta do seguinte:

4) A Comissio entende que a primeira condigio para que se
possa criar um movimento matemitico forte em Portugal é que
exista um bom ensino secundirio da disciplina de matemdtica.
Consequentemente entende que é sua tarefa urgente o proceder
4 anilise das condig¢Bes actuais do mesmo ensino.

B) A Comissio verifica que essas condigles estdo longe de
atingir o nivel do razodvel e isto pelas razdes seguintes :

a) Os programas sio mal equilibrados, com grandes deficién-
cias e alguns excessos.

b) O tempo lectivo da disciplina de matematica nos dltimos
anos do liceu ¢ ridiculamente exiguo.

¢) As condigdes de selecgfio sdo defeituosas, por md organi-
zag¢8o dos pontos e pelas normas da classificagfo.

d) Acresce que os pontos, dada a sua textura habitual vio
influir sobre a qualidade do ensino, com manifesto prejuizo diste.

C) Existemn ainda outros aspectos da questfio que devem ser
estudados conjuntamente, tais como :

= , ~  SOCIEDADE PORTUGUESA DE MATEMATICA

a) A preparagdo cultural e pedagogica dos professores de
matemitica do ensino secundario.

b) A possivel introdugfo de métodos novos de easino tais como
os métodos laboratoriais para os rudimentos de geomet -ia.

¢) A possivel utilizagdo do cinema no ensino da mateméitica.

d) A difusfo do gbsto pelo estndo da mateméatica por meios
extra-escolares, tais como a criagio de clubes matemiticos, ete.

D) A Comiss3o tenciona promover o estudo cuidadoso de cada
uma das questdes enunciadas nas alineas anteriores, apelando
para a colaboragio dos sécios.

Logo que cada um désses estudos esteja terminado, sera por
ela trazido & Assembléia da Sociedade para sobre éle se instituir
uro debate t8o largo e demorado quanto seja necessario.

Os resultados finais agrupar-se-8o num projecto de organica
do ensino secundario de matemética que a Sociedade procurari,
por todos os meios ao seu alcance, fazer triunfar.

A Assembléia da Sociedade aprovou por unanimidade o plano
de trabalhos apresentados e resolveu pedir imediatamente ao
Sr. Ministro da Educag¢8o Nacional, e isto sem prejuizo dos resul-
tados a que ulteriormente chegar no seu estudo, que restabelega
desde ja o antigo nivel dos estudos de matematica dos liceus, com
a necessaria ampliagio dos tempos lectivos. B. C.

PUBLICACOES RECEBIDAS

Agros — Revista dos Estudantes de Agronomia. Ano 24 —
n.s 2 e 3.

Técnica — Revista de Engenharia dos Alunos do I. S. T.
n.> 121 (Junhe de 1941) e n.° 122 (Julho de 1941). O n.c 122
publica os enunciados de alguns pontos dos exames de aptidio ao
I. S. T. realizados nos tltimos anos.

Compéndio de Geometria—A. Nicodemos e 1. Calado—
(3. ciclo do ensino liceal) — Aprovado oficialmente. Livraria
Popular de Franciseo Franco — Lisboa, 1941 — Preco: Esc. 16800,
Contém : Capitulo 1 — Nogdes fundamentais du geometria elemen-
tar (revisfo). Uapitulo 11— Métodos gerais da geometria. Capi-
tulo I11 — Métodos especiais da geometria.

Acomnasha a obra anterior o folheto, oferta dos autores, inti-
tulado: O conceito de lugar geométrico — A lei de reciprocidade em
geometria elementar.

Conceitos Fundamentais da Matematica — Beuto
de Jesus Caraga — Biblioteca Cosmos— Lisboa, 1941 —2.2 edigdo.
Prego: 2350. Contém : Prefacio. Capitulo I — O problema da con-
tagem. Capitulo Il — O problema da medida. Capitulo I —
Critica do problema da medida. Capitulo IV — Um pouco de histo-
ria. Capitulo V— O campo real. Capitulo VI— Nimeros relativos.

Portugaliae Mathematica — Vol. 2 —Margo 1941 —

Fasc. 1 — Equasioni della Dinamica — A. de Mira Fernandes,

Assiomatica degli spasi di elemento lineare  A. de Mira Fer-
nandes. Caractivisation des espaces réguliers normaux et com-

plétement normaux aw moyen de l'opération de dérivation —
Hugo Ribeiro. Problemas relativos a fun¢bes racionais das

‘raises duma equacido algébyica — José Sebastido e Silva. Les

vibrations et le calcul des variations — A. Weinstein. Les en-
sembles fermés et les fondements de la fopologie — Anténio
Monteiro. La cohérence d'un ensemble et les ensembles denses
en soi — Hugo Ribeiro.

Vol. 2 — Junho 1941 — Fasc. 2 — Sur la formule d’Euler-
-Savary (reimpressdo) — R. Sarmento de Beires. L’incompa-
tibilité analytique des leis thermodynamiques de Joule et Van
Der Waals (reimpressdo) — R, Sarmento de Beires. Caractéri-
sation de la transformation de Laplace par la loi du produit ou
régle de la «Faltung» — Ricardo San Juan. Sur Paxiomatique
des espaces de Hausdorff — ]. Sebastiao e Silva. Quelques pro-
priétés des espaces (Cf)—Armando Gibert et Hugo Ribeiro. Suy
Pinconnue 0 du théoréme des acroissements finis. — J. Vicente
Goncalves. Un vettore ausiliare in Analisi tensoviale. — A. de
Mira Fernandes. Etude du mouvement permanent de rotation
de deux sphéves rigides dans un liquide visquenx — M. Surdin.

Vol. 2 — Outubro 194t — Fasc. 3— Une extension de la
notion de convergence — Hugo Ribeiro. Sistema derivato di un
sistema dinamico - A.de Mira Fernandes. Contours de Jordan
et intégrale de Cauchy — ]. Vicente Goncalves. Sul prolunga-
mento analitico delle funzioni armoniche — Luigi Amerio. Du
parallélisme dans lespace euclidéen — Pedro José da Cunha.
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A Direcgdo da «Gazeta de Matematica» agradece muito reconhe-
cida as referdnecias feitas por: «Didrio de Lisboa», «Diario de
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AVISO AOS ASSINANTES

S3o recebidos na Redacgdo virios exemplares da «Gazeta de
Matemética» devolvidos por o destinatirio ter mudado de residén-
cia. Pedimos aos nossos assinantes que nos participem as novas
moradas e que nos enviem as suas reclamagdes por quaisquer irre-
gularidades de distribuigfo ou de cobranga.



