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Existência de produto escalar em espaços 
vectoriais normados (*) 

por Luiz Adauto da Justa Medeiros 
Centro Brasileiro de Pesquisas Físicas. Instituto de Matemática Pura e Aplicada. 

Universidade do Brasil, Rio de Janeiro 

Introdução. Esta r e d a c ç ã o , contém o 
resumo de uma exposição feita por nós no 
I M P A , como trabalho complementar ao curso 
de Teoria Espectral das Trans fo rmações 
Lineares em Espaços de H I L B E R T , ministrado 
pelo Prof. L E O P O L D O N A C H B I N em 1960. 

No que segue, procuraremos descrever, 
sob forma didáct ica, as ideias contidas no 
trabalho de V O N N E U M A N N - P . J O K D A N , «On 
Inner Products in Linear Metric Spaces» , 
A n n . Math. 3 (1935), 719-723. O objectivo 
dos autores do trabalho citado, é provar que 
dado um espaço vectorial normado complexo 
ou real, E, é possível, mediante uma con
dição natural, definir um produto escalarem 
E, de tal modo que a norma primitiva de 
E, seja induzida, no sentido que veremos a 
seguir, por um tal produto escalar. 

Admitiremos conhecidos os princípios do 
estudo dos espaços vectoriais e por questão 
de nomenclatura e notação , poremos algumas 
definições que faremos uso frequente no que 
segue. 

(*) E x p o s i ç ã o em seminár io de A n á l i s e Funcional 
do Instituto de M a t e m á t i c a Pura e Apl icada, Rio de 
Janeiro. 

Os espaços vectoriais que vamos conside
rar, se rão sobre os corpos C ou R dos 
números complexos ou reais respectivamente. 
Observemos, ainda, que dado um complexo 
z, vamos representar, como é habitual, o 
seu conjugado por z. 

1. Def in ição . Seja E um espaço vecto
r i a l . Diremos que E é um espaço vectorial 
normado, quando existir uma aplicação | 
de E em R, satisfazendo as seguintes con
dições : 

N I ) | | a ? | | > 0 e | | a ; | | = 0 se e sòmente 
se x = 0 . 

N 2 ) y lx [| = I / I II x y , para todo escalar 
1 e todo vector x. 

N 3 ) [Jár - f .jrt| ^ | | * || + 112/11 para todo 
par de vectores x e y . 

A apl icação | | denomina-se norma e o 
número real | | ÍC| | norma de x. 

2. Def inição. Seja E um espaço vecto
r ia l sobre C e 9 uma aplicação de ExE, 
produto cartesiano de E por E, em C. 
Diz-se que 9 é uma forma sesquilinear her-
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mitiana se as seguintes condições forem 
satisfeitas : 

S I ) » ó uma forma linear relativamente 
a primeira coordenada, isto é 

? (a?' + x" , y) = ? (»', y) + f (x" , y) 
^{lx,y) = l^{x,y), leC. 

S 2) <p é dotada da simetria hermitiana, 
isto é, 

v(x,y) = <f(y, x) 

onde y(y,x) é o complexo conjugado de 

R e s u l t a d e s t a d e f i n i ç ã o , que se 
g> : E X E -* C , for uma forma sesquilinear 
hermitiana, então o satisfaz as condições 
segutntes : 

+y") = ? 0 » , s / ) + 
ç(a; ,Xj/) = X(?(a?,3/), k C . 

3. Def inição. U m a f o r m a sesquilinear 
hermitiana <p, diz-se estritamente positiva, 
se <B (x, x) for um número real estritamente 
positivo, para x=f=0. 

4. Def inição. Diz-se que um espaço vec
tor ia l E, sobre C, é dotado de produto 
escalar, quando estiver definida em EX.E 
uma forma v sesquilinear hermitiana, estri
tamente positiva. Ta l forma linear y deno
mina te um produto escalar em E e o seu 
valor <v(x,y) representa-se por (x\y). 

Se um espaço vectorial E for dotado de 
um produto escalar, a apl icação x-*- +(x\x)'l' 
de E em l i , é uma norma em E, como é 
fácil verificar, denominada norma induzida 
em E pelo produto escalar e escreve-se 

| | » | p - - ( » - | « ) . 

Seja E um espaço vectorial dotado de 
produto escalar. Tem-se, por um cálculo 
simples, para x,yeE 

{x + y I x+y) + (ar - y \ x — y) = 2 {{x \ x) + (y \ y)) 

da qual obtem-se, usando a norma indu
zida, 

l l * + ?ll» + l l * - y | | ! , = 2 ( | | * | i » + \\y\\* ( N J ) . 

Daf resulta que quando o espaço vectorial 
E for dotado de produto escalar, segue-se 
que a igualdade ( N J ) é verdadeira para cada 
par de vectores de E. Ta l igualdade, nada 
mais é, geomètr icamente , do que o conhe
cido facto, de em um paralelogramo a soma 
dos quadrados dos comprimentos das diago
nais ser igual a soma dos quadrados dos 
comprimentos dos seus quatro lados. 

O nosso problema, é provar a rec íproca 
da afirmativa anterior, isto é, se E for um 
espaço vectorial complexo normado a igual
dade ( N J ) é uma condição suficiente para 
que E seja dotado de um produto escalar, 
de tal modo que a norma primitiva de E 
seja induzida por este produto escalar. Em 
outras palavras, devemos provar, que se a 
norma de E satisfaz a condição ( N J ) é 
possível definir uma aplicação ç : ExE — C, 
que seja uma f o r m a sesquilinear hermi
tiana estritamente positiva e se xeE en tão 

I I a 5 II = + ? ( x > x ) ' k • 
A seguir, provaremos a existência de uma 

<p nas condições anteriores. Antes, porém, 
daremos a motivação para que a definição 
da y seja bastante natural. 

5- Motivação. Suponhamos o problema 
resolvido. Tem-se q> : E X E -» C, sesquili
near h e r m i t i a n a estritamente positiva e 
11 a? 112 = qj (o?, a?), para todo xeE. Sendo 
<p (a? , y) um n ú m e r o complexo, podemos 
escrevê-lo sob a forma 

?(x,y) = B<f(x,y) + i l y (x, y) 

sendo Ry{x ,y) e Iy(x ,y) as partes real 
e imaginária de <f(x,y), respectivamente. Por 
outro lado, tem-se por um cálculo simples 

<p (as + y , x + y) — o (x — y , x — y) = 
-»2[<p(<p,y) + <?(y,x)] 
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que pode ser escrita também como segue : 

l l * + ffll2-|l*-,y|!2 = 

= 2[<p(a:,y) + ? ( * , y)] = 4 

ou seja 

4 

sendo 

I<s(x,y) = — Riy(x,y) = — Ry(ix,y) 

podemos escrever 

? (* > y) = R ? 0* > y) —*R ? ( i x » 

sendo 

« ? ( « f y ) - i [ | | . + f - | p _ . | | » - j r | f l . 
4 

De posse deste resultado, vamos no pará
grafo seguinte demonstrar a existência do 
produto escalar. 

6. Existência de produto escalar. Seja 
E um espaço vectorial normado, complexo, 
cuja norma satisfaz a condição (NJ). Vamos 
provar que a aplicação tp : E X E — C, defi
nida por 

(!) <?(x,y) = Ry{x,y) - iR?(ix,y) 

sendo 

(2) R?(x,y) = J L f l l a + yll» - \\x-y\F) 
4 

é um produto escalar em E e que a norma 
de E é por ele induzida. Ta l facto, ficará 
demonstrado, após os seguintes lemas. 

L E M A 1. Se R<s(x ,y) for definida por 
(2) tem-se 

R ? (x' + x", y) + R y (x' - x", y) = 2 R ? (x', y ) . 

DEMONSTRAÇÃO. De facto, sendo a igual
dade (N J) válida em E, se nela substituir
mos x e y por i ' I j e ar" respectivamente, 
obtem-se 

(3) [J Í B - + + y ||» + y a ' _ a r 1 ' + y ||a = 

= 2 ( | | a ! ' + y | P + | K , | P ) . 

Analogamente, substituindo em (NJ) x e y 
por a?' — y e x" respectivamente resulta 

(4) \\x' + x"-y\\*+ H a ? ' - a" - y ||8 = 

= 2(\\x'-y\\2 + l l ^ ' l î 2 ) 1  

Subtraindo (4) da (3) obtem-se : 

Q | a / + V , + f J p - | K + > - > f ) + 
+ (]| a r * - a r " + y |p - H y ||») -

- 2 Q K + y | P - I l x ' - y |P) 

que pela (2), pode ser escrita do seguinte 
modo : 

(5) R?(x' +x",y) + R?(x'-x",y) = 
= 2R<?(x',y) 

o que prova o Lema l . 
Sendo i ? . ( 0 , y ) = 0 , pois | | - y | | = ||y | | , 

fazeddo em (5) x' = x", obtem-se Ry(2x\y) — 
= 2 R y(x' ,y). Daí resulta que podemos 
escrever a (5) do seguinte modo : 

(6) Btf(x' + x",y) + Rv(x'-x",y)=* 
= R*(2x',y). 

L E M A 2. Se R ç ( x , y) for definida por 
(2), então 

R y (x' + x" , y) = R f (x ' , y) + R 7 (x" , y) . 

DEMONSTRAÇÃO. É suficiente em (6) subs
ti tuir x' por (x' + x")/2 ex" por (x>—x")/2. 

Dos lemas 1 e 2 resulta que 

<p (a-, y) = R ? (a;, y) — iR ? {ix , 2/) 

sendo i?tp definida por (2) uma forma adi
tiva relativamente a primeira coordenada x. 

L E M A 3. A forma q> definida por (1) e 
(2) é homogénea relativamente a x . 

DEMONSTRAÇÃO. De facto, pondo 

S= |> e C; <fQ.x,y) = l y { x , y ) { , 

file:////x-y/F
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vamos provar que S = C. Como & é uma 
parte de C é suficiente provarmos que 
C c S . Tem-se 0 e 1 pertencem a »S. 
Sendo 9 (0 , y) = 0 , pois R <p (0 , y) = 0 
segue-se que <p(a? — x,y) = 0 ou <s{x ,y) + 
- f 9 (— a? , y) = 0 , isto é , 9 (— a? ,,?/) = 
= —o(x,y), provando que — l e S. Sendo 
9 aditiva em re lação a ar, se ~k,p6S, 
resulta que "kj^peS e daí resulta que o 
conjunto Z = O, +_ 1 , j K 2 , • •• dos inteiros 
é uma parte de & . Sejam > , p e Z , p ^= 0 . 

X 
— Tem-se e multi

plicando ambos os membros desta última 
igualdade pelo inteiro v=fc0, obtem-se 

.9^ & ,y ply 

pois peZczS. Daí resulta que 

y ) = 1 9 (x -, y) 

= — ?(x,y), provando que S contém o 

conjunto Q dos racionais. Para provar que 
S contém os reais, seja X um real e ().„( 
uma sucessão de racionais convergente para 
> . Lembrando as condições (1) e (2) que 
definem a 9 e ainda mais, que a norma é 
contínua, segue-se que 

<p (X x , y) = 9 (lim > n x , y) = l im 9 ().„ ar, y) = 
= l im >„ 9 (ar , # ) = ). 9 (ar, y) 

provando que £ contém os números reais. 
Vejamos que o número complexo ieS. 

De facto, por (1) e (2), segue-se que 

y(ix,y) = Rv(ix,y) — iR?( — x,y) 

e sendo R?{—x ,y)=—R<B(x,y), obtém-se 

y(ix,y) = Ry(ix,y) + iR 9 (x,y) = 
= i[Ro(x ,y) — iR9 (ta?, «/)] = í 9 (ar, 3/) . 

Se (i for um qualquer número real, 
segue-se que pie S e portanto 1 pie S, 
para cada par de números reais ) . , p, pro
vando que C e S. Resulta que C= S. 

Podemos resumir os resultados contidos 
nos lemas 2) e 3) dizendo que a forma 
a>:ExE — C definida por (1) e (2) ó linear 
relativamente a ar. 

L E M A 4. A aplicação 9 : E X E C , 
definida por (1) e (2) é dotada da simetria 
hermitiana. 

DEMONSTRAÇÃO. Realmente, sendo 

R 9 (ar, y) = ~ [ 11 ar + y 11» - || ar - y \\»] •= 
4 

= Ry{y,x), 

pois, II ar — ^ | | = || ̂  — ar II e sendo 

R 9 ( í ar, = — [ y i x + i y ||" — 
4 

— I I * * - *>II 2 J 

porque 

II*'» + = II ar +y\\, \\ ix—iy || = || x - y ||, 

resulta que podemos escrever 

?(*>#) = Ry{x,y) — i R?{iix , i y ) = 
= R 9 (y , ar) + i R v(x ,i y) = 

= Rif{y ,x) + iRy(iy ,ar) 

ou finalmente 

provando o lema 4. 
Resulta do lema 4 e da definição que o 

precede, que a forma 9 : E X E -* C, defi
nida por (1) e (2) é sesquilinear hermitiana, 
veja definição 2 . 

L E M A 5. Se x -* || x || for a norma de E 
então || x | | 2 = 9 ( x , x) , sendo 9 definida por 
(1) e (2). 

DEMONSTRAÇÃO. De facto, 

9 (a-, ar) = R 9 (ar, ar) — i R 9 (i x , ar) . 

Tem-se 

# 9 (ar, ar) = - L D ar + ar ||2 = H ar ||2 
4 
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e 

i?çp (ix ,x) = — [ || ix + x II 2 — ll ix — x ||2 = 
4 

= i - [ | | ( í - + l ) ^ | | 2 - | | ( í - l ) ^ | | 2 J = 
4 

= — [ ( I i + 112 - I i - 1 1 2 ) II x |i 2] = O 
4 

o que prova o lema 5. 
Resulta do lema 5, com os dados anterio

res, que a aplicação <p : E x E ->• C definida 
por (1) e (2) é uma forma sesquilinear her-
mitianae positiva, isto é, um produto escalar 
em E, ta l que a norma de E é por ôle 
induzida. 

Tudo o que demonstramos, se rá resumido 
no seguinte: 

TEOREMA 1. Seja E um espaço vectorial 
normado, complexo. A condição necessária e 
suficiente para que E seja dotado de um 
produto escalar que induza a norma de E , ê 
que para cada par de vectores x , y e E se 
tenha 

l | x + y | | 2 + | | X - y | i 2 = 2 ( | | x | | 2 + | | y | j 2 ) . 

COROLÁRIO. A condição necessária e su-
jiciente para que um espaço vectorial normado 
complexo E , seja dotado de produto escalar, 
é que cada subespaço de dimensão dois o 
seja. 

DEMONSTRAÇÃO. De facto, se E for do
tado de produto escalar, evidentemente cada 
subespaço de dimensão dois também será . 

Reciprocamente, suponhamos que todo 
subespaço E de dimensão dois do espaço 
vectorial normado complexo E , seja dotado 
de produto escalar. Daí resulta que para 
cada par de vectores do subespaço E' vale 
a condição (NJ). Como vale para cada E', 
valerá para cada par de vectores de E e 
pelo teorema 1 segue-se que E é dotado de 
produto escalar. 

7. Espaços vectoriais reais. V a m o s 
considerar neste p a r á g r a f o , apenas espaços 
vectoriais cujos escalares sejam números 
reais. Em um tal espaço vectorial E , deno-
mina-se produto escalar a uma apl icação 
cp : E X E —»- R que seja uma forma bilinear 
simétr ica, estritamente positiva, isto é, satis
fazendo as condições : 

a) tp é linear relativamente a primeira 
coordenada 

b) © é simétrica, isto é 

<P ( x > V) — <P (y. <*) 

c) (f é estritamente positiva. 

Resulta que ? ó, também, linear relativa
mente a segunda coordenada. 

O Teorema 1, demonstrado anteriormente, 
vale para espaços vectoriais reais. A neces
sidade da condição (NJ ) , no caso real, 
deduz-se de maneira semelhante aquela usada 
para o caso complexo. Quanto à suficiência, 
observe a motivação que foi feita e concluirá , 
sem dificuldade, que a parte real Rv(x,y) 
seria o produto escalar no caso real. A de
mons t ração seria análoga a que fo i feita. 
Convém acrescentar, ainda, que vale também 
o corolár io , evidentemente. 

Sôbre a existência de produto escalar em 
espaços vectoriais, vale a pena, ainda, dar 
como notícia o seguinte trabalho : F . A . 
F I C K E N , «Note on the existence of scalar 
products in normed linear spaces», A n n . of 
Math. (2) vo l . 45 (1944) pp. 362-366, que 
consiste em impor uma outra condição sobre 
a norma de um espaço vectorial normado de 
modo a permitir a existência de um produto 
escalar. Faremos a seguir o resumo do tra
balho citado, sem demons t rações . Pelo coro
lár io do Teorema 1 é bastante nos limitarmos 
aos subespaços vectoriais de dimensão dois. 
Sejam então x,y dois vectores independen
tes de um espaço vectorial real E e seja 
V o subespaço gerado por estes dois vecto

res. Consideremos a apl icação a de F em 
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V definida por 

(1) <s(ax + by) — bx + a y 

sendo a e b reais, pois E ó real. Segue-se 
que a2 = I, sendo / a apl icação idêntica, 
de onde resulta que a é uma involução. 
Sendo 

M = \ax + by ; a(ax-\-by) = ax + by\ = 
= I k (a? + y) ; — oo < k < + oo J 

e 
2V"= \ax + by; a(ax-\- by) =—(ax + by) \ — 

= \k(x — y); — oo < k < + ooj 

segue-se que a ê uma involução em torno 
de M paralelamente a N. 

Suponhamos que V seja dotado de pro
duto escalar, o qual, como no caso complexo, 
vamos representar por ( | ) . E n t ã o se || x || = 
— I I Í M I J tem-se 

\\ax + b y \\* = (a x + b y \ ax + b y) = 

= a*\\x\\* + 2ab x,y + i 2 | | # | | 2 

= b2\\x\? + 2ab(x\y) + b2\\y\? = 
= {bx + ay\bx - f ay) — 

= \\bx + ay\\*. 

Daí resulta, que se E fo r um espaço 
vectorial real, quando ||a?|| = | [ y | | a invo
lução d é uma isometria. 

O trabalho de F . A . F I C K E X , tem por 
objectivo provar que dado um espaço vecto
r ia l real normado E, se para cada par de 
vectores x,yeE, tais que || x || = || y \\, a 
involução c definida por (1) for uma isome
tria, en tão E é dotado de um produto esca
lar, que induz a norma de E. O autor prova 
que se esta hipótese for verdadeira, então a 
norma de E satisfaz à condição (N J), de 
onde resulta a veracidade da afirmativa. 
Como observação final, estende o seu teo
rema para os espaços vectoriais complexos, 
ainda sem se libertar da condição (NJ). 

S o b r e produtos infinitos de funções 
por Graciano Neves de Oliveira 

§ 1 — No último número da «Gazeta de 
Matemática» publicámos um artigo em que 
es tudámos produtos infinitos numéricos , pro
curando reduzi-los a séries por aplicação de 
logaritmos. Esta ideia tem-se-nos revelado 
fecunda e por isso aplicámo-la ao estudo de 
produtos infinitos de funções , tendo j á con
seguido alguns resultados interessantes que 
passamos a expor. 

§ 2 — Consideremos o produto 

( 2 . i ) p ( * ) - n » » ( * ) 
o 

que suporemos convergente em todo o ponto 
x dum conjunto X onde os w„ são definidos. 

Diremos que o produto (2. 1) converge 
quase uniformemente no ponto a (ponto de 
acumulação de X) se dado um 5 > 0 arbi
t r á r io é sempre possível determinar uma 
ordem m (5) tal que para « > » i ( 3 ) se veri
fique 

\ P n ( x ) - P(x)\<5 

em certa vizinhança s„ de a, podendo e„ 
depender de n . 

Dando-se o caso de e„ ser independente 
de n diz-se que a convergência é uniforme. 

No que se segue suporemos sempre c o „ > 0 . 

TEOREMA 1. Se P ( x ) é quase uniforme
mente convergente em a e se P ( x ) > k > 0 
em certa vizinhança s de a , o resto de ordem 
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n , Q n ( x ) tende quase uniformemente para 1 
em a ( ' ) . 

Por hipótese temos pois 

( 2 . 2 ) | P . ( * ) - P ( * ) < 3 

para M > m (5) e a?6 7 ( a , e „ ) . 
A desigualdade (2. 2) pode ainda escre-

ver-se 
- 5 < P n - P < $ 

ou 
P - 3 < P „ < P + 5 

ou, escolhendo 3 < & e por ser P ( a ; ) > & > 0 
em I(a,s) temos 

0 < k - ò < P „ 

para n > WJ e na menor das vizinhanças 
7 ( a , e „ ) e 7 (a , s) que designaremos por 
/ ( a , * ) » ) . 

De (2. 2) vem então 

donde 

l — 
P(x) 

< 
ou 

(2. 3) Q » H | < 

A - 3 

S 
k - a 

para w > »i e a- e 7 (a , n,t) com o que fica 
concluída a demons t ração . 

TEOREMA 2. Se Q„ (x) tende çwase iim'-
formemente para 1 em a e numa vizinhança 
e„ de a «e íewi P n ( x ) < k , para n > m 1 , o 
produto converge quase uniformemente em a . 

Por hipótese tem-se 

( 2 . 4 ) | 1 - 0 . ( * ) | < 3 
« 

para n > m (3) e a; e / ( a , sá) . 
A desigualdade (2. 4) pode escrever-se 

1 — 
P{x) 

(') Isto é, t er - se -á | Q„ (x) — 11 < * p a r a n > r o ( S ) 
• x e 1 (a , r,„) . 

P „ ( « ) - P ( » ) | < 3 | P , ( a ? ) | 

Sendo m um número superior a mx e a 
w»(3) e designando por 7(a,TI») a menor das 
vizinhanças 7 ( a , e „ ) e 7 (a , e'n) teremos 

\ P n ( x ) - P(x)\<5k 

para n > m e a; e / ( a , YJ„) e fica o teorema 
demonstrado. 

§ 3 — A par com o produto (2. 1) conside
remos a série 

oo 

(3 .1 ) ff (a) ~ log P (a?) = 2 log « . ( « ) . 
o 

Designemos por Rn(x) o resto de ordem « 
desta série. Se rá manifestamente 7 ? n = l o g Q n . 

Suponhamos que P(a;) satisfaz às hipóte
ses do teorema 1 do § 2. Isso implica como 
provámos a desigualdade (2. 3) que pode 
escrever-se 

(3 .2 ) 11 — Q . K 3' 

para n > m e x e I(a , s„ ) . 
De (3. 2) vem evidentemente 

| l o g Q „ ( a j ) | < e 
on 
( 3 . 3) | P „ | < e 

ou ainda 

\8(x)~ Sn(*)! <• 
que permite enunciar o 

TEOREMA 1. Se P ( x ) é quase uniforme
mente convergente em a e se P (x) > k > 0 
em certa vizinhança de a , a série (3. 1) é 
quase uniformemente convergente em a . 

E de modo semelhante se prova o 

TEOREMA 2. Se a série (3. 1) é quase uni-
formente convergente em a e numa vizinhança 
e'a de a se tem P n (x) < k , para n > mj , 
então o produto P (x) é quase uniformemente 
convergente em a . 
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De facto verificando-se (3. 3) para n > m 
e a? e / ( a , e„) temos nas mesmas condições 

on 
| l o g Q „ ( a r ) | < s 

1 1 — <à» | < 3'. 

Pelo teorema 2 do § 2 fica este provado. 

§ 4 — É conhecido o seguinte teorema de 
A R Z E L A : 

A condição necessária e suficiente para que 
uma série seja contínua em ponto de continui
dade dos seus termos é que a convergência 
seja quase uniforme nesse ponto. 

Podemos agora provar o 

TEOREMA 1. Se em a o produto (2. 1) é 

quase uniformemente convergente, se em I ( a , e ) 
é P (x) > k >• 0 e se em a todos os &>„ são 
funções continuas então o produto P é ainda 
função contínua em a . 

De facto pelo teorema 1 do § anterior a 
série (3. 1) será quase uniformemente con
vergente em a. Os seus termos são todos 
funções contínuas em a ( ' ) . Logo pelo teo
rema de A R Z E L A log P ( x ) é uma função 

contínua em a. O mesmo acontece pois a 
P{x) = e">«p(*K 

TEOREMA 2. Se em & o produto (2. 1) não 

se anula e é uma função contínua bem como 
todos os seus factores e se além disso numa 
vizinhança I (a , en) se tem P n ( x ) < k , o pro
duto converge quase uniformemente em a . 

Com efeito em a os termos da série (3. 1) 
e a sua soma serão funções cont ínuas . Pelo 
teorema de A R Z E L A converg i rá quase uni
formemente. E pelo teorema 2 do § anterior 
fica este provado. 

(*) Supozemos de i n í c i o w„ (x) > 0 . A l i á s aqui a 
condição P (x) > k > 0 era I (a , e) implica j á que 
nenhum u„ ae anule em / (a , e) . 

§ 5 — Neste § suporemos sempre que existe 
uma vizinhança do ponto a onde o produto 
P(x) é convergente e diferente de zero. 

TEOREMA 1. Se a série 2 é uni-
o «n (a?) 

formemente convergente no ponto a , a deri
vada de P (x) no ponto a pode obter-se pela 
regra de derivação dum produto finito : 

(5. 1) P1 (a) = «ó (a) Mj (a) w 2 (a) . . • 
+ 

» 0 (a) «i (a) w 2 (a) • • • 
+ 

w 0 (o) M , (a) w 2 (a) • • • 
+ 

De facto a sér ie 

(5. 2) S (x) = log P (x) = J log u , (x) 
o 

e rá convergente numa certa vizinhança de a. 
Consideremos a série s (a?) cujo termo geral 

é a derivada de log &>„ (x) : 

• ( * ) - 2 — r r 
o M » ) 

como esta série ó uniformemente convergente 
em a teremos 

S1 (a) = s (a) 

De (5. 2) vem 
P'(a) S'(a) 
P(o ) 

e portanto 

ou ainda 

(5 .3 ) g * M - P f c ) 

donde imediatamente se tira (5. 1). 

TEOREMA 2. xSe em I(a ,e) ê w „ ( x ) > k > 0 , 
oo 

para n > m j , e se em a 2 t 0 " ( x ) converge 
o 
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absoluta e uniformemente, P (x) pode derivar-
-se pela regra deduzida. 

Bas ta rá , pelo teorema anterior, provar que 
00 ' 
2—— è uniformemente convergente em a. 
« w « o 

Ora temos em I(a , s) e para m > m\ 

w+p I i I -# m + p 

2 ^ 
m+p I ' I - i m + p 

<">» /c 

Por hipótese pode sempre tomar-se m t ão 
grande que numa vizinhança J(a,e') se tenha 

2 i m < a * . 
m 

I 
Logo para »i suficientemente grande e x 

pertencente à menor das vizinhanças l(a,e) 
e i ( a , e ' ) temos 

2 ^ 

donde 
'•i„ 

< 5 

e fica o teorema demonstrado. 

TEOREMA 3. Todo o produto da forma 
oo 

^ ( 1 -f- u„ ?(x)) se /jode deriva?' no ponto a , 
o 

joeía regra deduzida, se 2 u n ^ absolutamente 
convergente, se em a a derivada de q> (x) á 
limitada e se em I (a , s) se tem 1 + u n a> (x) > 
> k > O a partir de certa ordem. 

Neste caso tem-se 

2 K I - I , ? ' í * ) l 2 . l « . i 

pelo que 2 l í d " l converge uniformemente. 
Pelo teorema 2 fica este provado. 

TEOREMA 4. Produto infinito da forma 
ao 

^J(l + u n x n ) é derivável, pela regra dedu

zida, em qualquer ponto a do interior do 

intervalo —, — em que é 
1 A 

* = Um V j u n I 

desde que em I (a , s) seja 1 + u„ x n > k > O . 

Com efeito a série 

2 K | = 2 l « « « * n - 1 l 

converge uniformemente em qualquer ponto 
1 

interior a , — com y = i im n\J n V i M „ | = 
7 7 

= l im v\ un\=~k. 

§ 6 — Supozemos nas demonst rações dos 
quatro teoremas anteriores que existia uma 
vizinhança de a onde o produto infinito não 
se anulava e era sempre convergente. Supo
zemos ainda que nessa vizinhança era w „ > 0 
para todo o n . 

Se o produto não satisfaz a estas condi
ções, mas é possível determinar uma ordem 
n tal que o resto Qn as satisfaz os teoremas 
continuam válidos como ó fácil verificar (•). 

Efectivamente, teremos 

P - Pn Qn 
Se Qn satisfaz à hipótese de algum dos 

quatro teoremas anteriores e todos os &>j, 
para t =* O , 1 , • • • ' , M — 1 , são deriváveis 
podemos escrever 

P> _ PnQn + PnQn = 2 — P n Qn + 

+ P . 2 - Q - - 2 - ^ -
W,- " (O; 

i=n i=0 

Se algum dos Mj (i = O , 1 , • • • , n — 1) é 
nulo toma se, é claro 

Pn 
. . = M 0 • . • W ; _ i W I + j . . . to„_j . 

A regra mantém-se pois neste caso. 

(!) Portanto agora só exigimos «, >• O para a lém 
da ordem n — 1. 
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§ 7 — Damos agora algumas aplicações da 
regra de der ivação que deduzimos. 

Sabe-se que é 

(7 .1 ) nenx = x f [ ( l —Y 
. \ n2

 T I 2 / 

É fácil ver que este produto se pode deri
var pela regra deduzida com base no teo
rema 3- do § 5 e no que se disse no § 6. 

Teremos 

(7. 2) 

coso; = J J ( 1 

+ x 
[ ? ( ' -

rj2 TT2 

I.2 TL 2 

neste caso é 

Í I ) ' n 2x 
to n ?i2

 7t 2 — Í C 2 

Pela fórmula (5. 3) 

QO / 

x n 6 

- 2 - ,,2 -:2 
X 

g-2 \ 

w 2 n 2 / 

pelo que (7. 2) passa a escrever-se 

x* \ £ . 2 a: 
cos a ,=n 1 

n2 n2 - « 2 )2 TT 2 , 
X 

x n f i f,2 TT2 

entrando aqui com o valor de 

i 

a-2 \ 
I 2 7T 2 / 

tirado de (7. 1) vem 

1 °° 
cota? = 2 2 

x i 

Sabe-se também que 

x 
w 2 T I 2 — a- 2 

cos a, = f r ( i - 4 x 2 \ 
V V ( ^ » + i ) 2 ' - . 2 / 

atendendo ao teorema 3 do § õ, ao § 6 e à 
fórmula (5. 3) podemos escrever 

— sen x = y \ —— 

donde 

8; 
( 2 « + 1 ) 2 ^ - 4 ^ 

t g a ? = 2 

cos a? 

0\2n 4- l ) 2 * 2 - 4a; 2 

É ainda conhecido o seguinte produto 
infinito 

V- 3) sen x x x 
= cos — cos — 

x 2 2 2 

cos 
X 

2» 

Temos 

w n = cos • 
x 
2^ 

1 x 
— sen — 
2™ 2™ 

Como 

• 4 | ' 1 a-
— sen — 
2n 2a — 2 » 

a série 2 1 w " I ^ uniformemente convergente 
i 

em qualquer ponto. Para qualquer x tem-se 
( o n > A : > 0 desde que n seja suficiente
mente grande. Atendendo ao teorema 2 do 
§ 5 e ao § 6 podemos a (6. 3) aplicar a fór
mula (5. 3), vindo 

x 
„ sen — 

- 2 - -x 
cos x • x — sen a; 

2» 
cos -

sen x 

donde 

cot x = — 2 —~~ tang , 
x , 2n 2n 
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Provaremos agora que a soma da série 

( 7 . 4 ) z r _ E í ^ - n * 8 - * 1

 + 

(2w 4- l)a?2» (2w 4- na -2»- | 
+ í + xã» + l 1 _ a ; 2 « + l J 

é zero qualquer que seja ar desde que 
| * | < 1 . 

Para isso partiremos da igualdade (•) 

11(1 + í t 2 ( n + 1 ) ) - I I ( 1 -t-as9»*»). 
• 11(1 — * » • + !) « . 1 

para | ar | < 1 . 
Designemos por P l , P2, P 3 respectiva

mente o 1.°, 2.° e 3.° produto infinito. Por 
der ivação teremos 
(7. 5) P I P 2 P 3 4- P , P 2 P„ + P i P 2 Pá = 0 

A fó rmula (5. 3) é aplicável a qualquer 
dos t rês produtos num ponto de intervalo 
aberto ( - 1 , 4 - 1 ) . 

Fàc i lmente se conclui que 

P j = St P, 
P'2 = S2 P2 

Pá - S5 I-5 

respectivamente com 

, 2 ( « 4- l ) * a * + ' 
5 , - 2 

« 2 = 2 

1 + A.2(« + l) 

( 2 « 4- l ) a - 2 " 

1 + J..2-.+ 1 

( 2 n 4 l Ï £ e 2 ' 
1 _ x2 n + 1 

Entrando com estes resultados em (7. 5) e 
dividindo tudo por P1 P 2 P 3 logo obtemos o 
que pre tendíamos . 

§ 8 — Acabaremos, dando o seguinte cr i 
tério de convergência uniforme para um pro
duto infinito : 

(1) VICENTE GONÇALVES , Curso de Algebra Superior 
(1944), p á g . 137. 

TEOREMA 1. Se J ^ w n ( w n > 0 ) é um pro
duto infinito numérico absolutamente conver
gente e numa vizinhança de a , &>„ (x) está sem
pre entre os números —— e w n (bu é iqual a 

w n 

um deles), então J J &>„ (x) converge unifor
memente em a . 

Antes de demonstrarmos esta proposição 
convém notar o seguinte: 

Por um processo inteiramente aná logo ao 
usado na demons t ração do teorema 2 do § 2 
se demonstraria : 

TEOREMA 2. Se Q n ( x ) tende uniforme
mente para 1 em a e numa vizinhança s de 
a se tem P n (x) < k , para n > m j , o pro
duto w„ (x) converge uniformemente em a . 

Depois, baseando-nos neste teorema e de 
modo análogo ao que se usou para provar 
o teorema 2 do § 3 se provar ia : 

TEOREMA 3. Se a série (3. 1) é uniforme
mente convergente em a e numa vizinhança 
s de a se tem P„ (x) < k , para n > m 1 , 
então o produto X l , j J n ^ uniformemente con
vergente em a . 

Posto isto provemos finalmente o teo
rema 1 : 

Designe Wn o maior dos valores — e 

ID , . Teremos por hipótese em i ( a , e ) 

(8. 1) ^ « „ > ) ^ Wn 

donde 

( 8 . 2 ) | l o g W „ ( a r ) | ^ l o g P F „ . 

Como J J w » ó absolutamente convergente, 

converg i rá J £ W„ (!) e será evidentemente 

diferente de zero. A série 2 ' ° S á P ° ' s 

convergente. Mostra a desigualdade (8. 2) 
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que ^\ogu>n(x) é uniformemente conver

gente em a . 
De (8. 1) tira-se ainda 

m m 

o o 
OO 

Seja A' = J J Wn . Teremos 
o 

M 
^ w„ (x) < K em I(a , s ) . 
o 

Pelo teorema 3 fica a demons t ração con
cluída. 

Notemos que, designando por W*(x) o 

maior dos valores co„ (x) e — - — , ainda se 
»« (x) 

pode t i rar de (8. 2) 

log W\ (a?) ^ log Wn 

logo 2 l °S converge. S e r á portanto 

convergente e diferente de zero o produto 

[ W n . Podemos pois concluir que JJ&>„(a?) 

é absolutamente convergente em 7 (a , e ) ( ' ) . 

(!) Como demonstrámos no nosso artigo do ú l t imo 
número da « G a z e t a de Matemát i ca» . 

As funções recursivas e os fundamentos 
da matemática (*) 
por Mário Tourasse Teixeira 

Faculdade de Filosofia, Ciências e Letras de Rio C l a r o — B r a s i l 

Muitas vezes não estamos dispostos a acei
tar (em algum sentido) de imediato uma certa 
sentença S. No entanto, se nos apresentam 
uma determinada sequência de sentenças 

S\, S2 , • • • Sn = s 

passamos a considerar aceitável a sentença 
S. Podemos dizer então que a sequência em 
questão é um argumento para S no sentido 
de aceitação considerado. 

Uma maneira que parece natural de cons
t ru i r s is temàt icamente argumentos é a se
guinte. Damos um conjunto a de sentenças 
aceitáveis e um conjunto / ? ] , , • • • , i?* 
de regras que nos convencemos levam sem
pre, quando aplicadas a sentenças aceitáveis, 
a sentenças acei táveis . 

(*) Palestra realizada no Instituto de M a t e m á t i c a 
P u r a e Apl icada, Rio de Janeiro, Bras i l . 

E n t ã o , toda a sequência 
Si •• • Sn 

onde cada Si ou pertence a a ou é obtida 
de anteriores por uma das regras Jii, ó um 
argumento. 

Suponhamos, por exemplo, que estejamos 
interessados em gerar dessa maneira argu
mentos para a teoria elementar dos números . 
Para tornar mais explícitas as sentenças em 
que estamos interessados, vamos dar tam
bém um processo de geração para elas. 

Primeiro especifiquemos os termos (subs
tantivos), que serão obtidos a partir de variá
veis (x ,y , etc.) e constantes (0 é bastante) 
por meio de + , • e .' (soma, multiplicação 
e sucessor). Exemplos de termos serão então 

x + 0 
x • y 
*' + y 

etc. 
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As sentenças se rão então a lcançadas a 
partir dos termos por meio de = e depois 
pela aparelhagem lógica. Como 

x + 0' = x' 
x = y z> y — x 
-\x = 0 

onde, por exemplo, 3 corresponde a se . . . 
e n t ã o . . . , — I à negação e (3a;) a «existe x 
tal q u e . . . » 

Uai a vez precisadas as sentenças em que 
estamos interessados, vamos especificar agora 
um método de ge ração de argumentos para 
essas sentenças . 

Começamos com o nosso conjunto a de 
sentenças acei táveis . Entre essas, incluimos 
as que se referem ao mecanismo lógico, 
como 

S D ( T D S) 

onde S e T são sentenças quaisquer de 
nosso domínio, e as que se referem mais 
particularmente ao nosso caso, como 

x + 0 — x . 

Depois especificamos as regras St, como 

de «S e S Z3 T 
obter T. 

Se aceitamos as sentenças de a e nos 
convencemos de que as regras levam sempre 
de sentenças aceitáveis a sentenças acei
táveis , então toda a sequência 

0 | • • • Sn 

onde cada Si é de a ou obtido de anterio
res pelas regras, fornece um argumento para 
uma sentença da teoria dos números . 

Os argumentos assim obtidos podem ser 
testados de uma maneira particularmente 
simples. Seja, por exemplo, a sequência 

Si •••Sn 

que queremos testar a fim de verificar se é 

ou não um dos argumentos em questão. Para 
cada Si podemos verificar se é ou não uma 
sentença de nosso sistema, de acordo com o 
método de geração , por um número deter
minado e finito de passos. Para verificar se 
Si é elemento de a ou pode ser considerado 
como proveniente de sentenças anteriores da 
sequência por uma das regras, também nós 
o podemos fazer de acordo com um número 
finito e efectivo de passos. Ainda uma 
pessoa que não entendesse as sentenças de 
nosso sistema, mas entendesse as regras de 
geração dele, poderia testar uma sequência 
Si"-S„ e verificar se ela ó ou não um 
argumento do sistema. Poder íamos mesmo 
pensar na possibilidade, em princípio, de 
construir uma máquina que realizasse tais 
testes. 

Podemos também nos convencer de que 
os argumentos usualmente encontrados na 
teoria dos números elementar podem ser 
convenientemente transportados em argu
mentos do tipo considerado. 

Obtemos assim um sistema poderoso de 
argumentos para a teoria dos números , que 
admite um teste efectivo de verif icação. 

A maneira «construt iva» de gerar o nosso 
sistema assemelha-se, por sua vez, à própr ia 
teoria dos números . As sentenças , por exem
plo, são obtidas a partir de um material 
inicial (variáveis e 0) por meio de um 
número finito e definido de operações . Os 
números naturais são obtidos a partir de 
zero por meio de uma operação definida 
( s u c e s s ã o ) , a é um conjunto de sentenças 
para o qual temos um processo efectivo de 
determinar se uma sentença está ou não 
nele. Analogamente poder íamos tomar um 
sub-conjunto A dos números naturais tal 
que possamos sempre determinar efectiva
mente se um número natural está ou não em 
A. são regras tais que sempre é possível 
determinar efectivamente se sentenças são 
ou não relacionadas por elas. Na analogia, 
serão subst i tuídas por funções ff de núme-
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roB naturais em j O , l j que são efectivamente 
calculáveis (isto é, que existe um método 
efectivo de calcular seu valor para objectos 
quaisquer de seu campo de apl icação) . 
Quando, por exemplo, ft (a-j , x2 , x5) = 0 
ó que ír 3 provém de a?j e x2 pela «regra» 
fi e quando fi(a?j , x2 > xs) = 1 i s s o n ^ o se 
verifica. Assim sendo, a noção análoga de 
argumento seria uma sequência 

• 

<t\ • • • an 

de números naturais tal que, para cada a ; , 
ou etj e A ou existe j tal que f ) aplicado a 
certos membros anteriores e a a,- dá como 
resultado 0 . 

Nessa analogia do sistema, usamos a noção 
de sub-conjunto efectivo de números na
turais e a noção de função efectivamente 
calculável . Examinemos primeiro esta últ ima. 
Não seria possível dar um processo de gera
ção para essas funções? Isto é, a partir de 
um certo conjunto de funções iniciais, apli
cando um certo número finito de vezes certas 
operações definidas, obter todas e apenas as 
funções efectivamente calculáveis dos núme
ros naturais neles mesmos. 

Como funções iniciais podemos tomar, por 
exemplo, funções como 

/(*) = x' 
/(a?, , . . . ,xn) =»0 

e, como operações , por exemplo, à que leva 
da função s" à função f dada por 

/ ( O ) = g (onde g é um certo número natural) 

/(*') = 9 ( x >/(*)) • 

E possível definir assim uma classe de 
funções dos números naturais nos números 
naturais, chamada classe das funções recur
sivas e dar /argumentos convincentes a favor 
da tese de que essa classe coincide com a 
classe das funções efectivamente calculáveis, 
(dos números naturais neles mesmos). 

Admitindo essa tese e, chamando de fun
ção caracterís t ica de um conjunto a função 

que aplicada a um elemento do conjunto dá 
0 e dá 1 quando aplicada aos outros ele
mentos, temos que um conjunto é efectivo 
se e só se sua função carac ter í s t ica fô r 
recursiva. 

Por extensão natural podemos falar de 
r e l a ç õ e s efectivamente calculáveis , como 
x<y, que o serão quando e sòmente quando 
a função associada f ( x , y ) (igual a zero se 
a re lação se verifica e igual a um se não) 
fôr recursiva. 

Vendo a analogia no outro sentido, pode
mos aplicar essa e laboração das funções 
recursivas ao nosso sistema. Chamemos de 
F o conjunto formado pelos e l e m e n t o s í o n s -
tituintes do nosso sistema, ou seja, variáveis , 
0 , + , ID , — I , etc., sequências finitas desses 
elementos, como 

(0, + ,x) 

ou sequências finitas dessas sequências, como 

( ( * , + , 0 ) , ( 0 , 3 , * ) , ( 0 , ' , + ,0)) 

Assim sendo, é possível estabelecer uma 
correspondência efectiva biunívoca entre F 
e uma parte infinita dos números naturais. 
Por consequência, uma parte dos números 
naturais vai corresponder às sentenças e 
outra parte aos argumentos. 

Devido a essa correspondência , surge a 
possibilidade de que as sentenças do nosso 
sistema se refiram ao própr io sistema. Ade
mais, como as noções de sentença e de argu
mento são efectivas, essas noções vão cor
responder, via correspondência , a funções 
recursivas que, por sua vez, podem ser 
expressas no sistema. 

As sentenças, por exemplo, vão corres
ponder a um sub-conjunto B dos números 
naturais. A função f que a cada xeB asso
cia 0 e a cada x$B associa 1 é recursiva. 
Com o material de nosso sistema podemos 
construir uma família de sentenças S (x), 
uma sentença para cada número natural x , 
ta l que, se x é o número correspondente a 
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uma sentença então existe um argumento do 
sistema para S (a?) e se x não é o número 
correspondente a uma sentença então existe 
um argumento do sistema para — I S (a?). 

Assim sendo, podemos estudar o nosso 
sistema no próprio sistema e podemos for
mular e tentar responder perguntas relativas 
ao sistema usando o próprio sistema. 

Uma pergunta que naturalmente se impõe 
é se será o nosso sistema suficientemente 
poderoso. Numa forma extrema, poderemos 
indagar se para toda sentença S, sem variá
veis livres, existirá sempre no nosso sistema 
um argumento ou para S ou para ~ \ S . 
Uma construção engenhosa, devida a G O D E L , 
nos permite determinar uma sentença T do 
nosso sistema, sem variáveis livres, tal que, 
se o sistema fôr compatível como esperamos 
(isto é para nenhuma sentença S existe no 
sistema argumentos tanto para S como para 
— I S), nem para T nem para — I T existem 
argumentos no sistema. A ideia norteadora 
para determinar T é descobrir uma sentença 
do sistema que exprima, de acordo com a 
correspondência, que para ela própria não 
existe argumento no sistema. 

A natureza da argumentação acima é tão 
geral que nos convencemos que se aplica a 
todos os sistemas com as características de 
efectividade descritas acima e capazes de 
expressar uma certa parte da classe das 
funções recursivas. 

Outra pergunta que naturalmente ocorre 
é se podemos esperar determinar um argu
mento do sistema para uma sentença que, de 
acordo com a correspondência, exprime a 
compatibilidade do sistema. Baseados no 
resultado anterior, poderemos então nos 
convencer de que tal coisa não é de se 
esperar. E as mesmas considerações ante
riores se aplicam à respeito do poder deste 
resultado. 

Vimos então que as funções recursivas 
estão intimamente ligadas aos processos efec
tivos. Poderíamos indagar se é possível dar 

para o nosso sistema um método efectivo 
que, aplicado a qualquer sentença do sis
tema, diga se existe ou não um argumento 
do sistema para essa sentença. Se, por assim 
dizer, retirarmos do sistema a parte que lida 
com a multiplicação (•) poderemos então dar 
uma resposta afirmativa à tal indagação. Isto 
é, podemos ^xibir um procedimento efectivo 
tal que nos convencemos que aplicado a 
qualquer sentença desse sub sistema nos diz 
se existe ou não um argumento desse sub-
-sistema para ela. E para isso não necessita
mos das funções recursivas, basta que nos 
convençamos de que o procedimento é real
mente efectivo e faz o que pretende. No 
entanto, se, por exemplo, queremos argu
mentar que não devemos esperar determinar 
um tal procedimento efectivo para o sistema 
inteiro, necessitamos antes ter precisado o 
que entendemos pelo conjunto de procedi
mentos efectivos e é aí que a teoria das fun
ções recursivas nos ajuda, nos fornecendo 
uma maneira manejável de trabalhar com 
essa noção. E é assim, trabalhando com as 
funções recursivas, que chegamos a nos con
vencer de que não podemos obter para o 
nosso sistema um método efectivo de deter
minar, para cada sentença, se existe ou não 
um argumento do sistema para ela. 

Muito se tem feito, no sentido de obter 
resultados como o acima, mostrando que 
não devemos esperar obter procedimentos 
efectivos para sistemas. Para muitas teorias 
matemáticas simples nos convencemos de que 
isso se verifica, como também para a apare
lhagem lógica fundamental usada, por exem
plo, no sistema acima. 

O sistema que exemplificamos se restriDge 
a métodos construtivos e podemos pensar 
que o sentido de aceitação associado a ele 
está estreitamente relacionado à essa restri
ção. Mas que dizer de outras partes da 
matemática? Em vez de construir um sis
tema para a teoria dos números, podemos 
construir um sistema para a teoria dos con-
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juntos e nos convencermos de que esse sistema 
engloba grande parte da matemática. Mas 
agora o nosso conjunto inicial de sentenças 
a é aceitável em outro sentido, ou pelo menos 
nem todos estão dispostos a aceitá-lo da mes
ma maneira que o anterior. Por outro lado, 
podemos construir este novo sistema com as 
mesmas características de efectividade do 

1 

§ 1. Introdução. Nosso objectivo nesta 
exposição ó apresentar, sob forma didáctica, 
ura resultado sobre espaços de BANACH, des
coberto por D. MILMAN e publicado em 
iComptes Rendus de l'Acad. des Sc. de 
l 'U. R. S. S.», vol. 20 (1938). O resultado a 
que nos referimos consiste do teorema 1, do 
parágrafo 3, cuja demonstração que faremos, 
não é o original de MILMAN, mas sim uma 
devida a B . J . P E T T I S , publicada em «Duke 
Mathematical Journal», vol. 5(1939) 249-253. 
Convém salientar, que fizemos, oralmente, 
esta exposição, como complemento ao curso 
sobre Espaços de H I L B K R T ministrado no 
I M P A pelo professor L E O P O L D O N A C H B I N , 
em 1960. 

A demonstração do teorema 1 do § 3 se 
baseia na representação das formas lineares 
rf, do segundo dual 3t** do espaço de 
BANACH 3E, através de urna integral. Vamos 
nos limitar a espaços de BANACH reais o que 
não é restritivo como veremos no parágrafo 3. 

§ 2. Representação de formas lineares. 
Neste parágrafo, demonstraremos um teo-

(*) Expos ição em seminár io de A n á l i s e Funcional 
no Instituto de M a t e m á t i c a F u r a e Aplicada, Rio de 
Janeiro. 

anterior. E m particular, existe um critério 
efectivo para saber se uma sequência Sx • • • Sa 

é ou não um argumento desse novo sistema. 
Vimos que essas características de efectivi
dade estão Intimamente relacionadas ao sis
tema inicial, que então poderia, sob um certo 
ponto de vista, ser considerado como o sis
tema matemático básico. 

rema de representação das formas lineares 
sobre o espaço de BANACH M(E), das fun
ções limitadas em um conjunto E, já pro
vado por BANACH no caso particular em que 
E ó o conjunto dos inteiros naturais e gene
ralizado por T . H . H I L D E B R A N D T , consulte 
Trans. Amer. Math. Soc. vol. 36 (1934) 
p. p. 868-875. Antes de iniciarmos a demons
tração, faremos um apanhado rápido de 
alguns resultados sobre a teoria da integral. 

Seja E um conjunto e representemos por 
&{E) a família de todas as partes de E 
incluindo E e a parte vazia. 

Denomina-se decomposição de E a um 
conjunto finito Ex, E2 , • • < , E„ de elementos 
de &(E) tais que Eif\Ej ó a parte vazia 
para i=f=j e El \J E2 (J • • • U En = E . 

Se Z3j e D2 forem duas decomposições 
de E, diremos que Z)j precede D2, quando 
toda parte de estiver contida em alguma 
parte de D2 e escreveremos D\Z-T)2. É 
fácil verificar que a relação ^ assim definida 
é uma relação de ordem parcial na família 
LT das decomposições de E. Dada duas 
decomposições Dx e D2 de E, a decompo
sição obtida de Dx e D2 interseptando os 
seus elementos, a qual representaremos por 
Dlf\D2 é tal que precede D-y e D2. Como 

Espaços de Banach uniformemente convexos (*) 
por Luiz Adauto da Justa Medeiros 

Professor da Universidade do Brasil e do Centro Brasileiro de Pesquisas Fís icas . 
Rio de Janeiro — Brasil 
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este facto vale para qualquer par de decompo
sições, segue-se que a família das decomposi
ções é um conjunto dirigido. Resulta, portanto, 
que se f for uma função numérica definida em 
I I , tem sentido falar em limite da f segundo 
o conjunto dirigido I I , que é dito do seguinte 
modo: diremos que um número L é limite 
de uma função numérica f definida em D , 
quando, para cada e > 0 , existir uma decom
posição Di tal que para toda D ^ Dt tenha-
-se — Z < | < s . Escreve-se abreviada
mente 

e que se lê limite de f segundo a direcção 
Seja fx. uma função numérica de conjunto, 

real, definida em &(E). Diz-se que (/. é adi
tiva quando p (E1 \J Ea) = + (E2) 
para E\ fl E2 vazio. Diz-se que [x é de 
variação limitada em E, quando para cada 

decomposição D de E, a soma 2 í ( J I - ( -^ '0 l 
>=i 

for finita e nesse caso, ao número real 
positivo 

F ( f x ; E) = s u P 2 I,« {Et) I = Hm 2 I u(Ei) I 

denomina-se variação total de ti em E. 
Caso (/. seja uma função de conjunto real e 
positivo, obtem-se: 

V(n;E) = B U P 2 | ( ^ 0 I = S U P 2 H(EÒ = KE)-

representaremos por 

/ 

Seja f uma função real definida em E, p 
uma função de conjunto real, aditiva defi
nida era ^(E) e de variação limitada. Seja 
D uma decomposição de E e Ue E f . Con-

n 
sideremos as somas »D = 2 / { t i ) f* {Ei) > 

•=i 
quando D varia em II . 

C^uando existir l i m « 0 , diremos que êle 
D-< 

será a integral de S T I E L T J E S da / em E e 

JE 
d f x ( a ? ) 

Seja M(E) o espaço de B A N A C H das fun
ções reais limitadas em E com a norma 
definida por 

\\f\\=Sup\\f(x)\;xeE\ 

e representemos por M* (E) o espaço de 
BANACH das formas lineares reais contínuas 
sobre M{E), isto é, o dual de M(E). 

Vamos representar por K.Ei a função carac
terística da parte Et, isto é, X B i(£) = 0 se 
te[Et e XE, (t) = 1 se te [Ei. 

Na demonstração do teorema que segue, 
faremos uso da função sgn (x, definida em 
?{E) por 

0 se ^ ( £ 0 = 0 

Segue-se que p sgn n (Et) *. | p(E,) \-. 

PROPOSIÇÃO 1. A cada elemento <? de 
M* {E), corresponde uma função real p., 
aditiva, de variação limitada, definida em 
&{E) , cuja variação total em E é igual a 
Il s II e tal que 

? ( / ) = f f(*)dn(x) 
J E 

para toda feM(E). 

DEMONSTRAÇÃO. Seja V.Ei a função carac
terística de E: . Se y e M * (E) , como 
K-Ei e M(E) , p(Ei)=: 9{XSl) é uma função de 
conjunto real, aditiva definida em &(E) , 
Vamos provar que p. é de variação limitada 
em E. De facto, seja D uma decomposi
ção de E em n partes Et e seja f a fun
ção definida em E por 

/ ( * ) = 2 M * ) < w ( ^ ) -
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Conclui-se que f pertence a M(E) e por
tanto 

1 1 / 1 1 = s"P 2 « g a p C E O 
i = l 

; xeEi Z. 1 

porque K.Ei (x) = 1 e sgn p (Ei) = ± 1 ou 
zero. Daí obtém-se 

? ( / ) - 2 « * * í * ( * d f O W 

ou 

? ( / ) = 2 ( * ( E o » g n p ( £ « ) = 2 l f * ( ^ ) | . 
t=l >=1 

Logo, para toda decomposição D de E, 
obtem-se 

t = í 

e portanto, V(p ; E) é finita e (x é de varia
ção limitada, sendo V(p. ; E) Z. [| ? [| . Dada 
/ e M(E) , consideremos a função fo defi
nida por 

sendo í,eZ?i, a qual pertence a 3 / (E) pois 
é uma combinação linear de funções de 
M(E). Vamos provar que lim f D = f . De 

D < 
facto, sendo / limitada, seu conjunto de 
valores está contido em um intervalo finito 
(a,b). Logo, dado s > 0 , decomponhamos 
(a , è) em partes iguais a = yQ<Cy\ < • • • 
••• < < Jn = 4 de ta l modo que 
6 — a 

< 8 . 
n 
Representando por Et = \x e E ; < 

<Cf{x)Z.yi\ e por Z)E a decomposição de 
E cujos conjuntos são Et, segue-se que 

Wfa-/II = sup Wfo, (x) - / ( * ) I ; x e E\< s 
pois se x e E ,x e Ei para algum i e dai 

/ />,(») = 2 /(<«)**< 

e portanto 

I / * . ( * ) - / ( * ) H l / W - / W K r ^ < s , 
pois íi também pertence a Z? £. 

A mesma desigualdade vale para toda 
a decomposição obtida redecompondo os 
intervalos de DE ou seja, para toda D^LDC . 
Logo, lim fD =f como desejávamos. 

Sendo o e M* (E) e f D e M(E), obtém-se 

e como l = ( S i ) , obtém-se finalmente 

? ( / / > ) = ? f 2 /(<<) * * ] = 2 / ( * « ) f 

?Cfz>) = 2 / ( < 0 f * ( E « ) . 

Sendo fx de variação limitada e / limitada, 
segue-se que o limite do somatório existe 
segundo [D Z] e é igual a integral da f 
relativamente a p . Sendo \<f(fjò)— ? ( / ) |^ 
^ II ? II • I I / » — / I I i P e l ° ( í u e vimos anterior
mente conclui-se que lim <p ( / D ) = ç ( / ) 
e finalmente obtém-se 

? ( / ) = f f ( x ) d p ( x ) . 

Para completar a demonstração,-é suficiente 
provar que || ff || = V(\x;E). Vimos anterior
mente I l y j | ^ V((t ; E) e usando a represen
tação anterior, obtém-se 

| ? ( / ) | ^ | | / | | • P f c j J S ) ou | | ? | | ^ F ( p t ; ^ ) 

o que prova ser || <? || = Ĵ Cp- ; E). 
Nossa próxima etapa, será obter um resul

tado análogo para os elementos do biudal 
X** de um espaço de BANACH 3£, provando 
que neste caso ó possível obter uma repre
sentação integral, sendo a função de conjunto 
positiva. Isto será obtido através do coro
lário que segue. 

C O R O L Á R I O . Seja Jc um espaço de Banach 
real e <f um elemento de 2E** . Então existe 



G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 19 

uma função de conjunto real [3 satisfazendo 
as seguintes condições : 

a) (3 é definida em toda parte da esfera 
unitária S do dual 3c.* , sendo aditiva e de 
variação limitada. 

b) (5 è uma função não negativa. 

c) | | ? H = V ( ( 3 ; S ) . 

d) ? ( / ) = j f(x)d(3(x) para toda f e S * . 

DEMONSTRAÇÃO. Seja M{S) o espaço de 
BANACH de todas as funções reais limitadas 
em S, esfora unitária de 3E* , com a norma 
supremo. É claro que a restricção de um 
elemento qualquer fe3t* a <S pertence a 
M(S). Ainda mais, se cp e 3E** ele perten
cerá a M*(5) e portanto, a proposição 
anterior garante a existência de uma função 
de conjunto \JL satisfazendo as condições o), 
c) e d). Pelo teorema da decomposição de 
J O K D A N , tem-se a = n — v , sendo n e v 
funções de conjunto satisfazendo as condi
ções a) e 6). Para cada parte F de S, 
consideremos a parte P{F) de S consti
tuída por todos os xeS tais que — x e F 
e definamos a função de conjunto v0 por 
v0(F) = v(P (F)). Segue-se que v0 tem as 
propriedades a) e b) pois v as possui e 
ainda mais v0(<S') = v(S) . Pois bem, a função 
|3 definida em ff(S) por (F) = TT (F) + 
+ v0(F) para toda parte F, possui as pro
priedades exigidas na tese do corolário. De 
facto, a) e b) são imediatas. Para provarmos 
a c), sabemos que || ? || = V(p ; S) e que 
sendo p. = it — v, ainda pelo teorema da 
decomposição de J O K D A N , tem-se V(fj. ; S) = 
= -(S) + v(S) e como v(S) = v0(S). obtém-se 
V(n;S) = it(d)+v(S) e como « ( S ) = v 0 ( 5 ) , 
vem J 9 d = V (u ; S) — % (S) + v„ (S) = 
= @(S)= V(Ç> ; S) , porque (3 é uma função 
de conjunto real positiva. 

Antes de demonstrarmos a d), observemos 
que 

f - f ( x ) d v (x) = f / ( - * ) d v (ar) = 
t/s t/S 

= J 7 ( * ) d v 0 ( * ) . 

Sabemos que 

? ( / ) - f / w ^ M 

e portanto, 

? ( / ) = f f t o d * ( f O - f f ( x ) d V ( x ) 
Js Js 

que pela observação anterior pode ser escrita 
do modo seguinte 

? ( / ) = f f ( * ) d * ( x ) + f f ( x ) d V o ( x ) 
J 8 J S 

ou 

? ( / ) - / 7 0 « W v * ) 
Js 

como desejávamos provar. 

§ 3- Espaços de Banach uniformemente 
convexos. Consideremos o espaço vecto
rial R2 constituído por todos os vectores 
x = (a?] ,x2) do plano. Sabemos que com as 
normas 

W k - W + r t f " e Í | » | L - » * * ( I » » U < * I ) 
K2 é um espaço normado. A esfera unitária 
£ 2 correspondente a norma || ||a é um cír
culo de raio um e centro na origem e a Sm 

correspondente a || é um quadrado com 
vértices nos pontos ( + 1 , 4 - 1 ) , ( + 1 , - 1 ) , 
( — 1 , - 1 ) , (— - 1 , - f - l ) . Sejam x e y 
dois vectores quaisquer do plano tais que 
II « i h = Il y Ha = i « I I » I L = 11» 
É fácil verificar que quando 

= 1 . 

tende 

para um, resulta que ||a? — y | ! 2 tende para 

zero. Entretanto, pode tender 

para um sem que necessariamente ||aî — y | | — 

tenda para zero. O leitor poderá verificar 
tal facto intuitivamente. No que segue vamos 
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trabalhar com espaços de B A N A C H cuja nor
ma tenha um comportamento semelhante ao 
da norma | ||g , com relação ao facto obser
vado anteriormente. 

Seja 3! um espaço de B A N A C H e conside
remos dois vectores x e y quaisquer da 
superfície da esfera unitária S de SE. Supo-

* + 9 nhamos que quando o ponto médio 
2 

da corda unindo os vectores x e y, tenda 
para a superfície de S resulte, que o com
primento desta corda tenda para zero, quais
quer que sejam x e y tomados na superfí
cie de S. Este mesmo facto pode ser dito 
do seguinte modo : se x e y são dois vecto
res quaisquer de SE tais que || x \\ = \\y || = 1 
então 

lim y x — y II = 0 

m i -
o que ó ainda equivalente a dizer que se 
x,y forem dois vectores quaisquer de SE 
sendo || x|| = || y || = 1 , então para cada 
s > 0 existe um 5e > 0 tal que || x — y | | < s 

x + y 
quando - 1 

Observando que y Z- 1 , o que 

acabamos de dizer é equivalente a afirmar 
que para cada s > 0 , existe òE de tal modo 

'x + y 
que se ||x || = \\y\ = 1 e > 1 

então II a; — y || < s . Finalmente esta úl
tima forma é equivalente a afirmar que se 

x II = Il y I I = 1 e H x — y \ > • e n t ã o 

" 1 — 3. . Tal facto motiva a defi

nição que segue, que embora limitada a 
espaços de BANACH, poderia ser posta em 
um espaço normado. 

D E F I N I Ç Ã O 1. Diz-se que um espaço de 
BANACH SE é uniformemente convexo, quando 
para cada s > 0 existe 3e >• 0 , tal que se 

x e y forem dois vectores quaisquer de SE 
sendo H x H == H y \ - 1 e \ x —y || > % 
então II x + y || < 2 — Se . 

E X E M P L O . Todo espaço de H I L B E R T # é 
como espaço de BANACH uniformemente con
vexo. 

De facto, a norma induzida pelo produto 
interno de jj) satisfaz a condição 

\\x + y\\*+ « x-y\\*~2(11*11»+ » y H») 
para todo par de vectores x e y de 
E m particular se tomarmos || x || = || y || : 
obtem-se 

II * + y II 2 + 
ou 

II * + y ||9 = 4 ~ 

= 1, 

•y\?*A 

x 

para || x — y || > e . 
do 0 < e < 2 , vem 

y |p < 4 - S 2 

Daí resulta que toman-

II a; + y | | < 2 - 3 e 

sendo 3e = 2 - 2 y / l - ( ~ \ -

Nosso objectivo, agora, é provar que todo 
espaço de BANACH uniformemente convexo é 
reflexivo. Devemos provar que para cada 
forma linear <p do segundo dual SE**, existe 
um vector x0 do espaço de partida SE tal 
que tp ( / ) = f ( x 0 ) para toda forma linear f 
pertencente ao dual SE*. Observemos que é 
suficiente provar este facto para as formas 
lineares reais <p pertencentes ao bidual SE**. 
Realmente, admitamos que tenhamos provado 
para as formas reais q>. Seja ij/ uma forma 
linear complexa de SE**. Tem-se por um 
resultado conhecido, que "I* ( / ) ( / ) — 
— • 4*1 (*/) 8 e Q d o uma forma linear real 
de SE**. Supondo que a corresponda x0 

pertencente a SE, tem-se <|»j ( f ) —» f (XQ) , 
4 ,i( í7) = Í/'(a?o) e d a í resulta que ^ ( f ) = f ( 2 x 0 ) 
e como a decomposição da i|> é única, é sufi
ciente à ip fazer corresponder 2 xQ. Con-
clui-se daí, que podemos realmente nos limi-
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tar as formas lineares reais, para o objectivo 
que temos em mente. 

A demonstração do teorema principal se 
baseia essencialmente no corolário da propo
sição 1 do § 2 e nos dois lemas que se
guem. 

L E M A 1. Seja SE n espaço de B A X A C H 
uniformemente convexo. Para cada f real 
pertencente a JE" , sendo || f || =1= 0 , existe 
um e um só vector x 0 tal que || x 0 | | — 1 sendo 

f ( * o ) - II f II • 
DEMONSTRAÇÃO. Sendo | | / | | ^ t 0 é bas

t a n t e s u p o r que || / || = 1 • C o m o 

11/11 = S U P 1 1 / 0 * 0 ; [1*11 = M ' e x í s t e n m a 

sequência jí„j de vectores de 3c, tal que 
y tn D = 1 e lim I / ( < „ ) | = 1. De modo equi

na->ao 
valente, para cada s > O existe um nt tal 
que 1 — e < \ f ( t n ) | < 1 + s para n > ns . 
Sabemos que | / ( í „ ) | ^ | | / | | • \\t„ \\ = 1 e por 
ser / uma forma linear real \ f ( t n ) | tomará 
os valores ± / ( í „ ) = / ( + tn) • Daí resulta 
que existe uma sucessão ja;„| de vectores de 

£ talque, | |a-K | | = l e L — — < / ( # „ ) <-£ 1 

para n > ?i e . Vamos provar que \xn\ é uma 
sequência de C A U C H Y e como 3E" é de BANACH 
será convergente. De facto, sendo ï unifor
memente convexo, para cada s > O existe 
um òe tal que para quaisquer x e y de 3E 
sendo || x || = || y || = 1 e || x + y || > 2 — Ss , 
tem-se || x — y || < s . Considerando o s 
anterior e o seu correspondente <3e , seja 

2 
ris = — . Logo pelo que vimos anterior

es 
mente, para m , w > n e , obtem-se f(xm + xn) — 

-/(*«) + /(*.) > 1 - ~ + 1 - ^ > 2 ~ 
2 

—2 — Ss ou seja, 2 — Sí<\f(xm + xn}\^ 

^11/11 II + II = II + * « E • Sendo 
Il xm y = Il xn II = 1 , resulta, pois % é unifor
memente convexo, que \\xm — a?„J| < • para 

m , n > ws , o que prova ser ja?„j uma suces
são de C A U C H Y e portanto existe um x0 em 
ï t a l que lim£c„ = a ,

0 . Sendo || || uma apli
cação contínua, conclui-se que ||a"oll =Mn> ||*« || 
e portanto | | a"o | |= l . Ainda mais tem-se 

/(*o) = / 0 i m *- ) = l i m / ( ^ ) = 1 = 11/11 • 

Para completar a demonstração é sufi
ciente provarmos a unicidade. Para tal, 
suponhamos que existisse a*j em ï , sendo 
Il * i I I = 1 » / ( * l ) = 11/11 = 1 e que x} =f=x0. 
Seja então s > O tal que || xx — x0 || > e e 
como I I a*i y « = I I a"0 d — 1 e 3E é uniforme
mente convexo , existe Ss > O tal que 
I I a?i + x0 y < 2 — se, sendo portanto 5 < 2 . 
Tem-se portanto 

2 = f{xx f a - j l Z l / ^ + ^ l ^ 
• ^ 1 1 / 1 1 - 1 1 * 1 + * o l l < 2 - 3 e 

o que é absurdo, logo x0 = xx . 

L E M A 2. Seja 3E um espaço de B A N A C H 
uniformemente convexo, x , y dois vectores 
de 5£ e ï={=0 uma forma linear real de 3E* . 
Se | jx| | = l , !| y II k l e f ( x ) = » | | f | | então 
para cada s > O, existe Se > O tal que 

f ( y ) ^ ( l - 3 . ) | | f | | . 

DEMONSTRAÇÃO. De facto, dado um qual
quer s > 0 , seja vi = min (1/2 , e/2) . Usando 
o facto de ï ser estritamente convexo, 
seja t-n o correspondente de v) e ponhamos 
i5 e = min (Çy) , vi) . Vamos provar que um tal 
St satisfaz as condições do teorema. Observe
mos que L a o é restritivo supor que 0 < e < 2 , 

g 

daí obtém-se O < oe ^ n ̂  — < e < 2 e di

vidamos a demonstração em duas etapas. 
a) Suponhamos 0^\\y\\^l—n. Tem-se 

f ( y U \ \ f \ \ . \ \ y U \ \ f \ \ a - * ) ^ ( l - 5 s ) \ \ f \ \ 

e o lema é verdadeiro. 

b) Suponhamos 1 — n<||y||^ 1. Ponha-
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mos z = 

x • 

Sendo \\x—obtém-se 

ou 

z y ̂  Il x — y D • 
y — 

I X - z |j X s — (1 - I 

\y-*\\ ^ e 

| y | | ) > ri ^ n. 

Daí resulta que |}ar|| » ||z|| = 1 e \\x — Z | | ^ Y I 

e por ser 3c uniformemente convexo, obtém-
-se que | | a + « | | ^ 2 — Çn e portanto, para 
/(ar) = Il/y , conclui-se que 

f { z ) = / ( z + x) —f{x) Z 1 1 / 1 1 H* + « D - y / 1 1 
ou 

f(z)Z D/11 ( 2 - Ç , ) - | | / | | = 

-H/li (i-ç,)^(i-3011/11 
Resultando, finalmente, que 

m = \\p\\f(*)é\\trMi-3*) 
40-- 3*) 11/11 

o que prova completamente o lema. 

T E O R E M A 1. Todo espaço de B A N A C H X 
uniformemente convexo é reflexivo. 

DEMONSTRAÇÃO. Devemos provar que para 
cada forma linear <j>eï**, existe um vector 
x0e3c tal que < f ( f ) = f ( x 0 ) para toda forma 
linear fe3c* . Pela observação que fizemos 
sobre as formas lineares reais e complexas 
ó suficiente considerar as formas lineares 
çpeíE** que sejam reais. Seja, portanto, cp 
uma forma linear real de SE** e vamos supor 
que II <p D =s 1 . Para uma tal a> existe uma 
sequência \ f n \ , / » e ï * , tal que 

(1) I I / . I J - 1 e | | ? | | = 1 ^ ? ( / J > 1 - ^ 

sendo os '/„ reais para n = 1 , 2 , . . . . Pelo 
lema 1, para cada n existe uma sequência 
ja?"ji6.v tal que || ar" || = 1 , para i = 1,2 , • • • , 
convergente para x'ó e / „ (x'ô) = | | / i , || e além 
disso ||jr{î|| = l para todo n. Como para 

cada n faz-se corresponder um único ar„ = .r|J, 
conclui-se que existe uma sequência |ar„| de 
elementos de X satisfazendo a seguinte con
dição : 

(2) M - l e / ( * , ) = H/ . II = 1 

Nossa próxima etapa, será demonstrar que 
esta sequência |ar„| é de C A U C H Y e que 
x0= lim xn é tal que <p(/)=/(a'o) para 
toda f e l . 

Sabemos, pelo corolário da proposição 1 
do § 2, que dada <p existe uma função de 
conjunto £ aditiva e real positiva definida 
em todas as partes da esfera unitária S de 
ï e tal que 

(3) i = l ! ? l l = v(p,S) = HS) 

( 4 ) ? ( / ) = f / ( * ) d P ( * ) P a r a toda f e Ï * . 
J s 

Ponhamos Sn,t = jar e S ; \\x — x„ || < e|, 
para cada s > 0 e usando (4) obtém-se 

?(/»)= f Mx)dfi(x) + 

+ f fn(x)dp(x) 

e por (1) podemos escrever 

1 
1 - - < f / n (ar)rff3(ar) + 

(5) 
+ f / „ (ar) d (3 (ar) 

I ar — ar„ D s 
e portanto, sendo || arM || = 1 , | | a r | | ^ l , 
II ar - a?„ || ^ 8 j / „ (ar„) = | | /„ || = 1 , o lema 2 
nos diz que 

(6) / „ ( a r ) ^ ( l - o \ ) 

sendo 3C independente de n . 
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Resulta que a (5), em vista de (6), toma a 
forma seguinte : 

i - l < f M*)d$(x) + 

+ ( 1 - 3 . ) f dÇ>{x) 

e sendo (3 positiva, obtém-se 

i _ i < r Mx)dp(x)+ 
J s n , e 

+ (l^i,)fi(S—Sn„). . 
Sendo xeSn>e<zS, \\x\\^l portanto, 

/ » ( * ) ^ | / n ( a ; ) | ^ H/» II • — 1 e finalmente 

1 _ 1 < £ (ò>„ „) + (1 _ 3.) 3 ( S - , , ) . 

Por (1) concluiu-se que 

(7) HS- Sn „) 

para n = 1 ,2 , • • • . 
Seja nt > 0 tal que « e 3 e > 2 e vamos 

provar que para m , m > « e , S m , e n S „ l S 

é não vazia. De facto, sendo 

P ( f l ) - 1 , H8-Sm„)<±-, 

P ( 5 - ^ „ ) < i -
então 

P ( á í n , e n 5 m , e ) = í 5 [ - S - [ ( 5 ' - 5 „ ) e ) U 
U ( ^ - 5 r a , ^ ] ] x ( B ( ò ' ) - [ ( 3 ( # - / & . „ + 

+ 3 ( Ã - < S m , E ) ] > 0 . 

Portanto £ „ , , f"| Sm, e diferente do vazio e 
portanto se x e Sn, e n Sm, t tem se 

II a?m — a;» || ^ || a; — xm \\ + \\x — xH || < 2 e 
o que prova ser Ja;„| uma sequência de 
C A U C H Y e seja a*0 = lim o?n . Vamos provar 
que <p(/j — /(<r 0) para todo / e ï * . 

Definindo <Sn,, = |a; 6 £ ; || x — a ? 0 | | < e | , 
conclui-se que se xa for tal que 

Il II ^ s 

I I a 7 " *0 II ^> 2 ' 

então S0 ,eZ3Sntej2, pois se xe *S , » > e / 2 vem 
Il x — a?0 y ^ y x — xn II + y xn — x0 y < s e 
* e 5 0 , s . Portanto S — ò'0 ,eCZS — S„ i e / 2  

e para w > « E / 2 , pela (7j, vem 

o ^p(s- - £0 „) Á P (s-Sn„/3) ^—r— 
n 3 , / a 

de onde resulta que 

(8) P ( ^ , S i , „ ) - 0 . 

Consideremos, então, <p( / )— / (^o) , onde / 
é uma qualquer forma linear de 3E* • Tem-se 

? ( / ) - / ( * » ) = r / ( « K W -

/ ( * o ) « * P ( * ) /. 
i / S 

pois 3 (5) = 1 . Sendo 3 Q ã o negativa, por 
(8) podemos escrever : 

I ? ( / ) - / ( * o ) I ̂  f l / H - / ( * o ) I d 3 (5) -

| / ( » ) - / ( * „ ) | < * P ( a O ^ 

n/11 r n * - * o i i á P ( * x 

< i, pois se ' / < * P ( * ) , 
J s o . e 

* e # o . . i I I a ?
 — * o l l < s -

Logo 

i i ? ( / ) - / ( * 0 ) i r < i i / H P ( ' 8 ' o , . ) « 
para cada s > 0 que prova ser 

?(/)-/(*») 
isto é, SE é reflexivo. 

Anteriormente, veja o exemplo após a 
definição 1 deste parágrafo, provamos que 
todo espaço de H I L B E K T é um espaço de 
BANACH uniformemente convexo. Resulta dal 
e do teorema 1, que todo espaço de H I L B E K T 
é como espaço de BANACH reflexivo. 
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M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 

N O T I C I Á R I O BRASILEIRO DE M A T E M Á T I C A 

R E U N I Õ E S C I E N T Í F I C A S 

U n i ã o M a t e m á t i c a A r g e n t i n a — D e 22 a 27 de 
Setembro, realizarain-se, nas Universidades de Bue
nos Aires e de L a Plata, vár ias ses sões m a t e m á t i c a s 
promovidas pela U n i ã o Matemát i ca Argentina, como 
parte das comemorações do se squ icentenár io ria Revo
lução de Maio. Participaram, a convite, 52 m a t e m á t i 
cos de Argentina, B r a s i l , Chile, Estados Unidos j 

França , Hungria, México , Uruguai e Venezuela. As 
s e s sões consistiram de uma série de conferênc ias a 
cargo dos Profs. S. Lefschetz, C . Ehresmann, S E i l e n -
berg, P. Alexits, E . Grosswald, J . Adem e A. P. C a l -
déron, bem como de 38 comunicações . Foram os 
seguintes os convidados do Bras i l que participaram 
das s e s sões e suas respectivas comunicações : 

Prof. Alfredo Pereira Comes (do Instituto de F í s i c a 
e Matemát ica da Universidade do Recife), «Fórmula 
de Plancherel e grupos de Lie». 

Prof. Chaim Samuel H õ n i g (da Faculdade de F i l o 
sofia, Ciênc ias e Letras da Universidade de S ã o Paulo)^ 
«Class i f i cação dos grupos sem torção». 

Prof. Charles Ehresmann (da Faculdade de Filoso
fia, C iênc ias e Letras da Universidade de São Paulo 
e da Sorbonne, Par i s ) , «Construct ion des foncteurs 
t y p e » . 

Prof. E lon Lages L i m a (do I M P A , Rio de Janeiro), 
«A teoria rios espectros em T o p o l o g i a » . 

Pro!. José Carrioso Morgado (do Instituto de F í s i c a 
e Matemát i ca da Universidade do Recife), «Sobre os 
automorfisinos de reticulado dos operadores de fecho 
dum reticulado comple to» . 

Prof. Kuo T s a i Chen (do Instituto T e c n o l ó g i c o de 
Aeronáut i ca , São J o s é dos Campos), «Formal dif
ferential équat ions» . 

Prof. Leopoldo Nachbin (do I M P A , Rio de Janeiro), 
« Á l g e b r a s de operadores e de funções cont ínuas» 

Prof. Mario Schenberg (da Faculdade de Filosofia, 
Ciênc ias e Letras da Universidade de São Paulo), 
«On the Clifford and Jordan-Wigner á lgebras» . 

Terce iro C o l ó q u i o Brasi leiro de M a t e m á t i c a 
— De 2 a 15 de Julho de 1951, realizou-se o Terceiro 
Colóquio Brasileiro de Matemát ica , no Instituto de 
M a t e m á t i c a da Universidade do Ceará, em Fortaleza. 

A o r g a n i z a ç ã o e a or i en tação geral do Colóquio 
ficaram a cargo do I M P A . O Director do I M P A 

nomeou uma Comissão Organizadora, por Portaria 
n.° 13, de 27 de Outubro de 1960, cuja c o n s t i t u i ç ã o , 
homologada pelo C l ) do C N P q . , conforme processo 
n.° 26/61, foi a seguinte: 

Prof. Francisco S i lva Cavalcante (Ceará) . 
Prof. Alfredo Pereira Gomes (Pernambuco). 
Prof Rubens Gouveia L i n t s (Ba ia ) . 
Prof. E lon Lages L i m a (Guanabara). 
Prof. Ghaim Samuel H õ n i g (São Paulo). 
Prof. A n t ó n i o Rodrigues (Rio Grande do Sul) . 

Os demais membros da Comissão Organizadora 
indicaram o Prof. E lon Lages L i m a , do I M P A , para 
Coordenador da mesma 

As actividades do Colóquio constaram de quatro 
cursos de seis horas cada, doze conferênc ias de uma 
hora cada, quatro expos i ções sobre o ensino da 
M a t e m á t i c a nas u n i v e r î i d a d e s e uma sessão para 
c o m u n i c a ç õ e s breve de novos resultados de pesquisa 
além de duas se s sões solenes, de abertura e encerra
mento 

O Colóquio foi patrocinado financeiramente pelo 
Conselho Nacional de Pesquisas, pela C A P E S , pela 
Universidade do Ceará e pela Universidade de São 
Paulo. Participaram pouco mais de 100 pessoas dos 
seguintes Estados: Pará , Ceará, Para íba , Pernam
buco, B a í a , Minas Gerais , Guanabara, São Paulo, 
P a r a n á e Rio Grande do Sul . 

Entre os participantes, figuraram os seguintes 
m a t e m á t i c o s estrangeiros : Gov T a m a r i (Israel), 
Heinz Helfenstein (Canadá) , Harold I. Levine ( E s t a 
dos Unidos), Jean François Treves (Estados Unidos), 
Jean Dieudonné (França) , Mischa Cotlar (Argentina), 
Paullete Libemann (França) e Warren Ambrose 
(Estados Uí i idos ) . 

C o n f e r ê n c i a I n t e r - A m e r i c a n a sobre E d u c a ç ã o 
M a t e m á t i c a De 4 a 9 de Dezembro de 1961, será 
realizada em B o g o t á , Colômbia , a primeira Conferên
c ia Inter-Americana sobre E d u c a ç ã o Matemát ica , sob 
os ausp íc io s da Comissão Internacional sobre Instru
ção Matemát i ca da U n i ã o Matemát ica Internacional, 
e da O r g a n i z a ç ã o rios Estados Americanos A Comis
são Organizadora da Conferênc ia é presidiria pelo 
Prof. Marshall H. Stone, como representante da U n i ã o 
M a t e m á t i c a Internacional, sendo cons t i tu ída pelos 
Profs. Guillermo Torres (México) , Howard F . Fehr 
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(Estados Unidos), José B a b i n i (Argentina), Leopoldo 
Nachbin (Brasi l ) e Marcel Alonso (Cuba). A real iza
ção da Conferênc ia será financiaria pela F u n d a ç ã o 
Ford, pela Fundação Rockefeller, pela U N E S C O , pela 
O r g a n i z a ç ã o dos Estados Americanos, pela U S A 
National Science Foundation e pelo Governo da 
Colômbia . Os temas da Conferênc ia deverão versar 
sobre a educação m a t e m á t i c a nas escolas s ecundá
rias e naB universidades, visando atingir conc lusões 
acerca da forma de se adaptar o ensino actual da 
M a t e m á t i c a às necessidades do progresso cientifico e 
t ecno lóg i co . As expos i ções a serem realizadas e s tarão 
a cargo de conferencistas do continente americano) 
bem como de alguns especialistas da Europa . A 
Comis são Organizadora convidou os seguintes pro
fessores de M a t e m á t i c a do B r a s i l , a fim de participa
rem da Conferênc ia : Alfredo Pereira Gomes (da 
Universidade do Recife) e Omar Catunda (da U n i 
versidade de S ã o Paulo). Quaisquer pedidos de infor
m a ç ã o deverão ser dirigidos ao Secretár io da Comis
são Organizadora, Prof. Howard F . Fehr, Teachers 
College, Columbia University, New York 27, N Y , 
U S A . 

S E M I N Á R I O S 

Instituto de M a t e m á t i c a Pura e A p l i c a d a , Rio de 
Jane iro — Tiveram lugar os seguintes s e m i n á r i o s : 

1) « A n á l i s e Func iona l» , orientado pelo Prof. Leo 
poldo Nachbin. Foram teitas expos i ções pelos Profs. 
Jorge Alberto Barroso, Leopoldo Nachbin e Silvio 
Machado sobre funções de Baire , representação de 
formas lineares por integrais, desigualdades de Holder 
e Minkowski e genera l i zações , reticulados vectoriais. 

2) « T ó p i c o s de Variedades Di f erenc iáve i s» , orien
tado pelo Prof. E lon L i m a . Foram feitas expos i ções 
pelos Profs. Gervás io Colares, Ruy Britto, Isolda 
Aciol i , E lon L i m a e Nathan M. dos Santos, sobre 
imersões , pontos e s tac ionár ios e variedades de dimen
são 1. 

3) Teve prosseguimento o seminár io «Geometr ia e 
E q u a ç õ e s D i ferenc ia i s» , com expos i ções dos Profs. 
R u y Britto, Milton Martins, E l i a n a Rocha e Mauríc io 
Peixoto, sobre pontos conjugados em g e o d é s i c a s , m é 
todo de Wazewski , g e n e r a l i z a ç ã o do teorema de 
P o i n c a r é - B e n d i x o n e conjuntos minimais. 

Instituto de M a t e m á t i c a e Física, Univers idade 
da Baía — Foram realizarios os seguintes seminár ios : 

1) « T e o r i a da Medida e In tegração» , pelo Prof. 
Rubens G . L in tz . 

2) «Var iedades D i f e r e n c i á v e i s » pela Prof. Arlete 
C . L i m a . 

3) « T o p o l o g i a dos E s p a ç o s Métricos», pelo Prof. 
Ramakrishna Bagavan dos Santos. 

4) «Introdução à Teoria de Galo i s» , pelos Profs. 
Ramakrishna Bagavan, Martha Dantas e Ni lza Me
drado. 

Instituto de M a t e m á t i c a Pura e A p l i c a d a , Rio de 
Jane iro . T iveram i n í c i o em Agosto os seminár ios : 

1) «Classes Caracter í s t i cas» , com expos i ção dos 
Profs. E lon Lages L i m a e Oscar Vald iv ia Gutierrez. 
Assunto: Classes de Stiefel-Whitney, ap l i cações , 
classes de Chern e do Pontrjagin, cobordismo. 

2) « E q u a ç õ e s Diferenciais Ordinárias» , orientado 
pelo Prof. Mauríc io Matos Peixoto; as expos i ções 
e s tão sendo feitas por: Augusto José Mauricio 
Wanderley, E m i l i o Y s l a Cruzado, Hilton Vie ira , 
Jun ia Borges Botelho, Maria Lúc ia Alvarenga, Mario 
de Carvalho Matos e Mauro Bianchini . Assunto: 
ex i s t ênc ia e unicidade de so luções , sistemas de equa
ções , sistemas lineares, singularidades de um sistema 
autónomo. 

3) «Aná l i s e» , orientado pelo Prof. Leopoldo Nach
bin e com expos i ções de Adarcy Maria Penna Costa, 
Cel ina Bittencourt Marques, Gi lda Laroque, G u i 
lherme Marcos de la Penha, Maria Helena L a n a t 
Pedreira de Cerqueira, Maria Lúc ia Alvarenga, Mario 
de Carvalho Matos, Mario Tasso Ribeiro Serra e 
Mauro Bianchini . Assunto: topologia e ap l i cações 
d i f erenc iáve i s do R", i n t e g r a ç ã o , sér ies e integrais 
de Fourier, funções ana l í t i cas . 

4) «Teor ia dos J o g o s » , orientado pelo Prof. Mau
ricio Matos Peixoto e com expos i ções de J a c k 
Schechtman e Jacob Palis Junior. Assunto: jogos 
rectangulares, jogos com uma infinidade de e s t ra té 
gias, teoria de von Neumann. 

Instituto Brasileiro de Geograf ia e Estatística, Rio 
de Jane iro . Desde o pr inc íp io de 1961, acha-se fun
cionando, no Serviço Nacional de Recenseamento, do 
I B G E , a Avenida Pasteur 404, Rio de Janeiro, G u a 
nabara, um computador e lectrónico U N 1 V A C 1105, o 
qual poderá, igualmente, ser empregado em trabalhos 
de pesquisa c ient í f ica , na dependênc ia de entendi
mentos com a super intendênc ia do citado órgão . 

N O T Í C I A S D I V E R S A S 

Instituto de M a t e m á t i c a e Fís ica , Universidade da 
Baía — F o i criado na Universidade da B a í a , em S a l -
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vador, um Instituto de M a t e m á t i c a e F í s i c a directa
mente subordinado à Reitoria, o qual e s tá funcio
nando à Avenida Joana A n g é l i c a 183, Salvador, 
B a í a . 

Institulo de Pesquisas M a t e m á t i c a s , Universidade 
de S ã o Paulo — Na Universidade de São Paulo, foi 
criado um Instituto de Pesquisas Matemát icas , órgão 
subordinado directamente à Reitoria. O referido 
Instituto deverá funcionar, em futuro próximo, em 
sede própria localizada na Cidade Univers i tár ia , na 
cidade de São Paulo. 

Universidade de Brasíl ia — Nos dias 28 e 29 de 
Outubro, a Sociedade Brasi le ira para o Progresso da 
Ciênc ia promoveu uma mesa redonda sobre a «Orga-
n i sação da Universidade de Bras í l ia» , realizada no 
Centro Brasileiro de Pesquisas Educacionais , Rio de 
Janeiro, Guanabara. Segundo o projecto discutido, 
o ensino da Matemát i ca na Universidade de Rras í l ia 
f icará concentrado num Institute Central de Matemá
tica, o qual se encarregará da formação dos mate
mát i cos profissionais e minis trará todos os cursos de 
Matemát i ca que interessem ao pessoal de outros Ins
titutos e faculdades, tais como os que dizem respeito 
à formação dos professores de ensino secundário , dos 
engenheiros, dos f í s i cos , dos economistas, etc. Par t i 
ciparam do sector m a t e m á t i c o da mesa redonda, 
a convite, os profs. Alfredo Pereira Gomes e L e o 
poldo Nachbin. 

A c a d e m i a Brasileira de C i ê n c i a s — No dia 8 de 
Novembro, realizou-se a ses são inaugural da sede 
própria da Academia Brasi le ira de Ciênc ias , situada 
no Edi f í c io A n t ó n i o Severo, Rio de Janeiro, G u a 
nabara. 

Pont i f í c ia Universidade C a t ó l i c a , Rio de Jane iro 
— Desde lins de Junho de 1960, encontra-se funcio
nando na sede P o n t i f í c i a Universidade Cató l ica do 
Rio de Janeiro, Guanabara, um Centro de Processa
mento de Dados, contando com um computador 
e lectrónico digital de porte médio , modelo Burroughs 
205. A aqu i s i ção desse computador foi p o s s í v e l 
g r a ç a s à cooperação financeira da Comissão Nacional 
de Energ ia Nuclear, da Companhia S iderúrg ica 
Nacional, do Conselho Nacional de Pesquisas e do 
Minis tér io da Guerra. O referido Centro es tá ofere
cendo uma série de cursos de P r o g r a m a ç ã o para 
turmas de doze alunos, com duração de sete sema
nas, sendo reiniciados de dois em dois meses. 
O currículo desses cursos inc lu i : 1) Informação 

Geral . 2) P r o g r a m a ç ã o e Codif icação. 3) Métodos de 
Cálculo . 4) Operação do Computador. 5) A p l i c a ç õ e s . 
Os pedidos de in formação devem ser dirigidos ao 
Centro de Processsmento de Dados, P o n t i f í c i a U n i 
versidade Cató l ica , R u a Marquês de São Vicente 
209, Rio de Janeiro, Guanabara. 

G r u p o Executivo para A p l i c a ç ã o de C o m p u t a 
dores E l e c t r ó n i c o s — O G E A C E , órgão do Conselho 
do Desenvolvimento, que funciona à R u a São J o s é 
90, 13." andar, Rio de Janeiro, Guanabara, foi insta
lado em Junho de 1959, tendo por objectivos prin
cipais a i m p l a n t a ç ã o de computadores no Bras i l , 
a or ientação da i n s t a l a ç ã o de Centros de Processa
mento de Dados e o e s t í m u l o à fabr icação de com
ponentes de computadores. O G E A C E possui um 
arquivo referente aos computadores d i s p o n í v e i s 
comercialmente, mantém uma biblioteca especializada 
e d i spõe de Informações sobre as actividades e a 
o r g a n i z a ç ã o dos Centros de Processamentos de Dados 
do mundo inteiro. O G E A C E tem, t a m b é m , promo
vido vár ios cursos. 

Primeiro S i m p ó s i o Brasileiro sobre C o m p u t a 
dores E l e c t r ó n i c o s — O Conselho Nacional de Pes
quisas e o Grupo Executivo para A p l i c a ç ã o de Com
putadores Elec trónicos ( G E A C E ) , órgão do Conselho 
do Desenvolvimento, com o apoio de firmas fabri
cantes e utilizadoras de computadores, farão realizar, 
durante o mês de Abr i l de 1961, um s i m p ó s i o nacio
nal sobre computadores e l ec trón icos , a ter lugar na 
cidade do Rio de Janeiro. O programa previsto 
consiste de uma e x p o s i ç ã o e de visitas, entre 2 e 9 
de Abri l , a lém de conferênc ias nos dias 6, 7 e 8 de 
Abri l . A e x p o s i ç ã o e s tará a cargo de fabricantes e 
utilizadores que e s tão apoiando a rea l i zação do s im
pós io , devendo haver uma ex ib i ção de equipamento. 
P r e v ê m - s e visitas às ins ta laçõ ' s de computadores em 
vários dos nossos Centros de Processamento de Dados. 
H a v e r á conferências , tanto para t écn icos especiali
zados como para o públ ico em geral, a cargo de 
conferencistas nacionais e estrangeiros. Os temas 
deverão versar sobre: 1) Equipamento. 2) Progra
mação . 3) Ap l i cações . 4) Problemas de Implantação . 
A Comissão Organizadora dessa reunião prestará 
maiores esclarecimentos, atendendo a pedidos de 
informação dirigidos ao G E A C E , Rua de São José , 
90, 13." andar, Rio de Janeiro, Guanabara. 

S i m p ó s i o Internacional sobre E q u a ç õ e s Di feren
c i a i s — De 31 de Julho a 4 de Agosto ú l t imo, reali
zou-se, em Colorado Springs, U S A , um S i m p ó s i o 
Internacional sobre Equações Diferenciais. 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F . C. L . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame F i n a l — 

(Cursos de B i o l ó g i c a s , G e o l ó g i c a s , Prof. Adjuntos) 
- 6-10-1961. 

5 3 7 8 — Dada a função tu = yí e"* 4- x* e*n+ 
d1 w 

+ s? y* e" 1, calcule — . 
d xl d y - à «2 

5 3 7 9 — Determine os m á x i m o s e mín imos da fun
ç ão 

z = x y' (3 x + 6 y — 2) . 

5 3 8 0 — Efectue a condensação e determine a 
carac ter í s t i ca da matriz 

r i - i i 3-1 
2 4 5 3 . 

L 3 - 1 4 6 J 

5381 — F a ç a a contagem e separação das ra ízes 
da e q u a ç ã o 

x3 = 2 x + 5 

e calcule aproximadamente uma delas pelo método de 
N E W T O N . 

5 3 8 2 — No lançamento s i m u l t â n e o de dois dado g 

perfeitos qual a probabilidade de obter uma soma 
de pontos 

a) Pelo menos igual a 3 ? 
ò) Maior do que 3 ? 

5 3 8 3 — Propriedades da d i s tr ibu ição normal. 
Num exame observaram-se os seguintes resultados : 

40 "/„ de notas inferiores a 10. 
5 0 ° / o de notas entre 10 e 15. 
1 0 ° a de notas superiores a 15. 

Admitindo que as notas seguem a d i s t r i b u i ç ã o 
normal, determine a média e o desvio padrão. 

1. S . C . E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 2.* Prova Prá 

t i c a de I n f o r m a ç ã o — 29-5-1961. 

I 

5 3 8 4 — 1) Es tudar a f u n ç ã o / ( x ) 
2x3 

2) Desenvolver em série de po tênc ias inteiras de 
x a f u n ç ã o 

/ ( x ) - log(x + V/l + x ; ) 

indicando o intervalo onde é v á l i d o o desenvolvi
mento. 

3) Calcular 

[ a a \ ' 
li m ( cos (- TO sen — ) . 
1-00 \ x x / 

R : 1. a) Domínio ] — o o , 2 [ e ] 2 , - ( - o o [ . 

ò) Ponto de intersecção com os eixos: P ( 0 , 0 ) . 
c) Não apresenta simetrias nem é periódica. 

d) Extremos e intervalos de monotonia 

2x2 ( x — 6 ) f< ( x ) > 0 em [6, + oo[ e ] - o o , 2 [ 
f ' (x) 

(x — 2J3 f < * ) < 0 em ] 2 , 6] 
f (x) = 0 para x = 0 e x =» 6 
e apenas é extremante x = 6 
(minimisante). 

e) Convexidade e concavidade 

48 x 
f i x ) (x - 2)4 

c assim f (x) conuera em [0 , + 2 [ e ] 2 , + oo[ 
e cor, cava em ] — oo , 0] . Em x = 0 tem um ponto de 
iiiflexão. 

f ) Assíntotas : 

Como Hm 
2x3 

»- i (x - 2) 
— _ + oo existe a assintota X = 2 ; 

Hm 
2 x J 

Enunciados dos n . o i 5378 a 5585 do F . R. Dias Agudo «-«» (x — 2) a 
oo : não existem assíntotas paralelas 
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ao eixo dos y y . Dado que f (x) = 2 x + 8-f-

existe a assintota obliqua Y = 2 X + 8 . 

x 

1 

24 x - 32 

1 + 

P(x) 
\/l - X* 

x + V/ l + x" l / l -t- x 2 

= ( l + x 2 ) - T 

" l - 3 - . ( 2 n - l ) 

2 - 4 - - 2 n 

Então f (x) = 2 ( - i ) " 
1 . 3 - . . ( 2 n - l ) x ! " + < 

2 - 4 - - - 2 u 2 n + l 

para I x I < 1 . 

3. É uma indeterminação da forma 1°° . Calcule-se 
então 

lim x log ( cos H m sen 
1=00 \ x 

lim 
x=oo 

log ( cos h m sen 

r)-
T) 

m a a 
cos — 

X* X 

lim 
X=0O 

a a 
cos h m sen — 

x x 

1 

a a 
a sen h m a cos — 

x x 
= lim = m a 

x=oo a a 
cos h m sen — 

X X 

/ a a \ 1 

isto é, Um I cos h m sen — 1 — e" * . 
I - O D \ X X / 

3) Determine os parâmetros reais a , b e c , por 
forma que o po l inómio / ( ' • ) = z 4 — 2 z 3 + a z 2 + 
t i » + c tenha a raiz complexa : e uma raiz real 
dupla. Quais são as r a í z e s de / ( z ) ? 

R : 1) Fazendo u = x — y , v = v — z , w = z —x, 
« F ; = f „ - f w , F ; = - f u r f „ " F ; - - f ; + f . l 

donde F£ -h F j -h F', = 0 . 

2) Fazendo x = t 6 , vem 

I d x = 6 j d t -

l + V * ! + t 2 

= 6 / ft* — t 2 + 1 — } d t =. 6 f t4 d t — 

- 6 I « « d t + 6 - | d t - 6 | — — = 
J o Jo ! + t 2 

- I " f * B - 2 ft'Ji + 6 [t]J - 6 [ o r ^ tjj = 

- - 2 + 6 - 6 T 

26 

~5~ 

3) Se f (z) íem o raiz i também tem a ra iz — i . 
pi 

A fórmula de Girard 2 r, dá 2 = i — i + r t - f -
Po 

+ r j => r i = 1 . Portanto, 

r f ( i ) - O f (1 - a + c) -h (2 + b) i = O 
l f ( l ) = O l a - h b + c - 1 = 0 

1 - a + c = O í b = - 2 f b 2 

2 + b = 0 I 1 - a + c = O c = 1 

a + b + c — 1 = O l a + c — 3 = o l a = 2 

As raízes são i , — i , 1 (dupla). 

I . S . G . E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — 2." exame de 
f r e q u ê n c i a ord inár io — 2 7 - 6 - 1 9 6 1 . 

I I 

5 3 8 5 — 1) Mostre que a f u n ç ã o 

F(x,y ,z) = f ( x - y ,y - z ,z — x) 

verifica a equação F'x + Ft + F', = O qualquer que 
seja F. 

2) Calcular 

1 6 

Jo 1 -h O 1 + V x 
• dx . 

5 3 8 6 — 1) Deduza a fórmula de T A Y L O B par» 
uma função de uma var iáve l . 

2) O po l inómio / (z) = 24 z* -h 34 z* + 39 z' 4-
-h 36 z 2 + 15 z + 2 tem ra ízes posit ivas? P o r q u ê ? 

Calcule as suas ra ízes , sabendo que as ra ízes reais 
são racionais (não é necessár io calcular os limites 
excedente e deficiente das ra ízes ) . Apresente a decom
pos ição de f (z) em factores primos. 

R : 2) As raízes racionais são da forma p/q em 
que p = ± l , ± 2 e q = 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 1 2 , 2 4 . Como 
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f (z) não tem raízes positivas, as raízes racionais encon-
1 1 1 

tram-se entre os números: — 1 , , , , 
' 2 ' 3 ' 4 ' 

1 1 1 1 2 
2 

6 ' 8 ' 12 ' 24 ' ' 3 " 
A aplicação das regras de exclusão de NEWTON per-

l 1 
mite aproveitar apenas os números: —, —, 

2 
— 2 , —. A regra de R U F F I N I indica, finalmente, 

1 1 2 
que as raízes racionais são: , , 
• 2 ' 4 ' 3 
outras duas raízes são imaginárias : i e — i . 

. As 

f («) = 24 (z + 1 ) (z + jW« + I") (** + ! ) • 

I I 

5 3 8 7 — 3) Quando se diz que F (x, y) é dife-
renc iáve l em P(a,b)? Enuncie e demonstre uma 
condição suficiente de diferenciabilidade. 

í / * + V \ Mostre que a função g I ) é h o m o g é n e a e 
\x - y / 

verifique o teorema de E U L E B . 

4) Mostre que toda a função cont ínua em [a, b] 
é i n t e g r á v e l no sentido de R I E H A N H , nesse inter
valo. Sendo g (x) cont ínua em [a , 6] , prove que 

J* g(x)dx = g (c) (6 - o) (a < c < b). 

R : 3) A função ê homogénea de grau zero pois 
/ t x + t y \ / x + y \ _ , , / x + y \ 

2 y 

( x - y ) * 
x gx + y gi = 0 
E U L E B . 

\ x —y / (» - V) 2 

gue e' a verificação do teorema de 

I I I 

-1 
5 3 8 8 — 5) Dada a tabela — 

determine a por forma que o po l inómio interpolador 
Seja do terceiro grau. 

Sem achar o po l inómio interpolador, calcule ^( — 2) 
e y (4 ) . 

6) Defina base de um espaço vectorial e prove 
que em B" qualquer conjunto de n vectores inde
pendentes constitue uma base. 

Deduza a regra de C B A U B H e util ize-a para resolver 
o sistema de n equações a n i n c ó g n i t a s AX=A'-r Ak 

em que A' e Ak são as colunas / e k da matriz A 
regular. 

Uti l ize a teoria dos sistemas h o m o g é n e o s para escre-
f ax + y + z=0 

ver as equações normais da recta r = < 
H v l x + z - 1 - 0 . 

Qual deverá ser o valor de a para que a recta seja 
perpendicular ao eixo Oy? 

R : 5) Construindo a tabela de diferenças vem 

X y » y Aí y A 3 y A 4 y 

—1 2 - i 0 2 a - 6 

0 1 - í 2 a - 4 

1 0 í a - 2 

2 1 a - l 

3 a 

Para que o polinómio interpolador seja do terceiro 
grau é preciso que A 4 y ( — 1) = 0 , ou seja a — 6 . 

Para a = 6 vem y (4) = 6 + 5 + 4 + 2 — 17 e 
y ( - 2 ) = l . 

6) A solução do sistema A X «• A' + A k i o vector 
X 1 de componentes xj = 0 (r =j= j , k) , x' = 1 , xj, = 1. 

Para escrever as equações normais de r escolha-se 
uma solução do sistema, por exemplo ( 0 , - 1 , 1 ) e escre-

, f a x + (y + l ) + ( z - l ) - 0 
va-se o ststema na forma i 

l x + 
(sistema homogéneo). 

x 
Para tal sistema é 

v + 1 

y + i z - 1 

z - 1 

1 0 

•, que são as equações nor-

1 1 1 a 

0 1 1 1 

1 1 — a —1 
mais de r . 

Para que r J _ O y deverá ser 1 — a — 0 ou a = l . 

I . S. C. E . F . — M A T E M Á T I C A S G E B A I S — 2 ° exame de 

f r e q u ê n c i a e x t r a o r d i n á r i o — 3 0 - 6 - 1 9 6 1 . 

5 3 8 9 — 1) Mostre que f ( x ) se desenvolve pela 
série de T A Y L O R em qualquer intervalo [ a , a + fc] onde 
as suas derivadas sejam globalmente limitadas. Prove 
também que toda a sér ie inteira em x é sér ie de M A C 
L A U R I N da sua própria soma. 

2) Prove que é cond ição neces sár ia e suficiente 
para que a seja zero de ordem n de g (x) que esta 
função se possa escrever na forma g(x) = (x — o)"(p(x) ) 

sendo a (x) uma função c o n t í n u a que não se anula 
para x = o . 
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Separe os zeros do po l inómio 2 x 3 —15x* + 36a; + 1 , 
utilizando a suces são de R O L L K . 

R : 2) Utilizando o método de N E W T O N , facilmente 
se calculam os limites excedente e deficiente das raízes 
do polinómio : L = 3 e 1 = — 1. Os zeros da primeira 
derivada são xj = 2 e z l =» 3 e, construindo a sucessão 

de R O L L E 

zero do polinómio em [ —1 

, verifica-se que existe um 

2J-

I I 

5 3 9 0 — 3) D i g a em que cond ições a e q u a ç ã o 
F(x,y)='0 define uma função i m p l í c i t a y (x) na 
v i z i n h a n ç a de P (a , 6) . Uti l ize a regra de d e r i v a ç ã o 
das funções compostas para deduzir a expressão de 
y< (x) e y" (x) . 

4) Deduza a desigualdade de SCHWARTZ e a fór
mula fundamental do cá lcu lo integral. Uti l ize esta 

para calcular x 2 I og 2 x dx . 

3 -|2 2 (-2 
log2* - • = - / , x*Zo.oxdx-=. 

R : 4) 

f x3 "12 2 [ x' ~|2 2 f2 _ ^ T l ^ t , J i _ _ | T f c f f m j i + _ y i x 2 d x -

r x ' " i 2 2 r x 3 i2 2 r * 3 ! 2 

- L T H . - 8 L T % 5 t J 1

+ ¥ L T j l -
8 16 14 

— log2 2 log 2 H  
a y 9 y 27 

I I I 

5 3 9 1 —5) Dados os pares de valores (x,, y ( ) , 
(«' = 0 , 1 , • •• n), em que os valores de x e s tão em 
p r o g r e s s ã o ar i tmét ica , diga como procede para fazer 
uma in terpo lação com a fórmula de L A G R A N G E , 
supondo que d i spõe de tabelas de coeficientes L a g r a n -
gianos (não efectue demons trações ) . 

6) Quando se diz que p filas paralelas de uma 
matriz são independentes? Se, numa dada matriz, o 
número máx imo de linhas independentes é r e o 
número máx imo de colunas independentes é s prove 
que r = s . 

Qual é o valor dos menores de ordem superior a r 
numa matriz de carac ter í s t i ca r ? P o r q u ê ? 

Considere o sistema poss íve l A X = B e seja A'0 

uma so lução . Prove que todas as so luções deste sis
tema são da forma X = X0 + Y em que Y é solu
ção de A Y = 0 . 

Discuta o sistema 

I + J + Í = 1 

x — y + z = 1 

Sx + y -t- 3 s = a 

ò x + 3 y + 5 z = 5 

por meio da teoria dos determinantes. Interprete geo
metricamente a d i s c u s s ã o . 

1 1 

R : 6) A matriz do sistema é A = 
1 - 1 

3 1 

5 3 

e é fácil ver que & i = — 2 i determinante 
1 1 

1 - 1 
principal. Construindo os determinantes característicos 

1 1 

6 - 2 a e A! = 4 3 

1 1 

1 - 1 

3 1 

1 

1 - 1 1 

5 3 5 

= 0 

o sistema proposto será possível quando 6 — 2 a = 0 
ou a = 3 e impossível quando a ± 3 . 

A interpretação geométrica e simples. Quando o sis
tema é possível os planos representados pelas 3." e 4." 

f * + y + z - 1 
equações passam pela recta r = l 

Quando o sistema é impossível, o plano representado 
pela 3.' equação é paralelo à recta r e o plano repre
sentado peta 4." equação passa por r . 

I . S . C. E . F . — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame f ina l — 
É p o c a de Julho (1.* chamada) — Prova P r á t i c a 
— 12-7-61. 

5 3 9 2 — 1) Estude a natureza da série 

R : Como lim 

•log [1 + T) 
o série é absolutamente convergente quando | x | > 1 
e divergente quando | x | < 1 . P a r a x = 1 tem-se a 

série "S\ log ( l -| \ , que é divergente, e para 
1 \ " / 

y = — 1 vem a série alternada decrescente (— 1)" 
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log 1̂ H J, portanto convergente. A série é unifor

memente convergente em ] — o o , — 1] e [ r , + o o [ 

( r > 1) • 
2) Dada a f u n ç ã o f (x) = e O T l o g (e +• x ) , calcule 

a por f o r m a que f (x) tenha um extremo para x = 0 . 
Ind ique a natureza desse extremo. 

A v e r i g u e se a imagem de f (x) admi te a s s í n t o t a s 

B : Como f ( x ) = e " ^ a log (e + x) + - Í - 1 
e + x j 

a condição f (0) = 0 implica a = — l / e . Calculando 
{" ( x ) , vem f " (0) < 0 , o que indica que x = 0 é um 
maximizante. 

log (e + x ) 
lim f ( x ) •= — oo e lira f (x ) • lim -—: = 

= lim e =0 : X = — e e Y = 0 são pois 
»=+oo e + x 

assíntotas. Não há assintotas obliquas. 

3) Calcule P x l o g (^-j) • 

R : P x log (^T^\) = l > x lo9 (* ~ *) " 

t — -n — 
2 x 

— P x log (x + 1) = — log (x — 1) — P • 

x* 1 x2 
- — log(* + l ) + - P 

- 2 P l X + 1 

+4-P ( x - i + . 

2 x + 1 
1 

to</ (x — 1) -

\ x2 

- î ) _ T t o y ( x + 1 ) + 

1 \ X 2 

_ ) = T t o , ( x - i ) -

X Î X 1 X * 
- - - - - - to;? (x - 1) - toff (x + 1) + 

! \ + * — - i - + 4- '°ff ( x + 1) = 4r '"ff 
2 

+ toflt 
/ x + 1 

4) Sendo a = F (x ,y) , considere as f u n ç õ e s 
u = g (z) e v = A (z) e prove que : 

d u d u du d*> 
a) — — = — — . 

dx ày ày à* 

6) f ( u à " ) ^ ± ( J - l \ 
dx \ dy/ à y \ àxj 

sabendo que 

d 2 » d 2 v 

dx dy ày d x 

R : a) 
clx 

d v 

d y 

/ d u <) z \ / d v <) z \ 

V I T J l ) \~d~7 ~dy) " 
/ d u ( ) z \ / d v c ) z . <) u ( ) v 

\ d z c » y / \ d z rfx/ <) y <) x 

6) 
_ d _ 

I u • 
d y \ 

il 
ày 

à u à v e)2 v 
i - u  

d x d y d y d x 

Al 
d x 

e, como 

\ d u d v 
) = • h u 

/ d y d x ^ 

d 2 v d'y 

à2 v 

d x d y 

d x e) y d y d x 

resulta a igualdade, atendendo também à alínea a ) . 

5) Mostre que os vectores 

1 0 1 -1 
0 0 1 0 
1 1 1 0 
0 1 0 1 

s ã o l inearmente dependentes. De te rmine a f o r m a 
gera l dos n ú m e r o s que sat isfazem à igua ldade 

l1 
A^ + l 2 A 2 + l3 A3 + l t At 0 . 

R : Se os vectores são linearmente dependentes, ter-
-se-á de verificar a relação \ t A j +- I 2 A 8 •+• I 3 A3 4-
- f I4 A4 = 0 em que l i , l2 ,13 ,14 são constantes não 
conjuntamente nulas. 

Aquela condição equivale a dizer que o sistema 
homogéneo 

h + 13 - 14 = 0 
13 =0 

l i + I? + 1} = 0 
h + I4 = o 

terá de possuir soluções não nulas. Com efeito, 

= 0 1 0 1 -1 
0 0 1 0 
1 1 1 0 
0 1 0 1 

e por conseguinte o sistema tem soluções não nulas Como 
= — 1 0 , o sistema e simplesmente A = 1 0 1 

0 o 1 
1 1 1 

indeterminado e as suas soluções são proporcionais. 
Acha-se facilmente uma solução não nula tomando os 
complementos algébricos de l ( , l2,13 e 14 em 

D = 1 0 1 -1 
0 0 1 0 
1 1 1 0 
l l h u 

A forma geral das soluções é 

file:///~d~7
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'1 

0 1 - 1 
— 0 1 0 

1 1 0 

11 
1 1 
0 1 
1 1 

'3 >4 
: 0 - 1 A 

— 0 0 0 
l 1 0 

- 1 
h Í L 
O = - 1 

ou ainda 

l j = a 
ll = o 
1* a 

6) Dada a recta r = 
1 a + 1 

, calcule 
0 1 2 

os seus cosenos directores e escreva a e q u a ç ã o do 
plano que passa por r e cor ta o eixo O x em 
( 2 , 0 , 0 ) . 

0 , 1 , 2 
R : cos a , p , Y = + = — . 

x - 1 = 0 
2 y - z ~ l = 0 ' 

+ P (2 y — z — 1) = 0 a equação do feixe de pianos 

Como r = ' = { « . . 
• z — 

que passa por r . Fazendo m = •— , vem x + 2 m y -

— m z — m -

2 m 

1 = 0 e a equação axial è h 
m + 1 

m 
— z = 1 . Como o plano pedido 

deverá passar por ( 2 , 0 , 0 ) , terá de ser m +- l = 2 
x y z 

ou m = 1 : - 1 1 = 1 . 
2 1 — 2 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS G E R A I S — Exame f i n a l 

— É p o c a de J u l h o (2.* chamada) — Prova P r á t i c a 
- 15-7-1961. 

„ „ , a x + 6 x 2 + c x 3 

5 3 9 3 1) Dada a curva y — , deter-
1 + 2 x — x* 

mine a , b e c por f o r m a que a a s s í n t o t a o b l í q u a 
seja a recta X + Y— 1 = 0 e a tangente na or igem 
seja 2 X — Y - 0 . 

R : Como 
a x 4- b x> + c x* 

1 -f 2 x - x* 
c x — (b + 2 c ) + 

ç (x) , com Um cp (x) = 0 , a assíntota obliqua è 
T = 0 O 

Y — — c X — (b + 2 c ) , t i f o e", c = 1 e b - 3 . 
a x — 3 x 2 + x 3 

Então y = — — e y ' (0) = 2 , o que dá 
1 + 2 x - x* 

2 . 

2) Ache o desenvolvimento em s é r i e de M A C L A D B I N 
x + 1 

da f u n ç ã o , determinando o i n t e r -
( x - 1)2 (x — 2 ) ' 

em que é v á l i d o o desenvolvimento, 
x + 1 

Calcule P-

R : 

(» - 1 ) J ( * - 2) 

x + 1 ao + a t (x — 1) 
(x _ 1)2 ( x _ 2 ) 

2 3 3 
+ 

( X - 1)2 x - 2 ° 

( x _ 1)2 x - 1 x — 2 

Cálculo de ao e a1: fazendo x — 1 = t , vem 
x + 1 2 + t 

R x ( x ) — — 2 - 3 Í + - - e a 0 = 
x — 2 — 1 + t 

= - 2 , a, = - 3 . 

Cálculo de b0 : b0 = R 2 (2) = f — - Í - L ~| 

1 
Ora 

• — 2 x " P o r a I x I < 1 e portanto 

( X - I)? 
00 

= - 2 y D x n _ 1 também para | x | - < 1 ; 
i 

3 3 

x — 1 3 2 x ° P a r a l x l < i ; 

Então 
( X _ 1)2 ( x - 2) 

para | x | < 1 . 
x + 1 1 

1 3 °° / x \ -

p ( l - 2 n - A ) x » , 

1 
2 

x + 1 

( x - l ) 2 ( x - 2 ) 
I P 3 P — + 3 P — . 

( x - 1 ) 2 x - 1 x - 2 

x - 1 
¥ Slog 

x - 2 
+ C . 

3) Prove que a f u n ç ã o z = xf HG) 
satisfaz, quaisquer que sejam as f u n ç õ e s / e g, à 
r e l a ç ã o 

x 2 1- 2 x y f- y 2 — 0 . 
à*: d*ày àyz 
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R. R. 

d*-

à 

y_ 
X 2 

d* d y 

d* 

à y ( x ) + x g ( x ) 

dy 

trazendo as operações indicadas no primeiro membro 
da igualdade, obtem-se O . 

4) Sendo A « " 1 1 1 , d e t e r m i n e p p o r 

0 1 1 
2 1 1 

_ 1 2 p _ 
f o r m a que o sistema h o m o g é n e o A X = 0 seja inde
te rminado. Ache nesse caso um sistema fundamen ta l 
de s o l u ç õ e s . 

*1 *2 *3 

1 - 1 0 

*2 - 1 0 - 1 

* J 0 - 1 0 

*2 "8 

*2 - 1 - 1 

*3 - 1 0 

*3 - 1 

- > X j — x 2 

X 2 - X g 

- x 3 

x | — 2 X j X 2 — 2 X 2 X 3 = ( X ! — x 2 ) 2 — ( x 2 + X 3 ) J + x 3 -

6) Escreva a e q u a ç ã o do plano que passa pelo 
ponto P ( 1 , 0 , 0) e é perpendicular à recta 

r x — y = 0 

R. : Para que o sistema A X = 0 seja indetermi
nado é preciso que a característica de A seja menor 
do que três. 

Como = £ 0 e 

— 0 , ou p = 

= 0 , deverá ser 

O sistema é simplesmente indeterminado e o sistema 
fundamental de soluções è constituído apenas por uma 
solução que se obtém facilmente tomando os complemen
tos algébricos de x i , x 2 e x 3 no determinante 

D 

A solução geral i 

1 1 

1 1 

*2 x 3 

x, = 0 
x 2 = -

X3 = a 

x , = 0 
M - - 1 . 

X 3 = l 

5) Decomponha em quadrados a f o r m a 

x\ — 2 xi xz — 2 x 2 353 . 

R. : O feixe de planos que passa por P (1 , 0 , 0) ê 
A ( x — l ) - f - B y + C z = 0 e os parâmetros directores 

1 0 

1 1 

- - 1 , k = 0 1 

1 0 
1 . Ter-se-á de verificar a condição 

áe r são h = 

e 1 = 1 - 1 

0 1 
A B C 

— = — = — - , o que conduz a equação do plano: 

x •+- y — z 0. 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS G K B A I S — Exame final • 

É p o c a de O u t u b r o — 2/10/1961. 

Prova prática 

3 5 9 4 — 1) Calcule l i m (cosec x + logsc) . 
x=+0 

R. : lim (cosec x + log x ) = lim (—5 \- log x ^ 
x—+0 x=+o \ se n x / 
1 +- sen x log x 

lim '• 
x—+0 sen x 

loq x 
Como lim sen x log x = lim • 

x=+o x=H> cosec X 
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*9-
lim = Hm • 
i=+o — cosec x cotg x i=+o 

Um (cosec x + loa x) = + oo . 
X = f 0 

= 0 , vem 

5 3 9 5 — 2) Estude a f u n ç ã o assim def in ida 

/ ( * ) 

x* + 2 ( x < 0 ) 

1 ( x - 0 ) 

x* 
( x > 0 ) 

x - 1 

F a ç a a r e p r e s e n t a ç ã o g e o m é t r i c a de / ( x ) . 

R . : a) Domínio ] — o o , l [ , ] l , + o o [ . Pontos de 
descontinuidade: x = 0 e x = 1 . 

b) Não apresenta simetrias nem periodicidade. 

c) In tervalos de monotonia ; extremos. 
Como o comportamento da função em ] — o o , 0 ] è 

bem conhecido, basta ver o que se passa em ] 0 , + o o [ . 

F ( x ) : 

X 2 - 2 x 

( * - 1)* 

P (x) = 0 = > x - 2 

f (x) > 0 = > x > 2 

P (x) < 0 = > x < 2 

Portanto, f (x) é decrescente em ] 0 , 1 [ e ]1 , 2[ , tem 
um mínimo no ponto m ( 2 , 4 ) e é crescente em ] 2 , - f o o [ . 

d) Convexidade (x > 0) 

2 f " ( x ) > 0 = > x > l 

f < (x ) < 0 = > x < 1 ( X - 1)3 

A função è convexa cm J l , + oo[ e côncava em ] 0 , 1 [ . 

e) Assíntotas. 

Como Hm f (x) = oo existe a assintola X = 1 para-

leia ao eixo O y . Existe também a assinto ta obliqua 

Y = X + 1 pois f (x) = x + 1 + — - — e Hm —— = 0 . 

5 3 9 6 - 3) Calcule P 
2 - i - cos x 

R. : Fazendo tg -

= 2 P 

t vem P 

1 
2 + cos x 

1 

2 + 
t* 1 + t* 

2 P 
3 + t" 

1 + f 
1 

t / 3 
• 3 

1 + 

2 t 

Tf™* 7s 

— areio 
V/3 V/3 

5 3 9 7 — 4 ) A. f u n ç ã o g(x,y) , 0 ( 0 , 0 ) - 0 
x* +- y 2 

é c o n t í n u a no ponto j P ( 0 , 0 ) ? P o r q u ê ? 
Calcule g', ( 0 , 0 ) e g>, ( 0 , 0 ) . 

R . : Calculemos ( í t n g ( x , y ) segundo a direcção da 
x - 0 
í - 0 

recta y = a x : 
x 1 

ZÎ'TO g (x , y ) = Hm — Hm = oo. 
x=o x-o x J + a* x 2 x-o x + a 2 x 

Segundo a direcção da parábola y 2 = x : 

x 1 
Hm g (x , y ) - í /m 
x - 0 x=0 X 2 + X 
J - 0 

= Um • 
x=0 X + 1 

Assim se vê que não existe Um g (x , y ) e portanto 
x=n 

g (x , y ) não é continua em P ( 0 , 0 ) . 
1 

, m ft, , . g ( x , Q ) - g ( o , Q ) 7 
g i ( 0 , 0 ) - hm = Um = + oo 

x-0 x x=0 x 
, , „ „ f ( 0 , y ) - f ( 0 , 0 ) 0 

g j ( 0 , 0 ) = Um -L-Lil L_L_L - Hm — = 0 . 
j - o y y-o y 

5 3 9 8 —5) Como se sabe, para uma tabela de t r ê s 

a f ó r m u l a in te rpo ladora pares de valores 

de LAGRANGE é I ( x ) 

X 2-0 * l af| 

y Ih 2/1 Vi 

Vi (*) 

[ T T T T <j> ( X ) ~ | 

f ( * ) = 11 O - e Ti (*) • 
( _ 0 * _

 x> J 

a) Sabendo que < p o ( x o ) = 6 , Ç i ( x i ) = — 2 , t p 2 ( x 2 ) = 3 
e que — 7 «o ( x ) + 9 ? ! ( x ) — 2 tp2 ( x ) = 12 x — 18 
ache os valores de x 0 , x\ e x 2 . 

6) Supondo que o p o l i n ó m i o in te rpolador é do 
p r ime i ro g r au e q u e se ve r i f i c am as r e l a ç õ e s 
í/o + í/l + 2/2 — — 1 1 e 2/2 — 2/1 = 2 , de te imine os 
valores de j/o>2/l e 2/í • Escreva o p o l i n ó m i o i n t e r 
polador. 

R . : a) - 7 < p 0 ( x 0 ) = 1 2 x n - 1 8 
- 42 = 12 x„ — 18 .=> x 0 2 

9 Ç l = 12 X i - 18 
- 18 = 12 x , — 18 = » X i = 0 

- 2 T 2 ( x 2 ) = 12 x j - 18 
- 6 = 12 x 2 — 18 = > x 2 - 1 
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b) «po (x) = x (x — 1) = x 2 — x 
»! (x) = (x + 2) (x - 1) = x 2 + x - 2 
9 2 (x) = (x + 2) x = x2 + 2 x 

e A" = 

O polinómio interpolador é 

i í — x x 2 + x • 
1 0 0 - •yo- - 2 

•2 x* + 2 x 
— y i + — 3 " — ya 

e, como e rfo primeiro grau, terá de ser 

1 1 1 

¥ y 0 - ¥ y i + 3 - . v 2 = o. 
25sía eçuação , juntamente com as duas relações dadas, 

conduz ao sistema y 0 — 3 y j -t- 2 y2 = O 

yo +• y i + y j = - 11 

- y i + y * - 2 
= - 7 cu/a solução i yo 

y i 
1 y» - - 1 

O polinómio interpolador é 

I (x) -
X X 2 + X 
- ( - 7 ) + 

6 
x 2 +• 2 x 

( - ! ) • 

- 2 

2<x - 3 

( - 3 ) + 

5 3 9 9 — 6) U t i l i z e a teor ia dos determinantes para 
estudar a p o s i ç ã o r e l a t iva dos planos m = x — y —1=0, 
i r 2 = x + s — 1 = 0 , r 3 = x — 2 í / — z — 1 = 0 e 

« 4 — y + z = 0 • 
Escreva a e q u a ç ã o da recta r que passa pela o r i -

gem e Be apoia na recta . . { « » - 0 sabendo que 
l r . *2 1 0 

R. : A característica da matriz do sistema 
x — y — 1 = 0 

x 4 z - 1 = 0 

x - 2 y - z - l = 0 

y + z = 0 

é r — 2 . Com e/eito, da matriz A 

[! :; _n 
Lo í í J o determinante de maior ordem significativo que dela se 

pode extrair í 1 = = 1 (determinante prin

cipal). 
Os determinantes característicos A ' 1 - 1 1 

1 0 1 

1 - 2 1 

1 — 1 

1 0 

0 1 

são ambos nulos e por isso o sis

tema è indeterminado de grau 1 . 
Geometricamente siqnifica que os planos TC3 e « 4 

passam peta recta definida por irj e «2 • 
O problema de g'ometria analítica pode resotver-se 

do seguinte modo: conduz-se pela origem o plano n I 8 , 
acha-se a intersecção P do plano it com a recta s e 
depois escreve-se a equação da recta O P . 

A recta s tem os parâmetros directores h = — 1 , 
k = — 1 e l = l ; o plano n 6 A x + B y + C z = 0 

A B C 
tal que — 

A intersecção 
k 

P 
I 

isto e, it = x + y — z = 0 . 

o sistema 

cuja solução é P 

x y 

determina-se resolvendo 
x — y — 1 = 0 
x + z - 1 = 0 
x 4- y — z = 0 

A recta r è então ( - ~ - ~ ) \ S ' 3 ' 3 J 

- 1 

Enunciados e soluções dos n . o s 5384 a 5399 de Fernando de Jesus 

I . S. T . — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — Exame final — 

20-7-1961. 

5 4 0 0 — S e j a i r j o p l a n o d e t e r m i n a d o p o r 
i l ( 1 , 0 , 0 ) , S ( 0 , l , 2 ) e C ( 0 , 0 , 1 ) e i r 2 o plano 
que intersecta a parte pos i t iva dos eixos coordenados 
a d i s t â n c i a s da or igem igua i s a 1 . 

Conduza pelo ponto P ( 1 , 1 , 1 ) uma recta parale la 
à i n t e r s e c ç ã o dos planos iri e i r 2 . 

5 4 0 1 — E dado um t r i â n g u l o isosceles de base 
20 e a l t u r a 8 cm. De todos os paralelogramos i n s c r i 
tos neste t r i â n g u l o com um dos lados assente na base 

4 
do t r i â n g u l o e os â n g u l o s agudos igua i s a a n g t g — , 

o 

quais as d i m e n s õ e s do de á r e a m á x i m a ? 

5 4 0 2 — P r i m i t i v e as f u n ç õ e s 

2 x ' + x 2 + 6 x + 1 a) xsec2 x ; b) 
2 x 3 — x 2 - f - 4 x - 2 

5 4 0 3 - Sejam OXYZ e OXYZ dois siste
mas de r e f e r ê n c i a n ã o necessariamente t r io r togona i s , 
de v e r ê o r e 8 e i , 6 2 , e 3 e ê| , ê>, ê 3 respectivamente, 
relacionados pela igualdade m a t r i c i a l 

[ ê i èz ê3] = [ « i e2 •,] T 
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a) Qual a r e l a ç ã o entre as matrizes colunas X e 
5t que representam um mesmo vector x de Si3 nos 
dois sistemas de r e f e r ê n c i a ? 

6) Se for G a mat r iz de elemento g e n é r i c o 
gij = Oi I e, = cos (e, , e;) [ m a t r i z da m é t r i c a r e l a t i v a 
ao sistema de r e f e r ê n c i a OXYZ] e G a correspon
dente ma t r i z para O A l " Z , qua l a e x p r e s s ã o m a t r i 
c ia l do produto in terno de dois vectores x e y num 
e noutro dos sistemas de r e f e r ê n c i a ? 

A p r o v e i t e a igualdade das duas e x p r e s s õ e s do p ro 

duto in terno para conc lu i r que G = TT G T. 
c) Se for PT a P + 2 A1' P + « 4 4 = 0 a e q u a ç ã o 

de uma s u p e r f í c i e de 2." ordem no pr imei ro sistema, 
qua l a fo rma que toma a e q u a ç ã o da mesma s u p e r f í 
cie no segundo sistema de r e f e r ê n c i a ? 

Mostre que nesta t r a n s f o r m a ç ã o de coordenadas a 
ma t r i z a d á lugar a ou t ra semelhante e que o 
p o l i n ó m i o I <?-1 a — X, í | é inva r i an te , o mesmo acon
tecendo a c ( G - i a) , Tr (<?~i a), Tr ad j (G~4 a) e 

I G - i a i . 
d) Se em vez de uma q u á d r i c a se t r a t a r de uma 

c ó n i c a do plano XOY, deduza a fo rma que tomam 
os invar iantes anteriores em f u n ç ã o do â n g u l o 6 que 
fo rmam entre s i os dois eixos coordenados. 

I . S . T . — MATEMÁTICAS G E R A I S 

14-10-1961. 
Exame F i n a l — 

5 4 0 4 — o) Ver i f ique que a ma t r i z 

[ J i 1] 
tem um valor p r ó p r i o rac iona l e dois i r rac iona i s . 

6) Dados os vectores 

a _ [ 1 _ y z] 

~b = [ x 1 OJ 

determine x , y e z de modo que 6 seja vector 
p r ó p r i o da ma t r i z correspondente ao valor p r ó p r i o 
rac ional e os vectores a e 6 definam um r e c t â n g u l o 
de á r e a 6. 

5 4 0 5 — U m a f u n ç ã o T (x) e s t á def in ida da se
gu in te f o r m a : 

Í
x — 6 para 0 < x < 10 

0 para 10 < x < 11 . 
— 2 para 11 < x < 12 

Determine a p a r t i r dela uma f u n ç ã o c o n t í n u a 
, d M S 

M (x) que s a t i s f a ç a às r e l a ç õ e s = T (x ) e 
d x 

M(0) = 1 2 . 
Represente graficamente as duas f u n ç õ e s em dois 

sistemas de r e f e r ê n c i a com o mesmo eixo de orde
nadas e eixos das abcissas paralelos e ind ique como 
a p a r t i r da f u n ç ã o dada se pode estudar o crescimento 
e os m á x i m o s e m í n i m o s da f u n ç ã o Aí ( x ) . 

5 4 0 6 — Calcule 

o) Pé** - cos 3 x . 

d x. 

5 4 0 7 — Dada a f u n ç ã o 

x 2 - y* 
para x ( x 

x (x + y) 

0 para x (x + y) o 
a) Estude a sua cont inuidade na o r igem. 

6) Ver i f ique se a í admite derivadas parc ia is . 

c) Inves t igue a ' e x i s t ê n c i a de a lguma d i r e c ç ã o ao 
longo da qual exis ta der ivada d i r i g i d a na or igem e 
ind ique o seu valor . 

Enunciados dos D . 0 5 5400 a 5407 de F . R. Dias Agudo 

Á L G E B R A S U P E R I O R 

F. C. C. — ÁLGEBRA SUPERIOR — 1.* F r e q u ê n c i a — 1.* 

chamada. 

I 

Parle Teórica 

5 4 0 8 — 1) © é um grupo m u l t i p l i c a t i v o ; que 
entende por ordem de um elemento a 6 © ? 

Se os e l e m e n t o s a, e <3 t ê m ordem n , , cora 

i = 1 , 2 , q u a l é a o r d e m do e l e m e n t o 

° i ' « l " • • » ? 

5 4 0 9 — 2 ) Seja 91 um anel. Suponha que em 21 
semi-grupo em r e l a ç ã o ao produto, existe inverso a - * 
de qualquer elemento a=f=0. Prove que SI é e n t ã o 
um corpo — S . 

5 4 1 0 — 3) Considere o grupo das r a í z e s í n d i c e n 
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da unidade e seja 

» = Pl • Pz • • • Vk 

a sua d e c o m p o s i ç ã o em factores pr imos. Ind ique os 
sub-grupos do grupo considerado e os respectivos 
í n d i c e s . 

I I 

Parte Prática 

5411 — 1) Considere o grupo <3 das p e r m u t a ç õ e s 
de ordem n e a a p l i c a ç ã o de 6 no grupo a d i t i v o 
abeliano c o n s t i t u í d o pelos niirneros 0 e 1 (a opera
ç ã o é a a d i ç ã o a r i t m é t i c a quando ao menos um dos 
n ú m e r o s é zero e a inda 1 + 1 = 0 ) . 

Como se chama a a p l i c a ç ã o assim def inida? Jus
t i f i q u e . 

5412 — 2) Considere o con jun to 91 de elementos 
o , 6 , - " , cada um deles definido por t r ê s n ú m e r o s 
r ea i s ; por exemplo, 

a = ( x i , xz , x3) ; 
sendo 

b = (2/1 > Vz i Vi) . 

defina-se a + b por 

(XÍ + yi, xi + j / a , x3 + y3) . 

Mostre que 31 é grupo a d i t i v o abeliano. Jus t i f ique . 

5413 — 3) C o n s t i t u i r ã o os p o l i n ó m i o s de coefi
cientes reais um anel? No caso a f i r m a t i v o : 

a) T e r á o anel elemento unidade? 
b) T e r á o anel divisores p r ó p r i o s de zero? 
c) S e r á o anel comuta t i vo? 
Jus t i f ique as respostas. 
No/a: Responder só a 2 q u e s t õ e s de cada 

grupo . 

F . C. C. — ÁLGEBRA SUPERIOR — 1." F r e q u ê n c i a — 2.* 

chamada. 

I 

Parte T e ó r i c a 
5414— 1) D ê a d e f i n i ç ã o de grupo c í s l i c o em 

n o t a ç ã o a d i t i v a . Def ina e lemento p r i m i t i v o nesse 
caso. Se k-a é elemento p r i m i t i v o e m a ordem do 
g rupo , que r e l a ç ã o existe entre k e m? 

5415 — 2) Com fundamento nos postulados da 
d e f i n i ç ã o de um corpo —S p o d e r á assegurar a s o l u ç ã o 
das e q u a ç õ e s 

a• x + b = c 

y • a + b = c . 
Jus t i f ique . 

5416 — 3) Seja © um grupo a d i t i v o e seja g 
um dos seus sub-grupos. Como define classes laterais 
( à esquerda e à d i re i t a ) neste, re la t ivamente a g . 

Prove que se estas classes laterais coincidem, o 
sub-grupo é no rma l . 

I I 

Parte Prática 

5417 — 1) Decomponha a p e r m u t a ç ã o 

/ » t a 3 « 2 a 5 a 4 \ 

\ 12 *» a-3 «1 "i } 

no produto dum n ú m e r o m í n i m o de t r a n s p o s i ç õ e s . 

5418 — 2 ) Os n ú m e r o s +• 1 e — 1 const i tuem 
um grupo re la t ivamente à m u l t i p l i c a ç ã o . Mostre que 
este g rupo é imagem homomorfa do grupo a d i t i v o 
dos iu te i ros P o d e r á estabelecer um homomorfismo 
entre aquele grupo e o grupo m u l t i p l i c a t i v o do con
j u n t o dos n ú m e r o s reais, uma vez deste e x c l u í d o 
o zero ? 

5 4 1 9 — 3 ) Considere o con jun to das matrizes 
d iagonais de 3.* ordem. T e r á este con jun to es t ru tura 
de anel? Jus t i f ique completamente a resposta. 

Nota: Responder só a 2 q u e s t õ e s de cada g rupo . 

F . C. C. — Á L G E B R A SUPERIOR — 2." exame de fre

q u ê n c i a — 1.* chamada — Maio 1961. 

I 

Parte T e ó r i c a 

5 4 2 0 — 1) E s t a b e l e ç a uma c o n d i ç ã o para que o 
pro lu to de duas matrizes seja p e r m u t á v e l quando 
elas s ã o s i m é t r i c a s . 

5421 — 2 ) Se jam: K e s p a ç o vec to r i a l complexo 
de n d i m e n s õ e s A e (E -* E) e í i , e » ) • • • > « , uma 
base de E . 

a) Supondo que 

Ae^ = ••• = Aek = © 1 < A < n 

e que para k^h + l , A ek é uma c o m b i n a ç ã o l i 
near de eh+l , ••• , e„ , escreva uma ma t r i z que repre
sente A naquela base. Qua l a d i m e n s ã o do e s p a ç o 
nulo do operador A ? 

6) Nas mesmas c o n d i ç õ e s que r e l a ç ã o existe entre 
os valores p r ó p r i o s de A e os da r e s t r i c ç ã o de A no 
e s p a ç o de base 

5 4 2 2 — 3) Seja E o e spaço vec to r i a l dos n ú m e -
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ros complexos sobre o corpo O dos n ú m e r o s reais. 
Mostre que a t r a n s f o r m a ç ã o 

x -»• x (conjugado de x ) 

é l inear e determine a sua ma t r i z re la t ivamente à 
base 1 , i . 

I I 

Parte Prát ica 

5 4 2 3 — 1) Seja E o e s p a ç o vector ia l real com 
3 d i m e n s õ e s , considerado em Geometr ia A n a l í t i c a 
com base ex , e», e-s (vectores u n i t á r i o s do sistema de 
eixos t r i - rec tangulares ) . Escreva a ma t r i z que cor
responde ao operador e que determina uma r o t a ç ã o 
de 30" em torno de 63 e no sentido de et para e 2 . 

Determine os valores p r ó p r i o s desse operador. 

5 4 2 4 — 2) D a d a a ma t r i z 

i = r l 5 2 - 4 - | 

6 - 3 1 2 I 
li) 1 4 - 2 

L 1 6 2 3 J 
determine o seu p o l i n ó m i o c a r a c t e r í s t i c o , a sua ma" 
t r i z ad jun ta e a sua inversa. 

5 4 2 5 — 3) Escreva a associada da ma t r i z de 
t r a n s f o r m a ç ã o de 

«T = ei 
«! = « i » « l + « i * e j + 1-«(„-!>*e„-i + e,, ( 2 < f c < n ) . 

Qual a ma t r i z da t r a n s f o r m a ç ã o inversa? 
N o t a : Responder só a 2 q u e s t õ e s de cada grupo. 

F . C. C. — Á L G E B R A SUPERIOR — 2." exame de fre

q u ê n c i a — 2." chamada — 31/5 /61. 

I 

Parte T e ó r i c a 

5 4 2 6 — 1) Se & é ma t r i z s i m é t r i c a e SU a n t i -

- s i m f t r i c a , de que natureza é a ma t r i z Q á 3 — ShGfi 
Jus t i f ique . 

5 4 2 7 — 2) a) Considerem-se os operadores l inea 
res A e B sobre o e s p a ç o vec tor ia l E (no corpo Ci) 
e admi ta que eles t êm um vector p r ó p r i o comum x , 
mas correspondente a diferentes valores p r ó p r i o s . 
S e r á x vector p r ó p r i o de uma c o m b i n a ç ã o l inear de 
A e B, com coeficientes em f l ? 

b) Seja 0. uma ma t r i z quadrada de ordem n com 
valores p r ó p r i o s j.t , ••• , X„ . 

Quais s ã o os valores p r ó p r i o s de a A + 8 / (a e 8 
complexos quaisquer) ? 

5 4 2 8 - 3) Seja 4e(E-*E^) com E 0 Et es
p a ç o s vector ia is . Mostre que: vectores l inearmente 
dependentes s ã o t ransformados em vectores com a 
mesma propriedade. 

I I 

Parte Prática 

5 4 2 9 — 1 ) N u m e s p a ç o de d i m e n s ã o n = 2k e 
xi > x'i ( í = uma base. Escreva a ma t r i z que 
corresponde à t r a n s f o r m a ç ã o def in ida por 

A X; — otj Xj 4- S, x-

Ax\= — 8, X j 4- a, x | . 

Qual a ma t r i z que corresponde à t r a n s f o r m a ç ã o 
inversa? 

5 4 3 0 — 2) Calcule a ma t r i z ad jun t a e a m a t r i z 
inve i sa de 

 

  
5431 — 3 ) Calcular as r a í z e s c a r a c t e r í s t i c a s e os 

vectores p r ó p r i o s da mat r iz de 4.* ordem cujos ele
mentos s ã o todos igua i s a 1 . 

Ind ica r uma base para cada s u b - e s p a ç o p r ó p r i o . 
No ta : Responder só a 2 q u e s t õ e s de cada grupo. 

Enunciados dos n . 0 ! 5408 A 5431 recolhidos por Maria Beatriz 
Ferreira da Costa 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

J x 2 4- y2 — z = 0 

l y 4- x = 0 

Academia Mil i tar — C Í L C O L O I N F I N I T E S I M A L — Prova binormal no ponto da linha 
escri ta do exame final — Julho de 1961. 

(Responda apenas a uma questão de cada grupo). 

t em que x = 1 . 

5 4 3 2 — 1) De te rminar as e q u a ç õ e s vec tor ia is da " 
tangente, do plano normal , do plano osculador e da 5 4 3 3 — 1) Desenvolver em s é r i e de F O U R I E R no 
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in t e rva lo [— w , + n ] a f u n ç ã o 

r - 1 pa ra x < 0 
J ( X ) l 1 para x > 0 ' 

I I I 

5434 _ 1) Calcular ( x 2 + yz) d v sendo (v) 

o volume l i m i t a d o pelo plano XOY e pela semi-
- s u p e r f í c i e e s f é r i c a x 2 •+- yz + z 2 = 1 , z > 0 . 

2) Dete rminar o volume da parte da esfera 

xz + yi + z 2 = 2 

que é i n t e r i o r á s u p e r f í c i e c ó n i c a 

z 2 = x 3 4- y 2 . 

I V 

5 4 3 5 — 1 — a) Quando é que se diz que a e q u a ç ã o 

P (x , y) d x + Q (x , y) d y = 0 

é uma d i fe renc ia l exacta? 

6) Mos t ra r que — é um fac tor in tegran te para a 

e q u a ç ã o 

3 œ 2 y 3 d x + (x» yz + 2 y + 1) d t/ = 0 

e de terminar o seu i n t e g r a l gera l . 

5 4 3 6 — 1) Dada a e q u a ç ã o 

O + o y = x e* 
d x 2 d x 

mudar a v a r i á v e l (dependente) y para a v a r i á v e l z 
por f o r m a que y = ze' . 

Dete rminar a s o l u ç ã o gera l da e q u a ç ã o dada e a 
s o l u ç ã o p a r t i c u l a r yi que ve r i f i ca as c o n d i ç õ e s 
Vi (0) = í/i (0) = 0 . 

Enunciados dos n . o s 5432 a 5436 do A . César do Freitas 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F . C. C . — GEOMETRIA D E S C R I T I V A — 1.* f r e q u ê n c i a , 

1.* chamada — (Janeiro 1961). 

5 4 3 7 — 1) Dados um ponto P do plano v e r t i 
cal de p r o j e c ç ã o , uma recta qualquer r e uma recta 
» do 2." bissector, conduzir por P a recta perpendi 
cular a r que se apoia em s. 

5 4 3 8 — 2) Dadas 2 rectas enviesadas, sendo uma 

delas ve r t i ca l e a ou t ra qualquer, de terminar o â n 
gulo que elas definem. 

5 4 3 9 — 3) Dados um plano qualquer pelos t r a ç o s , 
um plano de n i v e l de cota 3 e uma recta r que n ã o 
pertence a nenhum dos planos, de te rminar : 

a) a i n t e r s e c ç ã o dos planos 

6) os pontos de r que s ã o equidistantes dos p l a 
nos dados. 

C Á L C U L O D A S P R O B A B I L I D A D E S 

F . C. C. — CXLCOLO DAS PROBABILIDADES — ! • * F r e q u ê n 

c i a — 2.* chamada - 8-3-1960. 

I 

Parle T e ó r i c a 

5 4 4 0 — 1) Enuncie e demonstre o teorema da 
possibi l idade composta para uma classe dupla em 
probab i l idade d e s c o n t í n u a . 

5441 — 2) Enunc ie a l e i b i n o m i a l no problema 
das provas repetidas. Generalize o enunciado. 

5 4 4 2 — 3) E m Probabi l idade c o n t í n u a defina 
probabi l idade no caso de l a n ç a m e n t o s em r e g i õ e s 
i l i m i t a d a s Enuncie um teorema re l a t ivo a esse caso 
e f a ç a a a p l i c a ç ã o a u m exemplo. 

I I 

Parle Prática 

5 4 4 3 — 1) N u m baralho de 40 cartas t i ram-se 
à sorte sucessivamente e sem r e p o s i ç ã o 5 cartas. 
Calcular a probabi l idade de s a í d a de : 

a) u m só á s ; 
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b) um ás pelo menos; 
c) 3 cartas de um mesmo naipe e 2 de o u t r o ; 
d) uma copa na ú l t i m a t i r agem, sabendo que nas 

anteriores só saiu uma. Jus t i f ique sumariamente. 

5 4 4 4 — 2) D u m a urna com 10 esferas, sendo 6 
brancas e 4 pretas, t i ram-se à sorte, s imul tanea
mente, 2 esferas que saiem da mesma côr. Qual a 
probabi l idade de, em nova t i r agem de 2 esferas, de 
entre as 8 restantes, vo l t a r a sair esfera da mesma 
côr das duas p r ime i r a s? 

5 4 4 5 — 3) Sobre os catetos dum t r i â n g u l o r e c t â n 
gu lo [OA B] l a n ç e m - s e à sorte 2 pontos M e Ni 
um em cada cateto. A recta a l e a t ó r i a M N d i v i d e o 
t r i â n g u l o em 2 r e g i õ e s : um t r i â n g u l o r e c t â n g u l o 
e um q u a d r i l á t e r o . Calcule a probabi l idade de, era 
novo l a n ç a m e n t o de um ponto Q , este cair no 
q u a d r i l á t e r o . 

Enunciados dos n.°' 5457 a 5445 recolhidos por Maria Beatriz 
Ferreira da Costa 

A S T R O N O M I A 

F . C. L . — ASTRONOMIA — Exame F i n a l — 1.* chamada 
— Outubro de 1961. 

Teoria 

5 4 4 6 — 1) Os valores da paralaxe h e l i o c ê n t r i c a 
de Mar te aparecem nas e f e m é r i d e s a s t r o n ó m i c a s ? 
P o r q u ê ? 

5 4 4 7 — 2) A e x p r e s s ã o usualmente u t i l i z a d a na 
c o r r e c ç ã o do s e m i - d i â m e t r o 

«',' = s" (1 -t- -re sen 1 " cos a) 

i n c l u i termos de 2.* ordem? Jus t i f ique a resposta. 

5 4 4 8 — 3) A e x p r e s s ã o a n a l í t i c a que nos permite 
de terminar a p r e c e s s ã o p l a n e t á r i a i n c l u i termos p e r i ó 
dicos? P o r q u ê ? 

5 4 4 9 — 4) Todas as estrelas da nossa g a l á x i a 
podem e m i t i r energia em v i r t ude dos f e n ó m e n o s de 
c o n t r a c ç ã o g rav i t ac iona l ? Jus t i f ique a resposta. 

5 4 5 0 — 5) A denominada le i da massa- luminosi-
dade aplica-se a todas as estrelas situadas a t é 100 
parsecs do Sol? P o r q u ê ? 

5451 — 6) As estrelas novae t ê m uma p o s i ç ã o 
determinada no d i ag rama IÍEBTZSPRUHQ-RUSSELL? Jus
t i f i q u e a resposta. 

Prát ica 

5 4 5 2 — Calcule o tempo m é d i o do ocaso do Sol 
num l u g a r de coordenadas 

f <p = + 65" 34' 54" 

1 X = — 7" 39» 17'.9 

para o d ia 1961 Junho 22. 
( P r e c i s ã o do problema 0™.l). 

F. C. L . — ASTRONOMIA —Exame F i n a l —2." chamada 
— Outubro de 1961. 

Teoria 

5 4 5 3 — 1) O f e n ó m e n o da a b e r r a ç ã o da luz pro
veniente de J ú p i t e r va r i a no decurso do ano? J u s t i 
f ique a resposta. 

5 4 5 4 — 2) A p a r t i r da e x p r e s s ã o da i n f l u ê n c i a , 
na a s c e n s ã o recta, da p r e c e s s ã o luni -so lar em uin ano 

d a = 6 (cos E + sen e t g S sen a) 

j u s t i f i q u e se um erro d S no valor da d e c l i n a ç ã o tem 
i m p o r t â n c i a no valor da a s c e n s ã o recta. 

5 4 5 5 — 3) Do ponto de v i s t a t e ó r i c o , p o d e r ã o 
ex i s t i r estrelas sem movimento p r ó p r i o ? Jus t i f ique a 
resposta. 

5 4 5 6 — 4) O aparecimento, na esfera celeste, das 
estrelas novas é um f e n ó m e n o f requente? P o r q u ê ? 

5 4 5 7 — 5) As estrelas sub-gigantes s ã o mu i to 
numerosas na nossa g a l á x i a ? Jus t i f ique a resposta. 

5 4 5 8 — 6) Uma g a l á x i a espiral com bar ra apre
senta substracto? Jus t i f ique a.resposta. 

Prática 

5 4 5 9 — Calcule o tempo legal do nascimento do 
Sol num l u g a r de coordenadas 

f f 71» 58' 43" 

U = + 8 " 35" 08-.9 

para o d i a 1961 Setembro 24. 
( P r e c i s ã o do problema 0 m . l ) . 

Enunciados dos n . o s 5446 a 5459 de Raimundo Vicente 
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F . C. C. — ASTRONOMIA — l .« F r e q u ê n c i a — 2.* c h a 
mada — Fevereiro de 1961. 

Prova Prát ica 

5 4 6 0 —Em 1961, Janeiro 16, observou-se em Coimbra 
uma estrela com um teodol i to , tendo-se determinado 
a d i s t â n c i a zen i ta l 

z - 46» 57' 46" , 6 
e o az imute 

A — 279° 7' 23" , 6 . 

A o b s e r v a ç ã o f o i f e i t a à s 2'' 13™ 2 0 ' , 53 de tempo 
un iversa l . 

Calcular a a s c e n s ã o recta e a d e c l i n a ç ã o da estrela. 

Prova T e ó r i c a 
5461 — 1) D e t e r m i n a ç ã o da l a t i t ude de um luga r . 

Vantagem de o b s e r v a ç ã o de uma estrela no m e r i 
d iano. 

5 4 6 2 — 2) C o n v e r s ã o de tempo sideral local em 
tempo solar m é d i o local . 

5 4 6 3 — 3) T r a n s f o r m a ç ã o de coordenadas; pas
sagem de um astro no 1." ve r t i ca l . 

Nota — Responder só a duas q u e s t õ e s . 

F . C. C. — ASTRONOMIA — 2.* F r e q u ê n c i a — 1." c h a 
mada — 26-4-1961. 

Parte Prática 

5 4 6 4 — Calcular para Co imbra e para o d i a 15 de 
Ma io de 1961 o T . U . e o azimute nos instantes 
correspondentes ao nascimento e ocaso da estrela - j 
Pegasis. 

Parte T e ó r i c a 

5 4 6 5 — 1) I n f l u ê n c i a da r e t r a c ç ã o nas coordena
das equator ia is . 

5 4 6 6 — 2) Deduzi r (ou estabelecer) as f ó r m u l a s 
fundamenta is da paralaxe em azimute e d i s t â u c i a 
zen i t a l . 

5 4 6 7 — 3) Estabelecer o desenvolvimento em 
s é r i e da l a t i t u d e local g e o c ê n t r i c a . 

Nota — Responder só a duas q u e s t õ e s . 

F . C C. — ASTRONOMIA — 2.* F r e q u ê n c i a — 2.* c h a 
mada — Maio de 1961. 

Parle Prát ica 

5 4 6 8 — E m 1961, A b r i l 17, observou-se num deter
minado ins tante em Coimbra e a leste do mer id iano 
a estrela f Cassiopeiae com a d i s t â n c i a zen i ta l 
verdadei ra 

55» 12' 3 3 " , 6 . 

Calcular o T . U . , o az imute e o â n g u l o p a r a l á c t i c o 
da estrela nesse ins tante . 

Parte T e ó r i c a 

5 4 6 9 — 1) I n f l u ê n c i a da r e f r a c ç ã o no nascimento 
ou ocaso de um astro 

5 4 7 0 — 2) D e d u ç ã o das f ó r m u l a s fundamenta is 
para a determinante da paralaxe em d e c l i n a ç ã o e 
a s c e n s ã o recta. 

5471 — 3) Estabelecer o desenvolvimento em s é r i e 
do ra io local terrestre. 

Nota — Responder só a duas perguntas . 

F . C. C. — ASTRONOMIA — Exame F i n a l — t.* chamada 
12 6-61. 

Prova Prát ica 

5 4 7 2 — Calcular para um lugar s i tuado no semi-
-mer id iauo de Co imbra de l a t i t ude 

9 = 41» 15' 3 4 " ,7 

e para 1961, Junho 27, o T . U . , a d i s t â n c i a zen i ta l 
e o azimute da maior d i g r e s s ã o a leste da estrela 
a Cassiopeiae. 

Enunciados dos n . o s 5460 a 5472 recolhidos por Maria Beatriz 
Ferreira da Costa 

P O N T O S DE EXAME DA UNIVERSIDADE D O RECIFE 

Universidade do Recife — Faculdade de Fi losofia de 
Pernambuco — COMPLEMENTOS DE GEOMETRIA — 2.* 

prova parc ia l — Novembro de 1960. 

5 4 7 3 — 1) Seja S a s u p e r f í c i e def in ida pela 
e q u a ç ã o vec tor ia l p a r a m é t r i c a 

r = / ( u ) i + f ( u ) g ( v ) j + g(v)k, 

onde / e g s ã o f u n ç õ e s de classe suficientemente 
elevada e tais que as dei-ivadas / ' e </ s ã o constan
temente posi t ivas . 

a ) Mostre que as l inhas de cu rva tu r a da super-
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f í c i e S s ã o definidas pela r e l a ç ã o 

l o g ( / ( u ) + v/l 4- ( />))*) + 

± l o g (ff («) 4- / l + U WI') - ' o g 0 

onde C é uma constante a r b i t r á r i a (pos i t i va ) . 
6) Mostre que as l inhas da s u p e r f í c i e S que 

cor tam ortogonalmente as l inhas de S definidas por 
/(u) g (u) — Const., s ã o as l inhas de S definidas por 
( / ( » ) ) 2 - (9 O ' ) ) 2 ~ Const. 

c) Ver i f ique que a s u p e r f í c i e S n ã o tem pontos 
umbi l i ca i s . 

5 4 7 4 — 2) Dada a s u p e r f í c i e S de e q u a ç ã o 
vec tor ia l p a r a m é t r i c a 

-> -> 2 -> 
r = ( u 3 4- « ) t ( u 3 4- «)_;' •+- 2 v k , 

v 

seja r a f a m í l i a de l inhas de S , def in ida pela 
e q u a ç ã o d i fe renc ia l 

d2 v d v 
u2 4- ( u 3 - 3 u) h (3 - u2) v = 

du2 du 

a) Mostre que existe em r uma e uma só l i nha 
que é def inida por uma e q u a ç ã o da forma v = a • um , 
Onde a e m s ã o constantes e determine uma e q u a ç ã o 
vec to r i a l p a r a m é t r i c a dessa l inha . 

6) U t i l i z a n d o o resultado anter ior , determine, em 
termos finitos, uma e q u a ç ã o vec tor ia l p a r a m é t r i c a 
geral das l inhas da f a m í l i a T e determine, em par
t i cu l a r , uma e q u a ç ã o vector ia l p a r a m é t r i c a da l inha 
Tf da f a m í l i a r que passa pelo ponto P def inido 
por u = 1 , v = 1 e t a l que nesse ponto se tem 

\du I p 

c) Mostre que a l i n h a y ob t ida é uma l i n h a 
a s s i n t ó t i c a da s u p e r f í c i e S . Qual é a ou t ra l inha 
a s s i n t ó t i c a de S que passa pelo ponto P ? 

Univers idade do Rec i fe — Faculdade de F i losof ia de 
Pernambuco — A N Á L I S E MATKMÁTICA I — 2 * p r o v a 
p a r c i a l — Novembro de 1960. 

5 4 7 5 — 1) Seja / a f u n ç ã o real de v a r i á v e l r ea l 
x def inida pela r e l a ç ã o 

/ ( * ) 

x 3 4- A x2 + B 

C*2 + 4 

onde A , B , C s ã o constantes. 

a) De te rminar as constantes A,B,C, de modo 
que o g r á f i co de / seja t a l que a recta de e q u a ç ã o 

cartesiana x + y = 0 seja uma a s s í n t o t a e o ponto 
( 0 , / ( 0 ) ) seja de i n f l e x ã o . 

6) E s b o ç a r o g r á f i c o da f u n ç ã o / . 

c) De te rminar a á r e a da r e g i ã o l i m i t a d a pelo 
g r á f i c o de / e pelas rectas x + y = 0 e x = l . 

5 4 7 6 — 2) Sobre uma c i r c u n f e r ê n c i a de ra io B, 
considere um ponto A . Seja P um ponto da t an 
gente à c i r c u n f e r ê n c i a em A e que d is ta R de A. 
Designe por B e C os pontos de encontro da c i r 
c u n f e r ê n c i a com uma secante v a r i á v e l que passe por 
P. Mostre que o va lor m á x i m o da á r e a do t r i â n g u l o 

t/e i/ã" 
A B C é i g u a l a — R2. 

4 

5 4 7 7 — 3 — o) Mostre que a s é r i e S  

* í , n ( 2 n - l ) 
é convergente. 

b) Ve r i f i que que a igua ldade 
1 1 1 

ÏTÏ + 2 ^ 3 H + n ( 2 n — 1) ~ 
2 2 

7 + 5 + 
n -t- 1 n + 2 

2 

n + n 

é v á l i d a para todo o na tu ra l n . 
c) Baseando-se na igualdade anter ior , mostre que 

2 . 1 
a soma da s é r i e > j é i g u a l a 2 l og 2 . 

n(2n- 1) 

Un ive r s idade do Reci fe — Faculdade de F i losof ia de 
Pernambuco — A N Á L I S E M A T E M Á T I C A I I — 1.* p rova 
p a r c i a l — Agosto de 1961. 

5 4 7 8 — 1) Mostre que, se / é uma f u n ç ã o rea l 
das v a r i á v e i s reais x e y , h o m o g é n e a , de g r au r n , 
cujas segundas derivadas existem e s ã o c o n t í n u a s , 
e n t ã o 

x * - — - 4 - 2 x ? / - — — 4- y2-—- = m (m - l ) / ( x , y ) . 
àx' óxdy d y l 

Conclua, em seguida, que a f u n ç ã o / def inida por 

» y 

f ( x , y ) - y * + y* . « * • * » % ( 0 , 0 ) 

é s o l u ç ã o da e q u a ç ã o 

, à 2 / ^ 0 ò-f . d»/ 
x2 Y i x y H y2  

d x2 d x d y dy-

0 . 

5 4 7 9 — 2) Dada a f u n ç ã o / , das v a r i á v e i s reais 
x o y , def in ida por 
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x 2 + I / 2 

/ ( 0 , 0 ) - 0 

ver i f ique que, no ponto ( 0 , 0 ) , existem e s ã o d i f e 
rentes as derivadas 

J H _ e a*/ 
« M c ) * / d y d*' 

5 4 8 0 — 3) Seja E o con jun to dos pontos do 
plano euclideano, de coordenadas cartesianas 

1 1 1 
»— — , V — — r H , 

m m 4 n 

onde m e n s ã o in te i ros pos i t ivos . 
a) De te rminar o der ivado E', do con jun to E 

e o der ivado £ " , do conjunto B ' . 
6) Seja A = E' — E" . D ê exemplo de uma 

cober tura aberta, i n f i n i t a , do con jun to A , da qua l 
n ã o seja pos s íve l ex t ra i r uma cobertura finita. 

Qual é a c o n d i ç ã o do teorema de H E I N E - B O R E L que 
n ã o é sa t i s fe i ta pelo conjunto A1} 

Faculdade de Fi losof ia de Pernambuco — A N Á L I S E 
MATKMÁTICA (II S é r i e ) — 2.* prova parc ia l — Novem
bro de 1961. 

5481 — 1) Calcule a massa do só l i do definido, em 
coordenadas cartesianas t r i o i t o g o n a i s , pelas c o n d i ç õ e s 

K1 + y' < z < 1 

sabendo que a f u n ç ã o densidade é , em cada ponto, 
numericamente i g u a l à d i s t â n c i a desse ponto ao eixo 
dos z z . 

5 4 8 2 — 2) Mostre que 

1 

X 
1 5 l H sen x 
ã" i , 2 

l o g ox 
sen x 1 

1 sen x 
2 

(Sugestão : Considere a f u n ç ã o / , da v a r i á v e l 
real y, def in ida por 

í 1 + y sen x 
l o g - 7-77—dx> — 1 < Î/ < 1 , 

sen x 1 — y sen x 

df 
e calcule — — , em termos finitos; u t i l i z a n d o o resul-

d y 

tado obt ido , determine f ( y ) , em termos finitos). 

5 4 8 3 — 3) a) Mostre que, se a > 0 , 

/ - ° ° 1 z" 0 0 y 
/ e~axdx =— e / e~" sen (t/x) =• 

JO ° Jo 2/J + a J 

6) Mostre que a segunda i n t e g r a l converge u n i 
formemente, qualquer que seja o in te rva lo ( f i n i t o ) de 
v a r i a ç ã o de y . 

c) Conclua, em seguida, que 

X 1 — cos b x 1 a 2 -I- 6 2 

r " • dx = — l o g  
x 2 a 2 

Faculdade de Fi losof ia de Pernambuco — A N Á L I S E 
M A T K M Á T I C A ( II Sér i e ) — Exame f i n a l — Dezembro 
de 1961. 

5 4 8 4 — 1) Calcule o volume do só l i do definido, 
em coordenadas cartesianas t r i -o r togona i s pelas con
d i ç õ e s : 

r 4 > z > x 2 + Í / 2 

l 4 x 2 + 4 t/2 < 1 . 

5 4 8 5 — 2) U t i l i z a n d o a igualdade, 

í"* dX 7T 

/ — , , para I y I > 1 , 
J o 2 / - C 0 S X i / y - 1 ' F l y l ' 

calcule os in teg ra i s 

3 — cos x dx r* 3 
/ e I l o g — 

Jo (y - cos x ) 2 J 0 2 
dx. 

5 4 8 6 — 3) Calcule a i n t e g r a l 

Jf"*1/» x dx-

o t / ï ~ 7 " x ï 

com um erro i n f e r i o r a 0,001. Determine, em seguida, 
uma melhor a v a l i a ç ã o do erro cometido. 

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia 
de Pernambuco — GEOMETRIA SUPERIOR — prova 

parc ia l — Agosto de 1961. 

5 4 8 7 — 1) Seja [ ( ? , • ] um grupo e a um ele
mento fixo de G. Considere o sistema [ G , G ] , 
onde a o p e r a ç ã o © é def in ida por 

x © y = x • a • y . 

a) Mostre que o sistema [G , 0 ) é um grupo . 

6) Seja X a a p l i c a ç ã o de G em G def inida por 
X (x) = x • 6 , onde b é um elemento fixo de G . 
Mostre que X é um isomorfismo de [Gr , •] sobre 
[G? , © ] , se e só se b = o - 1 . 

c) Seja a u m automorfismo de \G , • ] e seja a' 
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a a p l i c a ç ã o de G em G def in ida por 

a' (x) = a (x) • a (a) • a~'. 

Mostre que a1 é um automorfismo de [ ( ? , ( ? ] e que 
a c o r r e s p o n d ê n c i a a. -» a' é urn isomorfismo do grupo 
dos automorfismos de [G , •] sobre o grupo dos 
automorfismos de [G , 0 ] . 

5 4 8 8 — 2) Sejam [A, + , • ] um anel comuta t ivo , 
o um elemento de J e í um idea l de A. 

a) Ver i f ique 6e o conjunto J , dos elementos 
xeA, ta is que a - x e l , é um idea l de A. 

6) Ver i f ique se o con jun to K , dos elementos 
x e A , ta is que x = o • z , onde s e i , é um ideal 
de A e mostre que K S I ^ J . 

c) Suponha que A é o anel dos n ú m e r o s in te i ros 
e 1 é o conjunto dos m ú l t i p l o s do i n t e i ro è . Des i 
gnando por d e m, respectivamente, o m á x i m o 
d iv i so r comum de o e b e o m í n i m o m ú l t i p l o 
comum de a e 6 , mostre que K é o con jun to dos 
m ú l t i p l o s de m e J é o con jun to dos m ú l t i p l o s 

Universidade do Recife — Faculdade de Fi losof ia de 
Pernambuco — G E O M E R T M A SUPERIOR — HI S é r i e 

— 2.* prova parc ia l — Novembro de 1961. 

5 4 8 9 — 1) Considere a g e o m e í r i a a n a l í t i c a p lana 
def in ida def inida sobre o corpo K (suposto com mais 
de dois elementos). 

Sejam A , B , C t r ê s pontos d is t in tos colineares 
e seja / a d i l a t a ç ã o def in ida pelas c o n d i ç õ e s : 

f ( A ) - A e / ( £ ) = C . 

o) Mostre que n ã o h á nenhuma t r a n s l a ç ã o t per
m u t á v e l com / , a n á o ser a a p l i c a ç ã o i d ê n t i c a . 

6) Mostre que, se a t r a n s l a ç ã o t n ã o é a p l i c a ç ã o 
i d ê n t i c a , e n t ã o as d i l a t a ç õ e s f t e t f t ê m pontos 
fixos d i s t in tos . 

c) Suponha que K é o corpo dos in te i ros m ó d u l o 
7, que A sa ( 1 , 2 ) , B = (3 , 1) e C = (2 , 5) e que 
t (A) — D , onde D = (2 , 1 ) . Determine os pontos 
fixos das d i l a t a ç õ e s f t e t f . 

d) Sejam g e h as d i l a t a ç õ e s assim definidas : 

g(B) = B e 0 ( C ) - . 4 ; A (C) = C e A ( 4 ) - S,. 

Mostre que as d i l a t a ç õ e s / < / A , g hf e h f g geram 
grupos c í c l i cos de ordem 2 . 

5 4 9 0 — 2) Seja K um corpo e sejam P e Q 
dois p o l i n ó m i o s rnóninos pertencentes a A ' [ x ] . 

a j Determine uma c o n d i ç ã o n e c e s s á r i a e suficiente 
a que deve satisfazer um p o l i n ó m i o m ó n i c o He K[T.], 
para que os po l inómio» P Q, Q R e RP sejam 
d i v i s í v e i s , respectivamente, por R , P e Q . 

6) Supondo que í é o corpo dos in te i ros m ó d u l o 
5 e que 

P = x 3 + x ? + 4 x + 4 e Q = x3 + 2 x 2 + 4 x + 3 , 

determine todos os p o l i n ó m i o s R que ve r i f i cam as 
cond ições da a l í n e a anter ior . 

Enunciados dos o.°* 5475 a 5490 de José Morgado 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção 

1 4 8 — J E A N PORTE — L a L o g i q u e m a t h é m a t i q u e et l e 
c a l c u l m é c a n i q u e — Publ icado pelo I n s t i t u t o de 
M a t e m á t i c a da Univers idade Nac iona l dei Sur — 
B a í a Blanca. 

A Universidade Nac iona l dei Sur i n i c i o u em 1960 
a p u b l i c a ç ã o de Cursos de M a t e m á t i c a de que este 
t rabalho é o n.° 1. Segundo i n f o r m a o autor no t raba
lho f o i u t i l i zado l iv remente o c o n t e ú d o de diversas 
e x p o s i ç õ e s feitas no S e m i n á r i o de L ó g i c a do I n s t i t u t o 
H e n r i PoincartJ. 

O l i v r o é de l e i t u r a f ác i l e a c e s s í v e l e t r a t a do p ro 
blema da d e c i s ã o ; programa l o g í s t i c o e sistemas fo r 
ma i s ; sistema f o r m a l do c á l c u l o das p r o p o s i ç õ e s 
p u r o ; f u n ç õ e s recurs ivas ; conjuntos recursivos e 

recursivamente n u m e r á v e i s ; as n u m e r a ç õ e s de Godel ; 
a p l i c a ç ã o das f u n ç õ e s recursivas aos sistemas f o r 
mais ; sistema fo rma l do c á l c u l o de predicados p u r o ; 
c o n c l u s õ e s : as possibil idades das m a t e m á t i c a s meca
nizadas. 

Os problemas da l ó g i c a s ã o , em gera l , delicados e 
em pa r t i cu l a r os problemas da t eor ia da d e c i s ã o . 
A e x p o s i e ã o f e i t a neste l i v r o é no entanto bastante 
simples e não requere mais que conhecimentos ele
mentares de l ó g i c a m a t e m á t i c a que n ã o vão mui to 
a l ém da s imbolog ia e t e r m i n o l o g i a usadas hoje u n i 
versalmente. 

E um l i v r o de l e i t u r a a g r a d á v e l e boa i n t r o d u ç ã o 
ao estudo destes problemas. 

J . Si lva Paulo 
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