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Sur le normalisateur d'un sous-groupe cyclique 
par José Morgado 

Fa:uldade de Filosofia de Pernambuco e Instituto de Física e Matemática 
da Universidade do Recife, Brasit 

1 — Introduct ion . 

Si a est un é l é m e n t d 'un g roupe O e t r 
est un en t ie r que lconque , l ' é q u a t i o n a x ^ x a r 

n'est pas g é n é r a l e m e n t so luble dans G. Pa r 
exemple , si a a p p a r t i e n t au centre de G, 
on a ax=--xa, pour t ou t xgG. I l en 
r é s u l t e que, si a est un é l é m e n t d ' o rd re 
i n f i n i , a lo r s l ' é q u a t i o n a x = x ar est so luble , 
si et seulement si r = 1 ; et, si l ' o r d r e de 
l ' é l é m e n t a est n, a lo rs cette é q u a t i o n ebt 
so luble , si et seulement si la congruence 
a r i t h m é t i q u e r = l ( m o d u l o n) est sa t is fa i te . 

Cependant l ' ensemble A , f o r m é par les 
so lu t ions de toutes les é q u a t i o n s ax = x a T , 
où r p a r c o u r t l ' ensemble Z des nombres 
ent ie rs , n 'est pas v ide , p u i s q u ' i l cont ien t le 
n o r m a l i s a t e u r de o ( * ) . 

( l ) Rappelons que le normal isa teur de a est f o r m é 
par les é l é m e n t s du groupe G q u i sont permutables 
avec a. Le normal i sa teur de a est un sous-groupe 
de G . 

Rappelons, en outre , que le normal isa teur d 'un 
sous-groupe H , de G, est l 'ensemble des é l é m e n t s 
x 6 G , tels que x H = H x . Le normal isa teur de H 
est le plus grand sous-groupe de G q u i con t ien t H 
comme sous-groupe i n v a r i a n t . 

Dans cette note, on é t u d i e quelques p r o 
p r i é t é s de l 'ensemble A et on en d é d u i t 
quelques propos i t ions conce rnan t les r e l a -
en t re le normal i sa teur A\a), du sous g r o u p e 
cyc l ique (a) e n g e n d r é par a , et le n o r m a 
l i sa teur ÀT

a, de l ' é l é m e n t a. 

2 — Propos i t ions p r é l i m i n a i r e s . 

Soi t G un g roupe et supposons que les 
é l é m e n t s a et x , de G, v é r i f i e n t l ' é g a l i t é 

(2 . 1) ax = x a r , 

r é t a n t un en t ie r quelconque . 
A l o r s , on a é v i d e m m e n t 

a 2 x = a x a' = x a 2 r , 

et de 
am x = x a m r , 

i l r é s u l t e 

am + i x = a x a m r = x ar • a m r = x a< r a + i) r , 

c ' e s t - à d i r e , l ' é g a l i t é 
am x — x a m r , 

est sa t isfa i te , quel que soit l ' en t i e r p o s i t i f m . 

De (2 . 1), i l r é s u l t e 

a - 1 a? = (x ar x~1 )_ 1 • x = x a~ r x~1 • x •= 
= xa~r = x-(a-i)r 

S O C I E D A D E P O R T U G U E S A 
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2 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

et, moyennan t (2 . 2) , on ob t i en t 

a~m x = {ar î)™ • x — x ( c r 1 ) m r = x a~m r , 

que l que soit l ' ent ier p o s i t i f m. 

Nous pouvons , donc, é n o n c e r l a p ropos i 
t i o n suivante : 

L E M M E 1. Si & et x appartiennent à un 

groupe et a x = x a r , alors on a a s x = x a s r , 
pour tout entier s . 

L a r e l a t i o n (2 . 1) e n t r a î n e 

a x2 = x2 ar x 

et, d ' a p r è s le l é m m e 1 , on a 

a x2 — x ar' 

et, par r é c u r r e n c e sur m, on é t a b l i t 

L E M M E 2 . S i & et x appartiennent à un 

groupe et a x = x a r , alors on a a x m = xm a1"", 
pour tout entier positif m . 

Remarquons que l ' é g a l i t é ( 2 . 1) n'entraîne 
pas l ' é g a l i t é a x m = x m a ' m , pour tout ent ier 
m; i l peut m ê m e a r r i v e r qu 'on ai t ax~^ =j=x~^ a'i 
que l que soit l ' en t ie r s , comme on v o i t dans 
l ' exem p le s u i v a n t : 

E X E M P L E : So i t G le g r o u p e m u l t i p l i c a t i f 
f o r m é par les matr ices r é g u l i è r e s , du type 
2 x 2 , sur le corps des nombres r é e l s . S i 
l ' o n p r e n d 

—(5 } ) • — G D ' 
o n v o i t que 

D ' a u t r e pa r t , on m o n t r e a i s é m e n t que 

  
 

 
  

p o u r tout entier s , et, par c o n s é q u e n t , on a 

quel que so i t l ' en t ier s . 

L E M M E 3. Si a et x sont deux éléments 
d'un groupe G- , tels que a x = x a r et 
a ï " 1 — x _ I a s , avec r s ^ l , alors le soua-
-groupe cyclique engendré par a est fini. 

Dém. : E n e f fe t , d ' a p r è s le l emme 1, nous 
pouvons é c r i r e 

a = a r ' a' x = a? -1 • xa'r = a* r . 

O r , par h y p o t h è s e , on a rs=f--\, et , pa r 
c o n s é q u e n t , le sous-groupe cyc l ique engen
d r é par a est fini. 

S i n d é s i g n e l ' o r d r e de ce sous-groupe, 
l ' é g a l i t é a = a"' m o n t r e que s r = l ( m o 
du lo n ) ; i l en r é s u l t e que | r | et | s j sont 
p r emie r s à n . 

Plus g é n é r a l e m e n t , on peut é n o n c e r la 
p r o p o s i t i o n su ivan t e : 

L E M M E 4 . Si l'ordre du sous groupe en
gendré par a est n ( > l ) et si l'équation 
a x = x a r est soluble, alors | r | est premier 
à n . 

Dém.: Nous pouvons é v i d e m m e n t suppo
ser 0 < r •< » . A l o r s , soit d le plus g r a n d 
c o m m u m d iv i seur des nombres r et n . O n 
a n = d ql et -r = d q2 , q\ et q2 é t a n t p re 
miers en t re e u x . 

D ' a p r è s le lemme 1, on peut é c r i r e 

ag> x = x a « | , r -= x a '"" = x , 

donc, 
a' 1 = u , 

u é t a n t l ' é l é m e n t neutre pour l ' o p é r a t i o n du 
g r o u p e . 

Cela veu t d i r e que qy est un m u l t i p l e de 
n; mais , d 'au t re pa r t , est un d iv i seur de 
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n , c'est à d i r e , qj = n , donc d — 1 et, par 
c o n s é q u e n t , r est p remie r à n . 

I l est bien connu que, si r ( > l ) est pre
mie r à n, a lo rs i l y a un en t ie r s, 0 < S < ? Î , 
t e l que 

r s = l ( m o d u l o n). 

11 en r é s u l t e , d ' a p r è s le lernme 1 , 

a' x = x ar* = x a , 
donc , 

a a r 1 = a r 1 a ' , 

ce q u i p r o u v e 

L E M M E 5. Si le groupe cyclique engendré 
par a eut fini et si, en outre, il existe un 
élément x tel que a x = x a1", alors il y a un 
entier s tel que a x - 1 = x - 1 a s . 

Nous pouvons p r é c i s e r que, sous les h y p o 
t h è s e s du lemme 5, i l n ' y a qu 'un en t ie r s 
t e l que ax~l = a r 1 a' et 0 < » < « ( ' ) et que 
l ' é g a l i t é ax-l=x~*a'' est sat isfai te , si et 
seulement si »' et s sont l i é s par la r e l a t i on 
s' = s ( m o d u l o rt) . 

3 — L ' e n s e m b l e des solutions des é q u a 
tions a x = x a r . 

D é s i g n o n s pa r Ar l ' ensemble ( é v e n t u e l 
l emen t v ide) des so lu t ions de l ' é q u a t i o n 
ax — xaT et soi t A l ' u n i o n des ensembles 
Ar, o ù r p a r c o u r t l ' ensemble Z des nom
bres ent ie rs : 

A = ( J A r . 
r 6 Z 

L ' e n s e m b l e A con t i en t le no rma l i s a t eu r 
iV( a) du sous-groupe cyc l ique (a) e n g e n d r é 
pa r a. E n e f f e t , si x e À t

( „) , a lo rs , pour 
t o u t en t ie r h, i l exis te au moins un ent ier 
k , t e l que 

a* a; = x ak ; 

(•) Nous excluons na ture l lement le cas n = 1 . 

en p a r t i c u l i e r , pou r h = 1 , i l y a au m o i n s 
un en t ie r r , p o u r l eque l on a a x = x ar , 
c ' e s t - à - d i r e , x e A r , donc x e A . 

L ' e x e m p l e d o n n é ci-dessus m o n t r e que A 
n'est pas généralement un sous-groupe du 
groupe G . 

Cependant , 

si x e A et j e A, alors x y e A . 

E n e f f e t , si l ' o n a 

ax = xa' et a y = y a" , 

a lors , d ' a p r è s le l emme 1 , o n a 

axy — x a r y = x y ara 

c ' e s t - à - d i r e , x y e A r s , donc xy&A. 

T H É O R È M E 1. Si A est un sous-groupe 

de G , alors A est le normalisateur du sous-
-groupe cyclique engendré par a . 

Dèm. : I l s u f f i t de m o n t r e r que , sous 
l ' h y p o t h è s e du t h é o r è m e , on a i c j V W i 

pu i squ 'on a t o u j o u r s i Y ( n ) C ^ 4 . 
So i t x e A ; a lo r s , i l y a des ent ie rs r e t 

s, tels que 

a x = x ar et a x~l = x~J a'. 

D ' a p r è s le l e m m e 1, on a a'x = x a t r , 
p o u r t ou t en t i e r t , donc a' x ' 1 = a ? - 1 a 1 ' . 
Cela veut d i r e que 

( a ) xC^x (a) et (a) x~x C a r - 1 (a) , 

o ù , comme d 'habi tude , (a) d é s i g n e le sous-
-groupe cyc l ique e n g e n d r é par a . 

Mais , de cette d e r n i è r e i n c l u s i o n , i l r é s u l t e 

a? (a) C (a) a; , 

donc 

a? (a) = (a) a;, 

c ' e s t - à - d i r e , x e À 7

( „ ) , ce q u i p rouve le t h é o 
r è m e . 
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U n e c o n d i t i o n suff isante , pour que l ' en
semble A soi t un g roupe , est d o n n é e par le 

. t h é o r è m e su ivant : 

T H É O R È M E 2 . Si le sous-groupe cyclique 
engendré par a est fini, alors A est un sous-
•groupe de G . 

Dém. : E n e f f e t , nous avons d é j à remar
q u é que l ' ensemble A est non v ide et con
t i en t , avec deux é l é m e n t s , l eur p r o d u i t ; de 
p lus , d ' a p r è s le l emme 5, x e A e n t r a î n e 
x~l e A . 

De ce t h é o r è m e et du lemme 3, i l r é s u l t e 
i m m é d i a t e m e n t 

C O R O L L A I R E 1 . S i , dans G , il y a un 

élément x tel que x e A , x - 1 e A et a x = x a r , 
avec, I r | =f= 1 , alors A est un sous-groupe 
de G . 

M o y e n n a n t le l e m m e 2, on peut conc lure 

C O R O L L A I R E 2 . Si x e A r , avec | r | ^ t l , 
et si Vordre de x est fini, alors A est un 
sous-groupe de G . 

E n e f f e t , si l ' o r d r e de a? est m , on a 

a = axm = xmarm = a"" , avec rm=f=\, 

donc l ' o r d r e de a est fini. 

Sous les h y p o t h è s e s du c o r o l l a i r e 1, sup
posons que 

a y •= yal 

et proposons-nous de d é t e r m i n e r une é q u a 
t i o n de ce m ê m e type q u i soi t sa t isfa i te 
par • 

Uoe te l l e é q u a t i o n exis te , puisque A est 
un g r o u p e . 

L e s é q u a t i o n s 

a x = aca r et ax~l—x~la' 

et, de m ô m e , les é q u a t i o n s 

a y — y a' et ay^ = y-la1' 

e n t r a î n e n t 
a"' = a. 

Mais l ' o r d r e de a est fini, soi t n, (puis
que r s =j=\); donc 

( 3 . 1 ) rs—tt' = 0 (modu lo n). 

O r cette congruence a au moins une so lu
t i o n t', puisque t est p remie r à ?;( ') , d ' a p r è s 
le l emme 4 . 

I nve r semen t , si t1 sa t i s fa i t l a congruence 
( 3 . 1) , on a 

a'' y — y a ' '' — y a " = y « 

et i l en r é s u l t e 

a . y ~ ' = y~l a? • 

T H É O R È M E 3. Si x h e A r et x k e As et 

r l k l ^ r s | b ' , alors A est un sous-groupe de G . 

Dém.: Supposons A > 0 et A ; > 0 ; d ' a p r è s 
le l e m m e 2, on a 

a xh k «= xh * • a' " = xh k • as", 

d ' o ù 
a'k = a s" 

et, puisque r* =f= s h , l ' o r d r e de a est fini et 
on a 

r k — s

h = 0 ( m o d u l o n) , 

n é t a n t l ' o r d r e de a . 
S i h < 0 et -k <0 , en posant y = a : - 1 , 

h' — — h et k' — — k , on a de m ê m e 

r* '— sh'=s0 ( m o d u l o n) . 

S i h<0 et & > 0 , soit h'= — h; a l o r s , 
des é q u a t i o n s 

ax'h' = x' *' • ar et a xk = xk • a", 

e n t r a î n e n t 

a" = a 
(•) Puisque l 'ordre de a est fini, nous pouvons 

supposer t pos i t i f . 
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i l r é s u l t e , d ' a p r è s le l emme 2, 

aarh'k — ar* '* • a r* et a x h ' k = xh'" • a*'"', 

et, puisque r* • 8*' ^fc 1 , i l eu r é s u l t e , d ' a p r è s 
le l emme 3, que l ' o r d r e de a est fini('). 

Ou a r r i v e à la m ô m e conc lus ion , si l ' o n a 
h>0 et k < 0 . 

A i n s i , sous les h y p o t h è s e s du t h é o r è m e 
ci-dessus, l ' o r d r e de a est fini et, par con
s é q u e n t , A est un sous-groupe de G ( t h é o 
r è m e 2 ) . 

4 — D é c o m p o s i t i o n de A par rapport à A r

a . 

Nous savons que Na^LA; le t h é o r è m e 
su ivan t pe rme t de v o i r plus c l a i r ement les 
r e l a t i o n s q u i ex i s ten t en t re Na et A . 

T H É O R È M E 4 . Si x e A r , on a y e A r , si 

et seulement si x y - ' e N a . 

D É M . : E n e f f e t , des é q u a t i o n s 

ax = xar et a y = y ar 

i l r é s u l t e 

a x y~l = x ar y 1 = x y 1 a , 

d ' o ù xy~l e Na . 
Inve r semen t , si x e Ar et x y 1 e Na , 

c ' e s t - à - d i r e , 

ax — x a' e t a x y 1 = x y 1 a , 

a lors 

x y-1 a — ax y x = x aT y 1 ; 

i l en r é s u l t e 

y i a = a" y-* 

et, par c o n s é q u e n t , 

ay = y a r , 

d ' o ù y e Ar, ce q u i p rouve le t h é o r è m e . 

(*) Si n d é s i g n e l 'ordre de a, alors on a r ' . s ' ' = l 
(modulo n) . 

De ce t h é o r è m e i l r é s u l t e que, si x e A r , 
a lo r s , A' = Na x ; donc , si Ar=f=Aa, l ' i n 
te rsec t ion ArÇ\A, est l 'ensemble v i d e . 

A i n s i , il y a une partition de l'ensemble A , 
formée par des ensembles de la forme N a x . 

5 - Le g r o u p e - q u o c i e n f A ^ „ ) / A 7

a . 

O n v o i t a i s é m e n t que 2va est u n sous-
-groupe i n v a r i a n t dans A 7 ( n ) . 

E n e f f e t , soient x e et y e Na ; les 
é q u a t i o n s 

ax = x ar et a y — y a 

e n t r a î n e n t 

a • x y a r 1 = x a' y x~x = x y aT a H = x y a; - 1 • a , 

donc xy a r 1 e Na . 

T H É O R È M K 5. Le groupe-quocient N ( a ) / N a 

est un groupe abélien fini, quel que soit a e G . 

Dém. : E n e f f e t , soi t 

N M / N a = \ N a , N a b , A U , . . . | 

où b $ Na ,c $ Na et c $ A r

0 6 . 
A l o r s , on a 

( 5 . 1 ) ab = bar et o c = c a ' , 

avec r=f=\=f=s; on a, de p lu s , r =j= s, en 
c o n s é q u e n c e du t h é o r è m e 4 . 

So i t r — 1 ; a lo r s , s i t est un en t i e r 
t e l que 

a 6-1 = è - i a ' ( l ) , 

on" a rt=f=\ et, d ' a p r è s le l emme 3, o n 
d é d u i t que l ' o r d r e de a est f i n i . D o n c , i l y 
a seulement un n o m b r e fini d ' é q u a t i o n s d u 
t y p e ax = x a r , qu i soient d i s t i n c t e s ! 2 ) . O r 
chaque é l é m e n t de A7;,,) / A7„ est une classe 

(1) U n tel ent ier existe, puisque 6 _ 1 e i V , 0 , . 
( 2 ) Plus p r é c i s é m e n t , si n d é s i g n e l 'ordre de a et 

m est un entier, l ' é q u a t i o n ax =* x am est é q u i v a 
lente à une é q u a t i o n ax = x a r , où r est un ent ie r 
te l que 1 < r < n . 
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f o r m é e par toutes les so lu t ions d'une tel le 
é q u a t i o n et, par c o n s é q u e n t , le g roupe 

. 2V(B) / Na est fini. 
A t i n d ' é t a b l i r que le g roupe A*(„) / À 7

a est 
a b é l i e n , observons que, des re la t ions (5 . 1) 
i l r é s u l t e 

ab c = b ar c = b cars et a c b — c a" b = c b a" , 

c ' e s t - à - d i r e , bc et cb sont so lu t ions d'une 
m ê m e é q u a t i o n du type a x — x a1, donc 
b c e Nac b et , par c o n s é q u e n t , 

Na b c = Na c b , 

c ' e s t - à - d i r e , 

Na b • Na c = ÎV„ c • Na b , 

ce q u i a c h è v e l a d é m o n s t r a t i o n . 

Nous venons de p r o u v e r que, si l ' o r d r e du 
groupe-quoc ien t i V ( n ) / i V a est plus g r a n d que 
2 , a lors a est un é l é m e n t d ' o rd re fini. 
D ' au t r e pa r t , si l ' o r d r e de a est n et 
l ' é q u a t i o n ax—xa' est soluble , a lorB, 
d ' a p r è s le l emme 4 , r est p remie r à n {}). 
D o n c 

ord ( N ( a ) / N a ) > 2 entraîne 

ord ( N ( a ) / N a ) ^ 9 ( n ) , 

o ù cp est l'indicateur d'Euler. 

Main tenan t nous a l lons p r é c i s e r ce r é s u l t a t : 
S o i t a b = b ar et proposons-nous de 

d é t e r m i n e r tous les é l é m e n t s du g roupe 
cyc l ique (b) q u i appar t iennent à i V a . 

Si r = 1 , on a é v i d e m m e n t (6) c AT

a . 
Supposons r =j= 1 . 
D ' a p r è s le l emme 2 , on a, pour tou t ent ier 

pos i t i f m, 

abm = bm a'm 

et, par c o n s é q u e n t , bm e Na , si et seulement 

( ') Nous pouvons supposer r pos i t i f , une fois que 
l 'ordre de a est fini. 

s i 

(Õ. 2) r m = \ (modu lo n) . 

S o i t e l'exposant de r par rapport à n , 
c ' e s t - à - d i r e , e est l ' i n f i m u m des ent iers posi
t i f s m sa t isfaisant la cond i t i on ( 5 . 2 ) . 

11 est i m m é d i a t que l ' ent ier e est un d i v i 
seur de t ou t en t ie r pos i t i f m sat isfaisant 
( 5 . 2 ) et, inversement , de 

re 1 ( m o d u l o n) 

i l r é s u l t e , p o u r t ou t ent ier k , 

rke s i ( m o d u l o n) ; 

et , par c o n s é q u e n t , 

[b) R Na - (b') . 

E n p a r t i c u l i e r , e est un d iv i seur de 
cp ( w ) , une fo i s que, d ' a p r è s un b ien connu 
t h é o r è m e d ' E u l e r , on a 

>•?(«)= 1 ( m o d u l o Ï Î ) . 

I l en r é s u l t e que l ' o r d r e de t ou t sous-
-g roupe c y c l i q u e de i V ( o ) / A 7

0 est un d iv i seur 
de 9 ( M ) . 

D ' a u t r e pa r t , on sait que t ou t g roupe 
a b é l i e n fini est i somorphe à un p r o d u i t d i rec t 
de sous-groupes cycl iques (don t les ordres 
sont puissances de nombres p remie r s ) . 

De t ou t cela, i l r é s u l t e le t h é o r è m e su ivant : 

T H É O U È . M E 6 : Sil'onaord ( N ( A ) / N A ) > 2 , 

alors l'ordre de a e*t fini et ord ( N ( a ) / N a ) 
eut un diviseur de '-p(n), oh n désigne l'ordre 
de a et v est f indicateur d'Euler. 

Supposons o r d ( A 7

( ( I ) / N „ ) = 2, c ' e s t - à - d i r e , 

N i a ) / A T a = \ N a , N a b \ , 

où ab =j=b a , ab = bar (avec r =f= 1) , b2 e A7„ . 
S i r > 0 , a lo rs 

ab^^b2 a"' = 02 a 

et, par c o n s é q u e n t , 

o r' = a . 
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Si r < O , en posant r' = — r , on a 

Ô-l a" 1 = a' ' 6" 1 

et on peut é c r i r e 

a - ' 6 = b a' ' , 
d ' o ù 

a - i 02 = 2)2 a - r ' S

 = £2 a - i > 

donc 
a''' = a = a r ' . 

Cela veu t d i r e que, si l ' o r d r e de a est n, 
a lors 

r 2 = 1 ( m o d u l o n) ; 

si l ' o r d r e de a est i n f i n i , a lors on a r = — 1 . 
Par c o n s é q u e n t , 

T H É O R È M E 7. S i ord ( N ( A ) / N , ) = 2 et le 

sous-groupe cyclique (a) est infini, les seuls 
entiers r pour lesquels l'équation a x = x a r 

est soluble sont 1 et — 1 . 

I l en r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t le su ivan t 

C O R O L L A I R E . Si le sous-groupe cyclique 
(a) est infini, alors on a N ( a ) = N a , si et seu
lement si l'équation a x = x a - 1 n'est pas so
luble. 
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Sobre alguns teoremas da teoria das matrizes 
por G r a c i a n o Neves de Oliveira 

§ 1. Se j a A uma ma t r i z quadrada de 
o r d e m n,I a m a t r i z ident idade da mesma 
o r d e m e x uma v a r i á v e l . 

E sabido que em v á r i a s q u e s t õ e s tem inte
resse cons idera r a f u n ç ã o 

S{x)= \A — x I \ 

que é ev identemente u m p o l i n ó m i o de g r a u 
n em x e se denomina polinómio caracterís
tico de A . 

Podemos escrever 

( 1 1) \ A - x I \ = ( - x ) « + ( - x ) " - i S l + 

e d e m o n t r o u J A C O B I que o coef ic iente Sn-k 
de ( — x ) k é i g u a l à soma dos menores 

p r inc ipa i s de o r d e m n — k do d e t e r m i n a n t e 
da m a t r i z A (*). 

Ocupar nos-emos agora da d e d u ç ã o d u m a 
f ó r m u l a que nos p e r m i t i r á dar urna demons
t r a ç ã o mu i to simples deste teorema de J A C O B I . 

-§ 2- Consideremos a f u n ç ã o de x 

D (x) = I A — x 1 1 

e p rocuremos a e x p r e s s ã o da sua d e r i v a d a 
de o r d e m k . 

Designemos por ZK1*1 > • • • > "*) o m e n o r p r i n 
c i p a l de D (a?) que se o b t é m , s u p r i m i n d o as 

( ' ) V I C E N T E GONÇALVES, Curso de A l g e b r a Super ior , 
2.» volume (1950), p á g . 153. 
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l iuhas de o r d e m a-, , • • • , <xk e as colunas das 
mesmas ordens . 

Sendo a í k o e lemento da l inha i e co luna 
k de A temos pela conhecida r eg ra de 
d e r i v a ç ã o de de te rminantes 

d D (x) 

d x 

+ 

- 1 0 0 

« 2 1 « 2 2 — x « 2 3 

° 3 1 « 3 2 0 3 3 - X ••• 

« n — X 0 ] 2 

0 _ 1 0 

« 3 1 « 3 2 az?s — x ••• 

e a tendendo ao t eorema de L A P L A C E 

d.D 

d x 
= - 2 D™ . 

*. = 1 

Como D<*'> é um determinante da f o r m a 
de D c o n d u i se sem mais que 

d D<"> 

d x 
2 £)<a"a'> 

e a inda por ser da f o r m a de Z> tem-se 

ci CC 

ou dum modo g e r a l 

dZ?<* . * ) 

( 2 . 2) 
d a; 

a i + , ^ a , , . . . , « ( 

Podemos agora demons t ra r por i n d u ç ã o a 
f ó r m u l a 

dk D 

d x ( - i ) J 2 2 •• 

2 £>(»•,....«*) 
(2 . 3) 

E m p r i m e i r o luga r ela verif ica-se para 

k — 1 como mostra (2 . 1). Suponhamo-la 
v á l i d a para k = i 

l D 
= ( - iy 2 

( 2 . 4) 
d xl 

2 Z><*" • .«() 

e p rovemos que e n t ã o t a m b é m vale para 
k = i + 1 . 

D e r i v a n d o (2 . 4) e por (2 . 2) temos 

- = (-l)'+i 2 •• 

2 2 
a,= l 

que mos t r a que (2 . 3) é v á l i d a para a o r d e m 
Ã = t + 1 . 

F i c a pois estabelecida a f ó r m u l a (2 . 3) que 
duma manei ra mais simples se pode escrever 

(2 . 5) 
dk D 

d xk = ( - 1)*2-D<""""'a*) 

subentendendo se que o s o m a t ó r i o é esten
d ido a todas as p e r m u t a ç õ e s » j • • • ak de k 
n ú m e r o s tomados de 1 a n . 

É c l a r o que dois determinantes ••• 
que s ó d i f i i r a m pela o rdem dos at; s ã o 
igua is . F ixados k n ú m e r o s a, • • • ak e n t r a r ã o 
pois no s o m a t ó r i o do segundo m e m b r o de 
( 2 . Õ) k! de terminantes iguais a ZM" 1 "* ) . 
A soma deles pude por tanto subst i tuir-se po r 
k ! a*> e supor-se a1 < a 2 < • • . < ak. 
L o g o (2 . 5) pode escrever-se 

(2 . 6) 

dk D 

dx" 

:=(-l)*A/ 2 m 

O-, < * l < • • • < »* 

§ 3- Podemos agora fazer a demonstra
ç ã o i io teorema a t r á s r e f e r i d o . 

Designemos por A1*1 "*> o v a l o r de 
£)(* **) para ,r = O , que é precisamente 
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o v a l o r do m e n o r p r i n c i p a l de A ob t ido p o r 
s u p r e s s ã o das l inhas ot| , • • • , < * * e colunas 
das mesmas o rdens . 

T o m e m o s em ( 1 . 1) as der ivadas de o r d e m 
k para x = 0 . O p r i m e i r o m e m b r o reduz-se 
po r (2 . 6) a 

( 3 . 1 ) { - V f ht 2 4 < « . » - .cu) 
<*!<••• < « * 

e o segundo m e m b r o r e d u z i r - s e - á ao t e r m o 
independente da de r ivada de o r d e m k do 
p o l i n ó m i o que representa e que é 

(3 . 2) ( - lfkISn-*. 

A s e x p r e s s õ e s (3 . 1) e ( 3 . 2) d e v e r ã o ser 
iguais donde se t i r a 

s n . k = 2 A(» 
«!< . . .<** 

. ,* k) 

que nos d iz precisamente que Sn-k é a soma 
dos menores p r inc ipa i s de o r d e m n — k do 
de te rminan te da m a t r i z A , como p re t en 
d í a m o s . 

§ 4- Po r um processo a n á l o g o ao acabado 
de seguir se pode d e m o n s t r a r o teorema de 
L A P L A C E sobre de te rminan tes . Pa ra fazermos 
esta d e m o n s t r a ç ã o é p o r é m n e c e s s á r i o ba-
searmo-nos em que a de r ivada d u m d e t e r m i 
nante em o r d e m a um seu e lemento ó o 
complemen to a l g é b r i c o desse e lemento . A 
d e m o n s t r a ç ã o deste fac to pode fazer-se m u i t o 
s implesmente com o a u x i l i o do teorema de 
L A P L A C E , mas t a m b é m se pode fazer inde
pendentemente deste, como aqu i c o n v é m 
ev i t a r u m c í r c u l o v i c i o s o . 

D e f a c t o seja 

(4 . 1) y = l «i * l 

e designemos o e lemento da l i n h a r e co luna 
s po r x . A r e g r a que a p l i c á m o s no § 1 
pa ra d e r i v a r de te rminan tes pode demons-
t ra r -se independentemente do t eorema de 

L A P L A C E ( ! ) . A p l i c a n d o - a a ( 4 . 1) e depois 
po r t rocas convenientes de filas pa ra l e l a s 
chega-se a 

(4 . 2) 
d x 

= ( - l) r +* 
1 

X 

0 

A 

em que 0 represen ta a m a t r i z n u l a do 
t i p o 1 . (n — 1 ) , X a m a t r i z c o l u n a de ele
mentos o<«(» = 1 , • • • w ; i =fc r) e A o 
menor complemen ta r de x . A t e n d e n d o 
agora à d e f i n i ç ã o de de t e rminan te f a c i l m e n t e 
se p r o v a r e g r a . 

Posto is to cons ideremos o d e t e r m i n a n t e D 
de e lemento g e n é r i c o a i k . P o r d e f i n i ç ã o e le 
Ó i g u a l à soma dos t e rmos pares da sua 
m a t r i z menos os t e rmos í m p a r e s da mesma . 
Na lguns dos t e rmos o represen tan te da l i n h a 
i é a.'i, nou t ro s a i 2 , * - - n o u t r o s ó a i n . 
A soma dos t e rmos pares e í m p a r e s depois 
de m u l t i p l i c a d o s por — 1 que c o n t ê m a i t 

pode pois representar-se p o r ankf em que 
A] é independente de todos os e lementos da 
l i n h a i . A n à l o g a m e n t e pa ra a soma dos 
t e rmos que c o n t ê m o i 2 , etc. P o r o u t r o l a d o 
como todos os t e rmos t ê m de c o n t e r a l g u m 
elemento da l i n h a í podemos esc rever 

D = a,i + at 2 k2 + ••• + a i n k n . 

V a m o s p r o c u r a r de t e rmina r as constantes 
k j . D e r i v a n d o a igua ldade ac ima em o r d e m 
a Oij temos 

d D kj 

dD 

d Oij 

mas é o complemen to a l g é b r i c o de 
d ai j 

ai,. F i c a m pois de te rminadas as constantes 
e demons t rado o t eo rema de L A P L A C E . 

§ 5 . V a m o s agora i n t r o d u z i r o conce i to 
de derivada duma matriz o que nos p e r m i t i r á 
chegar a c o n c l u s õ e s interessantes . 

( l ) V I C E N T E GONÇALVES, C. de Á l g . Sup., 2.° v o l . 
(1950), pá g. Í 4 9 . 
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Seja A uma m a t r i z cu jos elementos s ã o 
f u n ç õ e s d e r i v á v e i s da v a r i á v e l x que toma 

-va lores em cer to c o n j u n t o X . Chamaremos 
de r ivada de' A em o r d e m a x , n u m ponto 
i n t e r i o r de , Y , à m a t r i z que de A se o b t é m 
subs t i tu indo cada elemento pela sua der ivada 
nesse pon to . Representaremos a der ivada de 

A em ordem a x por - — . 
d x 

Demons t ramos agora algumas p ropr i eda 
des da d è r i v a ç ã o de mat r izes que mais t a rde 
u t i l i z a r e m o s . 

Sendo 
A(x) = B(x)C(x) 

tem-se 

( 5 . 1 ) ± ± = ^ - C + B ^ . 
dx d x dx 

D e fac to o e lemento da m a t r i z A s e r á 

an = 2 c<** 

elemento da l inha i e coluna k é o com
p lemen to a l g é b r i c o do elemento da l i nha k 
e co luna i de A — x 1. E sendo B{x) a 
a d j u n t a de A —xl t em l u g a r a igua ldade 

( 6 . 1 ) { A - x I ) B { x ) = \ A - x l \ I . 

A t e n d e n d o à d e f i n i ç ã o de B (x) é f á c i l 
c o n c l u i r que cada elemento desta m a t r i z é 
u m p o l i n ó m i o de g r a u quando m u i t o n — 1 . 
P o r t a n t o pode escrever-se 

( 6 . 2 ) B (x) = Bx + B2 x"-* + 

+ ••• + Bn^i x + Bn 

com Bi matr izes cu jos elementos s ã o n ú m e 
r o s . 

E m B(x) s ó os elementos p r inc ipa i s s ã o 
de g r a u n — 1 , os restantes s ã o de g rau 
i n f e r i o r . E o coeficiente de a?"-1 nos elemen
tos p r inc ipa i s é precisamente ( — l ) n _ 1 . L o g o 

( 6 . 3 ) 

e de áik = V c * * + -2 6 i* c«* 8 6 

c o n c l u i (5 . 1). E f ác i l fazer a g e n e r a l i z a ç ã o 
pa ra mais de dois f ac to res . 

E m pa r t i cu l a r pondo B (x) = f ( x ) I temos 

d M x ) - f ( x ) C ( x ) + f ( x ) d C ^ 
d x d x 

C o m o a r e g r a de d e r i v a ç ã o do p rodu to 
duma f u n ç ã o po r uma m a t r i z é i d ê n t i c a à 
r e g r a de d e r i v a ç ã o do p r o d u t o de duas f u n 
ç õ e s , e ainda porque o p rodu to duma f u n ç ã o 
p o r uma m a t r i z é i g u a l ao p rodu to da m a t r i z 
pela f u n ç ã o , f ac i lmen te se c o n c l u i que se 
m a n t é m a f ó r m u l a de L E I B N I Z 

d k f ( x ) Cíx) 

dx" i=0 
= 2 (, ) /«(*) 

É evidente que 
d (A + B) _ d A dB 

d x dx dx 

§ 6 . É sabido que se chama ma t r i z 
adjunta da m a t r i z A — x l à m a t r i z c u j o 

§ 7 . Se ja A uma m a t r i z qualquer . Se A 
è r e g u l a r S (x) = j A — x I\ é d i f e ren te dé. 
zero para x = 0 e como ó uma f u n ç ã o con
t í n u a de x m a n t e r - s e - á d i fe ren te de zero em 
a lguma v i z i n h a n ç a deste pon to . Se p o r é m Ã 
é s i ngu la r teremos «S (0) = 0 . C o m o uni 
p o l i n ó m i o só t em zeros isolados exis t i r / 
a inda neste caso uma v i z i n h a n ç a de zer< 
( com o zero e x c l u í d o ) onde iS(x)=f=0. Qual* 
quer que seja A podemos pois sempre deter 
m i n a r uma v i z i n h a n ç a de zero ( exc lu indo est< 
se n e c e s s á r i o ) em qne S(x)^=0. Suponha 
mos pois que x^ va r i a nessa r e g i ã o . 

T e r e m o s 

(4 — x i ) A — x i y - i = i . 

D e r i v a n d o e pelas propr iedades a t r á s esta
belecidas temos 

d ( A - « / ) - > J 

d x 
— {A — x l ) - i + {A — x I ) 

donde 

<(A — >r< _ { A _ 
d x 
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V a m o s demons t r a r po r i n d u ç ã o a f ó r m u l a donde 

( 7 . 2 ) — : '•— = n ! {A — xiy-"-*. 
d x n 

E l a é v á l i d a para n — 1 como mos t ra 
( 7 . 1 ) . Suponhamo- la v á l i d a pa ra n = k: 

d" (A - a ? / ) - i 

d xk 
k\{A - xI)-i..-{A — xiy* 

(k + l f ac tores m a t r i c i a i s ) . 

D e r i v a n d o tem-se 

d*+i(A-xI)-i , T d ( A - x I ) - i 
. t l h " " ' " (A-xI)-i-- + 

d x k + 1 |_ dx 

+ ( A - x I ) - i - ± — 1 + . . . . 
d x 

P o r ( 7 . 1 ) 

d * + i ( ^ - . T / ) - I 
• k ! [(A - x 7 ) - 2 ( A - x 7 ) - ' • • • + 

d x k + i 

+ { A - x I ) - i ( A - x I ) - t ( A —x /)-' ... + ...] = 
— k l [ ( A — x 7 ) - f c - 2 + ( A - x 7 ) - * ~ 2 + . . . ] , 

C o m o no colchete h á k •+• 1 parcelas vem 

dk+UA - £ c / ) - i 
= (& + ! ) ! (.4 — a : / ) " * - 2 

que mos t ra que ( 7 . 2) é v á l i d a para a o r d e m 
A + 1 . F i c a pois a f ó r m u l a ( 7 . 2) comple ta 
mente demons t rada . 

§ 8 . Esc revendo T{x) em vez de {A—a?7)_1 

e S(x) em vez de | A — a ; 7 | da igua ldade 
(6 . 1 ) t ira-se 

B(x)= S ( x ) T ( x ) 

e pe la f ó r m u l a de L E I B N I Z 

2 ({)*»(•) 
a r ( . \ * / 

A t e n d e n d o a ( 7 . 2) podemos a inda escrever 
d " - < X ) = 7c ! 2 — S ( 0 (*) ( 4 - * / ) ' - * - ! 

rfi' . . t i 

( 8 . 1 ) ( ^ - a ? / ) * + i 
d 1 5 (x) 

d xk 

« i 
= k l ^ — S ^ ( x ) ( A — x i y 

i=0 

Se A é r e g u l a r podemos f a z e r x = 0 e v e m 

( 8 . 2 ) A*+* ( d " B ( ^ \ = 

\ d x k J x = 0 

* 1 

= k ! 2 -r- 5 ( 0 (») • 

Se A é s i ngu l a r vem de ( 8 . 1 ) 

l i m 
a:-»0 \ d x k J 

K 1 

= l ira ft ! 2 - r - 5 ( 0 ( * ) ( ^ — a ? / ) 1 

e po r evidentes r a z õ e s de con t inu idade t i ra-se 
novamente (8 . 2 ) : 

E n t r a n d o em ( 8 . 2) com o v a l o r de »SW(0) 
/ d k B (x)\ 

ind icado no § 3 e t i r a n d o ( v ' ) de 

(6 . 2) v e m " ' " ° 

( 8 . 3) Bn_k = 2 ( - I)' Sn-i A*, 

igualdade que p r e t e n d í a m o s d e m o n s t r a r e de 
.que o teorema de H A M I L T O N - C A Y L E Y / , se pode 
cons iderar caso p a r t i c u l a r . C o m e fe i to , f a 
zendo k = n — 1 e por (6 . 3) vem 

( - l ) » - « / 4 « = 2(~ lYSn.iA' 

OU 

( - 1 ) » A" + ( — l ) » - i Sy A*-* + 

+ S _ , A + S n I = 0 , 

i s to é, a matriz A anula o seu polinómio 
característico. Desta igua ldade t i ra-se 

* • 
2 ( - l ) ' S n - i ^ Í = 2 ( - l ) Í + I ^ n _ M < ( ^ 0 = l ) 
> = 0 
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pelo que (8 . 3) passa a escrever-se 

e se A é r egu l a r 

ou , pondo i — (A- + 1) = j 

(8 . 4) Bn_k = ( - 1)* 2 ( - S»-*-i-j A j 

/ - o 

que nos d á as matr izes coeficientes do desen
v o l v i m e n t o (6 . 2 ) . E m pa r t i cu l a r , fazendo 
k = 0 o b t é m - s e a m a t r i z a d j u n t a de A : 

Enquadramento sinóptico 
por j 

N o que se e x p õ e a seguir p r o c u r á m o s uma 
s i s t e m a t i z a ç ã o dos aspectos diferentes assu
midos pelo pensamento m a t e m á t i c o , com 
c a r á c t e r p r o v i s ó r i o de ponto de pa r t ida para 
estudos a p r o f u n d a d o s . N ã o bá a c o n t r i b u i ç ã o 
de i n t e r p r e t a ç ã o val iosa de a lgum dos aspec
tos apontados , nem esclarecimento per t inente 
de a l g u m pon to do tema, t ã o s ò m e n t e def i 
c i ê n c i a de e x p o s i ç ã o por f a l t a de d o m í n i o 
dos assuntos encarados . Mesmo assim pare-
ceu-nos a a p r e s e n t a ç ã o de interesse, quanto 
ao nexo a r t i c u l a r que nos e s f o r ç á m o s po r 
man te r , para quem desejar um esquema 
i n i c i a l de t r a b a l l i o , su je i to a f u t u r a s correc
ç õ e s , à medida que se p r o g r i d e . 

A i n s p i r a ç ã o veio p ro fundamen te de ((Con
sistency and Completeness* - F R A N K D E S U A 
— A . M . M . p á g . 295 — 1956, e a inda dos 

§ 9. Deduz imos a f ó r m u l a (8 . 4) só para 
0 caso de A ser r e g u l a r , mas ela é v á l i d a 
a inda para o caso de A ser s ingu la r . Efec
t ivamen te , sendo A s i ngu la r \A— -rj Z( anu-
la-se para 7j = 0 , mas exis te uma v i z i n h a n ç a 
e da o r i g e m , com esta e x c l u í d a , onde 
1 A — 7] / 1 =f= 0 . Designemos por £ ? „ _ * ( ? ) ) os 
coef ic ientes do desenvolv imento (6 . 2) ap l i . 
cado à m a t r i z A (Y j ) e= A — t] I e por S, (TJ ) 
os coeficientes do p o l i n ó m i o c a r a c t e r í s t i c o 
da mesma m a t r i z que s e r ã o p o l i n ó m i o s em T ) , 

Pa ra a m a t r i z A ( T J ) com í j e / ( 0 , e ) , "q^Q 
t e remos 

B„_» ft)=(- î / ' ^ i - i y s ^ . j A J i n ) 
j = 0 

t omando l imi t e s para TJ = 0 e po r r a z õ e i 
de con t inu idade o b t é m - s e novamente a f ó r 
m u l a ( 8 . 4 ) . 

cio pensamento matemático 
1. M. Gil 

t r aba lhos « K u r t Goede l e os P rob lemas da 
Fundamen tos da M a t e m á t i c a e a T e o r i a do 
C o n j u n t o s » — L . N E V E S R E A L - G . M . n . ° 41 

— 1 9 5 1 , e « O que ó uma A x i o m á t i c a 
— J . S E B A S T I Ã O E S I L V A — G. M n . ° 5 

— 1953, e « S o b r e a n ã o c o n t r a d i ç ã o d 
M a t e m á t i c a » — G O T T F R I E D K O E T H — G . M 

n . ° 58 — 1954, e aAspectos da Actua l idad 
M a t e m á t i c a » — A . P E R E I R A G O M E S — G . H 

n . ° 68-69-70-71 — 1957-1958. 

U t i l i z á m o s t a m b é m de per to « M e n c 
M a t e m a t i c s » — P A R A D I S E L O S T ? ( C A N T O ! 

E . T . B E L L — 1937, « L e s Fondements L o g 
ques des M a t h é m a t i q u e s » — E . VV. B E T 
— 1950, e os a r t igos de H A N S H A B J J — aIni 
n i t y » , de C A R L G . H E M F E L — « O n the natui 
o f mathemat ica l t r u t h », de R A Y M O N D L . W l 
D E R — « T h e ax iomat ic me thods , de E R N E J 
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N A G B L -\- J A M E S R . N E W M A Í I — « G o e d e l ' s 

p r o o f » , de O S W A L D V E B L E N + J . W E S L E Y 

Y o u > J G — «A. M a t h e m a t i c a l S c i e n c e » , de 
R I C H A R D V O N M I S E S — ( (Mathemat ica l Pos

tu la tes and human unde r s t and ings , de J . Vos 
N E W M A N — « T h e mathemat ic ians — em « T h e 
W o l d o f M a t h e m a t i c s » — N e w Y o r k , 1 9 5 6 , 
e t a m b é m « T h e Basic Concepts o f A l g e b r a i c 
L o g i c » - P . R . H A L M O S — A . M . M . p á g . 3 6 3 

— 1 9 5 6 , por vezes, de t ã o pe r to que f o r a m 
fe i tas t r a n s c r i ç õ e s comple tas , quando o todo 
se i n t eg rava sem d i f i cu ldade na e x p o s i ç ã o , 
enr iquecendo-a , e m b o r a o f a c t o n ã o este ja 
na a l t u r a apon tado . 

1 — A m a t e m á t i c a f o i t i da du ran t e m u i t o 
t empo , po r r a z õ e s de c o n f i a n ç a na c o n s t r u ç ã o 
e de sucesso imedia to nas d e s c r i ç õ e s , como 
isenta de contradição. A i n d a po r vezes o é , 
g r a t u i t a m e n t e . A cada uma das suas teor ias 
a t r ibui -se u m r i g o r t a l que afas ta a poss ib i l i 
dade de a l g u m a c o n t r a d i ç ã o . 

2 — A f o r m u l a ç ã o da « T e o r i a dos Con
j u n t o s » , i n c l u i n d o os c o n j u n t o s i n f i n i t o s , 
como f o i apresentada por C A N T O R , c o n d u z i u 
a c o n t r a d i ç õ e s — as an t inomias . 

N o en tan to , a n o ç ã o de c o n j u n t o t i nha 
s ido u t i l i zada l a rgamente na c o n s t r u ç ã o da 
A n á l i s e C l á s s i c a — estudo dos n ú m e r o s e 
das f u n ç õ e s de n ú m e r o s . N ã o s ó c o n j u n t o s 
finitos, mas t a m b é m c o n j u n t o s i n f i n i t o s , po r 
o p o s i ç ã o aos c o n j u n t o s finitos, e a mui tos 
destes t inham-se estendido as p ropr iedades 
daqueles. 

3 — P r o p ô s - s e como a c e i t á v e l — F R E G E , 
1 8 7 9 , e R U S S E L L , 1 9 0 1 — a d e f i n i ç ã o de 

n ú m e r o c a r d i n a l n : — a classe, de f in ida pela 
p r o p r i e d a d e c o m u m a todos os c o n j u n t o s 
equivalentes a um dado c o n j u n t o . Sustenta-se 
que a p r o p r i e d a d e c o m u m aos c o n j u n t o s 
considerados define um c o n j u n t o — classe 
— com u m ú n i c o e lemento , a que se d á o 
nome de n ú m e r o c a r d i n a l . A « p r o p r i e d a d e » 

ó assim suf ic iente pa ra d e f i n i r a lguma coisa , 
para g a r a n t i r a existência d u m c o n j u n t o , 
vazio ou n ã o . 

Claramente a e x i s t ê n c i a d u m c o n j u n t o f i c a 
assegurada com a i n d i c a ç ã o de todos os seus 
elementos, mas no caso de c o n j u n t o s i n f i n i t o s , 
po r o p o s i ç ã o aos finitos, a d e t e r m i n a ç ã o n ã o 
é e x e q u í v e l po r este processo. 

E s t á i nd i cado d e f i n i r um destes c o n j u n t o s 
compreens ivamente p o r uma p r o p r i e d a d e 
c o m u m e exc lus iva dos seus e lementos . 

Para d e f i n i r um c o n j u n t o i n f i n i t o p rec i sa 
mos dum universo sem r e s t r i ç õ e s . 

U m a p r o p r i e d a d e seguramente def ine u m 
c o n j u n t o num universo r e s t r i t o de r e f e r ê n c i a , 
i s to ó, tem nele uma extensão, quando ó 
p o s s í v e l reconhecer em cada e lemento do 
universo a p a r t i c i p a ç ã o ou n ã o p a r t i c i p a ç ã o 
dessa p ropr i edade . Es te r econhec imen to é o 
processo c o n s t r u t i v o do c o n j u n t o . 

O processo pode f a l h a r na c o n s t r u ç ã o dos 
con jun tos i n f i n i t o s . 

A d m i t a m o s um un ive r so de r e f e r ê n c i a sem 
r e s t r i ç õ e s . A e x t e n s ã o da p r o p r i e d a d e p 
obter-se-ia m a r c a n d o os ob jec tos que a 
manifestassem. O processo n ã o exige a m a r 
c a ç ã o da p r ó p r i a e x t e n s ã o , como ob jec to do 
universo de r e f e r ê n c i a , p o r q u e p re tende 
s implesmente i n d i v i d u a l i z á - l a ; quer tenha a 
p ropr i edade quer n ã o , co lho-a sempre , sem
pre a i n d i v i d u a l i z o . A e x t e n s ã o da p r o p r i e 
dade p pode te r , ou n ã o , a p rop r i edade p . 
O processo ind icado para a sua d e t e r m i n a ç ã o 
n ã o exige que me p r o n u n c i e sobre o f a c t o . 
Supondo uma m a r c a ç ã o por t i r a g e m , t i r a r i a 
sempre o c o n j u n t o e x t e n s ã o de p , sem, 
possivelmente , me te r p r o n u n c i a d o sobre 
esse elemento do universo de r e f e r ê n c i a . 

A poss ibi l idade de p r o n u n c i a ç ã o a respe i to 
da p ropr iedade p depende me*mo da a t i tude 
tomada em r e l a ç ã o ao universo de r e f e r ê n c i a . 

Como há possivelmente f a l t a de p r o n u n 
c i a ç ã o a respei to dum ob jec to do un ive r so 
de r e f e r ê n c i a , n ã o ficará c o n c l u í d a a cons
t r u ç ã o do c o n j u n t o e x t e n s ã o da p r o p r i e d a d e 
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p .. O processo usado, em ge ra l , n ã o garante 
b acabamento da c o n s t r u ç ã o , nem a exis
t ê n c i a de con j u n t o s i n f i n i t o s . 

A d e f i n i ç ã o compreens iva dum c o n j u n t o 
i n f i n i t o e x i g i r i a ainda uma escolha das p ro 
priedades de f in idoras em r e l a ç ã o à L ó g i c a 
usada na c o n s t r u ç ã o do c o n j u n t o . 

H á con jun tos que t ê m a p ropr iedade de 
n ã o serem elementos deles p r ó p r i o s ; po r 
exemplo , qua lquer c o n j u n t o de objectos 
mater ia i s da mesma natureza, ou um c o n j u n t o 
de rectas dum p lano . Es ta p ropr iedade n ã o 
def ine um c o n j u n t o , quando se u t i l i za a 
L ó j í i c a de A r i s t ó t e l e s — B . R U S S K L . 

C la ramente , supondo que existe o c o n j u n t o 
<S dos con jun tos com a p ropr i edade de n ã o 
serem elementos de eles p r ó r i o s , é «S sub
c o n j u n t o de S , i s to é , os elementos de S 
s ã o elementos dele p r ó p r i o — propr iedade 
g e r a l dos c o n j u n t o s ; mas, se S è e lemento 
de S, t em a p ropr i edade de n ã o ser ele
mento de ele p r ó p r i o , c o n t r a a p ropr iedade 
g e r a l ind icada . A h i p ó t e s e da e x i s t ê n c i a de 
S é absurda . Segundo a L ó g i c a de A r i s t ó 
teles o c o n j u n t o S n ã o exis te . 

H á n ú m e r o s que sat isfazem a d e f i n i ç ã o de 
n ú m e r o o r d i n a l , mas, no sentido apontado, 
n ã o ex is te o c o n j u n t o dos n ú m e r o s o rd ina i s . 
A p rop r i edade de ser « n ú m e r o o r d i n a l » n ã o 
é de f in ido ra de c o n j u n t o — B U R A L I - F O K T I . 

E x i s t e m c o n j u n t o s finitos mas a p r o p r i e 
dade de « s e r c o n j u n t o » n ã o é de f in idora de 
c o n j u n t o . No sent ido cons iderado , n ã o existe 
o c o n j u n t o de todos os con jun tos — C A N T O R . 

A poss ib i l idade de d e f i n i ç ã o por compreen
s ã o é l i m i t a d a pela L ó g i c a asada, sob a 
f o r m a de regras de d e d u ç ã o . 

S K O L E M demons t rou a e x i s t ê n c i a de con
j u n t o s de n ú m e r o s sem p ropr i edade d e f i n i 
do ra na L ó g i c a de A r i s t ó t e l e s . 

B K R R Y e R I C H A R D i so l a r am n ú m e r o s finitos, 
cons t i tu indo u m c o n j u n t o n u m e r á v e l , que 
n ã o f o r m a r i a m um c o n j u n t o . Ace i t ando a 
e x i s t ê n c i a de c o n jun to s n u m e r á v e i s , a L ó g i c a 
de A r i s t ó t e l e s — a usada — n ã o permi te deci

d i r se os n ú m e r o s gozam da p rop r i edade de 
ser c o n j u n t o ou n ã o . P o r serem c o n j u n t o 
n u m e r á v e l ser iam c o n j u n t o , po r o u t r o lado 
n ã o sat isfazem a d e f i n i ç ã o de c o n j u n t o . 

A p rop r i edade d e f i n i d o r a pode ser t a l que 
a l ó g i c a usada n ã o seja suficientemente i n f o r 
m a d o r a a respei to da p a r t i c i p a ç ã o dela po r 
u m dado ob jec to . Esta d e c i s ã o pode exceder 
a capacidade da l ó g i c a usada. 

A d e f i n i ç ã o de c o n j u n t o por c o m p r e e n s ã o 
s ó ó a c e i t á v e l , em g e r a l , como a x i o m a 
— o A x i o m a da C o m p r e e n s ã o . 

A e x t e n s ã o duma p rop r i edade e c o n j u n t o 
terão_^ de ser n o ç õ e s d i fe rentes , podendo 
c o n v i r ao mesmo o b j e c t i v o em casos par
t i cu l a re s . 

4 — O p rob l ema f u n d a m e n t a l de encon t r a r 
processo de d e f i n i ç ã o d u m c o n j u n t o , que n ã o 
seja finito, ficou l igado ao p rob l ema da exis
t ê n c i a das entidades m a t e m á t i c a s . 

A c o n s t r u ç ã o dum c o n j u n t o i n f i n i t o por 
m a r c a ç ã o dos elementos d u m universo de 
r e f e r ê n c i a , sem r e s t r i ç õ e s , pode considerar-se 
l e g í t i m a , se entendo que as entidades mate^ 
m â t i c a s tem e x i s t ê n c i a independentemente d^ 
n ó s , independentemente de as cons t ru i rmos 
ou n ã o . O universo de r e f e r ê n c i a do pensai 
men to , na sua ma io r l a t i t ude , c o n t e r á toda^ 
a8 entidades m a t e m á t i c a s , i n c l u i n d o o p r ó j 
p r i o c o n j u n t o . A s s i m sou ob r igado a pronuiv 
c iar -me sobre se tem ou n ã o a p ropr iedad^ 
d e f i n i d o r a . O p rob l ema de f u n d o é o d | 
l eg i t im idade da c o n c e p ç ã o de t a l universo! 
que t e r á de ser pos tu lado — P r i n c i p i o d l 
A b s t r a c ç ã o , sem r e s t r i ç õ e s . 

Se suBtento que as ent idades m a t e m á t i c a ^ 
exis tem s ó porque as cons t ruo , o con jun t t j 
que p r o c u r o c o n s t r u i r ainda n ã o existe , nãtj 
é e lemento do universo em r e f e r ê n c i a , e nã4 
t e r e i de p ronunc ia r -me sobre ele. PrecistJ 
apenas de encon t ra r processo — uma cons^ 
t r u ç ã o — de colher todos os objec tos conl 
a p rop r i edade de f in ido ra . Se t a l c o n s t r u ç ã t j 
exis te , o c o n j u n t o p r o c u r a d o exis te . O cofl4 
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junto se rá a extensão da propriedade p, 
se se provar por outra cons t rução que os 
objectos, não colhidos, não tem a proprie
dade p . 

O problema fundamental é agora definir 
as cons t ruções legí t imas, as regras que pro
duzem os elementos do conjunto. 

Uma cons t rução que conduza a um objecto 
do universo de re fe rênc ia não é definidora 
de novo conceito. Não poderei construir 
conjuntos com a propriedade de serem ele
mentos de eles p rópr ios . 

Todas as propriedades são definidoras de 
conjunto por cons t rução , incluindo o con
junto vazio. 

Também se negou a existência de conjun
tos como ex tensão de algumas propriedades, 
porque conduzia a con t r ad i ções ; o que equi
vale a afirmar que existem os conceitos que 
não conduzem a cont radições , segundo as 
regras de inferência usadas. 

5 — 0 pensamento matemát ico triparte-se 
assim, quanto à natureza e exis tência dos 
seus objectos, em: atitude realista ou plató
nica — a de CASTOR e outros — os objectos 
do pensamento matemático existem indepen
dentemente da cons t rução ma temá t i ca ; ati
tude intuicionista — a de K A N T , K R O N E C K E K , 
B R O U W E K , W E I L e outros — os objectos do 
pensamento matemát ico são cons t ruções de 
pura intuição, existem quando são cons t ru í 
dos com um número finito de operações ele. 
mentares legí t imas; e a atitude nominalista 
ou logística — a de PEANO, R U S S E L L e ou
tros — os objectos do pensamento matemático 
são simples sinais desligados da realidade ou 
de puras intuições, e combinações destes 
segundo regras bás icas ; existem quando não 
conduzem a cont rad ição . 

6 — Qualquer das atitudes procura desem-
baraça r - se das cont rad ições , procura jus t i f i 
car as suas teorias pela garantia da não-
-con t rad ição . 

No realismo, acredita-se na exis tência dos 
conjuntos e esclarece-se o conceito de «p ro -
priedade» ou de «condição», para evitar 
paradoxos; no intuicionismo, legitimam-se 
as const ruções que não conduzem a contra
d i ção ; no logicismo, adraitem-se as combina
ções de sinais que não são con t rad i tó r i a s . 

Ora a cont rad ição entende se dentro da 
lógica usada, das regras de inferência admi
tidas vál idas . Estas regras de in fe rênc ia 
precisam de ser convenientemente escolhi
das, para garantir que a cont rad ição obser
vada provem da teoria formulada, e n ã o das 
regras de inferência usadas. A Lógica pre
cisa de ser convenientemente formulada para 
evitar que crie cont rad ições . 

Se chamarmos «proposição» a toda a frase 
declarativa a respeito de algum facto, parece 
daí decorrer naturalmente que a cada propo
sição se poderá atribuir ou o valor 1, quando 
a declaração feita é verdadeira, ou o valor 
O, quando a referida dec la ração é falsa. 
Qualquer proposição te rá um, e um só , des
tes valores. 

Se não impuser res t r ições na f o r m a ç ã o 
das proposições, poderei formar p ropos ições 
a respeito de proposições , frases a respeito 
de proposições de valor lógico bem definido. 
E isto sucede frequentemente. 

E possível encontrar, en tão , frases que 
seriam proposições , quanto à cons t rução , e 
que não têm valor determinado. Assim a 
declaração a respeito da própr ia propos ição 
— «Esta proposição é fa lsa» . Se é realmente 
falsa, a declaração é de valor 1 ; se é verda
deira, a dec la ração seria de valor 0. 

As regras de cons t rução das propos ições 
devem ser restringidas de modo a evitar 
construções que conduzam a estas dif icul
dades. 

A lógica precisa de ser estudada conve
nientemente de modo a determinar as restri
ções própr ias . A Lógica de Aris tó te les fo i 
edificada para conjuntos finitos e baseada na 
experiência com conjuntos finitos, nada ga-
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rante a sua aplicabilidade aos conjuntos infi
nitos. Reconheceu-se que nenhum sistema de 
inferência , convenientemente restringido, po
dia criar por si contradições. São eBtas res
tr ições que é preciso procurar e estudar. 

É preciso pensar correctamente — inferir 
devidamente — e sobre o que não é contra
di tór io , o que não conduz a cont rad ição . 

7 — As demonst rações construtivas do in-
tuicionibmo abandonaram o Princípio do 3.° 
Exclu ído da Lógica de Aris tóteles . O intui-
cionismo supõe que esta res t r ição aos prin
cípios intuitivos do raciocínio é suficiente 
para a eliminação das contradições numa 
teoria. 

A af irmação V n [ i ° ( n ) ] significa que existe 
um processo construtivo — uma const rução — 
que permite verificar a propriedade p em cada 
inteiro positivo n; a af irmação J n [não^? («)] 
é a da existência duma cons t rução de n , sem 
a propriedade p. Se n é construível de 
modo a ter a propriedade p , também pode 
acontecer ser construível sem ter a proprie
dade p . O facto de ter a propriedade p 
nada adianta à informação de não ter a 
propriedade p. Este segundo facto não 
se pode infer i r , tem de ser verificado cons
trutivamente. 

Por assim dizer são as propriedades que 
são definidas construtivamente e não se nega 
a possibilidade de duas construções serem 
satisfeitas pelo mesmo elemento, convirem 
ao mesmo inteiro positivo. 

São admissíveis proposições a respeito 
das quaia não faz sentido ser verdadeiro 
ou falso. 

8 — Esta ideia da imposição de res t r ições 
ao raciocínio intuitivo fo i bastante explo
rada. 

Procurou-se descobrir as res t r ições sufi
cientemente fortes a impôr ao raciocínio 
intuit ivo para impedir a cont radição , mas 
suficientemente fracas para permitir o desen

volvimento da matemática, pelo menos legi
timar a cons t rução j á feita. 

São exemplos dessas restr ições : a teoria 
dos tipos lógicos de RUSSELL, a teoria dos 
tipos lógicos simplificada de RAMSEY, a teo
r ia da estrat i f icação de Q U I N E , as axiomáti
cas da teoria dos conjuntos, de ZEKMELO e 
outros. 

A adequação dos sistemas lógicos para 
construir com eles a matemática clássica tem 
sido apresentada ou integrando a matemática 
c láss ica , quanto à der ivação, no própr io sis
tema considerado — W H I T E H E A D -+- RCSSELL 
em «Principia» ; ou provando que todo o 
teorema que se pode derivar com um dos 
sistemas lógicos — «Principia», por exemplo 
— também pode ser derivado com o sistema 
em causa. 

A primeira apresentação exige a formali
zação da própr ia matemát ica e a segunda 
suspende a resolução da existência de con
t rad ição no desenvolvimento da matemática, 
transferindo-a para a decisão na const rução 
com outro sistema lógico diferente, eventual
mente mais esclarecedor. 

9 — Escolhido um sistema de derivação 
adequado, haverá que provar por métodos 
«inatacáveis» que as res t r ições determinantes, 
impostas ao raciocínio, são suficientemente 
fortes, isto é, a matemát ica construída de 
acordo com elas é isenta de contradições. 
Isto exige provar a compatibilidade dum 
sistema formal , quer dizer, duma teoria, 
cujos termos foram analisados de modo a 
reduzir a axiomas todas as suas propriedades 
com importância na dedução de teoremas. Os 
termos ficam assim reduzidos a mera forma, 
que permite reconhecê-los , mas despidos de 
qualquer significado concreto. São como 
«palavras» sem significado, puras colecções 
de sinais. 

A lógica do sistema é também explicita
mente incorporada sob a forma de axiomas 
e de regras de inferências, expressas por 
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símbolos de preferência à forma verbal. 
Todo o estudo do sistema se reduz a ques
tões de forma ou estrutura — questões de 
sintaxe. O desenvolvimento do estudo do 
sistema constitui a «sintaxe da teorias, de 
que o sistema resultou. 

A atr ibuição de significado concreto aos 
termos dum sistema formal , e forma verbal 
às regras de inferência admitidas, constitui 
ama 8emantização do sistema. 

A a teorias axiomatizadas — sistemas intui
tivos vulgares, com termos primitivos rechea
dos de significação nas deduções — e as 
axiomát icas — sistemas de termos primitivos 
indefinidos e regras de dedução em forma 
verbal — são sistemas semânt icos . 

A axiomatização duma teoria e a cr iação 
duma axiomática , de que a teoria seja sis
tema semânt ico, são passos sucessivos para 
a formal ização da teoria, sua t r a n s f o r m a ç ã o 
em sistema formal . 

As axiomát icas são sistemas semiformali-
zados. 

10 — Vejamos como se opera uma axio
mat ização . 

Isolam-se as propriedades dos termos da 
teoria que têm impor tância na dedução das 
propriedades apresentadas pelos termos. 
Reduzem-se os termos da teoria a sinais e 
enunciam-se como axiomas as propriedades 
isoladas. As regras de inferência , que permi
tem passar dos axiomas para os teoremas, 
são reduzidas a axiomas explícita ou implici
tamente e verbal ou simbolicamente. No 
último caso a formal ização fica completa. 

A teoria concreta em estudo é agora uma 
Bolução ou um modelo da axiomática criada. 

É conveniente que os axiomas sejam no 
número minimo que permite todo o desen
volvimento da teoria e além disso indepen
dentes e compat íveis . 

11 — A compatibilidade só pode ser esta
belecida com a completa formal ização da 

teoria e passa a constituir objecto fora dela. 
Teremos assim teorias da compatibilidade 
das teorias, designadas por metateorias. 

A existência dum modelo da ax iomát ica é 
uma relativa garantia de compatibilidade. 
A axiomática é compat ível , se soubermos 
sê-lo o sistema concreto solução. Os axiomas 
transformam-se agora em propriedades dos 
termos, dos objectos do modelo. Se no mo
delo não se encontram simultaneamente duas 
propriedades cont rad i tór ias , na ax iomá t i ca 
não se rá possível deduzir dois enunciados 
válidos e con t rad i tó r ios . 

12 — A possibilidade duma d e m o n s t r a ç ã o 
da compatibilidade por ap rox imações con
duziu à r edução do estudo da não -con t r ad i -
ção da Análise Clássica ao da não -con t r ad i ção 
da Ari tmét ica , a uma ar i tmet ização da A n á 
lise. 

A compatibilidade de grandes partes da 
Anál ise Clássica f o i , por processo conve
niente, reduzida à compatibilidade da a r i tmé 
tica dos números inteiros naturais. Como as 
propriedades usuais dos números naturais 
— a Aritmética — podem deduzir-se da A x i o 
mática de PKAXO por meio das regras da 
Lógica Clássica — a de A R I S T Ó T E L E S — , 
aquela compatibilidade ficou dependente da 
compatibilidade duma teoria dos conjuntos, 
suficientemente restringida, para permit i r a 
sua der ivação daquela axiomática. 

As definições dos números reais e dos 
números imaginár ios e a dedução das suas 
propriedades exige a junção do axioma lógico 
da escolha — ZERMELO — ao sistema consti
tuído pela Axiomática de PEANO e Lóg ica 
Clássica. 

Podemos agora definir nestes conjuntos 
numér icos as noções de função , l imite, deri
vada e integral. Toda a Análise Clássica é 
deduzível da Axiomática de PEANO pelas 
regras da Lógica Clássica e o Axioma de 
ZERMELO. Todo o conceito da Anál ise C lás 
sica pode ser definido pelos t rês termos pr i -
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mitivos de PEAXO e toda a propriedade 
matemát ica da Análise Clássica se pode 
deduzir dos cinco axiomas de P E A X O . 

Não se pode afirmar a dedutibilidade a 
part ir da Axiomática de PEANO de qualquer 
propriedade dos números naturais. Reconhe-
ceu-se a possibilidade de formular proprie
dades dos números naturais estranhas a 
qualquer axiomática da Aritmética, o que dá 
o carác te r de incompletude às axioinatiza-
ções da Ari tmét ica como axiomáticas com
pletas da teoria dos números naturais. 

Demonstrada a compatibilidade da Axio
mát ica de PEAXO fica garantida a não-con-
t rad ição do seu modelo Ari tmét ica, construída 
com a Lógica Clássica, e do seu modelo 
Aûâl ise Clássica, construída com a Lógica 
Clássica e com o Axioma de ZERMELO. 

13 — H I L B E R T formulou uma teoria geral 
da demons t ração da compatibilidade dum sis
tema de axiomas, sem recorrer a modelos da 
axiomática, portanto capaz de dar «provas 
absolutas» da compatibilidade. 

O método partia da formalização completa 
da axiomática e a demons t ração consistiria 
na análise de factos estruturais das expres
sões produzidas por um cálculo, legitimado 
pelas regras de inferência, aplicado aos sinais 
representativos dos termos da teoria em ques
tão . O r igor era mantido com a produção de 
expressfies do cálculo — fórmulas — por pro
cesso finirista : à custa de noções finitas e 
cons t ruções completamente exequíveis. A 
análise dos processos de cons t rução das fór
mulas e das suas propriedades isolaria um 
critério para reconhecer se dada fórmula 
seria ou não possível resultado dum cálculo 
operacional legitimado na metateoria. 

Há aqui duas operações essenciais: a for
malização da axiomática e a e laboração duma 
metateoria. 

14 — Vejamos como se faz a formal ização , 
se cria um sistema formal . 

Considera-se um conjunto de símbolos, 
que poderão ser em número inf ini to. Qual
quer disposição linear, finita, destes símbo
los, com ou sem repet ição , constitui uma 
fó rmula . As fórmulas repartem-se por dois 
conjuntos disjuntos: o das fórmulas bem 
cons t ru ídas (f. b. c.) e o das fórmulas vãs , 
ou i legít imas. 

Numa in te rpre tação semântica do sistema 
formal , em cons t rução , só as f. b. c. adqui
r i r ão significado. 

As f. b. c. serão definidas por recor rênc ia 
e s in tàc t icamente , portanto, unicamente pela 
sua estrutura. Além disso indicar-se-á um 
processo finito de reconhecer se uma fórmula 
é, ou não , f. b. c. 

Vejamos agora o desenvolvimento do sis
tema. 

Escolhe-se um subconjunto de fórmulas 
bem construídas para axiomas do sistema 
— não ó possível falar de evidência destes 
axiomas, uma vez que as fórmulas foram des
pidas de todo o significado- Novas fórmulas 
bem cons t ru ídas são derivadas dos axiomas 
por apl icação de regras de inferência, defi
nidas por recor rênc ia , s intàct icamente e por 
processos finitos. 

Por «demonstração» entende-se uma se
quência finita de f. b. c , cada uma das quais 
ó um axioma ou se obteve das anteriores 
fó rmulas da sequência por aplicação das 
regras de inferência . 

A última fórmula duma demonst ração ó 
por definição um «teorema». 

Escreve-se I— -A para indicar que A é um 
teorema ou que A é deduzível no sistema. 

Dada uma sequência de fórmulas , há pro
cesso efectivo de saber se constitui, ou não , 
uma demons t ração ; geralmente, dada uma 
fórmula , não há processo geral de determi
nar se é, ou não , um teorema. 

15 — Exemplifiquemos com uma das pos
síveis formalizações do Cálculo Proposicio
nal, subteoria da Lógica Elementar. 
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Símbolos — as letras minúsculas do alfa
beto, com e sem linhas : a,ô,c,« • • ; a',b',c', • • • ; 
a", b", c", • • • ; os p a r ê n t e s i s : ( . e tam
bém ) ; o símbolo de negação - ; e o sím
bolo de d is junção V . 

F ó r m u l a s — qualquer disposição seguida 
destes símbolos, por exemplo: V ))a'~. 
E f. b. c. qualquer letra, com linha ou sem 
linha. Se A e B são fó rmulas bem cons
t ru ídas , então — A e (AV B) também são 
f. b. c. 

Axiomas — uma infinidade de sistemas de 
axiomas dados pelo esquema seguinte: 
1) { A V ~ ( A V A ) ) i 2) ( ( - F V C ) V B) ; 
3) ( ~ ( Z > V ~ F ) V ( ~ F V F ) V ( F V D)) em que 
A,B,C,D,E e F representam f. b. c. 
Cada escolha particular dos f. b. c. dá ori
gem a um sistema de axiomas. 

Regra de In fe rênc ia — das duas fórmulas 
O e (~CrV H) infere-se que H é f. b. c. 

Exemplo duma demons t ração : 

TEOREMA. | — ( r V - r ) . 
1 — (~ r V - (~ r V ~ r)) é f . b. c , porque 

se obteve do axioma (1) substituindo A 
por ~ r . 

2 — (~ (~ r V - (~ r V - r ) ) ) V ( « ( ( - r V - r ) 
V r ) V ( r V - r ) ) ) è f . b. c, porque se 
obteve do axioma (3), substituindo D por 
~ r , E por (~ r V ~ r ) e F por r . 

3 - 1 — ( ~ ( ( ~ r V - r ) V r ) V ( r V . r ) ) - < 
f . b. c , por inferência. 

Partindo agora de 

1 - (~ ( ( - r V ~ r ) V r ) V ( r V - r ) é f . b . c , 
por ser u/n teorema. 

2 — ((— r V - r ) V r ) é f . b. c., porque se 

obteve do axioma (2) substituindo B 
por r e C por ~ r . 

3 — I — ( r V ~ r ) é f . b. c., por inferência. 

16 — A definição dos s ímbolos - » , A 6 D 
na axiomát ica permite fazer simplificações 
nas fó rmulas e dar e x p r e s s ã o simbólica à 
regra de inferência . 

Usaremos (A -» B) como abreviatura de 
(~ 4 V B) e (A A B) como abreviatura de 
(~ (~ A V - B)). Consequentemente {A B) 
e (A A B) são f. b. c. O sinal ZD é simples 
indicação de inferência ou de subs t i tu i ção 
duma fórmula pela abreviatura correspon
dente. Com A ZD B indicaremos que B f o i 
inferida de A , ou que se substituiu A por 
B, para efeito de simplif icação. Assim 

B ) Z ) ( A - B) 
e 

(~(~A\/~B))i3(A A B). 

A regra de inferência traduz-se agora pela 
Regra do Corte ou da Simplif icação : 

(A A {A -* B)) 3 B 

que pode ler-se : concluiu-se B por corte 
do A 

{A A (A B)) ZD B . 

Apliquemos estas simplificações à demons
t ração de que, se E e F são f. b. c , e n t ã o 
I — (EV F)-(FV E). 

Substituindo D por E no axioma (3), 
vem 

((- (E V ~ E) V (~ (E V F) V ( F V E))) 

ou 
P V ~E) - p v F ) - (fV E))). 

Como é I — ( E W ~ E ) , temos 

(EW ~ E) A ((E V ~ E) -* ((E V F ) - ( F V F ) ) ) 
ZD ( (F V F) - ( F V F ) ) . 

17 —Vejamos porque ó que o sistema 
formal construído é uma sintaxe do Cálcu lo 
Proposicional. É equivalente a mostrar que 
o Cálculo Proposicional é uma semant ização 
do sistema formal . 

As letras podem ser subst i tuídas por pro
posições (ou enunciados) — frases declarati
vas com um dos valores lógicos zero ou 1. 

O símbolo ~ pode ser subst i tuído pelo 
conectivo lógico « n ã o » ; o símbolo V pode 
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ser substi tuído pelo conectivo lógico «ou . . . 
ou» e as fórmulas transformam-Be em com
posições de propos ições . 

Os termos assim considerados satisfazem 
os axiomas apontados. A cada f. b. c. cor
responde biunlvocamente uma composição 
de proposições válida — um teorema do Cál
culo Proposicional. 

18 — Encaremos o problema da compati
bilidade. • 

Um sistema formal diz-se compatível (às 
vezes consistente) se nele não há alguma 
f. b. c , A , para qual sejam I — A e I — ~ A , 
isto é, A e - A teoremas. 

Desenvolvamos uma metateoria que nos 
assegure a não construtibilidade de A . 

Se no sistema fossem deduziveis | — A e 
I — - A , en tão o axioma (2) permitia escrever, 
com - A em vez de B , ((- {~A)VC)\I~ A) 
para qualquer C f. b. c. Como (~ ( - A) V C) 
e ~ A são f. b. c. é 

I — { { ~ { ~ A ) \ I C)M ~A)^{~A\I{~ (~A)VC)) 
e 
( ( - ( - ^ 4 ) V C)V ~A)t\(S{~(~A)VC)V~A)-+ 

_ ( _ ^ V ( ~ ( ~ 4 ) V ° ) ) ) ^ 
3 ( - A\l (~(~A)M C))^>A^{~A-+C). 

Assim de I — A vem 

A A (4 -+ (~ A - (?)) r> (- A -* C). 

De I — ~A vem - A A (~ A -» C) 3 C. 

Qualquer f. b. c. C é no sistema I — C , é 
deduzível no sistema. 

Suponhamos que possuímos regra de valo
rizar as fórmulas do sistema, isto é, de atri
buir a cada f. b. c. um e só um dos valores 
««» ou «.vu, de modo que, se A tem o va
lor a u » , ~ A te rá o valor ««» , e recipro
camente; se A ou B tem o valor «M» , 
então AV B t e rá o valor «u» ; se A e B 
têm o valor «v» , então A V B te rá o valor 
«u» . 

Cada valor ização determina para cada 
fórmula um dos valores possíveis e pode 

acontecer que alguma fórmula A seja sem
pre de valor «u» , qualquer que seja a va
lor ização considerada. Diz-se que A é uma 
identidade lógica ou uma tautologia. Se A , 
qualquer que seja a valor ização, é sempre 
de valor «u», diz-se uma cont radição lógica. 
Quando A toma umas vezes o valor «u» e 
outras o valor «r> , conforme a valorização 
do sistema, diz-se fórmula anfó te ra . 

Cada semantização do sistema determina 
uma valor ização por meio da verdade ou fal
sidade da expressão traduzida pela f ó r 
mula. 

A fórmula (~(~AVA)) qualquer que seja 
o valor de A , é semanticamente um enun
ciado falso, e consequentemente (—AW A) é 
semanticamente um enunciado verdadeiro. 

As tautologias são fórmulas semantica
mente verdadeiras, quaisquer que sejam os 
valores dos componentes. 

Verifica-se que os axiomas (1), (2) e (3) 
são tautologias, e que, se A e (~ AV (?) são 
tautologias, também G é tautologia. 

A regra de inferência conserva a tautolo
gia. Consequentemente todos os teoremas do 
sistema são tautológicos. 

Ora p V q é uma f. b. c , e, portanto, um 
teorema, na hipótese de qualquer f. b. c. o 
ser ; mas não é tautológica, o seu valor 
semântico depende dos valores de p e 
de q . 

O absurdo resultou da suposição da exis
tência de algum A, talque I — A e I — - A . 
Concluiremos que no sistema não há alguma 
f. b. c , A, com I — A e I A. 

19 — O Cálculo Proposicional fica assim 
devidamente fundamentado, à H I L B E R T : não 
há nele contradição possível , a prova forne
cida é absoluta. 

Demonstra se também que o sistema for
mal, que o fundamenta, ó completo, no sen
tido de que para qualquer f. b. c. A, ou 
I — A ou o sistema torna se incompatível con
siderando A como um axioma adicional. 
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20 — Vejamos disto o que é possível fazer, 
para a fundamen tação da Matemát ica . 

Segundo a or ientação apontada, havia que 
construir um sistema formal , adequado para 
a der ivação da matemát ica , e além disso 
compat ível e completo (qualquer proposição 
matemát ica seria decidível , no sentido de ser 
af i rmável ou negável ) . 

F K E G E , W H I T E H E A D e R U S S E L L cons t ru í ram 
sistemas formais adequados à derivação da 
Matemática en tão existente. Não pensaram 
em garantir a adequação à der ivação de 
quaisquer desenvolvimentos futuros. 

Alguns destes sistemas foram apresenta
dos como compat íve i s . Por exemplo: «Princi
pia Mathemat ica» de R U S S E L L e W H I T E H E A D , 
«Lógica Matemática» de Q U I N E , sistemas de 
B E R V A Y S , de F K A E N K E L , de G Õ D E L , de V O N 
N E U M A N N , e de Z E K M E L O . 

Não fo i possível demonstrar, à H I L B E K T , 
a compatibilidade suposta, mas tem-se como 
muito p rováve l . 

A compatibilidade de alguns outros siste
mas formais fo i sucessivamente estabelecida, 
mas estes sistemas não são adequados à deri
vação de toda a ari tmética dos números natu
rais. São assim formal izações parciais da 
Ari tmét ica . Por exemplo, POST, em 1921, 
demonstrou a não-con t rad ição do Cálculo 
Proposicional, e a sua completude, entendida 
em certo sentido ; H I L B E K T e A C K E R M A N N , 
em 1928, demonstraram a não-contradição 
do Cálculo Funcional de primeira ordem, e, 
em 1930, G O E D E L provou, de certa maneira, 
a sua completude; T A R S K I demonstrou a 
não-cont rad ição e completude da ar i tmética 
dos números reais e da geometria elementar. 

Em 1931, G O E D E L , com os seus trabalhos, 
esclareceu as l imitações dos métodos usados 
na metamatemát ica , tal qual foram criados por 
H I L B E R T . G O E D E L , trabalhando com sistemas 
formais cons t ru ídos a part ir dos axiomas de 
PEANO, ou com sintaxe suficientemente rica 
para permitir a der ivação daqueles axiomas 
— como acontece com sistemas relacionados 

com Principia Mathematica, adequados à de
r ivação , não só da Anál ise Cláss ica , mas 
também de outra matemát ica presumivel
mente a ser desenvolvida— provou a impos
sibilidade de demonstrar a não c o n t r a d i ç ã o 
de tais sistemas por métodos finitistas, isto 
ó, processos construtivos formal izáve is den
tro do sistema. 

Isto equivalia à impossibilidade de fazer a 
fundamentação da matemát ica (Ar i tmé t i ca ) , 
à H I L B E R T . 

Este resultado é uma consequência da 
incompletude dos sistemas formais com que 
H I L B E R T trabalhou. G O E D E L revelou a exis
tência de proposições indecidíveia — corres
pondentes a fórmulas , A, para as quais nem 
I — A nem | — ~ A — e a af i rmação da «nào-
-contradição do sistema» é uma dessas pro
posições. 

Uma ideia do raciocínio de G O E D E L na 
demons t ração apontada. 

Suponhamos que «CONSIS» representa 
uma fórmula sintáctica, cuja i n t e r p r e t a ç ã o 
semântica implica a não-con t rad ição do sis
tema em estudo. 

O problema da compatibilidade do sistema 
fica agora reduzido ao da d e m o n s t r a ç ã o de 
que I—CONSIS . 

Um dos caminhos, para fazer esta demons
t ração , seria procurar uma condição A sufi
ciente, tal que I — ( A — CONSIS) e demons
trar que I — A . Pela regra da simplif icação 
resultaria |—CONSIS. G Õ D E L suspeitou que, 
se o sistema de CONSIS ó realmente com
patível , não é no sistema nem | — C O N S I S 
nem I — - C O N S I S , quer dizer, não é de
monst ráve l no sistema formal que ele seja 
compatível , nem que seja con t rad i tó r io . Em 
vez de procurar A nas condições indicadas, 
G Õ D E L procurou uma condição necessá r i a 
B para a der ivação de C O N S I S , isto é , 
I—(CONSIS - B). 

Se B, além disso, é f. b. c. — verdadeira —, 
mas indecidível no sistema, en tão nem 
I—CONSIS, nem I — ~ CONSIS. É CONSIS 
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indecidhel também. Porque, se fosse I—CON-
SI.S, de I — CONSISAtl—(CONSIS 
Bra I — B , contra a hipótese de não ser 
teorema; se fosse I — - C O N S I S , por ser 
I — ( - fl^~CONSIS), era |— - B , contra a 
hipótese de não ser teorema. 

Se for possível construir a fórmula B, 
admitindo a compatibidade do sistema, e nas 
condições indicadas, ficará demonstrado que 
os processos usados para provar a adequação 
dum sistema formal à der ivação da matemá
tica existente, são impotentes para demons
trar a compatibilidade do sistema e até para 
decidir, ainda que teoricamente, de todas as 
proposições matemát icas . 

G O E D E L construiu uma fórmula B indeci-
dível, construindo a fórmula , cujo conteúdo 
semântico é que B é indecidível . Para isso 
atribuiu coordenadas numéricas às fórmulas 
deduzíveis no sistema formal com que traba
lhava e, enumerando-as, construiu B pelo 
processo da diagonal de C A N T O U . O própr io 
sistema formal fo i traduzido por correspon
dência no sistema numérico que analisava. 

A cons t rução de B estabelecia a incom
pletude do sistema, pois a sua cons t rução ó 
puramente metamatemát ica . o B não ó dedu-
zível no sistema, e ainda a impossibilidade 
de demonstrar dentro do sistema a compati
bilidade do mesmo. 

21 — Esta incompletude refere-se apenas 
a sistemas formais, cuja sintaxe é adequada 
à formal ização de muitas propriedades dos 
números naturais, usadas na cons t rução da 
propos ição indecidivel B. 

P o d e r á pensar-se que a dificuldade desa
pareceria, juntando aos axiomas outros que 
permitissem a dedução das proposições en
contradas indecidíveis. 

G O E D K L mostrou que os sistemas, que se 
iam assim obtendo por ex tensão do primeiro, 
eram ainda incompletos, isto é, sempre é 
possível construir fórmulas indecidíveis. Se rá 
a expl icação da dificuldade de demonstrar 

certas propriedades dos números inteiros 
naturais, fàci lmente aceites como muito pro
váveis , mas ainda não demonstradas. 

22 — Go E D E L estabeleceu assim que os 
sistemas formais, adequados à der ivação da 
matemát ica clássica, não permitem demons
trar a sua compatibilidade, à H I L B E R T , por 
métodos finitistas, formalizáveis no própr io 
sistema, pois que são traduzíveis eles mes
mos em números naturais, por correspon
dênc ia ; e que os sistemas conhecidos, não-
-contradi tór ios , são inadequados à der ivação 
da matemát ica . Suspeita-se que a matemát ica 
(clássica) é compat ível , mas não se pode 
incorporar esta informação — esta proprie
dade da matemática — no sistema formal que 
a fundamentaria. 

23 — Depois de apresentadas as limita
ções, formuladas por G O E D E L , do método 
proposto por H I L B E R T para a fundamentação 
da matemát ica , é conveniente uma revisão 
deste problema CANTOR levantou o problema 
de haver cont radições na matemática , desen
volvida pelos processos tradicionais. B . Rcs-
SELL e W H I T E H E A D apresentaram soluções 
para as evitar, propondo lógica adequada 
para a der ivação . BROCWEK melhorou as 
soluções apresentadas para evitar a contra
dição, propondo processos construtivos e 
finitistas. H I L B E R T procurou, à custa dos me
lhores processos conhecidos, os de BROUWER, 
fazer a demons t ração da não-contradição, da 
impossibilidade "de t o p a r no desenvolvi
mento da matemática com alguma con
t rad ição . G O E D E L provou a impossibilidade 
de tal demons t ração pelos processos hi l -
bertianos. 

O esquema apresentado mostra que o pro
blema está apenas esclarecido em alguns 
aspectos e não solucionado. A solução con
tinua a ser procurada com as t rês orienta
ções apontadas, caracter ís t icas do pensa
mento matemát ico. 
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24 — Para o intucionismo, a não-contradi
ção estabelece-se reconstruindo a matemática 
por processos, que não conduzam a contra
dição. É preciso edificar a matemática sem 
fazer apelo a ideias preconcebidas a respeito 
da actividade matemát ica e dos objectos da 
matemát ica . A matemát ica é independente da 
L ó g i c a ; os pr incípios usuais da lógica não 
merecem, em matemá t i ca , confiança sem 
limites. 

O intucionismo justif ica o que está cons
truído como matemát ica na medida em que 
coincide com o obtido pelos processos cons
trutivos e finitistas. A matemát ica será não-
-con t rad i tó r ia , quando for possível obter 
todos os seus resultados por aqueles pro
cessos. Os processos usuais na matemática 
seriam aceites, quando se estabelecesse que 
não conduziam a algum resultado, que não 
pudesse ser obtido por uma cons t rução fini-
tista. 

O intucionismo não crê possível a constru
ção definitiva dum sistema de axiomas, que 
permita a der ivação da matemát ica . 

A E s c a l a I n t u i c i o n i s t a H o l a n d e s a 
— BROUWER e W E I L . — tem desenvolvido 
assim uma matemát ica intuicionista, isto é, 
uma f u n d a m e n t a ç ã o da m a t e m á t i c a à 
BROUWER. 

Os significados de frases como «todos os 
números que . . . » e «há um número que . . . » 
são estabelecidos por cons t rução para evitar 
que conduzam a con t rad ição . Nos assuntos 
relacionados com os conjuntos infinitos, pela 
mesma r azão , não é usado o Princípio do 
Terceiro Excluido da Lógica de A R I S T Ó T E 
LES. São rejeitadas as demons t rações de 
existência baseadas no Axioma da Escolha 
e na Hipótese do Cont ínuo . 

H E Y T I N G e K O L M O G O R U F F formalizaram a 
lógica adequada à der ivação da matemática 
intuicionista, começando por uma lógica ele
mentar, o chamado Cálculo dos Problemas, 
aná logo ao Cálculo Proposicional, e que pode 
usar os mesmos s ímbolos , mas com signifi

cado diferente: A,B,--- representam pro
blemas a resolver; ~ A • • • a so lução do 
problema A é impossível , ou conduz a con
t r a d i ç ã o ; AAB — os problemas A e B 
são solúveis ; A V B — um, pelo menos, dos 
dois problemas é solúvel ; A B — a solu
ção do problema B reduz-se à so lução do 
problema A . 

São dadas regras para construir as f. b . c . 
com os sinais « ~ » , « A » , «V» e « - • » de 
acordo com as situações que ocorrem na 
reso lução de problemas e só estas. 

As regras de inferência afastam a afirma
ção do Principio do 3.° Excluido e assim 
- A VA não é um teorema. A respeito do 
problema A não há, em geral, r a z ã o para 
afirmar que A é solúvel ou A é reconhe
cível como con t rad i tó r io . «.4» pode n ã o ser 
solúvel nem cont rad i tór io . 

Os axiomas são escolhidos conveniente
mente de acordo com estas propriedades dos 
s ímbolos . 

A partir deste Cálculo pode desenvolver-se 
uma Lógica de ordem superior e paralela
mente à formal ização da Lógica C láss i ca , 
apenas em alguns casos bastante mais com
plicada. 

A matemática deduzida por este processo 
lógico rejeita todas as demons t r ações t rad i 
cionais, em que se usou o Pr inc íp io do 3.° 
Excluido, isto é, os teoremas demonstrados 
pelo método analí t ico indirecto — ou de re
dução ao absurdo. 

Se se procura x, e se demonstrou que 
não existir x é contradi tór io , este facto não 
prova a existência de x ; B R O U W E R exige 
uma cons t rução de x, uma d e m o n s t r a ç ã o 
construtiva da existência de x. 

Existir é diferente de não con t rad i tó r io . 
Pelos métodos intuicionistas reencontra-se 

— fundamenta-se à BKOUWER — muita da 
matemát ica clássica, muitas vezes por cami
nhos mais á rduos , mas não foi possível ainda 
reencon t rá la toda, nem demonstrar a possi
bilidade de tal encontro. Tem-se sim cons-
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truido uma matemát ica diferente da Matemá
tica Clássica, devidamente fundamentada. 

25 — O logicismo, como fundamentação 
da matemát ica , consiste numa redução da 
matemát ica à Lógica . A matemática pode ser 
incorporada em sistemas lógicos convenientes 
por definição das suas noções fundamentais 
em termos puramente lógicos e conversão 
dos seus teoremas em fórmulas duma forma
lização dá Lóg ica . 

F K E G E pretendeu neste sentido reduzir a 
Ar i tmét ica à Lóg ica , começando por uma 
formal ização conveniente dela. 

F K E G E , RDSSELL e W H I T E H E A D reconhece
ram que a Axiomát ica de F E A N O podia ser 
interpretada em termos da Lógica . 

A definição de número cardinal 2 pode ser 
dada em termos de «classe», conceito lógico, 
e sem apelo à ar i tmética. Por exemplo, nú
mero cardinal 2, ou ó 2 o número de ele
mentos da classe C, isto é, ?i(C) = 2 , se, 
e só se, (1) j x e C e 31/6 C; (2) x=j=y\ 
(3) se ainda zeC, en tão z = x ou z = y. 

O número 2 é assim a ex tensão (classe) 
duma propriedade, a de todas as classes com 
o número 2. Por recor rênc ia definem-se os 
outros n ú m e r o s . Os axiomas podem tradu-
zir-se completamente em expressões da L ó 
gica por meio dos conceitos de variável de 
elemento, «ar» , e de var iável de classe, 
«Cu , e as expressões «não», «e», «se, en
tão» «todos os x xv , t b á um x» , <tx é da 
classe C» e « C ó a classe dos elementos 
tais que» . Estas expressões podem représen
tasse por fórmulas contendo apenas os sím
bolos « - » , «•», « V » «3» respectivamente 
de «não», «e», «todos» e «existe». 

Todos os conceitos da matemática — A r i 
tmética e Análise Clássica — podem definir-se 
a partir destes quatro termos da Lógica . 
Todas as proposições da matemática podem 
deduzir-se destes termos por meio de regras 
de inferência da Lógica — Lógica Clássica 
ampliada com os Axioma da Escolha e da 

Infinidade. Os números reais exigem uma 
lógica de ordem superior à da Lógica Ele
mentar. 

Os axiomas da Ari tmét ica são, assim en
tendidos, simples t ranscr ições de teoremas 
da Lógica . 

A matemát ica ficaria fundamentada à R U S 
SELL, com a demons t ração da compatibili
dade da Lógica . 

Este cri tér io levanta objecções . A Lóg ica 
fica cheia de limitações para permitir a deri
vação da matemát ica . Alguns raciocínios 
considerados legítimos conduziram a contra
dições, quando aplicados aos conjuntos inf i 
nitos, e ó de supor que criem cont rad ição 
noutros domínios. RUSSELL teve de criar a 
teoria dos tipos lógicos que é o desenvolvi
mento da apl icação do princípio do circulo 
vicioso : tudo o que contém uma var iável 
ligada deve ser excluído dos valores dessa 
variável , para evitar que o sistema lógico, 
com que derivava a matemát ica , criasse, por 
si mesmo, cont radições . Esta teoria é só meia 
solução do problema, constitui um processo 
de reconhecer as fórmulas cont rad i tór ias , e 
não evita os raciocínios que a elas conduzem, 
sem pôr de lado partes usuais da matemát ica . 

Nos «Principia», RUSSELL e W H I T E H E A D 
apresentaram uma fundamentação da mate
mática, que inclui a Ari tmética e a Teoria 
dos Conjuntos, consequentemente a Anál ise 
Clássica, derivando esta do sistema lógico 
de RUSSELL — axiomas da Lógica Elementar, 
teoria dos tipos lógicos e Axioma da Redu-
tibilidade e Axioma do Infini to. Mais tarde 
pôs-se de lado o Axioma da Redutibilidade, 
exigido apenas por dificuldades técnicas da 
teoria dos tipos, tal qual fora formulada por 
RUSSELL, e que então foi possível remover. 

RAMSEY mostrou que o Axioma do Inf ini to , 
que postula a existência duma infinidade de 
objectos, não tinha carác te r puramente lógico, 
pois não ó uma identidade lógica, como acon
tece serem os outros. Este axioma não é 
indiscutivelmente aceite e fica assim compro-
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metida a fu nd a m e n t ação da matemát ica pela 
Lógica , no sentido do logicismo de FREUE, 

. C O U T U R A T e R U S S E L L : dedução da matemá
tica de axiomas puramente lógicos , sem apelo 
a axiomas especificamente matemát icos . 

26 — Segundo o que fo i exposto, as pes
quisas na fu nd a m e n tação da matemát ica têm 
sido dominadas pela a t r ibuição aos sím
bolos matemát icos dum conteúdo intuitivo 
— B R O U W E R ; dum conteúdo lógico — R U S 
S E L L ; de ausência de con teúdo — H I L B E K T . 
Mais ainda, o intuicionismo acaba por ser 
propriamente uma recons t rução da matemá
tica, um rigorismo da m a t e m á t i c a ; e o for
malismo bilbertiano é uma tentativa de de
mons t r ação intuicionista da não-cont radição 
da matemát ica pré-intuicionista , demonstra
ção que legitimaria os processos da matemá
tica clássica . 

27 — Revisto por G O E D E L , O formalismo 
ganha novos aspectos nas pesquisas que 
prossegue. Util iza agora processos constru
tivos e finitistas não formal izáveis no sistema 
formal derivado da Axiomát ica de PEANO. 
G E N T Z E N , em 1 9 3 6 , demonstrou a compati
bilidade da teoria dos números naturais, 
usando uma indução transfinita com números 
ordinais ató ao número e0 = a><^m ' . Esta 
indução transfinita tem jus t i f icação intuicio
nista. O tipo de ordem e0 pode materiali-
zar-se numa d i s p o s i ç ã o apropriada dos 
números naturais e com uma definição de 
r eco r r ênc i a . 

A demons t ração consiste numa disposição 
das demons t rações da teoria dos números 
naturais, de modo que, usando os ordinais 
do tipo indicado, se consegue fazer uma 
espécie de enumeração delas todas, e pela 
qual se reconhece a impossibilidade duma 
fó rmula representativa duma cont rad ição . 
Assim com base no Axioma de ZERMELO O 
processo deriva fó rmulas bem cons t ru ídas 
dum número infinito de premissas e não é 

formal izável no sistema formal da A r i t m é 
tica. 

A demons t ração ó aceite quase universal
mente, mas a uti l ização da boa o r d e n a ç ã o 
dos conjuntos, ligada estrictamente ao Axio
ma de Z E R M E L O , levanta algumas ob j ecções . 

Em 1 9 5 1 , L O H E N T Z E N apresentou uma 
demons t ração que utiliza uma espéc ie de 
indução ramificada, seguindo a ordem natu
ra l de fo rmação das demons t r ações , em vez 
de as dispor num conjunto bem ordenado. 
E uma d e m o n s t r a ç ã o com ace i t ação mais 
extensa. O processo usado por L O R E N T Z E N 
é a lgébrico e t e r íamos a não -con t r ad ição da 
Ari tmét ica consequência dum teorema da 
Á l g e b r a . 

L O R E N T Z E N p r o p ô s ainda outra demons
t ração da não-cont rad ição da Ar i tmé t i ca , em 
que utiliza uma formal ização da ma temá t i ca 
intuicionista. 

28 — O exposto permite-nos caracterizar, 
do ponto de vista da f u n d a m e n t a ç ã o , os t r ê s 
aspectos seguintes coexistentes da ma temá
tica actual. Auálise Clássica : — conceito de 
número e de função de números — desenvol
vida, com excessiva liberdade, pelo realismo, 
do ponto de vista platónico a respeito dos 
objectos da matemát ica . A demons t r ação de 
L O R E N T Z E N legitima a cons t rução pla tónica 
dos números naturais. No caso dos n ú m e r o s 
reais ó impossível uma teoria construtiva, 
que abranja todos. Não é possível a constru
ção dum sistema formal definitivo, que per
mita a der ivação de todas as propriedades 
dos números reais. É possível a cons t rução 
de sistemas formais, que permitem a deriva
ção de algumas propiedades dos n ú m e r o s 
reais, e a partir destes construir outros sis
temas que englobem os primeiros; mas não 
há definitivamente um que englobe todos e 
daí insuficiência de fundamen tação . Matemá
tica Intuicionista — recons t rução , por pro
cessos de r igor ina tacável , da matemát ica j á 
desenvolvida por outros processos — Rigo-
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rismo de fundamentação desenvolvido dese
legante e, por vezes, complexamente. 

Matemática Axiomátizada — Anál ise Ge
ra l — redução de cada teoria matemática a 
uma axiomática , não cont radi tór ia , e quando 
possível , completa. Fundamen tação discutível 
devido a dificuldades de demons t ração de 
não-cont rad ição — em geral, por modelos — 
e da completude. 

29 — Do poQto de vista do r igor matemá
tico, apontamos os resultados importantes 
seguintes nos aspectos demarcados na mate
mática actual: necessidade de fundamentação 
da Anál ise Cláss ica ; condenação de alguns 
dos seus processos de cons t rução ; complexi

dade e deselegância da matemát ica intuicio-
nista; demons t ração construtiva do Axioma 
de Z E K M E L O ; existência de propriedades da 
ar i tmét ica — matemática portanto — que es
capam a qualquer axiomát ica ; se bá algnm 
sistema de axiomas, não-cont rad i tór io , para 
a teoria dos conjuntos, é possível juntar o 
Axioma de ZERMELO ou a Hipótese do Con
t ínuo, sem que impliquem cont rad ição no 
sistema. 

30 — Claramente os pontos de vista to
mados nos quadros apresentados anterior
mente contr ibuí ram para o esclarec mento 
do pensamento matemático e estão-se escla
recendo mutuamente. 

Sobre alguns problemas de ocupações 
por R. M Barbosa 

Pretendemos com êste trabalho divulgar 
alguns estudos que fizemos sobre Ocupações, 
especialmente quatro problemas, aplicámos 
a estas questões as probabilidades como 
algoritmo demonstrativo. 

No final do trabalho procurámos mostrar 
com novas in te rpre tações a possibilidade de 
obter-se como consequência quatro fórmulas 
da anál ise combinatór ia usual. 

Acrescentou-se para elucidação um exem
plo numér ico para cada um dos problemas 
com os respectivos diagramas. 

A — Quatro problemas de o c u p e ç õ e s -
- Enunciados 

A . 1 — Determinação do número de ocupa
ções possíveis de K celas distinguíveis, co?n 
exclusão de celas ocupadas, por n elementos 
distinguíveis. 

A . 2 — Determinação do número de ocupa
ções possíveis de K celas dist inguíveis, sem 
exclusão das celas ocupadas, por n elementos 
distinguíveis. 

A . 3 — Determinação do número de ocupa
ções possíveis de K celas dist inguíveis, com 
exclusão das celas ocupadas, por n elementos 
indistinguíveis. 

A . 4 — Determinação do número de ocupa
ções possíveis de K celas dist inguíveis, sem 
exclusão das celas ocupadas, por n elementos 
indistinguíveis. 

B — D e n o m i n a ç õ e s 

Aos números fornecidos pelos problemas 
A . 2 , A . 3 e A . 4 denominam-se respectiva
mente número de M A X W E L L - B O L T Z M A N , nú-
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mero de F E R M I - D I R A C ou F E R M I O N S ou ainda 
FERMIÕES, e n ú m e r o de B O S É - E I N S T E I N ou 
BOSONS OU ainda BOSÕES. 

Alguns autores preferem denominar fer
mions ou bosons aos elementos, assim em 
A . 3 os elementos seriam chamados fer
mions, em A . 4 seriam bosons; e nessa 
in te rp re t ação o número de fermions, ou de 
bosons, é o n ú m e r o n de elementos indis
t inguíveis , e não o número de ocupações . 

C — N o t a ç õ e s 

Indicaremos os números dos problemas 
anteriores por N ( K + ; n + ) , N ( K ; n + ) ou 

Í V ( F E R M I ) , e N ( K ; n ) ou Í V ( B O S É ) . 

D — D e d u ç õ e s 

D . 1 — Procuraremos a probabilidade de 
n celas determinadas (das K celas dadas) 
serem ocupadas pelos n elementos distin-
guíveis , com exclusão das celas ocupadas. 

Admitindo que i celas determinadas j á 
foram ocupadas, portanto exc lu ídas , a pro
babilidade de ocupação de outra cela deter
minada é dada por (n - i) / (AT — i). 

Fazendo variar i de 0 a ti — 1 teremos 
a probabilidade pedida : 

n-l 
n 
i = 0 

K — i ATI") 

Atendendo à A . 1 e C o número de ele
mentos do universo é dado por N{K+ ,n+), 
e o número de elementos do evento é dado 
por n ! , pois os elementos são dist inguíveis. 
Segue que a probabilidade é dada também 
por : 

n ! 

N { K + ;•»+)" 

Comparando os dois calores da probabili
dade teremos : 

D . 1. 1 N(K+ ; n+) = Af<">. 

Nota — Obrigatoriamente tem-se n ̂  K . 

D . 2 — Procuremos a probabilidade de 
uma cela determinada ser ocupada por n 
elementos dist inguíveis . 

Admitindo que a cela determinada j á f o i 
ocupada por » elementos, a probabilidade 
de ocupação por outro elemento se rá dada 
por : 1 1 K . 

Fazendo i variar de 0 a n — 1 a possi
bilidade pedida é dada p o r : l / A T " . 

Atendendo à A . 2 e C o número de ele
mentos do universo é N(K;n+) e o n ú m e r o 
de elementos do evento é 1 , logo a proba
bilidade também é dada por : 

N{K;n+) 

Comparando as probabilidades anteriores 
obtemos : 

D 2. 1 A ^ M A X W E L L ) = N(K ; n+) = AT" 

D . 3 — No problema A . 3 os elementos 
são indistinguíveis, portanto no raciocínio 
aplicado em D . 1 os elementos não podem 
ser pensados permutados, ou que o n ú m e r o 
de elementos do evento é 1 e o n ú m e r o de 
elementos do universo ó A Z ( F E R M I ) . 

. . . . . , ATM AT! 
A' ( F E R M I ) = 

ou 
n ! n\(K — n) ! 

D - 3 . 1 A 7 ' ( F E R M I ) = ^ \ 

Nota — Obrigatoriamente tem-se n ^ K . 

D . 4 — Proeuremos a probabilidade de 
uma cela determinada (sem exclusão da cela 
ocupada) ser ocupada pelos TI elementos 
indistinguíveis. 

Substituamos inicialmente a cela escolhida 
por n sub-celas em idênticas condições que 
as celas anteriores, de tal modo que sejam 
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ainda distinguíveis mas com a mesma pro
babilidade de ocupação . 

A substi tuição anterior coincide em pensar 
o acréscimo de n — 1 celas. 

Consideremos a condição, agora, que 
ocupada uma cela, ela será excluída. 

As condições estabelecidas transformam o 
problema A . 4 no problema A . 3 , com modi
ficação no número de celas, isto ó : 

2v*(A"; B ) = N{K + n — 1+ ; n) 
ou 

ou 

71 — 1 
n 

D . 4 . 1 N(BosÉ) = * 1S\ 

E — Interpretação dos quatro problemas 
em têrmos de agrupamentos 

Invertamos todos os problemas, com a 
inclusão de duas regras, considerando 
ocupação de K celas distinguíveis por n 
elementos, como agrupamentos distintos de 
K celas distinguíveis em n lugares. 

REGRA E . 1 — Celas sem exclusão ou com 
exclusão, quando ocupadas, são interpretadas 
por celas podendo ser repetidas ou não, res
pectivamente, nos agrupamentos. 

REGRA E . 2 — Elementos distinguíveis ou 
indistinguíveis s e r ã o interpretados como 
lugares distinguíveis ou indistinguíveis (isto ó, 
em têrmos de Arranjos ou de Combinações). 

F — Ident i f icações 

Teremos com as in terpre tações anteriores 
as seguintes identificações : 

N(K+ ;n+) = AK,n 

(número de arranjos simples) 

N{K;n+) = {AC)K.n 
(número de arranjos completos) 

N(K+;n) = C K , n 

(número de combinações simples) 

(número de combinações completas) 

G — Fórmulas 

Utilizando as identificações dadas em F 
teremos as quatro fórmulas seguintes, da 
anál ise combinatór ia usual : 

Gr. 1 : AK,n = JST<"> = 
= K ( K - 1 ) { K - 2 ) . . . {K— n + 1) 

Gr. 2: (AC)K,n=K» 

Gr. 3 : C K , n = ^ ^ j 

G. 4 : (CC)K,n = ( K + l ~ 1^ = CK+n-

H — O b s e r v a ç õ e s 

É interessante observar que apenas G. 1 
não pode ser considerada como deduzida dos 
problemas de ocupação, desde que em D . 1 
utilizou-se implicitamente o conceito e fór
mula de arranjos (n !) . 

I — Exemplos numér icos 

I . 1 — Número de ocupações de 3 celas por 
2 elementos distinguíveis, com exclu
são das celas ocupadas : 

N(K+ , n + ) = 3(2) = 6 . 

Diagramas — (*) 

(a I ft I ~ ) (» I « I H 
(a l - l ft) (b l - l a ) 
(_ I a I 6 ) ( - 1 b I a) 

(*) U s á m o s as representações de F E L L E R . 
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1.2 — Número de ocupações de 2 celas por 
3 elementos dist inguíveis , sem exclu
são de celas ocupadas : 

Í V ( M A X W E L L ) - 2̂  = 8 . 

Diagramas — 

( a ó j c ) ( c | ab) 
( a c \ b ) ( & | « c ) 
( b c I a ) ( « i i c ) 

(a 6 c I — ) ( — I a b c ) 
1.3 — Número de ocupações de 4 celas por 

3 elementos indist inguíveis , com ex
clusão da cela ocupada: 

N ( F E R M I )    
Diagramas — 

( 1 I 1 I 1 I 0 ) 
( 1 I 1 I 0 I 1 ) 
( 1 I 0 I 1 I 1 ) 
(0 I 1 I 1 I 1 ) 

I . 4 — N ú m e r o de ocupações de 3 celas por 
4 elementos indist inguíveis , sem ex
clusão da cela ocupada : 

   

   
 

     

 

(4 o 0) (0 4 0) (0 0 4) 
(3 1 0) (3 o 1) (0 3 1) 
(0 1 3) (1 0 3) (1 3 0) 
(2 2 0) (2 0 2) (0 2 2) 
(2 1 1) (1 2 1) (1 1 2) 
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Duas observações sobre Estática do Ponto Material 
por José Manuel dos San/os Simões Pereira 

As duas observações que a seguir se 
apresentam surgiram-nos quando es tudámos 
a Es tá t ica do Ponto Material segundo as 
«Lições de Mecânica Racional» do Ex.™ Sr. 
Prof. Doutor Diogo Pacheco de Amor im . 

Na primeira referimo-nos a um facto que 
parece estar em desacordo com a nossa 
exper iência corrente: o de serem instáveis 
as posições de equilíbrio indiferente. Trata-se 
é claro duma propriedade que admite uma 

excepção quando entre as fo rças aplicadas 
ao ponto se encontram algumas que depen
dem da sua velocidade. É o caso, por exem
plo, do atrito ou de res is tências do meio 
ambiente que es tão presentes na maioria daa 
questões a que diz respeito a nossa expe
riência corrente. 

Na segunda constrói-se um exemplo de 
posição de equil íbrio estável à qual não cor
responde nenhum extremo da função de for-
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ças . Pretendemos apenas ilustrar o facto 
de que a condição dada pelo teorema de 
L E J E U N E - D I R I C H E L E T para a estabilidade do 
equil íbr io, - sendo suficiente como prova o 
referido teorema, não é contudo necessária . 

No que segue, as notações usadas e as defi
nições de que partimos são as da obra citada. 

1 — Consideremos um campo de forças 
conservativo. 

Designemos por U a função de forças e 
por V = — XI a função potencial. 

Como é sabido, as posições de equilíbrio 
num campo de forças conservativo corres
pondem aos pontos estacionários da função 
de forças e a definição de equilíbrio indife
rente em P0 , implicando a existência duma 
vizinhança finita de P0 formada por pontos 
que são todos eles posições de equilíbrio do 
ponto material dado, exige que P0 faça parte 
duma secção de invariabilidade de U. 

Dentro desta secção de invariabilidade o 
campo é nulo. Por isso, colocando o ponto 
material ( P , ? H ) na posição de equilíbrio PQ, 

com uma velocidade inicial vQ, qualquer, 
pela primeira lei de N E W T O N ele seguirá uma 
t r a j ec tó r i a rect i l ínea com velocidade cons
tante e a t ingi rá sempre a fronteira dessa 
secção de invariabilidade por menor que 
seja v0. 

Em P0 pois o equil íbrio obedece à condi
ção de instabilidade. 

2 — Vamos agora considerar um campo 
de forças conservativo unidimensional, defi
nido sobre o eixo das abcissas cujo vector 
unitário chamaremos ». 

Seja F o vector do campo tal que 

1 
F = l — 4 a; 3. cos 

1 
x3 sin — 

x 

A função U = — x* • cos — é tal que 
x 

grad U=F. 

Trata-se duma função cont ínua, uniforme, 
de derivada limitada e contínua cuja repre
sentação gráf ica se pode estudar pelos pro
cessos usuais do cálculo. É simétr ica em 
re lação ao eixo dos yy e fica toda na por
ção do plano cartesiano limitado pelas curvas 
y = xi e y = — a.-4 . (Ver nota 1). 

Com x = ± oo tende ass imptòt icamente 
para y = x*, 

d U 
Na origem U = 0 e = 0 mas n ã o 

dx 
se trata de extremo local pois em qualquer 
vizinhança deste ponto a função toma valores 
negativos e positivos. Trata-so dum zero não 
isolado da função e também da derivada, em 
cuja vizinhança V admite aliás uma infini
dade numeráve l de extremos locais. 

Ora no campo de forças assim definido a 
origem ó uma posição de equil íbrio es táve l . 

Com efeito sendo h a constante das fo rças 
vivas, tem lugar a re lação 

h = T + V = — m i-2 + x* • cos — . 
2 x 

O valor de h para as condições iniciais 

v0 e x0 se rá h = — m v% -)- x* • cos — . 
2 x0 

Seguindo as definições da obra citada basta 
considerar o valor x0 = 0 o que equivale a 
tomar h 1 

m vi-

Sendo assim ó fácil verificar que à medida 
que x aumenta vão surgindo intervalos nos 
quais V toma valores superiores a quaisquer 
outros anteriormente tomados. (Ver nota 2 ) . 

E, nesses mesmos intervalos, e a t e rá de 
tomar valores mais baixos que quaisquer 
outros anteriormente tomados. Só num ponto 
desses intervalos v2 se poderá anular e o 
móvel atingiu aí o seu máximo afastamento. 
Sujeito a uma aceleração nesse ponto di r i 
gida para a origem, retoma o movimento em 
sua direcção (salvo, ó claro, no caso excep
cional de v se anular num dos xx minimi-
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zantes de U), atinge-a com a velocidade v0 

e ultrapassa-a. Mas a simetria da função 
leva-nos, por raciocínios análogos, à conclu
são de que, para este lado oposto, o afasta
mento máximo será o mesmo. 

Um cálculo feito supondo, para simplificar, 
m = 1 mostra-nos que para 

/ 5 1 
v.2 ' (2 k + 1)2 

< v 0 < 
l /2 1 

{2kf 

a velocidade se anula antes do ponto de 
2 1 . 

abcissa x = — pois naquele ponto t; 
ti 4 k 

/ 2 1 
anula-se pela primeira vez se v0 = . 

íl 2 (2 / f ) 2 

Quando A; -» oo , v0 , enquadrado por duas 
sucessões infiniiesimais, tende para zero e 
A = lim I x I tenderá também para zero, visto 
o mesmo acontecer à sucessão de termo 

1 
it 4 k 

A origem obedece, pois, à condição de 
equilíbrio estável, segundo a obra citadâ. 

geral uk = 

3 — Há Autores que não formulam assim 
a condição de estabilidade. No caso mais 
geral, impõem que durante todo o movimento 
o valor absoluto dos parâmetros qt que de
finem a posição do móvel (ponto ou sistema) 
seja inferior a um certo e (arbitràriamente 
pequeno) desde que os correspondentes valo
res iniciais q® e sejam em módulo infe
riores respectivamente a Sj e s 2 com £j e 
s 2 funções do s dado. 

No nosso exemplo, em que x é o único 
Çi teremos de examinar as soluções das 
equações diferenciais do movimento para 
condições iniciais xQ e v0 pertencentes a 
certa vizinhança da origem. 

A partir do integral da energia 

— v2 + a 4 • cos — = h 
2 x 

(supondo sempre, para simplificar, m = 1) 

consideremos que a constante h = -~v2 para 
tá 

x0 = 0 passa a ter o valor 

h > = T T ^ o + * o - c o s — ( c o m ^ o ^ O ) . 
2 a?o 

Notemos que o movimento não pode dar 
origem a valores de x para os quais 

1 • 

x* • cos — > Iv pois viria x 

— v2=* h' — xi • cos — < 0 ; 
2 x 

o que equivale a dizer, sob o ponto de 
vista geométrico, que o movimento n ã o 
pode dar origem a valores de x para 
os quais a imagem geométrica da função 

a:*, cos— esteja acima da paralela ao eixo 
x 

dos xx de ordenada hl. 

Suponhamos então v 0 < j / 7 e | xQ \ < í / g • 

Virá h' — — tjj + a;* cos — < — + — = v . 
2 o 0 x0 2 2 

Como durante todo o movimento é 

— v2 + x* - cos — = h! , 
2 x 

uma vez provado que se podem tomar pontos 
arbitrariamente próximos da origem onde 

a;*", c o s — > v desde que v seja suficiente-
x 

mente pequeno, fica demonstrado que se pode 
restringir o movimento a qualquer vizinhança 
da origem, limitando convenientemente v0 e 

I x0 I . O r a a f u n ç ã o x* • cos— p a r a 
x 

1 1 / ( . . , x = —— • — (k in te iro) toma o v a l o r 
2 7T k 

1 \ 4 1 / 1 \ * 1 — ) • — . Se k for tal que £ * < | -
'*« / &4 V a » , 
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sera 
2 71 

- > ( -k* \2n 
1 

2 if / v 

Por isso, querendo limitar o movimento a 
certa vizinhança da origem (— e, +.s) basta 
tomar, por inversão das relações anteriores, 

1 
[ 2 * " s ] 

+ 1 — onde / [ ] tem o si

gnificado habitual, e fixar v pela condição 
1 

v < . 

O nosso exemplo obedece pois a esta outra 
definição de estabilidade, que parece ser mais 
restritiva. 

4 — Para as condições iniciais considera
das, como é A ' O e | ar | < e será ainda 

cos — < v + e 4 

x 
E pondo — vS^h' — x* 

2 

v + e4 = -^-á 2 isto significa que durante o 

movimento é sempre | v | < 3 desde que 
tomemos x0 e v0 em vizinhanças conve
nientes da origem. Quer dizer, mesmo que 
se exija, na definição de estabilidade, que 

durante o movimento v se mantenha em 
módulo próxima da origem, desde que a*0 e 
v0 também o sejam, mesmo assim o exemplo 
que demos apresenta uma posição de equi
líbrio estável num ponto onde a função de 
forças não é máxima. 

5 — As conclusões precedentes são imedia
tamente generalizáveis, em vista de cálculos 
análogos, para a função de forças U = — 

— d* • cos— definida num espaço euclidiano 
d 

n 
a n dimensões, onde d2 = 2 

i = l 

NOTA 1 — Damos a seguir o aspecto gráfico da 
1 

função V = — V = x 4 • cos — . 

S 

NOTA 2 — Referimo-nos no n.° 2 a intervalos nos 
quais V toma valores superiores a quaisquer outros 
anteriormente tomados. Destacámos, na figura, um 
desses intervalos. Note-se em especial que os respec
tivos extremos mais afastados da origem são os 

máximos locais de V, (não são os pontos ^ 
' \ r 2knJ 

e os mais próximos são os x x tais que V retoma 
neles o valor que tem no máximo local imediata-

1 
mente mais chegado à origem. Nos pontos são 

2 k ix 
1 

tangentes as curvas y = x 4 e V = x 4 • cos — como 
x 

se verifica por cálculo simples. 

A bibliografia do assunto é muito vasta. 

Entre outras consultámos as seguintes obras: 
L E V I CIVITTA, Lezioni di Mecânica Razionale. 
PAUL APPEL, Traité de Mécanique Rationelle. 
APPEL et DAUTHEVILLE, Précis de Mécanique Ratio

nelle». 
JOSEPH PERES, Mécanique Générale. 
H . BEGHIN, Statique et Dinamique. 
G. HAMEL, Theoretishe Mechanik. 
J . NIELSEN, Vorlesungen ùber Elementare Mecha

nik. 
HENRY FAVRE, Cours de Mécanique. 
RUTHERFORD, Classical Mechanics. 
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O n the d e n s i t y of irreducible polynomials 

by Wo/mer V. Vasconcelos* 

This short note concerns the frequency, in 
some sense to be precised, with which the 
irreducible polynomials appear in some poly
nomial rings. We deal specifically with the 
case when the coefficients are taken in a 
finite field. 

To simplify the arguments we deal with 
prime fields, i. e. Zp . Tentatively we define 
a set function on the class of subsets of the 
polynomial ring R — Zp[x]. Let SczZp[x]. 
The polynomials in S of degree at most n 
are in a finite number, which we denote by 
Dn(S). I f Dn(S)/Dn(R) has a limit as n 
increases, we denote it by D (S) and the 
class of all such S by S. The following 
obvious properties of D hold: 

1. D(P) = 1 (bounded) 
2. I f S c S ' then D(S)<L D(S') 

(monotone) 
3. I f 8 f i S' = 0 , then D {S \J S') = 

= D(S) + D (S') (finitely additive). 

We say that D is a density function on S . 
The main result is : 

T H E O R E M . Let I be the subset of irredu
cible polynomials in Z p [x] , then D (I) = 0 . 

P R O O F . For definiteness let K be an 
algebraic closure of Zp . Due to property 3. 
it is enough to prove for the subset S Œ I, 
consisting of monic polynomials. If P (n) is 
the number of those polynomials of degree 
n, n • P{n) is the number of elements in K 

* Do Instituto de Física e Matemática da Uni
versidade do Recife cora uma bolsa de estudo da 
Capes na Universidade de Chicago. 

of degree n over Z p . This follows from 
the fact that the roots of those polynomials 
are simple (Zp is perfect) and distinct poly
nomials do not have a common root. On the 
other hand, if we adjoin to Zp any element 
of degree n, the extension is the splitting 
field of xpn — x, and so each element of 
degree n over Zp is root of this polynomial. 
Since it has not more than pn roots we get 
n • P{n) . 

This implies Dn (S) = 2 P W^j^p*/k so 
l i 

that DAS) I O n (i?) ^ V ^ 1 / 1 . 
; pu+x 

A straightforward use of the integral test 
will complete the proof. Just notice 

J 2 

n+1 p X I 
1— ax = 

x log p x 

log/> Jo a;2 

Ji 
+1 

+ 

and 

X 
,->!!+1 

E-dx 
{n + 1)2 

(« - 1) . 

It is clear that the same argument holds 
for P[x] where F is any finite field. I f ins
tead, we take Z [x] where Z is the ring of 
integers, we can cope with the infinity of 
elements in Z in the following way: the 
height of a polynomial is understood as the 
sum of the absolute values of its coefficients 
and for SdZ [x], Dn (S) is defined to be the 
number (finite) of polynomials in «S" of de
gree and height at most n . However a simi
lar result for the irreducible polynomials 
does not seem to be at hand. 



34 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
E X A M E S DE A D M I S S Ã O À S E S C O L A S S U P E R I O R E S 

Exames de aptidão para f requênc ia das licencia
turas em Ciências Matemáticas, em Ciências 
Físico-Químicas e em Ciências Geofísicas, e curso 
de engenheiro geógrafo — Ano de 1961. 

Ponto n.° 1 

Prova escrita de Matemática 

ARITMÉTICA 

5491 — Dividindo dois números naturais pelo seu 
máximo divisor comum obtém-se os quocientes 8 e 15. 
Determinar os dois números, sabendo que a soma do 
seu máximo divisor comum com o seu menor múl
tiplo comum é 726. 

R: Sejam m e d o menor múltiplo comum e o má
ximo divisor comum de dois inteiros a e b . Tem-se, 
como se sabe, a = d • pi , b = d • p 2 e m d = a b , onde 
Pl e p 2 são primos entre si. Daqui resulta, em vista 
dos dados do problema, que a = d - 8 , b = d-15 e 

ab 
m + d = — f d = 726 , e portanto d • 8 • 15 + d = 726 

d 
e d = 6 . Deste modo será a = 6 • 8 = 48 t b = 6 • 15 = 90. 

Á L G E B R A 

I 

5492 — Determinar m de modo que as raízes da 
equação 

16 a;4 — 4mxz-rm — 1=0 

estejam em progressão aritmética. 

R. Prova-se que, para que as raizes da equação 
biquadrada estejam em progressão aritmética è necessá
rio e suficiente que 9 p 2 — 100 q = 0 , se p e q forem 
a soma e o produto das raízes da resotvente da equação 
biquadrada. Neste caso teremos p = m/4 e q = (m —1)'16, 
de modo que será 9 m 2 — 100 (m — 1) = 0 e portanto 
m = 50 ou m = 10 . 

I I 

R : y 1 = [ \ f í + x » _ x . 3 x 2 • »/2 • ( t + x ° ) - f ] : 

: (1 + x») = (2 - x») : (2 / ( l + x*)) 

TRIGONOMETRIA 

I 

5494 — Resolver a equação \/3 sen x - f cos a; = 2 . 

R : A equação pode escrever-se sob a forma 

Í^Ê.senx -1 cosx = l e como k^?. = cos 30° e sen 30° = 
2 2 2 

1 
= — vem : sen x cos 30° + cos x sen 30° — 1 ou 

2 
sen (x + 30°) =• sen 90° . Tem-se então x + 30° = 
- k • 180 + (— l ) k • 90° ou x — k • 180° — 30° + 
+ ( - l ) k • 90° 

11 

cos (a +• tfx ) 
5495 — Derivar a função y = ; = : e sim

plificar o resultado. 
sen ( a — tfx ) 

5493 — Derivar a função y 

car o resultado. 
V/l 

e simplifi-

R: y ' = [—«en (a + v/x) sen (a — tf~x)— 

— cos (a — tfx ) cos (a + tf x l] : s e n 2 (a — tf~x) = 

— [cos (a + y/x — SL + tf x ) ] : s e ? i 2 (a — y/x) = 

= (— cos 2 v/x) : sen2 (a — l / x ) 

GEOMETRIA 

5496 — Determinar o ângulo da recta y = 3 x — 2 
com a recta que passa pelos pontos ( 2 , - 1 ) e ( 0 , - 2 ) . 

R . A equação da recta que passa pelos dois pontos 
ê (y + 1) : ( - 1 + 2) = (x — 2) : (2 — 0) ou seja 

1 
y = — x — 2 . A fórmula que dá a tangente do ângulo 

j _j J . . . M — M ' ae duas rectas com os declives m e m e' tg õ = . 
1 +• m m' 
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No caso será tg e = ^3 — — \ : ^1 + —^ = 1 e por

tanto 6 =• 45° . 

Ponto n.° 2 

ARITMÉTICA 

5497 — Dividindo dois números naturais pelo seu 
máximo divisor comum obtêm-se quocientes cuja 
soma é 10. Determinar os dois números, sabendo que 
o seu menor múltiplo comum é 672. 

R : iSe forem pj e p2 os quocientes assinalados 
será p j + P2 = 10. Facilmente se reconhece que os 
valores possíveis de p j e p 2 são : p ( — 1 e p 2 = 9 ou 
p ( = Ï « p2 = 7 . Por outro lado se m for o menor 
múltiplo comum dos dois números dados e, como se sabe, 
m = il pi ]>_) sendo d o máximo divisor comum. Então, 
no 1° caso, será 672 = d • 9 equação que não tem solu
ção inteira. No 2° caso é 672 = d • 3 • 7 e d = 32. 
Daqui resulta a = 32 x 3 = 36 e b = 32 X 7 — 224 , 
que são os números procurados. 

A L G E B R A 

TRIGONOMETRIA 

I 

5500 — Resolver a equação 

Ben x -f- sen 3 x = sen 5 x + sen 7 x . 

i-> ^ r. x + 3 x x — 3 x 
R: Como sen x + sen 3 x =• 2 sen cos = 

2 2 
= 2 sen 2 x cos x e sen 5 x + sen 7 x = 

5 x + 7 x 5 x — 7 x 
= 2 sen cos = 2 sen 6 x cos x . Tere-

2 2 
fflos çue o equação proposta é equivalente a 
sen2xcosx = sen&xcosx ou seja cosx(sen 2 x — sen 6 x) = 0 

2 x - 6 x 2 x + 6 x 
ou ainda cos x • 2 • sen cos = 0 e 

2 2 
finalmente cos x • sen (— 2 x) cos 4 Z — 0 . As soluções 
desta última equação e portanto dá propoi-ta são as 
soluções das equações cos x = 0 ; — sen 2 x = 0 e 
cos 4 x = 0 . Da primeira as soluções são dadas pela 

ir 

fórmula x = —- + n « , onde n e um inteiro qualquer. 

As da segunda são os valores de x tais que 2 x = n it 
77 

ou x *= — • n . As da terceira são os valores de x tais 
2 

que 4 x = h D. • « ou seja x — —• + n • — . 
2 8 4 

5498 — Determinar m de modo que 

x2 — (m + 1) x — m + 7 

seja positivo para todos os valores reais de x . 

R : T r a í u - s e de resolver a desigualdade 
— (m -+- 1) x — m 4- 7 > 0 que deve ser verificada 

para todo o valor real de x . Basta então que o descri-
minante seja negativo, caso em que o trinómio toma 
sempre o sinal do coeficiente de x 2 . Teremos por isso 
(lH + l ) 2 + 4 (m — 7) < 0 . Os zeros deste último tri
nómio são 3 e — 9. As soluções da primeira desigual-
dadesão, por isso, os valores que verificam — 9 < m < 3 . 

I I 

1 — X 
5499 — Derivar a função y = — e simpli-

y/l + .sc* 
ficar o resultado. 

R: y' = [_ l-v/nTï» 4- (1 - x ) - 2 x - —• • 

V ( l + x * r ' ] : (1 + x») - - (1 + x ) : y/(l - l - x 2 ) 3 

I I 

5501 — Derivar a função y = sec(l + \/'ò as — l j 
e simplificar o resultado. 

R: y' -
3 - ^ ( 1 + l/3x - l)sec{\ + v/3x - l) 

2v/3x — 1 

GEOMETRIA 

5502 — Determinar a equação da recta que passa 
pelo ponto ( 0 , - 1 ) e pelo ponto de intersecção das 
rectas de equações x + y — 2 e a; — 2 y = 1 . 

R : coordenadas do ponto de encontro das duas 
, f x + y = 2 

rectas sao as soluções do sistema i ou 
U - 2 y = 1 

entoo 
y + 1 

1 
3~ 

x - 0 

tejam x = — , y = —- . 4 equação da recta pedida è 
à à 

— 1 
ou ainda 5 y — 4x4 -5 = 0. 

0 3 

S o l u ç õ e s dos n . ° s 5491 a. 5502 do J . S . P . 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 

P O N T O S D £ E X A M E S D E F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

L S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame de f requên
cia - 18-1-1962. 

5503 — Designando por Z a imagem do complexo 
» no plano xOy, considere os conjuntos : 

d - \ Z : \ z - 1 | < 1 | e Ct-\Z:\» + i \ < l \ 

e determine o transformado de Ci f l C2 por meio da 

re,ação — ^ 1 . 
s + i 

5504 — C o n s i d e r a n d o a e q u a ç ã o v e c t o r i a l 
(3 e i + 3 «i + e 3) x v — e i + X e 2 •*- ej 

a) determine X de modo que a equação seja solú
vel e determine nesse caso as respectivas soluções; 

6) se for v = P — 0 com 0 fixo, diga qual o 
l u g a r g e o m é t r i c o dos pontos P t a i s que 
(2 e i + 3 e2 + e3> x (P — 0) = e i + X e 2 + e 3 onde X 
tem o valor determinado em a). 

5505 — Estude o seguinte sistema: 

x + a.y + z = a. 
x + y -(- ota 

« i + y + a 1 

apresentando a respectiva solução (ou soluções) 
quando existam. 

5506 — Considere no espaço R3 a transformação 
que a cada vector x = ï ^ e, faz corresponder 
y = (ej + e2 + e3) x x . 

a) Verifique que a transformação é linear e que 
em relação à base 1 6 1 , 6 3 , 6 3 ! é representada pela 
matriz 

r o - i 1-1 
A = 1 0 - 1 

L - i 1 o j 
6) Que relação existe entre A e AT ? Mostre que 

toda a matriz hemisimétrica de ordem ímpar é sin
gular. 

c) Determine os valores próprios e os vectores 
próprios reais da matriz A . 

Enunciados dos números 5505 a 5506 de F. R. Dias Agudo 

I . S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS 
Junho de 1962. 

Exame final — 29 de 

5507 — Dadas as rectas 2 X + 1 = 3 J = I e 
x = y + l*=2z — 1 , verifique se são complanareg 
(determinando ao mesmo tempo a distância entre elas) 
e determine a equação do plano que passa pela pr i 
meira e é paralelo à segunda. 

5508 — Uma curva passa pela origem e o coefi
ciente aDgular da tangente à curva é dado, em cada 

se4 — 4 x 2 — 1 
ponto, pela expressão . 

x 4 — 2 x2 + 1 
Determine a equação da curva e faça o seu estudo. 

5509 — a) Mostre que se u„ é um infinitésimo 
(com valores do mesmo sinal), as séries 2 u„ e 
2 l o g ( l + «„) são da mesma natureza. 

. . " n (n 4- 2) 
6) Estude a série Z . l o g - ^ - j - por aplicação 

do critério de a). 
{» + l ) 2 

c) Mostre que o termo geral da série anterior se 
pode pôr na forma / ( « ) — f(n + 1) e aproveite o 
facto para calcular a soma da série (se for con
vergente). 

5510 — Seja X o vector | x 4 x 2 | e Y — \y^ y2\ 
um segundo vector função do primeiro ( i . e., 

d Y 
Vi. — fl (*1 ) * * ) i Ife — /* ( » 1 ) 8 designe por —— 

d X 

a matriz 

~ d Vi d Vi 
d x i 
d y 2 

e ) x 2 

d Vi 
_ d'il d x 2 _ 

Considerando agora que X é por sua vez função 
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de T 

dY 

dX 
| í j t2\ e definindo - — de modo análogo a 

, fórmula que 
d Y dX 
d~X ' d T 

generaliza a derivação de funções compostas de uma 
só variável independente. 

d Y 
— , mostre que —— 

dX ' dT 

I . S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame final — 24 de 
Julho de 1962. 

5511 — Seja T uma transformação linear de 
Ri = [ei , e 2 , e 3] em R2 = [ei , e j definida por 
T ei = e i , T e» = e j , T 63 = ei + . 

o) Determine a matriz da transformação e oa 
vectores de R3 que se transformam no vector nulo 
de m. 

b) Considerando R3 e R2 formados por segmen
tos orientados de origem 0 , a transformação anterior 
representa uma projecção oblíqua de R3 sobre fi2 . 
Caracterize a direcção da projecção pelos seus cose
nos directores. 

c) Considerando T como transformação de R3 

em R3, qual a matriz que a representa? Quais os 
vectores próprios da transformação? 

5512 — Determine a primitiva de 

2 x 

V/r-
que se anula para x =• 0 . 

5513 — Determine o i . c. da série x h 

x3 œ 4 . . . . 
^ • h Verifique que a série coincide 

3 4 
com a série de MCLAUBIN de log ( l + x) e a partir 
daí escreva os desenvolvimentos de I o g ( l — x) e de 

/ T T x 
log v / em série de potências de x . Aproveite y 1 — x 
o resultado para indicar qual a parte principal de 

0 . log\/ -—-— quando x 
- x 

5514 — Seja A X = B um sistema de n equações 
lineares com n incógnitas xí,xz,---,xn e det^^fcO. 

a) Que sabe acerca da natureza de um tal sistema? 

6) Dando a A a forma A = [At A2--- A(--- An] 
mostre que o sistema se pode escrever 

Ai xi -f- Az x 2 +- - • • 4- At Xi 4- • • • + An xn = B , 

ou seja 

Ai an + A2 ait + • • • + (At » , — B) - H r A„ x„ = 0 . 

c) Que pode concluir quanto à dependência linear 
das matrizes colunas Ai., At, ••• , At se, — B, ••• An , 
onde xt é o valor da incógnita de ordem il Quanto 
vale o determinante de [A1A2--Aixi — B---A„]? 
Justifique. 

d) Deduza da alínea anterior que 

det \A\ A2 ••• B ••• A„] 
' ~ det fyl , At--- At--- A„\ ' 

Que regra obteve? 

Enunciados dos n . o s 5507 a 5514 de F . R . Dia» Agudo 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1." Prova P r á 
t ica de Informação — 16-2-1962. 

I 

5515 — 1) Prove que 

(A\jB)nCl)D) -
= (-4n c)u(/?n C ) u i n o ) u ( B n o ) . 

2) Dado o conjunto 

x - { ( " 1 ) % 7 T l } ( " = 1 ' 2 ' - > 
indique, justificando todas as respostas: 

a) pontos interiores, pontos exteriores, pontos 
fronteiros e pontos de acumulação ; 

6) ínfimo e supremo ; 

O conjunto é fechado? Porquê? 

R : l ) ( A U B ) n ( C l | D ) = 
= I x I x e (A U B) A. x e (C U D) I . 

Ora 

x e ( A ( j B ) A x e ( C | j D ) = (x 6 A V x e B) A 
A ( x e C x / x e D ) = ( x 6 A A x e C ) V ( x e B A x e C ) V 
V (x 6 A A x e D) V (x e B A x 6 D) = (x e A f | C) V 
V x e BnC) V (x e A n U) V (x e B n D ) = x e ( A n C ) U 

u ( B n c ) u ( A n D ) u ( B n D ) 

o que prova a igualdade proposta. 

2 a) Interior : 0 . 
2 | . 

Fronteira : X | J | 2 | U |— 9| . 
Pontos de acumulação : — 2 e 2 . 

b) inf X 2 sup X = 2 . 
O conjunto não e fechado porque — 2 £ X e 2 $ X . 
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I I 

5516 — 1) Mostre que, sendo al>~0, a2 > 0 e 
CU a2 = 6 2 , se tem (1 + Oj ) ( l + a2) ^ (1 4- ò) 2 . 

2) Verifique a identidade seguinte: 

/ n re « it \ 
(1 + i ) " = (cos 4- i sen j (1 - i)» . 

R : 1) (1 4- a t) (1 4- a2) = 1 4- a t 4- a 2 4- a x a2 = 
a l + a 2 / 

= 1 •+- ai + a2 + b 2 e, como 2 ï y a i a2 ou 
ai + a 2 ^ 2 b , vem (1 + ai) (1 4- a2) ^ l + 2b + b 2 = 
- (1 + b)-'. 

2) (1 4- i ) n = j^t/ã" {cos ̂  + i sen ^ j J 

= (\/ 2 )" ( cos n 1- i sen n — 

(' n ir 
cos H i sen n -

( 1 - i ) » . 

( cos h 1 sen n — ) (y 2 ) X 
2 2 , 

[COÍ (-DT) + ISEN (_DT)] = 

•= (\/2 )" {cos n — + i sen n -

i l l 

5517 — 1) Calcule l im V / " - • log n . 
n—ao V n 

2) Era relação à série 51 
^ log (n + 1) 

o) determine o intervalo onde ela é absolutamente 
convergente e refira a sua natureza fora de tal 
intervalo ; 

6) estude a natureza da série nos extremos do 
intervalo de convergência; 

c) refira-se à convergência uniforme, determinando 
o respectivo intervalo. 

00 

3) Mostre que, se for V a,i = a (finito), então 
u 

00 

2 ( a „-i + a„ + a,1 + 1) — 3 a — (ai + 2 aa) . 

R: 1) Fazendo y„ = - + 1 foff n , u«m í/ra = 1 
n „-oo y„ 

e o teorema de Cauchy permite concluir imediatamente 

que l/y„ -* 1 . 

íoo(n + 2) ío.?(n + l ) 
2 a) lim ; — = I x I hm ; — = | x [ : 

n==0 I x I" n=<x> log (n + 2) 
log (n + 1) 

A série é absolutamente convergente para — 1 < X < 1 
e divergente para x > l e X < — 1 . 

b) Para x = 1 tem-se a série 5! Que 
toflr(n-f-l) " 

• 1 1 ^ 1 

e divergente, pois > e > j 
log (n 4-1) n 4- 1 " n + 1 

é uma série divergente (série harmónica). 
Para x = — 1 tem-se a série alternada 

log (n 4-1) 
que é convergente (simplesmente), 

pois log (n + 1) 
• 0 decrescendo. 

c) A série é uniformemente convergente em qualquer 
intervalo [— 1 , r] (r < 1) . 

n - l 

3) Fazendo S„ = 5J a„, vem 
o 

K = S (a„_, 4- a„ 4- *„+,) = (a 0 4- &i 4- • • • 4- a„_,) 4-
1 

4- (ai 4- a2 4- • • • 4- a„) 4- (a 2 4- a3 4- • • • 4- a„ + l ) = 
*- s » + (S„+i — a0) 4- (S n + 2 — a 0 — aj) = 

= S„ 4- S„ + 1 4- S n + í — ( 3 l 4- 2 a0) 

e, como S„ -»- a , S n + 1 ->• a , S n f s -* a, S|, -> 3 a -
- (ai 4- 2 a0) . 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GKBAIS — 1." exame de 
f requênc ia ordinário — 21-3-1962. 

I 

5518 — 1) Diga o que é uma relação de ordem 
parcial e uma relação de ordem. 

Mostre que o conjunto de todas as sucessões reais 
pode ser parcialmente ordenado do seguinte modo: 
a B u c e s s ã o ctj , a 2 , ••• a„ ••• precede a sucessão 
* i j ° 2 j "•" ò,i • '• se existe u m m tal que o„ <C 6„ 
para n> m . 

2) Diga como se define a soma de números racio
nais e mostre que a soma de dois números racionais 
positivos recíprocos não pode ser inferior a 2. 

R : 1) Se a„ < b n para n > m e b„ < c„ para 
n > m 1 , então para n > sup (m , in') e a„ < c„ , 0 
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que mostra que a relação introduzida é uma relação de 
ordem parcial. Sendo & a relação, não se tem sempre 
a, , a2 , ••• a„ ••• a bj , b 2 , ••• b„ ••• V b , , b 2 , - - b n ••• 
• • • SI a\ , a2 , • •• a„ • •• e portanto não se trata de uma 
relação de ordem. 

2) Sendo j^y j > O e j^— J > O , se fosse 

ou a* -r 3 J < 2 a 3 , o que é absurdo. 

I I 
5519 — 1) Demonstre que uma condição necessá

ria e suficiente de convergência de uma sucessão é 
que os limites máximo e mínimo sejam iguais e finitos. 

Calcule lim 

fn2 + n -r 1 \ 

V n + 1 

2) Se 2 u " ' u r a a s ^ r ' e absolutamente conver
gente e se a sucessão u„ ó limitada, prove que a série 
2 s também absolutamente convergente. 

" 2 n + 1 
Mostre que a série > j ( - 1 ) " 1 • —- é sim-

, n (n + 1) 
plesmente convergente e tem por soma 1. 

n ; + n + 1 
log 

R: 1) lim 
n2 + 1 

lim 
n=co 

V n + l 

* * ( l + - n T T l ) 

1 + 
n + 1 

lim 
li— oo 1 

n»+ 1 

ç 
3 n + l 

3 n ( n + l ) 3 
«= hm = — . pois hm E = hm i = 1 . 

»==o 2 (n2 + 1) 2 ' 

2) s er i e è convergente pois i alternada decrescente 

e an —• 0 . A convergência i simples pois 2 

2 n 4- 1 
e divergente : hm n a • — 2 (a = 1) 

n=oo n (n + 1) 
1 1 

Como a„ - (—!)"-' (— + 

n(n + l ) 

n + 1 

*-(>*T)-(I*T).*(T*7 
-11 L _ 

V 2 n 2 n + 1 2 n + 1 e portanto 

I I I 

5520 — Se f(x) satisfaz a desigualdade — 
— f(z2) I Sã 0 I zi — z2 I (C constante) para todo o par 
de pontos zj , s2 de um conjunto Z , prove que f ( x ) 
é uniformemente contínua em Z. 

Interprete geometricamente aquela desigualdade e 
demonstre utilizando um exemplo, que a proposição 
recíproca não é verdadeira (sugestão: tome como 
exemplo a função y = \Jx em [ 0 , 1 ] ) . 

2) Seja g (x) -
x2 sen — (x 0) 

0 (x = 0) . 

Calcule Í / (x) e estude a continuidade de g (x) e 
o' (ar) em ] — oo, + oo [. 

3) Calcule P 
log x 

( x - 1 ) * 

R: 1) l i / ^ - l / ^ l -

e, como não se pode /er 

V/zj + v/z2 

1 

— I zi - z 2 I 

C p a r a 
V/z, +• l / z 2 

Z j , z 2 e V e (0) , não se verifica a desigualdade apre. 
sentada, embora y = y x se/a uniformemente contínua 
em [ 0 , 1 ] . 

í „ 1 1 
, , . 2 x sen cos — (x ==fc 0) 

2 ) g (x) = I x x ^ 
0 (x = 0) 

g (x) e «ma função continua em todos os pontos próprios 
e descontinua no infinito; g' (x) è uma função conti
nua para x =j= 0 , descontínua em x = 0 e continua no 
infinito. 

loa x 
3 ) P -7TJÍ-^7 = P ( x - l ) - ' 2 % x = - ( x - l ) - ' top- x + 

+ P 

(x - l)2 

1 
x ( x - 1) = 

ío.í7 x 

log x 
x - 1 

+ P 
x - 1 

-I- log I x — 1 I — log I x x — 1 
Enunciados e so luções dos n . o s 5515 a 5520 de Fernando do Jesus 

I . S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.° exame de 
f requênc ia extraordinár io — 30 de Abr i l de 1962. 

5521 — Defina a multiplicação de números i n t e i 
ros e prove que [m -i- 1 , m] é o elemento unidade 
para a multiplicação. 

Prove a propriedade distributiva da multiplicação 
para os números inteiros. 
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2) Defina as médias aritmética e geométrica e 
utilize a desigualdade existente entre elas para pro-

, l n + *\ " var que n ! < I — - — I . 

n (n + 1) 

R: 2) V l . 2 - . - n < 
1 + 2 + . . . + n 

n n 
n + 1 . „ ,—, n + 1 / n + l \ " 

= istoé, v / n ! < — — ou n ! < £ ( - £ - ) . 

I I 

5522 — 1) Demonstre que a fórmula log (1 -(-a;) = 

= i - U ! (lira X = — 1 se pode obter da fórmula 
V *=o 2 / 1 

de MAG-LAURIN para a função log (1 + x) . 
log n ! Calcule lim 

n-oo 1* + 2* + ••• + : 
; ( * > 0 ) . 

2) Deduza o critério da razão e explique por qua 
motivo ele não serve para esclarecer a natureza da 
série S) 1 + a + b* + a» + ò* + ••• + a-"-' 4- 6 2 "4 
(0 < a < b •< 1) . Estude a natureza de S) . 

R : 1) Pela fórmula de MAC-LAURIN e íot; ( l + i ) . 
x 2 1 . . 1 1 

2 
como lim 

2 (1 + 8 x ) 2 .-o 2 (1 + 8 x ) 2 

vem imediatamente o resultado pretendido. 
Fazendo x„ = log a\ e y„ = l k 4- 2 k + • • • + n k , 

, . x n + t x n 

como hm lim 
n=co 

log (n + 1 ) ! — log n ! 

lim 
log (n 4- 1 ) 

(n + l ) k 

loq(n 4- l ) k 

— lim 
k „_co (n + l ) k „=co ( n 4- l ) k 

imediatamente (teorema de CAUCHY^J 
log n ! 

= 0, 

lim 

2) Como p2„ = 

l k + 2 k 

b ! " 

•• + n k 
= 0 . 

+ oo e p 2 „ f , = • O , 
a»- - ' b 5 n 

tem-se uma infinidade de vezes p„ >• 1 mas isso não è 
garantia de divergência. 
1 4- a 4- b 2 4- a 3 4- b 4 4- • • • < 1 4- b 4- b 2 4- b 3 4- b 4 4- • • • 
e a série L b" é convergente o que implica a convergên
cia da série dada. 

I l l 

5523 — 1) Considere o polinómio P (x) = a0 x" + 
•4- a j x " - 1 4- • • • + a„ e calcule lim P (x) e lim P (x) 

a:=-fOO I Œ - 0 O 
(considere separadamente os c a 6 o s » pare n ímpar ) . 

Prove que, com n ímpar, o polinómio P (x) tem 
pelo menos uma raiz real. 

2) Calcule P 
+ 1 

x* (x 2 + 1) 

3) Sendo / " ( x ) ^ 0 em [a , ò], prove que o grá
fico de / ( x ) era [x t , x 2 ] (a <J x j < x 2 ; g 6) está 
abaixo da corda que une os pontos Mt[xx,f (»i)] e 
^2[J"2,/(^2)J • 

e o> x + 1 a0 + a! x + a 2 x 2 4- a 3 x» 
K : ú) = 4-

' x* ( x 2 4- 1 ) x 4 

x 2 4- 1 
Cálculo de ao , a j , a2 e aj : 

1 4- X 
Ro ( x ) = e j fazendo o divisão do numerador 

1 4- x 2 

fWo denominador até o cociente atingir o grau 3, obtem-
-se 1 4- x — x 2 — x 3 e o polinómio procurado. 

Cálculo de S0 : 
x 4- 1 x 4- 1 

R4 (X) = — = ; — — e vem imediatamente 1 - 2 A 4- A 2 

x + 1 . 
X + 1 T . 1 1 1 1 

P - P f -P P P H 
x 4 (x 2 4- 1) x 4 x 3 x 2 x 

+ P 4- p = _| 
x 2 4- 1 x 2 4- 1 3 x 3 2 x 2 x 

— log I x I 4- — log (x 2 4- 1) 4- arctg x . 

E n u n c i a d o s e s o l u ç õ e s dos n . o s 5521 a 5525 do F e r n a n d o de J e s u s 

F. C. P. — MATEMÁTICAS GERAIS — Engenharia — 1.° 
Exame de Frequência — Fevereiro de 1962. 

Ponto N.° 2 

5524 — 1 — a) Resolver a equação z4 4- 1 •» 0 em 
que z e C . (Tal como no curso, sendo z e C, o sím
bolo 2 designa aqui o conjugado de z) . 

6) Mostrar que os afixos daB raízes encontradas 
são vértices de um quadrado centrado na origem. 

c) Decompor o.polinómio A ' 4 -r 1 e C [X] em facto
res primos (sobre C) ; indicar ainda a decomposição 
desse polinómio em factores primos (sobre B.) . Jus
tificar a resposta. 

2 — a) Decompor em fracções simples de C (X) a 
fracção racional 

2 i X 3 4- (1 - 3«) AR-' 4- (8 - 3Í ) X 4 - 2i - 2 
(X - 2) 2 (XT Í ) 2 

b) Calcular a soma dos inversos dos zeros do poli
nómio 

2 i A'3 4- (1 — 3 i) A' 2 + (8 — 8«) X + 2» - 2 . 

http://Vl.2-.-n
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3 a \ Achar equações paramétr icas da recta r 
que passa pelo ponto 

A ( 1 , 2 , - 1 ) 

e tem a direcção do vector u = 2i —j + Bk . 
b) Achar equações ca r t e s i anas dessa mesma 

recta r . 
c) Achar a equação cartesiana do plano a , que 

passa pela recta r , e é paralelo à recta s , de equa
ções cartesianas. 

íx - y = 0 
l y + 3z = 5 

d) Escrever equações cartesianas de uma recta ge
nérica do plano a que seja paralela ao plano 

y + a = l . 

4—.Seja A um operador linear sobre um espaço 
vectorial E ; designe C (A) o contra domínio de A 
(isto é, a totalidade das imagens, Ax, dos vectores 
x e E) . 

a) Mostrar que C (A) é um sub-espaço de E . 
b) Supondo dim E = n , e (e\ , e2 , • • • , «„) uma 

base de E , mostrar que C (A) é a variedade linear 
gerada pelos n vectores A ci, Ae^, ••• Âen, e indi 
car como, mediante adequado confronto destes n ve
ctores, é possível calcular a dimensão de C (A) . 

F. C. P. — MATEMÁTICAS GERAIS — Engenharia — 2.* 
chamada — f.° Exame de Frequência . 

Ponto N.° 4 

5525 — 1 — o) Seja X um parâmetro real arbi t rá
rio ; mostrar que o afixo do complexo z = \ — \ + 2\i 
descreve uma recta (que será determinada), quando 
X varia de - o o a + oo. 

6) Determinar o valor mínimo de | z \, aprovei
tando o resultado obtido em a) . 

c) Será o conjunto dos valores do z, considerados 
em a), um espaço vectorial (sobre C), a respeito da 
adição e multiplicação por um complexo, habituais ? 
Justificar a resposta. 

2 — Indicar, justificando a resposta, quais dos se
guintes conjuntos de polinómios constituem um ideal 
de C[X]: 

a) o conjunto R [X] dos polinómios de C[X], 
cujos coeficientes são reais; 

b) o conjunto D dos polinómios de C[.2L] que não 
têm valoração inferior a 2; 

c) o conjunto dos polinómios constantes de C [ X ] . 
Num dos casos afirmativos, indicar ainda um gera

dor do respectivo ideal. 

3 — Num referencial orto-normal, sejam \ 
U 

•sc = 2z + l 
. y = 3 z - 2 

r x = 4s —1 
e i as equações de duas rectas r e s , 

respectivamente. 
a) Determinar a equação do plano a, que passa 

por r e é paralelo a s; 
6) Achar o ângulo que forma com o plano a uma 

recta que tem a direcção do vector u = — (» '+ , / + A"). 

c) Achar os planos, paralelos às rectas r e s , 
que distam da origem 4 unidades. 

4 — Seja A um operador linear sobre um espaço 
vectorial E , n — dimensional sobre um corpo K de 
números. 

a) Mostrar que, sendo Uj ,M 2 • • • ,«„ uma base de 
E, e Au\ , A u2 • •• ,Aun , vectores linearmente depen
dentes (em E) , o operador .A não tem inverso, — e 
que, se os vectores Aut Au2 ••• Au„, são linearmente 
independentes, o operador A é invert ível . 

è) Sejam, em particular, E -» R3 e K — R. Seja 
A o operador linear sobre /?' ta l que 

4 ( 1 , 0 , 1 ) == ( 1 , 0 , 0 ) 
A ( 0 , 1 , 1 ) = ( 0 , 1 , 0 ) . 
A ( 0 , 1 , 0 ) - ( 0 , 0 , 1 ) 

Estudar a invertibilidade do operador A assim 
caracterizado, tendo era conta a alínea a). 

c) Achar os transformados, por A, dos vectores 
( 1 , 0 , 0 ) , ( 0 , 1 , 0 ) , ( 0 , 0 , 1 ) , de R*. 

NUTA — Na elaboração dos precedentes enunciados 
teve-se em conta o facto seguinte, que fortemente condi
ciona, desde 1958, o ensino da cadeira de Matemáticas 
Gerais na Faculdade de Ciências do Porto: em virtude 
da carência de pessoal docente e salas de aula, tornou-se 
impossível proporcionar aos numerosíssimos alunos ins
critos nessa cadeira (1350, no corrente ano lectivo) as 
ducts aulas práticas por semana prescritas por lei, 
sendo uma apenas dada em cada turma. (E, mesmo 
assim, cada turma comporta por vezes 60 alunos). 

Enunciados dos n . o s 5524 a 5525 de A. Andrade Guimarães 

F. C. L. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1." exame de f r e 
quência - 1962. 

1." chamada 

5526 — l a ) Defina conjunto aberto e conjunto 
fechado. Sendo Y sub-conjunto fechado do conjunto 
aberto X, prove que X — Y é aberto. 
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1 £>) Calcule 

lira (n 4 2)2 - ' ° g ( • • + * ) + l°e (» + ! ) J • 

2 a) Demonstre que o raio de convergência de 

*S o» se" é dado por 

l im V I u„ I 
2 6) Determine o intervalo de convergência da 

série 
(a + 6 c o s „ , r . ( 2 a ; + l ) „ 

n2 4 1 
2c) Prove que a convergência é uniforme nesse 

intervalo. 

3 a) Calcule u (2) , / ; (2) e /J (2) para 

/ ( « 

, , íe i - 2 se x -
(*) = { 

1.4 i/5 - x! 

< 2 
se x ^> 2 

3 6) Se f (x) é contínua em a e g (y) em 6 = / ( a ) , 
prove que a composição <7[/(x)] é contínua com a. 

4 a) Calcule P (cosec x • sec x ) 2 . 

4 6) Calcule f . • 
x 5 4 4 x 3 

2 * chamado 

5527 — 1 a) Sejam X j , .Y 2 , • • • conjuntos limitados 
de números reais tais que X„ ZD A ' „ + , (n = 1 , 2 , • ••) . 
Relacione, justificando, os limites de W-l„, Ln) 

j Je X„ e AT„ + 1 . As sucessões l„ e /<„ 
convergem ? Porquê ? 

1 6) Discuta a existência de limite para a sucessão 
de termo geral 

a" fr ft. 
a" 4 

a > 0 , p > 0 . 

2 a) Enuncie e prove o critério de RAABE. 
2 6) Determine o intervalo de convergência da 

1 1 • 3 ••• (2n — 1) 
~n ~~2-4 •••(2n) X 

2 c) Deduza daí a convergência uniforme da série 
1 • 3 ••• (2 n — 1) cos n x 

2 . 4 - - - (2)i) n 
em (— oo , 4 oo) . 

3 a) Usando a definição de derivada, calcule 
/ ' (3) para 

/(*) = 

2 
i z a 

Confirme o resultado usando as regras de deriva
ção. 

3 6) Seja f ( x ) um polinómio de grau par e termo 
independente negativo. Que pode dizer das suas 
ra ízes? Justifique. 

4 d) Calcule P ' 
\Jx 

V/x 

4 6) Calcule P - — — - Í - . 
4 x* 4 4 x 2 4 1 

E n u n c i a d o s dos n . 0 5 5526 a 5527 entregues por J . J . D i o n í s i o 

F. C. L. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame final — (Bio
lógicas, Geológicas e Prof. Adj.) — 13-7-62. 

5528 — Se A e B representarem dois aconteci
mentos, diga o que entende por A U B e A CI B • 
Como estão relacionadas as probabilidades P(„4 (J B), 
P(Af\B), P(A) e P ( B ) ? Quando diz que dois 
acontecimentos são incompatíveis? 

Aplicação: Seja A o acontecimento «saída de um 
ás» e B o acontecimento nsaída de uma carta de 
espadas» numa tiragem casual de um baralho de 52 
cartas. 

O que vêm a ser neste caso A\J B e AÇ)Bf 
Calcule P(A\JB). 

R: P(A\JB)~ 
13 

5529 — Faça o estudo da curva de equação 

y 
— 1 /"fzi-MV 

i — lA + 

e diga qual a importância das curvas deste tipo em 
Estat ís t ica . 

Aplicação: Num exame em que se apresentaram 
500 alunos a classificação média obtida foi 13,4 e o 
desvio padrão 2,4. 

Admitindo que as classificações se distribuem nor
malmente, determine 

a) a percentagem de alunos com 12 valores (con
siderando iucluidas nesta categoria as notas do inter
valo 11,5 < x < 12,5) ; 

6) o percentil de ordem 10 (ou 1.° decil), i . e., a 
nota máxima dos 50 alunos menos classificados; 

o) a nota mínima dos 50 alunos mais classificados. 

R: 1 4 % ; 10,3; 16,5. 

5530 — Distribuição de frequências; histogramas; 
classificação dos dados. 
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Aplicação: De uma população escolar escolhe-
ram-se ao acaso 40 alunos e mediram-se as respecti
vas alturas em cm, obtendo-se os seguintes resultados: 

150 132 144 125 149 157 146 158 138 
140 
163 
140 

«) 

164 
147 
119 
135 

136 
154 
161 

148 
165 
145 

152 
146 
135 

144 
173 
142 

168 
142 
150 

126 
147 
156 

138 
135 
145 

176 
153 
128 

Organize um quadro de frequência com os da
dos distribuídos pelas 12 classes 118-122, 123-127, ••• 

b) Desenhe o histograma correspondente e deter
mine graficamente os quartis. 

c) Calcule a média da amostra. 
d) Como obter estimas centradas do valor médio 

e da variância da população? 

5531 — Ensaios de hipóteses sobre o tipo de dis
tribuição. 

Aplicação: Considere a totalidade de famílias com 
5 filhos e designe por X o n.° de rapazes de caia 
família. Aceitando que são igualmente prováveis os 
nascimentos de rapazes e de raparigas, prova-se que 

P (X - 0) = P (X • 

P (X - 4 ) -
5 

~32" 
P (X - 2) 

10 
P ( X = 3 ) = . 

v ' 32 
a) Qual a expressão que permite calcular estes 

valores ? 
6) Estudando o que se passa numa amostra de 

320 famílias com 5 filhos, obtiveram-se os seguintes 
dados : 

n." de rapazes 0 1 2 3 4 5 
n.° de famílias 8 40 88 110 56 18 

Organize com estes valores um quadro para o cálculo 
de Q- e conclua daí qual a confiança que lhe merece 
a hipótese de serem igualmente prováveis os nasci
mentos de rapazes e raparigas. 

R : Q 2 = 12,0 > y' 95 = 11,1 (para 5 graus de liber
dade) e a hipótese não è aceitável ao nível de signifi
cância de 5%. 

F. C. L. — MATEMÁTICAS GERAIS — Exame f inal — (Bio
lógicas, Geológicas e Prof. Adj.) — 16-7-62. 

5532 — Sejam A e B dois acontecimentos a que 
correspondem as probabilidades P (A) e P (B) . 
O que entende por probabilidade condicional de B 
realizado A e era que condições 6e pode definir? 
Quando diz que A e B são independentes? 

Aplicação: De um baralho de 40 cartas tiram-se 
sucessivamente duas ao acaso. Qual a probabilidade 
de obter 2 ases 

a) se houver reposição da 1." c^rta antes de t i rar 
a 2.'? 

b) se as tiragens se fizerem sem reposição? 
Indique como a probabilidade pedida em 6) se pode 

calcular também pela relação entre o n." de resulta
dos que conduzem ao acontecimento e o n.° total de 
resultados possíveis. 

1 1 
R : a) b) . 

' 100 ' 130 

5533 — Dada uma curva de equação y = f (x) , 
como calcula a área compreendida entre a curva, o 
eixo das abcissas e as rectas x = a e x = b? 

E se / ( x ) for a densidade de probabilidade de 
uma variável casual X, que significado pode dar à 
referida á rea? Quais as condições a que se deve 
sujeitar / ( x ) para que possa ser uma densidade de 
probabilidade ? 

Aplicação: Represente gràficamente a função 

/(*) 
0 se x < 0 

cx se 0 < ^ x < ^ 4 
0 se x > 4 

determine c de modo que / ( x ) po6sa ser a densidade 
de probabilidade de uma variável casual X e calcule 
nesse caso P (1 < X < 2) e P (X > 3) . 

5534 — Distribuição binomial. Sua aproximação 
pela distribuição normal. 

Aplicação: Uma variável X que segue a lei b i 
nomial tem M (X) = 6 e a (X) = 2 . 

Calcule n,p,q, dê a expressão que permite cal
cular P(X=Í) e calcule um valor aproximado desta 
probabilidade recorrendo à distr ibuição normal. 

R: = 18, 
q - — , p ( a r - i ) = o,oo9. 

Estima do valor médio e da variância. Estimas 
pontuais e por intervalos. 

Aplicação: Uma amostra de 50 classificações de 
de uma população escolar conduziu a x = 7,5 e 
s- = 4 . Aceitando que a distr ibuição é normal com 
valor médio IL e desvio padrão a, determine uma 
estima centrada de a e calcule 

P (7,5 - 0 , 1 < o. < 7,5 + 0,1). 

R : 
2 v/50 
— e 0,28, 

7 ' ' 
Enunciados dos n.» s 5528 a 5534 da F . R. Dias Agudo 



m 
44 

mm 

G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

Academia Militar — CÁLCULO INFINITÉSIMAL—Algumas 
questões saídas nos primeiros exames de fre
quência da 6.* cadeira no ano lectivo de 1961-
-1962. 

5535 — a) Defina diferencial da função f { x , y ,z) 
no ponto (xo , yo i zo) • 

6) Determine a diferencial da função / (x , y , *) = 
= x cos (y a ) com 

x =» u sen v 
y = u cos v 
a = u 

e verifique para este caso o princípio da invariância 
da diferencial. 

5536 — a) Mostre que nas vizinhanças do ponto 
( 1 , — 1,2) as equações 

x 2 (3,2 + z2) _ 5 
(x - z)t + y* = 2 

definem y e a como funções de x continuamente 
deriváveis. 

d y 
b) Determine os valores das derivadas e 

d x 
d z 
d x das funções a que se refere a alínea anterior, 

no ponto considerado. 

5537 — a) Mostre que as funções u , v, to defini
das por 

u = x + y 
v = x + a 

w = yi + zt — 2yz 

são funcionalmente dependentes. 

b) Determine o domínio e o contradomínio da 
transformação (x , y , z) -* (u , v , iv) definida pelas 
funções anteriores. 

5538 — Mostre que as funções a (x , y) definidas 
implicitamente pela expressão 

/ ( X 2 + t/í + Z2 , 22 - 2 x j/) = 0 

onde / designa uma função arbi t rár ia dos seus 
argumentos, derivável, verificam a equação 

5539 — a) Defina plano tangente e normal a uma 
superfície num ponto regular. 

6) Determine as equações cartesianas e equações 
vectoriais do plano tangente e da normal à superfície 

x* + t/2 = 2 a 

no ponto em que x = — 1 y = 1 . 

5540 — Considere os campos vectoriais de E3 

definidos pelos vectores u (X) e v (X) , X — 
— ( x i , x j , X 3 ) , e suponha que existe div u , rot u e 
r o t v num dado aberto de S3. 

a) Mostre que 

1) divu = - • i + + k . 
0 x j d xz d x 3 

,n t à u ò u d u 
2) rot u = I X — 1- i X — (- k X • í) x t í) x 2 á x 3 

x 2
 — y 2 + (x a + y z )

 h — T - ) - ° -
\ x c* y / 

6) Utilize os resultados da alínea anterior e as 
propriedades do produto misto de três vectores para 
mostrar que 

div (u X v) = v • rot u — u • rot v . 

5541 — a) Utilizando a teoria dos extremos con
dicionados (multiplicadores de LAGRANGE) determine 
o ponto da reta 

x + a - 6 = 0 
x — 2 y - 3 z = 0 

que está à menor distância da origem. 

b) Verifique o resultado obtido na alínea anterior 
resolvendo o problema por outro procesîo. 

5542 — Utilizando a teoria dos extremos condicio
nados (multiplicadores de LAORANGE) determine o 
ponto da parábola y = 4 x'- que está à menor distân
cia da recta x — y = 1 . 

5543 — a) Determine a área da região limitada 
pelas linhas x 2 = 3 — y e x = 2y . 

b) Determine o perímetro do contorno que limita 
a área a que se refere a alínea anterior. 

5544 — a) Método de integração por partes. 
b) Utilize o método a que se refere a alínea ante

rior para mostrar que se for 

fir/8 
•»» = I (senx)"dx, n inteiro não negativo, 

•«•ri»'-
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então 
n + 1 

"+2 n + 2 " 

5545 — Considere a expressão 

( ) 2 „ y-u ò*u 1 d,-n (c = const.) 
dy1 d * c2 à P 

e mude as variáveis independentes x,y,z,t para 

as variáveis Ç , » I , Ç J T . relacionadas com as primeiras 
por 

Ç + D T 
T + 

V a - í 
sendo v uma constante. 

Enunciados dos n . o s S555 a 5545 de A. César de Freitas 

M O V I M E N T O M A T E M Á T I C O 
FORUM ATÓMICO PORTUGUÊS (em organização) 

A Comissão Organizadora do Forum Atómico Por
tuguês, constituída—-por iniciativa da Secção Nuclear 
da Associação Industrial Portuguesa — pelos Srs.: 
Eng. Alvaro Machado de Assunção, Dr. Carlos Cacho, 
Prof. Herculano de Carvalho, Dr. Manuel Corte-Real, 
Eng. Quadros e Costa, Dr. Armando Gibert, Eng. Ivo 
Gonçalves, Eng. Teixeira Lopo e Eng. Manuel Rocha, 
pede-nos a publicação da seguinte nota: 

«Na convicção de que o prest ígio e a eficiência do 
futuro Forum Atómico Português estão intimamente 
ligados ao número e projecção das empresas que se 
inscreveram como seus sócios colectivos e, designada
mente, de apoio, bem como ao interesse e entusiasmo 
dos seus sócios efectivos individuais, os membros da 
Comissão Organizadora, lançam um convite a todos 
— empresas e técnicos individuais — para que dêem 
desde j á a sua adesão a esta iniciat iva». 

O Forum Atómico Português destina-se a preencher 
uma lacuna no nosso País, pois j á há alguns anos 
que existem e florescem organizações semelhantes na 
maioria dos países da Europa. Designadamente as 
associações dos seguintes países: Alemanha, Bélgica, 
Holanda, Itália, Luxemburgo, Suíça, resolveram 
unir-se numa associação europeia, o Foratom, à qual 
se juntaram recentemente a Áustr ia e a Espanha. 
Portugal será membro efectivo do Foratom logo que 
se tenha consti tuído o Forum Atómico Português. Até 
lá está representado naquela agremiação, a t í tulo 
provisório, pela Secção Nuclear da Associação Indus
tr ial Portuguesa. 

Para orientação dos interessados publicamos a 
seguir extractos de alguns dos mais significativos 
artigos dos Estatutos da futura associação, a saber: 

Ar t . 3.° — O objectivo desta associação, entre 
outros autorizados pela lei, é o de contribuir para a 
promoção e coordenação de todos os esforços ao seu 

alcance que favoreçam o progresso e o desenvolvi
mento das aplicações pacíficas da energia nuclear em 
todos os campos. 

§ único — Para isso deverá, em part icular: 

1 ° ) 

2.°) 

3.») 

4.») 

5.°) 

Ar t . 

organizar reuniões e realizar trabalhos de 
interesse geral, designadamente at ravés dos 
Grupos de Trabalho previstos no Art ." 23.°; 
manter os sócios informados dos principais 
progressos técnicos da energia nuclear e das 
suas aplicações pacíficas e das perspectivas 
do mercado que esses progressos representam: 
divulgar entre o público em geral a impor
tância para o bem-estar social das aplicações 
pacíficas da energia nuclear, quer pela sua 
util ização directa, quer pelos mercados que 
criam, bem como procurar esclarecer os pro
blemas relativos a riscos atómicos; 
promover o conhecimento das actividades 
nacionais nos diversos sectores das aplicações 
pacíficas da energia nuclear e dos esforços 
feitos para o seu desenvolvimento, a t ravés de 
conferências, congressos, exposições, etc.; 

colaborar com outros organismos nacionais 
ou internacionais prosseguindo objectivos 
análogos ou concorrentes para os mesmos 
fins gerais. 

4 " — Podem ser sócios do Forum Atómico 
Português todas as pessoas físicas ou morais de 
nacionalidade portuguesa ou não, que manifestem 
esse desejo e sejam recomendadas, para esse fim, por 
dois sócios de apoio ou efectivos, de nacionalidade 
portuguesa. 

Art . 7.° — As quotas serão pagas anualmente, em 
Janeiro de cada ano, de acordo com a seguinte 
tabela : 

^ 



46 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Sócios efectivos ou correspondentes: 
pessoas físicas .- cem escudos 
pessoas morais: quinhentos escudos 

Sócios de apoio : cinco mil escudos. 

Art. 9 0 — As actividades da associação exercem-se 
através dos seguintes órgãos : 

a Assembleia Geral 
o Conselho de Orientação 
a Direcção 
os Serviços Administrativos 
os Grupos de Trabalho. 

cuja composição e atribuições se fixam nos artigos 
seguintes ou serão definidas em Regulamentos Inter
nos a elaborar pela Direcção. 

Art. 13." — O Conselho de Orientação é constituído 
essencialmente por delegados de organismos públicos 
ou de utilidade pública, expressamente convidados a 
nomearem representantes seus para esse fim. 

§ único — A Direcção regulamentará a organi
zação deste Conselho. 

Art. '23.° — Com o fim de criar as melhores condi
ções à consecução do objecto social, criar-se-ão 
Grupos de Trabalho cujo número, composição e pro
grama de actividades serão objecto do Regulamento 
Interno a elaborar pela Direcção. 

Art. 27." — Con6Íderar-se-ão Sócios Fundadores 
todos os que se tenham inscrito nas várias classes 
de sócios, a título provisório, até à realização da 
Assembleia Geral Constituinte e que tomem parte 
nesta. 

Todo o expediente relativo a esta associação 
deverá ser remetido para o seguinte endereço: 
Comissão Organizadora do F . A. P. — a/c da Asso
ciação Industrial Portuguesa, Praça das Indústrias 
— Lisboa 3. 

F U N D A Ç Ã O C A L O U S T E G U L B E N K I A N 
Como noticiamos no N.° 74-75 a Fun

dação Calouste G-u lbenk ian concedeu à 
«Gazeta de Matemát icas um subsídio da 
impor tânc ia de 100.000)500. Depois de troca 
de cor respondênc ia onde se procurou a 
forma aceitável da utilização do subsídio, 
cnegou-se a entendimento pela aprovação 
concedida pelo Conselho de Adminis t ração 
da Fundação à proposta que apresen támos 
em Novembro do ano findo. 

O ofício que a seguir se transcreve, esta
belece o plano pormenorizado da utilização 
daquele subsídio, plano que mereceu tam
bém a aprovação do Digníssimo Conselho de 
Admin i s t ração da Fundação Calouste Gul
benkian, ao qual aqui renovamos os nossos 
sinceros agradecimentos. 

Ao 
Ex.""0 Senhor 
Director do Serviço de Ciência 
Fundação Calouste Gulbenkian 
LISBOA 

E i . " Senhor Doutor: 
Recebemos e agradecemos a carta de V. Ex.*, de 4 

de Dezembro último, em que nos é comunicada a 

aprovação pelo Digníssimo Conselho de Administra
ção da Fundação Calouste Gulbenkian, do proposto 
no N.° 1 do projecto por nós apresentado em carta de 
15 de Novembro do ano findo. 

Em conformidade, pedimos a V. Ex.* nos seja re
metido documento que nos permita a utilização ime
diata dos 25° / 0 do referido subsídio. 

Em seguida permitimo-nos apresentar a V. Ex.* 
plano mais pormenorizado de aplicação dos restantes 
75 "/o, como foi prometido na mesma nossa carta de 
15 de Novembro do ano findo. 

Como dissemos, em nossa exposição de 31 de Julho 
de 1958, a «Gazeta de Matemática» «tem feição prin
cipalmente didáctica e divulgadora, dirigindo-se a 
professores e estudantes» e possibilitando-lhes traba
lho mais de «mise-au-point» que de investigação 
matemática sobre assuntos não versados nos nossos 
programas universitários. 

Neste campo de actividades, a «Gazeta de Matemá
tica» tem um papel fundamental a desempenhar. 

Com efeito, permita-me V. Ex.* recordar que, se 
considerarmos um país de população equivalente à da 
metrópole portuguesa mas de conjuntura nacional 
igual à de um país europeu de desenvolvimento mé
dio, nas suas Faculdades de Ciências se deveriam 
formar no corrente ano lectivo 1961-1962 

990 licenciados e 120 doutores 
dos quais 396 licenciados e 30 doutores 

297 » » 45 » 
297 » » 45 » 
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deveriam ser imediatamente ocupados respectiva
mente pela indús tr ia , pela i n v e s t i g a ç ã o e pelo ensino. 

A realidade portuguesa é infelizmente bastante d i 
ferente. 

N ã o nos compete nem nos interessa neste momento 
mais que esta simples c o n s t a t a ç ã o para afirmarmos 
mais uma vez a nossa firme dec i são de contribuir 
para a melhoria dos conhecimentos m a t e m á t i c o s no 
nosso país e para a consequente repercussão nacional. 

Tendo em vista estes factos, sentir-se-ia a aGazeta 
de M a t e m á t i c a » muito honrada se pudesse colaborar 
ou auxil iar a F u n d a ç ã o Calouste Gulbenkian em 
qualquer plano de actividade que tivesse como 
campo de acção o domín io a trás referido: aper
f e i ç o a m e n t o dos nossos licenciados em m a t e m á t i c a 
e estudantes dos ú l t i m o s anos do curso em trabalhos 
de «mise -au-po in t» (não de i n v e s t i g a ç ã o ) nos ramos 
ou não suficientemente desenvolvidos ou não versados 
nos nossos programas u n i v e r s i t á r i o s . 

# * * 
Nestes termos, pensamos que, como pr inc íp io fun

damental, os restantes 75 ° / 0 devem ser aplicados por 
forma que: 

a) a revista venha a ser directamente beneficiada, 
particularmente no que respeita a assegurar-
-lhe co laboração rnais regular e permanente e 
potencialmente extensiva a todos os estudiosos 
de m a t e m á t i c a em Portugal ; 

6) se promova e se fomente a d i s p o s i ç ã o de estudo 
ë de p u b l i c a ç ã o de resultados de estudo de 
novos temas de m a t e m á t i c a . 

Ass im os 75.000^00 dividir-se-iam em três parcelas 
iguais : 

1) 25.000$00 seriam d i s t r i b u í d o s como prémios 
de um concurso aberto nas c o n d i ç õ e s gerais seguintes: 

a) O concurso consta de duas s e c ç õ e s : A e B 
A secção A poderão concorrer quaisquer indi 
v í d u o s não licenciados. 
A secção B poderão concorrer quaisquer indi
v í d u o s não doutorados. 

ó) Os concorrentes deveriam apresentar trabalho 
de « m i s e - a u - p o i n t » com e x t e n s ã o m í n i m a a 
determinar e sobre assunto incluindo em sec
ções como : 

Pedagogia e h i s tór ia das m a t e m á t i c a s 
M a t e m á t i c a s puras 
M a t e m á t i c a s aplicadas 
F í s i c a m a t e m á t i c a ou F í s i c a teór ica 

c) Os trabalhos premiados seriam publicados na 
« G a z e t a de M a t e m á t i c a » , a quem os autores 
cederiam os seus direitos. 

Os trabalhos não premiados mas considerados 
com méri to e interesse poderiam ser t a m b é m 
publicados na « G a z e t a de M a t e m á t i c a » mas 
sem direito a qualquer outro prémio que não 
seja o da sua p u b l i c a ç ã o . 

2) 25.000^00 seriam aplicados na compra de l i 
vros, que ficariam na posse da Biblioteca da 
«Gazeta de M a t e m á t i c a » , mas que seriam 
adquiridos segundo necessidade fundamentada 
de estudiosos não doutorados, em especial 
aqueles que fossem subvencionados, para rea
lizarem trabalho de «mise -au-po in t» dentro de 
plano a estudar em pormenor e a estabelecer 
entre vár ias entidades nomeadamente a F u n 
dação Calouste Gulbenkian e a « G a z e t a de 
M a t e m á t i c a » . 

3) 25.000^00 seriam destinados a garantir a r e a 
l i z a ç ã o completa dos objectivos expostos na 
primeira a l ínea , particularmente no que res
peita a p u b l i c a ç ã o de qualquer trabalho apre
sentado que mereça a forma de monografia. 

P a r a r e g u l a m e n t a ç ã o do concurso referido em 1) e 
c lass i f i cação dos trahalhos apresentados seria orga
nizado júri c o n s t i t u í d o por representantes da F unda
ção Calouste Gulbenkian, da « G a z e t a de Matemát i ca» 
e dos Ensinos Superior, S e c u n d á r i o e T é c n i c o . 

P e d í a m o s o parecer de V. E x . * sobre o que acaba
mos de expor e aproveitamos a oportunidade para 
apresentar os nossos melhores cumprimentos. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção , além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares à Redacção 

1 4 9 — A . C É S A R DE F R E I T A S — C á l c u l o c o m n ú m e r o s 
a p r o x i m a d o s — Lisboa, 1960 

O «Seminár io de Cálculo N u m é r i c o e M á q u i n a s 
M a t e m á t i c a s do Instituto de A l t a Cultura» iniciou 

com este trabalho do Dr. César de Freitas as suas 
p u b l i c a ç õ e s que serão dos três tipos seguintes: 

P u b l i c a ç õ e s A — destinadas a fornecer elementos 
de trabalho e de consulta aos estudantes e a todos 
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aqueles que necessitam de efectuar cá lcu los n u m é 
rico? ( m a t e m á t i c o s , f í s i cos , engenheiros, etc.). 

P u b l i c a ç õ e s B — destinada a apresentar resultados 
dos novos. 

P u b l i c a ç õ e s C — tabelas. 
O livro Cálculos com Números Aproximados pertence 

à primeira categoria e é um livro elementar de in ic ia 
ção , muito claro, acess íve l até ao aluno do últ imo ano 
l iceal . Os diversos parágra fos do livro intitulam-se : 

E r r o s e enganos ; valores aproximados dos números ; 
algarismos significativos; re lação entre o erro rela
tivo e o número de algarismo signif icativos; fórmula 
fundamental do cá lculo dos erros ; ap l i cação da fór
mula fundamental do cá lculo dos erros ao caso das 
operações fundamentais ; outras ap l i cações ; o pro
blema inverso do cá lcu lo dos erros ; operações apro
ximadas. 

Termina o livro com uma bibliografia actual onde 
o estudioso poderá continuar e completar o seu 
esclarecimento. 

O livro preenche uma lacuna na bibliografia por
tuguesa sobre o assunto e prestará bons serv iços aos 
que se queiram iniciar nos métodos do cá lcu lo com 
números aproximados. 

J . S i lva Paulo 

1 5 0 — M A R T I N S R O D R I O O E S , A . A . , e M U N I Z O L I V A , W . 

Q u á d r i c a s n u m e s p a ç o a f i m e u c l i d e a n o — Socie

dade de M a t e m á t i c a de São Paulo, 1 9 6 1 . 

O desenvolvimento assumido nos ú l t imos anos pela 
á l g e b r a linear tem-se feito sentir em larga escala no 
estudo dos assuntos tradicionalmente englobados na 
geometria a n a l í t i c a do segundo grau, e é exemplo 
disso a presente publ i cação da Sociedade de Matemá
t ica de São Paulo, com as l i ções referentes a dois 
c a p í t u l o s da cadeira de Geometria A n a l í t i c a da 
E s c o l a P o l i t é c n i c a da Universidade de São Paulo. 

Os autores começam por dar umas noções gerais 
da teoria das formas bilineares e formas quadrát i cas 
sobre um espaço vectorial de d imensão n, e das fun
ções quadrát i cas sobre um espaço afim associado ao 
e s p a ç o vectorial, que interessam para o estudo pos
terior das quádr icas ness» espaço afim. Aplicam a 
teoria feita aos casos correntes n = 2 (cónicas) e 
n = 3 , apresentando uma c lass i f i cação destes lugares 
g e o m é t r i c o s , primeiro a partir dos invariantes orto
gonais, e depois a partir dos coeficientes da equação 
que os representa em re lação a um sistema ortogonal 
de coordenadas. 

Este ú l t imo quadro de c lass i f i cação não é total
mente selectivo (nele não se distinguem, por exemplo, 
dois planos paralelos de dois planos coincidentes e um 
cilindro h iperból ico de dois planos concorrentes) mas 

pode completar-se por recurso às expressões (na no-
3 3 

t a ç ã o dos autores) 2 e £>i - 2 -^u (invariantes 
i 1 

para as quádr icas com mais do que um centro) e 

(invariante para as quádricas com um 

plano de centros), como pode ver-se no livro, do autor 
destaB linhas, introdução à Algebra Linear e Geome
tria Analítica, L isboa , I 9 6 0 . 

A p u b l i c a ç ã o da S. M. S. P., em pol icópia , tem 
V I + 52 p á g i n a s e consta dos seguintes cap í tu los e 
p a r á g r a f o s : 

Cap I — Formas quadrát i cas . Cap. I I — Quádr icas . 
§ 1 — F u n ç õ e s q u a d r á t i c a s . § 2 — Centros, vér t i ces e 
c las s i f i cação de uma quádr ica pela função quadrát i ca . 
§ 3 — Cones, cone a s s i n t ó t i c o de uma quádrica com 
centro. § 4 — Variedades lineares conjugadas. § 5 — 
E q u i v a l ê n c i a de quádr icas por movimento r í g i d o . 
§ 6 — E q u a ç õ e s reduzidaB das quádr icas em re lação 
aos sistemas ortogonais de coordenadas. Casos n = 2 
e n = 3i C lass i f i cação das cón icas , caso n — 2 ; 
c las s i f i cação das quádricas , caso n = 3 ; § 7 — Clas 
s i f i cação das quádr icas por meio dos coeficientes; 
d e t e r m i n a ç ã o de um sistema de invariantes a partir 
do3 coeficientes; c lass i f i cação das cónicas pelos coe
ficientes; c lass i f i cação das quádr icas em d imensão 
três pelos coeficientes. F . R . Dias Agudo 

151 — P r e m i e r C o n g r è s d e l ' A s s o c i a f i o n s F r a n ç a i s e 
d e C a l c u l ( A F C A L ) . Grenoble 1 4 au 1 6 Septembre 
1 9 6 0 — Gauthier Vi l lars , Paris , 1 9 6 1 ; 

Num volume de 4 8 8 p á g i n a s com figuras e i lus
trações são publicadas as actas do primeiro Congresso 
da A s s o c i a ç ã o Francesa de Cálcu los ( A F C A L ) í e a l i -
zado em Grenoble desde 1 4 a 1 6 de Setembro de 1 9 6 1 
sob a pres idênc ia de M. André Danjor. Este importante 
documento compreende, assinados por especialistas 
dos mais autorizados, 5 1 memórias originais tratando 
fundamentalmente, da aná l i s e numérica e da teo
ria dos erros e complementarmente de uma longa 
série de problemas relacionados com a operação dos 
calculadores e lec trónicos para a so lução dos proble
mas c ient í f icos e industriais: estrutura das máquinas , 
p r o g r a m a ç ã o a u t o m á t i c a e l ó g i c a s exteriores, tradu
ção e d o c u m e n t a ç ã o a u t o m á t i c a , programação , ut i l i -
sação dos calculadores na g e s t ã o , na i n v e s t i g a ç ã o 
operacional e nas ap l i cações industriais. 

E s t e congresso foi o ponto de partida da ex tensão 
da actividade da Assoc iação a todo o conjunto de pro
blemas relacionados com o tratamento da in formação , 
c i r c u n s t â n c i a que ficou expressa na mudança do 
nome da A s s o i i a ç â o : de A F C A L passou a A F C A L T I . 

J . G . Teiaeira 
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P O N T O S D E E X A M E 

Uma das secções permanentes da Gazeta de Mate
mática é cons t i tu ída pelos pontos de Matemát i ca do 
exame do 3." ciclo do ensino liceal e de exames de 
apt idão às Universidades e pontos de exames de fre
quênc ia e finais das cadeiras de matemát i ca das 
escolas superiores. 

2 . ' E D I Ç Ã O D O V O L . II ( N . " 5 a 8 ) 

Continua aberta a inscr ição para a nova edição do 
ano I I da Gazeta de Matemática (n.°* 5 a 8) ao preço 
de escudos 30. E s t a nova edição oferece aos leitores 
da Gazeta de Matemática a possibilidade de comple
tarem as suas colecções no formato e caracter ís t icas 
actuais e com os textos cuidadosamente revistos. Logo 
que as inscr ições atinjam o número de 300, proceder-
- se -á , à compos ição , impressão e d is tr ibuição da nova 
edição do ano I I . Depois de publicada, a segunda 
edição do volume II será vendida ao preço de escu
dos 40. 

C O N D I Ç Õ E S D E A S S I N A T U R A 

A adminis tração da Gazeta de Matemática aceita, 
durante 1961, quando pedidas directamente, assinatu
ras de quatro números , ao preço de escudos 50, para 

o que basta indicar o norne, a morada e o local da 
cobrança As assinaturas são renovadas automatica
mente no seu termo, salvo aviso prévio em contrário. 
Todas as assinaturas têm in íc io com o primeiro número 
publicado em cada ano. 

A S S I N A T U R A S G R A T U I T A S 

Todo o assinante que indique à adminis tração da 
Gazeta de Matemática dez novos assinantes benef ic iará 
de uma assinatura gratuita durante o ano seguinte 
ao da sua assinatura. 

N Ú M E R O S A T R A S A D O S 

E s t ã o completamente esgotados os números 5 a 11, 
13 e 14 da Gazeta de Matemática. Os restantes nú
meros são vendidos aos preços seguintes : 
N . " 1-4 (2.* edição do ano I , no formato 
actual e com o texto cuidadosamente revisto) 40#00 
N . " 12 e 15 a 49, cada número 12/50 
N.° 50 60 /00 
vj „ 51 a 75 f c a d a número simples . . . . 17#50 

" 7 8 a 871 » » duplo 35aS00 
N . " 76-77 60/00 

A admini s tração da Gazeta de Matemática executa 
qualquer encomenda à cobrança pelo correio. 
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