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Geodesic curvature of a curve of a vector field 

by R. N. Kaul 

1. InrroducMon. 

Let F be a vector field in a surface in a 
Euclidean apace of three dimensions. PAN 
[3] has studied the normal curvature of the 
vector field V wi th generalization obtained 
by the author [2] . 

The object of the present note is to define 
the geodesic curvature of the curve of the 
vector field and obtain some properties. As 
a special case when the curves of the vector 
field V form an orthogonal net of co ordinate 
curves, these geodesic curvatures have the 
known fo rm. 

2. Consider upon a surface S 

^==3^(0»,,«») 1 , 2 , 3 ) , 

a curve C defined by 

u* = a* (s) (a = 1 , 2) . 

Wi th each point of the surface we associate 
an arbitrary but fixed vector field V. The 
components v' and pa of the vector field 
V in the x' * and u' s are connected by 
the relation 

A curve on the surface & along which the 
vectors of the vector field V are tangent is 

called the curve of the vector field. I t is 
defined by [3] 

eag p* d u3 = 0 . 

The geodesic curvature of the curve CV of 
the vector field V shall, therefore, be defi­
ned by [1] 

(2.1) v"g=-
1 Vg g*$ 

\/g * t i * V ( i / T K 

Use of formulae 

( 2 . 2 ) ^ * * V " " F * 

9*$ e x , \ 

( 2 . 3 ) 
A* 

in (2 .1 ) yields the relation 

1 .TP 

Va dut U s w ' W 

I n particular when pa are the components 
of a unit vector, we have 

( 2 . 4 ) — vkg = 

where semi colon (;) followed by an index 
denotes covariant differentiation with respect 
to u wi th that index. Since the r ight hand 
expression of (2 .4) is a scalar called the 
curl of the vector pa [ 3 ] , we have 

S O C I E D A D E P O R T U G U E S A 
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"The geodesic curvature of the curve CV 
of a unit vector field F is a scalar which 
numerically equals the curl of the covariant 
components of the vector field V". 

Evidently this curl vanishes i f pa. are the 
components of the gradient of a scalar 0. 
Therefore 

"The necessary and sufficient condition 
for the vanishing of the geodesic curvature 
of a curve of a vector field is that the vector 
be a gradient". 

Suppose now that the vectors of the unit 
vector field V fo rm an orthogonal net of 
co-ordinate curves, then f rom ( 2 . 4 ) we 
obtain for the geodesic curvatures v* g\ , and 
v k g2 of these curves the following relations 

( 2 . 5 ) ^ , = - 1 - ^ . ( ^ 1 ) 
Vg d w 

( 2 . 6 ) « ^ - - L - ^ f o t e J » * ) . 
vg à u1 

I t is well to recall that 

Va- = -j— « = 1 , 2 
as 

and 

du* 1 du? _ 1 
da Vgr,, ' ds \/g22 

to ver ify that (2 . 5) and (2 . 6) are the known 
results for the geodesic curvature of these 
curves. 

Next we consider the orthogonal trajectory 
Cw of the curve CV of the vector field V. 
These are defined by 

which by virtue of (2 . 2) reduces to 

gmpdu<-0. « 

I f u>k g denotes the geodesic curvature of 
the curve C V , we have 

I = _ i d (- v 7 g g ^ x « p " \ 

which yields on simplification 

( 2 . 7 ) u t g ^ - * - * -

Assuming p* to be a unit vector, we 
obtain f rom (2 . 7) 

— wk g = div p% 

Thus 
"The geodesic curvature of the orthogonal 

trajectory of the curve Cy of a unit vector 
field V numerically equals the divergence 
of the vector field". 

We can arrive at the above result also by 
considering a unit vector field w1 (—œ'^q*) 
orthogonal to the unit vector field v' (=x'apx). 

From ( 2 . 1 ) , the geodesic curvature of a 
curve Cw of the vector field W is given by 

v g d UP 1  

which on using the relations 

  
  

tvk g = — div p? . 

Therefore 
"The geodesic curvature of a curve of a 

unit vector field orthogonal to another unit 
vector field equals numerically the divergence 
of the latter". 
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Sobre as aplicações de ^ (A) em ^ ( B ) ( 1 ) 

por José Morgado 

Seja g:B->-A uma aplicação de B em 
A. Se I c i , designa-se por g~l(X) o 
conjunto dos elementos de B cujas imagens 
por g são elementos de X , i . e., 

aeg-1(X), se e só se g(a)eX 

Isto significa que g~x é uma aplicação do 
conjunto &(A), formado pelas partes de A, 
no conjunto &(B), formado pelas partes 
de B. 

No entanto, dada uma aplicação f : f{A)-+ 
-* &(B), pode acontecer que não exista ne­
nhuma a p l i c a ç ã o g : B -* A para a qual 
se tenha f = g-i . Por e x e m p l o , sejam 
A = \a , b\ e ZJ = | 1 , 2 | ; s e / é uma apli­
cação de &{A) em tal que /(A) = | l j 
e / ( | a j ) = 11 , 2 j , não existe nenhuma apli­
cação g : B -» A tal que f = <7 - 1 , visto que, 
se X e Y são partes de .á , então 

I ç F implica £ - 1 (X)ç.g-l ( F ) 

para toda aplicação g : B ->• A . 

Surge naturalmente o problema de carac­
terizar as aplicaçOes f : ^{A) -* &{B) para 
as quais existe alguma aplicação g : B -*• A 
ta l que / = g-i . 

Para que exista uma tal aplicação g:B^>-A, 
é evidentemente necessário que f satisfaça 
às condições : 

( i ) / ( n ^ - o / W i 
te/ tel 

para toda família não vazia J A i j t e i de par­
tes de A ; 

(') Nota de aula. 

( I I ) f ( A - X ) = B - f ( X ) , 

para todo X e <^(A) . 
Isto resulta do facto de que, para toda 

aplicação g : B -> A , se tem 

g-HnAi) = ng-l(Ai) 
tel iel 

e 

g-HA-X)=*B-g-i(X), 

quaisquer que sejam a família não vazia 
j - 4 i | í e / de partes de A e a parte X de A. 

Vejamos que as condições ( I ) e ( I I ) são 
também suficientes. 

Em primeiro lugar, observemos que 

/(0) = 0 e f ( A ) = B. 

Com efeito, das condições ( I ) e ( I I ) re­
sulta 

/(0) = / (0 n (a - 0)) = /(0) (\f {a - 0) = 
= / ( 0 ) n O B - / ( 0 ) ) = 0 

e, utilizando novamente a condição ( I I ) , 
obtóm-se 

f ( A ) = f ( A - 0) = B - /(0) = B . 

Para estabelecermos a suficiência das con­
dições ( I ) ( I I ) , basta mostrar que para todo 
be B existe um e um só elemento aeA tal 
que ô e / ( | a | ) , porque, pondo então g{b)=a, 
obtém-se uma aplicação g : B -* A tal que 
f = ( T l -

Vejamos então que : 
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1) Existe pelo menos um elemento a e A 
tal que b 6 f ( |a | ) . 

De facto, se para nenhum aeA se tem 
ô e / ( j a | ) , então tem-se 

beB — f(\a[) para todo aeA, 

donde 

6 e n ( f i - / ( | a | ) ) = n / ( ^ - | a | ) , por ( I I ) 
aeA aeA 

= f ( f ] ( A - | « | ) ) , por ( I ) . 
aeA 

Mas 

r\(A-\a\)=0, 
aeA 

porque 

xeÇ)(A—}a|) implica xeA—\x\ , 
aeA 

o que é absurdo. 
Quer dizer, se para nenbum aeA se 

tivesse ò e / ( j a | ) , ter-se-ia é e 0 . 

2) Não existe mais que um elemento a e À 
tal que b 6 f ( j a j ) . 

Com efeito, se 

b6f(\a\) e bef(\a'}) 

onde a, a' e A e a1 =f=a, então resultaria 

b e / ( l « l ) n / ( | a ' j ) = / ( | a | f | |a'J) = / ( 0 ) = 0 , 

o que é absurdo. 
Por consequência, é válido o seguinte 

TEOREMA : Seja f uma aplicação de <^(A) 
em < ^ ( B ) . Para que exista uma aplicação g 
de B em A tal que se tenha f = g _ í , è ne­
cessário e suficiente que f satisfaça àsc on-
dições ( I ) e ( I I ) . 

É imediato que a condição ( I ) pode ser 
substituída pela condição 

(I ' ) f i \ j A i ) = \ J f ( A i ) , . 
iel iel 

para toda família não vazia |Ai|t s i de par­
tes de A . 

Na verdade, se as condições ( I ) e ( I I ) são 
satisfeitas, então 

/ ( U 4 d - / { i - n u - ^ ) -
iel iel 

= B _ / ( n ( , 4 - A t ) ) = B - n ( / ( . 4 - ^ ) ) = 
ia / i e / 

= 1 1 ( 5 - / 0 4 - ^ ) ) = 

= U ( f l - ( B —f(At))) « U / ( ^ 4 Í ) , 
te/ te/ 

o que mostra que ( I ) e ( I I ) implicara (I ' ) e 
( I I ) . Analogamente se vê que (I ' ) e ( I I ) impli­
cam ( I ) e ( I I ) . 

Recordemos que, se St e St' são á lgebras 
de BOOLE completas e f é uma aplicação de 
SI em St' tal que 

/ ( A « . ) = A / ( a O , 

para toda família j a i ] i e I de elementos de €t 

/ ( « ) = . / > ) , 

para todo elemento a e St, onde por x se 
designa o complemento de x , 

então diz-se qae f é um homomorfismo com­
pleto de St em SC . 

Ora, se i e B são conjuntos não vazios, 
então os conjuntos ^{A) e ^(B) constituem 
álgebras de B O O L E , relativamente à intersec­
ção, união e complementação de conjuntos. 

Podemos, por consequência, afirmar que, 
se A e B são conjuntos não vazios e f é 
uma aplicação de ^"(A) em < ^ ( B ) , então 
existe uma aplicação g de B em A tal que 
f = g - 1 , se e só se f á um. homomorfismo 
completo da álgebra de B O O L E < (̂A) na álge­
bra de B O O L E ^ ( B ) . 
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Um novo mé/oc(o numérico efe exf ração 
da raiz quadrada 

por Ruy Madsen Barbosa 

Por ocasião do Curso de Fér ias de Verão , 
do Grupo de Estudos do Ensino da Matemá­
tica, em Janeiro de 1964, em São Paulo, 
apresentamos, numa palestra para professô-
res secundários de matemática, um novo 
método numérico de ext ração da raiz qua­
drada, não só como um trabalho de cálculo 
numérico, mas especialmente com finalidades 
didáticas. 

Ju lgávamos que o método apresentava 
sôbre o procedimento tradicional, baseado 
na expansão quadrát ica de um binómio, a 
vantagem importante de ser muito mais fàcil-
mente entendida as suas razões . 

Hoje, j á possuimos os primeiros resulta­
dos, os quais vêm confirmando o nosso j u l ­
gamento a priori ; temos recebido comunica­
ções de vários mestres que o têm empregado, 
e todas favoráveis . 

Com o intuito de divulgar mais amplamente 
o método, para utilização, ou mesmo para 
novas exper imentações , cujos resultados, se 
comunicados, agradecemos as atenções, pu­
blicamos nas páginas da Gazeta de Matemá­
tica, a cópia do trabalho mimeografado pelo 
G. E . E . M . 

Preliminares 

Dois tópicos do nosso corso secundário 
têm sempre suscitado indagações: a radiciação 
e as progressões ; o primeiro pelas dificulda­
des didáticas em se expor as razões do 
algoritmo usual de ext ração da raiz quadrada; 

o segundo pelo fato de muitos mestres julga­
rem de pouca importância . 

O presente trabalho que apresentamos; 
fruto de idéias de meu i rmão N E W T O N A T A L I B A 
MADSEV BARBOSA, cremos, vem de encontro 
aos dois problemas, conciliando-os. 

Procuramos nestas linhas, apresentar, su­
cintamente, a introdução no curso ginasial de 
elementos sôbre as sucessões de ímpares e 
pares no que diz respeito às suas somas ; 
depois, raciocinando sôbre essas particulares 
progressões aritméticas obter o novo processo 
de extração da raiz quadrada. 

No final do trabalho acrescentou-se a parte 
algébrica, o que poderia ser ministrado no pr i ­
meiro científico (*), após as progressões , ou en­
tão, simultaneamente como simples aplicações. 

A . S u c e s s õ e s de ímpares. 

A . 1. Os alunos j á connecem desde o 
curso primário a sucessão de números ímpa­
res : 

1 , 3 , 5 , 7 , 9 , 1 1 , . . -

Nós vomos estudar algumas propriedades 
curiosas desses números e bastante fáceis. 

A . 2. Somas. 
Façamos as somas seguintes : 

1 + 3 = 4 
1 + 3 + 5 = 9 
1 + 3 + 5 + 7 = 16 

(*) Correspondente ao High School. 
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Observem os estudantes que 4 é o quadrado 
de 2, que 9 é o quadrado de 3, que 16 é o 
quadrado de 4; justamente o quadrado do 
número de ímpares considerados. 

Esta é uma propriedade verdadeira para 
qualquer número de ímpares ; verifiquemos 
por exemplo na sucessão seguinte de 5 ímpa­
res : 

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 

25 é o quadrado de 5. 
Verifiquem em suas casas, para obter 

outras sucessões de ímpares , por exemplo, 
para 6, para 7, etc. para 10 ímpares ; aliás 
observem também que a regra é válida para 
o primeiro ímpar sòzinho. 

Nas figuras abaixo (*) cada bolinha corres­
ponde a uma unidade, e cada ímpar é repre­
sentado por bolinhas unidas por um t raço ; 
verifiquem que a forma de cada figura é de 
um quadrado, o que nos mostra novamente 
que a propriedade está certa. 

    
   

 
             

   

C o n c l u s ã o : A soma dos impares é igual 
ao quadrado do número de ímpares conside­
rados. 

A. 3. í m p a r sucessivo. 
Consideremos as sucessões de ímpares 

1 de 1 ímpar 
1 , 3 de 2 ímpares 
1 , 3 , 5 de 3 ímpares 
1 , 3 , 5 , 7 de 4 ímpares 

(*) A disposição utilizada é denominada processo 
gnomônico. 

Observemos que em cada sucessão, para 
se achar o impar seguinte nós multiplicamos 
por 2 a quantidade de ímpares que possuímos 
e adicionamos uma unidade. 

Assim, da primeira para a segunda: 
2 x 1 + 1 = 3 que é o ímpar seguinte. 

Da segunda para a terceira : 
2 x 2 + 1 = 5 que é o ímpar seguinte. 

Da terceira para a quarta : 
2 x 3 + 1 = 7 

Vamos ver se a regra dá certo em seguida : 
Temos 4 ímpares : 1 , 3 , 5 , 7 . 
2 x 4 + 1 = 9 e, 9 é o ímpar seguinte. 

Vamos verificar novamente: 1, 3, 5, 7, 9. 
2 x 5 + 1 = 11. 

Verifiquem em casa até obterem uma su­
cessão de 10 ímpares . 

6. S u c e s s ã o de pares. 

B. 1. Vamos fazer estudo semelhante com 
a sucessão de pares : 

0, 2, 4, 6, 8 , . - . 

B . 2. Façamos as somas : 

0 + 2 = 2 
0 + 2 + 4 = 6 
0 + 2 + 4 + 6 =12 
0 + 2 + 4 + 6 + 8 = 2 0 

Observemos que : 

2 = 2 x 1 
6 = 3 x 2 

12 = 4 x 3 
20 = 5 x 4 

isto é : 
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A soma dos pares è igual ao número de 
pares considerados, multiplicado pelo número 
antecessor. 

Vamos verificar para a sucessão de 6 
pares : 

6 x 5 = 30 

De fato : 
0 + 2 + 4 + 6 + 8 + 10 = 30 . 

Façamos outro exemplo com 7 pares : 
7 x 6 = 42 

Es tá certo : 
0 + 2 + 4 + 6 + 8 + 1 0 + 12 = 4 2 . 

B . 3. Par sucessivo : 
Os alunos vão descobrir a regra para se 

achar o par seguinte (*). 

C. Extração da raiz quadrada. 

C. 1. Por separação em intervalos. 

C. 1. 1. Preliminares. 

Como questões prepara tór ias ao algoritmo 
de ex t ração da raiz quadrada nós propomos 
que se forneça aos alunos questões como a 
seguinte : 

— quantos impares estão contidos em 27 ? 
E, deixe-os escrever a sucessão de impa­

res e a de quadrados, a té chegar ao número 
fornecido : 

ímpares 1 3 5 7 9 11 

quadrados 1 4 9 16 25 36 

27 

Resposta : Existem 5 ímpares e sobram 2. 

Lembrar aos alunos que o 5 encontrado é 
na verdade a raiz quadrada aproximada por 
falta de 27 : 

y/27 = 5 . 

Na fase seguinte proponha a mesma ques­
tão no caso do número ser (g r ande» , por 
exemplo 1 428, e chame atenção dos alunos 
para a dificuldade que o processo traria até 
chegarmos ao 1428; o que nos obriga a des­
cobrir um processo mais ráp ido . 

C. 1. 2. Usando as propriedades das su­
cessões. 

a) Primeiro exemplo estudado : 
Consideremos para primeiro exemplo o 

número 52. 
Tomemos um quadrado qualquer conhe­

cido, 9 por exemplo, que ó o quadrado de 3, 
portanto conforme o que nós aprendemos 
anteriormente : soma dos 3 primeiros ímpa­
res : 1, 3 e 5. 

Com esta escolha separamos a sucessão em 
dois intervalos como ilustra a esquema abaixo: 

1.° intervalo 2.° intervalo 
ímpares 1 3 5 

quadrados 1 4 9 

52 

No segundo intervalo, os impares devem 
somar 52 — 9 = 43 ou, pelo menos quase 
43(*). 

O 1.° ímpar do 2.° intervalo, nós também 
j á aprendemos a calcular pela regra do ímpar 
seguinte : 

2 x 3 + 1 = 7 . 

Os ímpares do segundo intervalo são por­
tanto : 

7 , 9 , 11? 

(*) Esta regra não será utilizada no presente tra­
balho, ruas por certo despertará interesse. (*) Conforme 52 seja ou não um quadrado. 
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OU 
7 + 0 , 7 + 2 , 7 + 4 , 7 + 6 ? 

Procuremos agora quantos ímpares exis­
tem no segundo intervalo ; é fácil, basta 
dividirmos o 43 por 7. 

Vejamos 
43 \_J_ 

1 6 

Temos então seis 7, e os pares: 0, 2, 4, etc.? 
Devemos ter no segundo" intervalo uma 

sucessão de 6 pares; e nós também j á apren­
demos a calcular a soma de 6 pares : 

6 x 5 = 30 . 

Logo, não podem existir seis 7, que quase 
fornecem os 43. 

Beduzamos para cinco 7 : 

43 |_7_ 
8 5 

Neste caso a soma dos pares seria : 

5 x 4 = 20 

que ó também maior que o resto 8, portanto 
também não serve. 

Beduzamos, novamente, para quatro 7. 

43 I 7 
15 4 

e, agora, a soma dos pares é : 

4 x 3 = 12 

menor que o resto 15 e ainda sobram 3, pois: 

15 
- 1 2 

Concluímos, finalmente, que no segundo 
intervalo existem 4 impares e sobra o nú­
mero 3. 

Como no primeiro intervalo t ínhamos 3 
impares, temos ao todo 3 + 4 = 7 ímpares 
e sobra o número 3 ; ou que : 

l/52 = 7 aproximado por falta, resto 3. 

b) Segundo exemplo estudado : 
Seja extrair a raiz de 38. 

1. Tomemos o quadrado de 4, que é 16 
(1.° intervalo) 

38 
- 1 6 

Sobram 22 para o segundo intervalo. 

2. O primeiro ímpar do segundo inter­
valo é : 

2 x 4 = 8 
+ 1 

9 

23 
3. Vejamos quantos ímpares existem em 

22 I 9 
4 2 

4. Á soma dos pares é : 

2 x 1 = 2 

mas 2 ó menor que o resto 4, logo é possí­
vel, e sobram ainda : 

4 
- 2 

2 

Concluímos que no segundo intervalo de 
fato existem 2 ímpares . 

5. Total de ímpares : 

4 + 2 = 6 . 

6. Conclusão 

V̂ 38 = 6 aproximada por falta, resto 2. 

C. 2. Exercidos: 
1. Determine a raiz quadrada dos núme­

ros seguintes, escrevendo as sucessões de 
impares e de quadrados : 

a) t/45 b) i/69 c) ^ . 
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2. Determine a raiz quadrada dos núme­
ros seguintes, separando a sucessão em dois 
intervalos. 

a) 8̂7 escolhendo o quadrado de 5 

b) 6̂2 » » de 6 
c) t/29 « » de 4. 

Resolva as questões do exercício 2 fazendo 
Você as escolhas. 

4. Calcule a raiz quadrada dos números 
seguintes : 

a) 432 escolhendo o quadrado de 20 

b) 986 « » » 30 
c) 158 » » » 10 
d) 576 » D i 20 

5. Resolva os exercícios anteriores esco­
lhendo outros quadrados, compare os cál­
culos feitos ; qual escolha é prefer ível ? 

D . Novo algoritmo para exrração da raiz 
quadrada. 

D . 1. Preliminares. 

O professor poderá aproveitar os exercícios 
explora tór ios , como o 4.° e 5.°, para ensi-
nar-lhes que devem separar os números em 
classes de dois algarismos e buscar a raiz 
aproximada da 1.*, e acrescentar os zeros 
conforme o número de classes para deter­
minar um «bom quadrado» para o primeiro 
intervalo (*). 

Também ó importante ensinar-lhes quantos 
algarismos terá a raiz, o que em alguns casos 
ajuda a determinação do quociente correto 
na busca do número de ímpares do segundo 
intervalo. 

D . 2. Dispositivo. 

Para o novo algoritmo da ex t ração da 
raiz quadrada nós sugerimos o dispositivo 
seguinte onde escrevemos ao lado algumas 
indicações que julgamos úteis. 

•87 — ? quadrado escolhido = 25 = = 5» 
5 x 2 = 10 

(1.° in te rva lo) —25 + 1 
(2.° in te rva lo) 62 D i v i s o r = 11 (1.° í m p a r do 2.° in te rva lo ) 

(1.° resto parcial) 7 
(N.° de 5 4 Raiz = 5+4=9 

(2.° » » ) 18 í m p a r e s ) x 4 X 3 
—12 Soma 20 12 

Resto = 6 dos pares) 
menor que o 18 

dos pares) 
menor que o 18 

maior que o 7 subtraio do 18 
corto o 7 

(*) Esta escolha como já verificaram não é necessária, mas facilita bastante. 
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D . 3. Outros exemplos: 

a) y 374 P r e v i s ã o : 2 algarismos 

374 
100 
274 

85 
— 72 

logo usamos IO 2 = 100 

1 0 x 2 = 20 
+ 1 • 

21 

9* 
X 8 Raiz = 10 + 9 = 19 

(menor) 72 
Resto = 13 

* Observar que, com a escolha feita: IO 2 =100, já sabemos 
que o número de impares é um número com um só algarismo. 

b) / 3 -44 Previsão : 2 algarismos 
^32 Zò, logo usamos 502 = 2500 

Resto 

3244 
— 2500 

o 0 x 2 = 100 
+ 1 

744 101 

37 
138 

— 30 

7 
X 6 

6 
X 5 Raiz = 50 + 6 = 56 

= 108 (maior) 42 
cancelo o 37 

30 (menor) 

c) l/7H65 P r e v i s ã o : 2 algarismos 
VT3 = 8 , usamos 6400 = 80» 

7365 
— 6400 

965 
160 

-20 
Resto = 140 

8 0 X 2 = 160 
+ 1 
161 

5 
X 4 Raiz = 80 + 5 = 85 

(menor) 20 
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d) ^5973 

5973 
4900 
1073 

86 
—42 

Resto = 4 4 

e) t/83526 

/ 

7 0 X 2 = 140 
+ 1 
141 

7 Raiz = 70 + 7 == 77 
X 6 

(menor) 42 

Resto 

83526 2 0 0 X 2 = 4 0 0 
40000 + 1 
43526 401 

7436 
3827 99 89 Raiz = 200+89 = 2 8 9 

11446 X 9 8 X 8 8 

7837 (maior) — 712 

—7832 712 

= 0 0 0 5 7832 (menor) 

Observações — Nesta raiz previmos 3 alga­
rismos, o primeiro era 2, portanto quando 
fomos dividir 4^526 por 401 separamos o 6 
final e procuramos 4352 por 401 para pes­
quisar o segundo algarismo, e o 6 deixamos 
para abaixar depois para pesquisarmos o 
terceiro algarismo. 

Para o teste da soma dos pares ganhamos 
também em cálculo, observando que enquanto 
tivermos mais que 90 a soma fornecerá mais 
que 9 0 x 9 0 = 8100, portanto mais que o 
própr io resto anterior 7436 ; logo reduzimos 
j á para 89. 

E . A p ê n d i c e para o Curso Colegial. 

E . 1. Soma de ímpares 

1 + 3 + 5 + - . . + ( 2 A — l ) = &a. 

Sugestões : a) Indução completa. 

b) Soma de têrmos da progressão ari tmé­
tica com : primeiro termo = 1, razão = 2 , 
último = 2 k — 1 . 

E . 2. Impar sucessivo 
(2k - 1) + 2 = 2k + 1 . 

E- 3. Soma de Pares (começando com o 
zero) 
0 + 2 + 4 + 6H + 2 ( f t — 1) — k(k— 1 ) . 

Sugestões : a) Indução completa. 
b) Soma de têrmos em progressão ari tmé­

tica com : 1.° termo = 0 , razão = 2 , último 
termo = 2 (k - 1 ) . 

E. 4. Demonst ração do Algori tmo. 
Seja o número Y = X 2 + R . 
Seja Z2 qualquer quadrado inferior a Y 

e D = Y - Z2 . 
Pela E . 1. l + 3 + 5 + - . + ( 2 Z - l ) = Z 2 . 
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Pela E . 2. o impar seguinte é 2 Z 4-
+ 1 — m . 

Dividindo-se D por m obtém-se o número 
q de ímpares do intervalo seguinte. 

Seja D — m • q + r . 
Mas - D é a soma de ímpares , portanto 

tirando-se m de todos obtemos a sucessão 
de pares : 0 , 2 , 4 , 6 , de soma : q (q — 1) 
(pela propriedade E. 3.). 

Seja D' •= D — R = soma dos ímpares do 
2.° intervalo 

portanto D' — m • q = q (q — 1) 
mas r = D — m • q 

portanto : 

r=D' — m.q + R 

ou substituindo : 

r = q(q — 1) + R => q (q — 1) ^ r . 

Verificada a condição anterior deveremos 
ter : 

Z + q = X 

ou que 

\Y = Z + q com resto R. 

Sôbre a origem da Álgebra Moderna 

por O H o £ n d / e r ( 2 ) 

O enorme progresso que a Matemática 
realizou nos últimos cinquenta anos e ainda 
está realizando hoje, é estreitamente ligado à 
algebrização da Matemática começada neste 
século, i . e., a penetração em todas as disci­
plinas matemáticas dos métodos que foram 
primeiro aplicados na Álgebra Moderna. 

Por esta razão , o estudo de Matemática 
hoje em dia começa necessariamente por um 
curso de introdução à Á l g e b r a Moderna, e 
todo estudante de Matemática sabe do que 
trata esta disciplina : É o estudo de grupos, 
anéis , corpos e outras estruturas a lgébr icas , 

(1) Conferência proferida no Instituto de Matemá­
tica da Universidade do Ceará, em 24-4-1965, no Ins­
tituto Central de Matemática da Universidade de 
Paraíba, em 3-5-1965 (aula inaugural) e no Instituto 
de Física e Matemática da Universidade do Recife, 
em 5-5-1965. 

(J) Instituto de Matemática P. e A., Rio de Janeiro 
e Mathematiscbes Institut der Universitát Bonn. 

i . e., estruturas definidas por uma ou algu­
mas operações , internas ou externas, que 
satisfaçam a certas c o n d i ç õ e s prescritas. 
Porém, perguûtado sobre o que ó a Álgebra 
Clássica, o estudante em geral não saberá 
responder. Na medida em que é reconhecida 
a importância da Álgebra Moderna, está 
sendo esquecida a Á l g e b r a Clássica. Isto ó 
lamentável , pois foi essencialmente a Álgebra 
Clássica que deu origem á Álgebra Moderna, 
e acho que um certo conhecimento deste 
desenvolvimento deveria fazer parte da for­
mação geral de todo matemático. 

O que é a Álgebra Cláss ica? Cem anos 
a t rás , SERRET, um importante algebrista 
f rancês , definiu a Álgebra como a «análise 
de equações». De fato, desde 2000 A . C. a té 
há pouco mais que um século, o problema 
central da Álgebra era de resolver equações 
algébricas por radicais, i . e., dada uma equa­
ção algébrica 

X» + a, • 2C-1 H +an.l.X+ a„ = 0, 
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indicar uma s o l u ç ã o por meio de nma 
expressão nos coeficientes a j , « - . , a a , ut i l i ­
zando as operações racionais e os radicais 
[/", , V _ » etc., possivelmente itera­
dos. 

A necessidade de resolver equações algé­
bricas apareceu há muito tempo. Sabe-se que 
j á os Babilónios, aproximadamente 2000 A . 
C , conheciam, além das operações racionais, 
a raiz quadrá t ica ( i . e., o radical \J~), e 
sabiam resolver qualquer equação do segundo 
grau. Aliás, eles possuíam um sistema de 
números parecido com o nosso sistema deci­
mal, mas com base 60 em lugar de 10. 
Deve-se notar, porém, que os Babilónios não 
conheciam demonstrações ; eles calculavam 
conforme certas regras as quais não jus­
tificavam. 

Foram os antigos gregos (600 A . C. a 300 
D . C , aproximadamente) que primeiro reco­
nheceram a necessidade das demonstrações 
na Matemática. J á por volta de 500 A . C , 
PYTHAGORAS demonstrou que j/sT ó i r ra­
cional. Mas apesar de terem descoberto os 
números irracionais, encontrados na forma 
de «razões incomensuráveis» nas construções 
geométr icas , os matemáticos gregos reconhe­
ceram como números apenas os números 
naturais : 1, 2, 3, etc. Este fato atrasou o 
desenvolvimento da Álgebra que, na época 
grega, não fez nenhum progresso essencial. 
Deve-se mencionar, porém, que certos pro­
blemas de construção geométr ica com régua 
e compasso (por exemplo, a tr isecção de um 
ângulo, a quadratura do círculo), que foram 
formulados pelos matemáticos gregos, cha­
maram a atenção dos algebristas dos séculos 
subsequentes. Finalmente, j á no declínio da 
Matemática grega, DIOPHANTOS (aproxima­
damente 250 D . C.) deu uma valiosa con­
tr ibuição à Álgebra : Ele fo i o primeiro a 
representar incógnitas por letras e a indicar 
a conhecida «regra dos sinais». 

Depois da época grega, começando com o 
Impér io Romano, houve uma decadência da 
Matemática na Europa, que se estendeu à 
Idade Média. Enquanto isto, por volta de 
7 0 0 D. C , os Hindus (possivelmente influen­
ciados pela Matemática babilónica ou chinesa) 
inventaram o número zero, considerado uma 
das grandes invenções do mundo. O sistema 
décimal dos Hindus foi aceito pelos Árabes 
e, a t ravés de guerras e comércio entrou na 
Europa da Idade Média. Foi principalmente 
o «Livro de Cálculo» de LEONARDO DE 
P I S A , publicado em 1 2 0 2 , que divulgou a 
Matemática á rabe e converteu a Europa ao 
sistema decimal. 

Passaram ainda mais t rês séculos até que 
se verificasse um progresso essencial na 
Álgebra . Um tal progresso se deu sòmente 
por volta de 1 5 0 0 , quando SCIPIONE DEL 
FERRO ( 1 4 6 5 9 - 1 5 2 6 ) conseguiu resolver a 
equação X5 + a-X = b, expressando a solu­
ção pela fórmula 

x = *}/b/2 + v f f î W + W ^ 3 + 

+ % / 2 - » / ( * / 2 ) 8 + (a/3)» 

O costume daquela época de ocultar novos 
resultados matemáticos, em lugar de publi­
cá-los, causou muitas brigas entre T A R T A ­
GLIA ( 1 5 0 0 ?-57) por um lado, e CARDANO 
( 1 5 0 1 - 7 6 ) e seus discípulos por outro lado. 
T A R T A G L I A redescobriu a fórmula ac ima 
em 15;55, e CARDANO c o n s e g u i u ob tê - l a 
dele, sob a promessa de guardar segredo, 
mas publicou-a em 1 5 4 5 como sua própr ia 
i n v e n ç ã o . Entretanto, deve-se mesmo a 
CARDANO o método de reduzir uma equa­
ção arbi t rár ia do terceiro grau a uma equa­
ção do tipo acima, como também o resultado 
que esta possue exatamente três soluções 
reais no «casus irreducibilis», i . e. no caso 
em que (b/2)2 + (a/3) 3 < 0 . Na mesma 
é p o c a , F E K K A R I ( 1 5 2 2 - 6 5 ) , um a luno de 
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CARDANO, conseguiu resolver a e q u a ç ã o 
do quarto grau. Esses sucessos nutriram a 
esperança dos algebristas de que fosse possí­
vel resolver, por radicais, as equações algé­
bricas de qualquer grau. Veremos mais tarde, 
que esta esperança foi destruída no século 
x i x . A respeito do século x v i , deve-se mencio­
nar ainda o nome de V I È T E (1540-16J3), 
considerado o cpai da Álgebra simbólica», 
pois ele foi o primeiro a usar letras não 
somente para as incógnitas mas também para 
os números dados, como ó costume na Álge­
bra atual. 

O século x v i i é considerado o começo da 
Matemática Moderna, em virtude da invenção 
da G e o m e t r i a Analítica, por DESCARTES 
(1596-1650), e do Cálculo Infinitesimal, por 
N E W T O N (1643-1727) e L E I B N I Z (1646-1716). 
A Á l g e b r a , entretanto, progrediu pouco 
nessa época, apesar de certas contribuições 
de L E I B N I Z e TSCHIRNHAUS (1651-1708), que 
tentaram em vão resolver por radicais a 
equação geral do quinto grau. 

Sòmente na segunda metade do século x v m 
verificaram-se progressos consideráveis na 
Álgebra , e precisamente em duas direcções. 
O primeiro progresso consiste numa extensão 
da noção de número . Nos séculos anteriores, 
pouco a pouco, os matemáticos reconheceram 
como números os números racionais, os 
negativos, e as expressões obtidas como 
soluções de equações algébricas, pelo menos 
quando elas representavam números reais. 
Eles acostumaram-8e também calcular com 
os números complexos envolvidos nessas 
expressões (por exemplo, as parcelas na fór­
mula acima, no icasus irreducibilis»), embora 
não os reconhecessem como números , cha-
mando-os de números «falsos», «fictícios» ou 
«imaginários». Pelo facto destes números 
aparecerem nas soluções de equações do 
segundo, terçeiro e quarto grau, surgiu a con-
jetura que eles serviriam também para resol­

ver equações algébricas de qualquer grau, ou 
mais precisamente, que toda equação algé­
brica possuiria pelo menos uma raiz na forma 
de um número real ou complexo. A demons­
t ração desta conjetura, o chamado «teorema 
fundamental da Álgebra» , fo i tentada pri­
meiro por D ' A L E M B E R T (1717-83) e comple­
tada por GAUSS (1777-1855). Deve-se notar 
que, diferentemente do problema da resolução 
de equações por radicais, se trata aqui de 
demonstrar apenas a existência de uma solu­
ção, sem precisar indicá-la numa fórmula 
explícita. Deve-se também a GAUSS a conso­
lidação dos números complexos (representa­
dos por ele pelos pontos no plano), necessá­
ria para a d e m o n s t r a ç ã o deste teorema. 
Entretanto, esta consolidação baseou-se numa 
noção apenas intuitiva dos números reais 
(que sòmente em 1872 seria tornada precisa 
por D E D E K I N D ) . 

O segundo progresso dessa época refere-se 
ao problema da resolução de equações algé­
bricas por radicais. Em trabalhos publicados 
por volta de 1770, LAGRANGE (1736-1813) e 
VANDERMONDE (1735-96) iniciaram estudos 
sistemáticos dos métodos de r e s o l u ç ã o . 
LAGRANGE investigou, para uma dada equação 
do n-ésimo grau, expressões racionais nas 
suas raízes xx , • • • , xn (reais ou complexas, 
cuja existência é assegurada pelo «teorema 
fundamental») e, em particular, os «resolven-
tes de L a g r a n g e » , e seu comportamento 
quando se permutam as ra ízes . V A N D E R ­
MONDE, cujos estudos correspondem em parte 
aos de LAGRANGE, dedicou-se principalmente 
à investigação da «equação de divisão do 
círculo» (XP - 1)/(X—1) = 0 , sendo p um 
número primo. Seus resultados foram com­
pletados por GAUSS nas «Disquisitiones ari-
thmeticae», publicadas em 1801, onde se 
encontra também, como aplicação, o famoso 
resultado de que um polígono regular de p 
lados pode ser construído com régua e com­
passo se, e sòmente se, p fô r da forma 2 a ' - r - l . 
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Finalmente, o problema da resolução de 
equações algébricas fo i solucionado, no pr i ­
meiro terço do século x i x , pelos resultados 
definitivos de dois jovens matemát icos : A B E L 
( 1 8 0 2 - 2 9 ) e G A L O I S ( 1 8 1 1 - 3 2 ) . J á R O F F I N I 
( 1 7 6 5 - 1 8 2 2 ) tinha tentado mostrar, em 1 7 9 9 , 
que a equação geral do quinto grau não se 
pode resolver por r a d i c a i s , mas a sua 
demonst ração era incompleta. Uma demons­
t ração completa fo i dada por A B E L , em 4 8 2 4 . 
Apesar de trabalhos important íss imos, A B E L 
nem sempre ob teve reconhecimento; ele 
viveu em pobreza e morreu de tuberculose 
na idade de 2 7 anos. Trágica fo i também a 
vida, ainda mais curta, de G A L O I S . Expulso 
da École Normale Supér ieure por motivo de 
«comportamento i r reverente» , ele se envolveu 
em actividades políticas consideradas subver­
sivas, esteve preso durante mêses e final­
mente, na idade de 2 0 anos, fo i mortalmente 
ferido num duelo, ao qual ele não se pôde 
furtar , produto de uma intriga de inimigos 
políticos. Na véspera do duelo, j á certo de 
que i r ia morrer, numa carta dirigida a um 
amigo ele expôs a hoje famosa teoria de 
G A L O I S . Apesar da extrema importância deste 
e dos demais trabalhos m a t e m á t i c o s de 
G A L O I S , eles não foram apreciados pelos 
matemáticos da época e publicados sòmente 
em 1 8 4 6 . 

O resultado essencial da teoria de G A L O I S , 
expressa na l i n g u a g e m moderna, é o 
seguinte : Dada uma equação a lgébr ica do 
grau n, com coeficientes num corpo K e 
raízes X\ , • • • ,x„ distintas, os corpos inter­
mediários entre K e K(xi , • • • , xn) corres­
pondem biunlvocamente aos sub-grupos do 
agrupo de G A L O I S » , definido como um deter­
minado sub-grupo do grupo S„ das permu­
tações de a?j, • • • , xn (e canonicamente iso­
morfo ao grupo dos À'-automortismos de 
K(xx,.• • , a r» ) , como fo i m o s t r a d o , mais 
tarde, por D E D E K I N D ) . Conclue-se disto que 
uma equação algébrica será resolúvel por 
radicais se, e sòmente se, o seu grupo de 

G A L O I S for resolúvel ( i . e., possuir uma 
sequência de composição cujos quocientes são 
grupos comutativos). A impossibilidade de 
resolver a equação geral do n-ésimo grau, 
para n ̂  5 , resulta então do facto de que o 
grupo 8n não ó resolúvel . 

Pela teoria de G A L O I S , O problema da 
resolução de equações a lgébr icas por radicais 
fo i completamente solucionado e reconhecido 
como um caso especial, até bastante artificial, 
do problema mais geral de classificar os 
números algébricos. Com o estímulo da teoria 
de G A L O I S , os a l g e b r i s t a s começaram a 
estender o campo das suas pesquisas. Em 
primeiro lugar, ela incentivou o estudo dos 
grupos de permutações , que foi realizado 
p r i n c i p a l m e n t e por SERRET ( 1 8 1 9 - 8 5 ) e 
JORDAN ( 1 8 3 8 - 1 9 2 2 ) e que deu lugar, mais 
tarde, ao estudo dos grupos abstratos (noção 
introduzida j á em 1 8 5 4 , por C A Y L E Y ( 1 8 2 1 -
9 5 ) ) . Além disto, a teoria de G A L O I S deu um 
forte impulso à Teoria dos Números e, atra­
vés dela, estimulou o desenvolvimento da 
teoria dos corpos. Essa teoria foi iniciada 
por D E D E K I N D ( 1 8 3 1 - 1 9 1 6 ) e continuada por 
KROSECKER ( 1 8 2 3 - 9 1 ) , W E B E R ( 1 8 4 2 - 1 9 1 3 ) e 
H I L B E R T ( 1 8 6 2 - 1 9 4 3 ) . Entretanto, os corpos 
estudados na segunda metade do século x i x 
eram todos «concretos», i . e., seus elementos 
eram números , funções de variáveis comple­
xas, séries de números , etc.. A axiomatização 
da teoria dos corpos sòmente fo i realizada 
em 1 9 1 0 no trabalho de S T E I N I T Z ( 1 8 7 1 - 1 9 2 8 ) , 
que se tornou fundamental para a conceitua-
ção atual da Algebra. A partir de 1 9 2 0 , 
seguiu-se ràpidamente a axiomàtização do 
resto da Algebra, pelos trabalhos de E . 
NOETHER ( 1 8 8 2 - 1 9 3 5 ) , A R T I N ( 1 8 9 8 - 1 9 6 2 ) e 
seus alunos, em particular HASSE ( 1 8 9 8 ) e 
K R U L L ( 1 8 9 9 ) . O primeiro l ivro expositório 
da Algebra Moderna fo i publicado por V A N 
D E R W A E R D E K ( 1 9 0 3 ) , em 1 9 3 0 . 

O objectivo desta minha palestra fo i o de 
mostrar, que a teoria de G A L O I S , como cul-



1 6 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

minância da Algebra Clássica, deu origem à 
Algebra Moderna. Porém, não se deve deixar 
de considerar também as influências prove­
nientes de outras disciplinas matemáticas que 
foram importantes para a sua formação , as 
quais, entretanto, não posso analisar aqui. 
Devo mencionar ainda, que o meu esboço 
histórico se refere principalmente à teoria 
dos grupos e à dos corpos, como disciplinas 
centrais da Algebra Moderna, deixando de 
lado as suas outras partes como, por exem­
plo, a Álgebra Linear e teorias algébricas 
mais recentes, cujos desenvolvimentos deve­
riam ser estudados à parte. 

Não quero terminar a minha conferência 
sem mencionar, que o problema antigo da 
resolução de equações algébricas ainda existe, 
embora em forma modificada. Como a teoria 
de G A L O I S mostra, os radicais não são sufi­
cientes, ou seja, as equações puras, como as 
únicas equações «resolventes», Bâo demasia­
damente especiais, puis servem somente no 
caso de grupos de G A L O I S resolúveis. Mas 
pode-se pensar em admitir, além das equa­
ções puras, outros tipos de equações resol­
ventes. Invest igações neste sentido foram 
realizadas, no século passado, por F . K L E I N 
(1849-1925) e riER.viiTE (1822 1905). Uma 
teoria da resolução de equações algébricas 
bastante geral, baseada nas ideias de F . 
K L E I N , foi recentemente desenvolvida por 
K K U L L e encontra-se exposta nas Notas de 

Matemática no. 24. Apesar desta teoria ser 
uma in t e r e s san te continuação da Algebra 
Clássica e aplicação da teoria de G A L O I S , 
não lhe cabe tanta importância atual como à 
propria teoria de G A L O I S , que tem sido com­
pletada e generalizada, em várias direções, 
até nossos dias. Pretendo expôr essa teoria, 
como ela se apresenta hoje em dia, num 
curso a ser realizado no Quinto Colóquio 
Brasileiro de Matemática (veja Notas de 
Matemática no. 30). 
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RELATÓRIO REVISTO 
SOBRE A LINGUAGEM ALGORÍTMICA 

ALGOL 60 

Descrição da linguagem de Referência 
( Conclusão) 

3. Expressões . 

Na linguagem, os componentes principais 
dos programas que descrevem processos 
algorí tmicos são expressões aritméticas, boo-
leanas e designatôrias. Os elementos destas 
expressões , com excepção de certos limita­
dores, são valores lógicos, números , variá­
veis, indicadores de função, operações de 
re lação, operadores ar i tméticos, lógicos e 
sequenciais. Como a definição sintática das 
variáveis e dos indicadores de função contém 
expressões , a definição de expressões e dos 
seus componentes ó necessàriamente recursiva. 

< expressão > : : = 
<C expressão aritmética > | 
< expressão booleaua > | 
< expressão designatória > 

3. í. Variáveis. 

3. / . Ï. Sintaxe. 

< identificador de variável > : : = 
< identificador > 

< variável simples > : : = 
< identificador de variável > 

< expressão em índice > : : = 
< expressão aritmética > 

< lista de índices > : : = 
< expressão em índice > | 
< lista de índices > , 
< expressões em índice > 

< identificador de tabela > : : = 
< identificador > 

< variável indiciada > : : =* 
< identificador de tabela > 
[ < lista de índices > ] 

< variável > : : = <; variável simples > | 
< variável indiciada > 

3. /. 2 . Exemplos. 

epsilon 
det A 
a 17 
Q[7,2] 
x [sen ( n X p i / 2 ) , Q[3,n,4]] 

3. h 3. Semântica. 

Uma variável é uma designação dada a um 
valor único. Este valor pode ser utilizado 
em expressões para formar outros valores e 
pode ser alterado à vontade mediante ins­
t ruções de afectação (cf. 4. 2.). O tipo de 
valor de uma variável particular é definido 
na declaração relativa a esta própr ia variável 
(cf. 5 1. Declarações de tipo) ou no identifi­
cador de tabela correspondente (cf. 5. 2. 
Declarações de tabela). 

3- 1. 4. índices. 

3- 14- 1. As variáveis indiciadas designam 
valores que são componentes de tabelas a 
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várias dimensões (cf. 5. 2 . Declarações de 
tabela). Cada expressão aritmética duma 
lista de índices ocupa uina posição de índice 
de uma variável indiciada e tem o nome de 
índice. A lista completa dos índices está con­
tida nos parêntesis de índices [ ] . A compo­
nente da tabela à qual a variável indiciada 
Be refere é determinada pelo verdadeiro 
valor numérico dos seus índices (cf. 3. 3. 
Expressões aritméticas). 

3. J. 4 . 2. Todo o índice actua como uma 
variável do tipo inteiro e a atribuição de um 
valor a este índice equivale a uma afectação 
a essa variável fictícia (cf. 4 . 2. 4.). O valor 
da variável indiciada é definido apenas no 
caso do valor do índice estar compreendido 
entre os limites dos índices da tabela (cf. 5. 2 . 
Declarações de tabela). 

3. 2. Indicadores de função. 

3. 2. Î. Sintaxe. 

< identificador de procedimento > : : = 
< identificador > 

< parâmetro efectivo > : : = 
< cadeia > | < expressão > | 
< identificador de tabela > | 
< identificador de comutação >• | 
< identificador de procedimento > 

< cadeia de letras > : : = < letra > | 
< cadeia de letras > < letra > 

< limitador de parâmetros > : : = , | 
[ < cadeia de letras > : j 

< lista de parâmet ros efectivos > : : = 
< parâmetro efectivo > | 
< lista de parâmetros efectivos > 
< limitador de parâmetros >> 
< parâmet ro efectivo > 

< parte de parâmet ro efectivo > : : = 
< vazio > I 
j < lista de parâmet ros efectivos > } 

< indicador de função > : : = 

< indicador de procedimento > 
< parte de pa râmet ro efectivo > 

3. 2. 2 . Exemplos. 

sen j a — b | 
J\v + s, n\ 
R 
S js — 5\ Temperatura'. [T j Pressão: jP | 
compor \<: = >\ Feixe: \Q\ 

3. 2. 3. Semântica. 

Os indicadores de função definem valores 
simples, numéricos ou lógicos, que resultam 
da aplicação dum conjunto determinado de 
regras dadas por uma declaração de proce­
dimento (cf. 5. 4. Declarações de procedi­
mento) a determinados conjuntos de parâme­
tros efectivos. Em 4 . 7. ( Inst ruções de pro­
cedimento), são dadas as regras que determi­
nam as especificações dos parâmet ros efecti­
vos. Toda a declaração de procedimento não 
define obrigatoriamente o valor de um indi­
cador de função . 

3. 2 . 4. Funções padrão. 

Podemos reservar certos indicadores para 
as funções padrão da análise que deverão 
exprimir-se sob a forma de procedimento. 
Recomenda-se a lista seguinte : 

abs j £ | para o módulo (valor absoluto) do 
valor da expressão £ 

sign j£J para o sinal do valor de E 
( + 1 para £ > 0 , 0 para £ = 0 , — 1 
para £ < 0 ) 

sqrf j£( para a raiz quadrada do valor 
de £ 

s/n {£} para o seno do valor de £ 
cos j£( para o coseno do valor de £ 
arctan \E\ para o valor principal do arco-

-tangente do valor £ 
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In |E | para o logaritmo neperiano do valor 
de E 

exp |EJ para a função exponencial do 
valor de E (e £ ) . 

Considera-se que estas funções operam in­
diferentemente sobre argumento do tipo real 
ou inteiro. Elas fornecem todos os valores 
do tipo real excepto para sign jEJ que possuo 
valores do tipo inteiro. Numa represen tação 
particular, estas funções podem ser directa­
mente disponíveis sem declaração explíci ta 
(cf. 5. Declarações) . 

3. 2 . 5. Funções de transferência. 

Podemos definir funções de t ransferência 
entre qualquer par de quantidades ou de 
expressões . Entre as funções padrão , re­
comenda-se particularmente: inteiro \E\ , que 
«transfere» uma expressão do tipo real para 
outra do tipo inteiro, afectando-a do valor 
que é o maior inteiro, menor ou igual ao 
valor de E . 

3. 3. Expressões aritméticas. 

3. 3. J. Sintaxe. 

< operador aditivo > : : = + | — 
< operador multiplicativo > : : = X | / | ." 
< primário aritmético > : : = 

-< número sem sinal > | < variável > | 
< indicador de função > | 
j < expressão aritmética > J 

< factor > : : = < primário aritmético > | 
< factor > t < primário aritmético > 

< termo > : : = < factor > | 
< termo > < operador multiplicativo > 
< factor > 

< expressão ari tmética simples > : : = 
< termo > | 
< operador aditivo > < termo > | 
< expressão ari tmética simples > 
< operador aditivo > < termo > 

< proposição se > : : = 
se < expressão booleana > enfão 

< expressão ari tmética > : : = 
< expressão aritmética simples > | 
< proposição se > 
< expressão aritmética simples > 
senão < expressão aritmética > 

3. 3. 2 . Exemplos. 

Primários aritméticos 

7 394,0 - 8 
soma 
w i + 2 , 81 
cos j y -f- z x 3 j 
ja - 3/y + vu î 8 j 

Factores 

omega 
soma î cos ) / + z X 31 
7 .394 1 0 — 8 t w [ i + 2 , 8 ] t 

| a - 3 / y + v u î 8 | 

Termos 

U 
omegaXsoma t cos j y + z X 3 j / 7 - 3 9 4 I 0 — 

8 î w[i + 2 ,8]î |a — 3/y + v u î 8( 

Expressões aritméticas simples 

U — Y u + omega X sum t cos J y + z X 3 j / 
7 .394 1 0 - 8 t w [ i + 2,8] t \e — 3/y + 
+ vu t 8| 

Expressões aritméticas 

w X u - Q |S + C u j t 2 
se q > 0 enfão S + 3 X Q / A senão 

2 x S + 3 x Q 
se a < 0 enfão U + V senão se a X b > J7 

enfão U/V senão se k=j=y enfão V / U 
senão 0 

aXs/ 'n |omega X f | 
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O 5 7 1 0 12Xa[Nx(N - V/2,0] 
\AXarclan \y\ + Z j t \7 + Q | 
se q enfão n — J senão n 
se a < 0 enfão A/B senão se b = 0 enfão 

B/A senão z 

3. 3. 3. Semântica. 

Uma expressão aritmética é uma regra 
para o cálculo dum valor numérico. Quando 
se trata de expressões ari tméticas simples, 
obtóm-se este valor executando as operações 
aritméticas indicadas sobre os valores numé­
ricos efectivos dos primários aritméticos da 
expressão (como se indica com pormenor em 
3. 3. 4.). No caso de números o valor numé­
rico efectivo dum primário aritmético é evi­
dente. 

Para as variáveis trata-se do valor corrente 
(sentido dinâmico), e para os indicadores de 
função trata-se do valor proveniente da apli­
cação das regras de cálculo definidas pelo 
processo aplicado (cf. 5. 4 4 . Valor dos indi­
cadores de função) aos valores correntes dos 
parâmet ros de procedimento definidos na 
expressão . Enfim, para as expressões ari tmé­
ticas entre parêntesis , deve exprimir-se o seu 
valor pelo método recursivo em função dos 
valores dos primários ar i tméticos das t rês 
outras categorias. 

Nas expressões ari tméticas mais gerais, 
que compreendem proposições se, de entre 
todas as diversas expressões ari tméticas sim­
ples apenas uma se escolhe em função dos 
valores actuais das expressões booleanas 
(cf. 3 . 4 . Expressões booleanas). Esta escolha 
faz-se, na realidade, da seguinte maneira : 
as expressões booleanas das proposições se 
são avaliadas uma a uma, em sequência, da 
esquerda para a direita, até à obtenção de 
um valor verdadeiro. O valor da expressão 
ari tmética é então o valor da primeira ex­
pressão aritmética que segue esta expres­
são booleana (entende-se por isto, a maior 

expressão aritmética que se encontra no 
local considerado). 

A construção : 

senão < expressão aritmética simples > 

é equivalente à construção 

senão se verdadeiro então < expressão 
ari tmética simples > 

3. 3. 4 . Operadores e Tipos. 

Exceptuando-se as expressões booleanas 
das proposições se, os constituintes das ex­
pressões ari tméticas simples devem ser do 
tipo real ou inteiro (cf. 5. I . Declarações de 
tipo). O significado dos operadores de base 
e os tipos das expressões aos quais eles con­
duzem, obedecem às regras seguintes : 

3. 3. 4 . I . As operações + , — , X , têm 
o sentido usual de adição, de subtracção ou 
de multiplicação. 

O tipo da expressão será inteiro, se os 
dois operandos são do tipo infeiro. Em 
todos os outros casos será real. 

3.3.4.2. As operações < termo > / < fac­
tor > e < termo > — < factor > represen­
tam a divisão cumo multiplicação do termo 
pelo inverso do factor segundo as regras de 
de prioridade definidas em 3 . 3. 5. Assim, 
por exemplo 

a/bx7/\ p — q | X v/s 

significa 

H ! | a x | b - M | x 7 ! + | | p - q | - M l x v j x | s - M 

O operador / é definido para as quatro 
combinações possíveis dos tipos real e infeiro 
e fornece um resultado do tipo real em todos 
os casos. O operador — é definido apenas 
para os dois operadores do tipo inteiro e 
fornece um resultado do tipo inteiro, definido 
da maneira seguinte : 

file:///AXarclan
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a-i-b = sign \a/b\ X inteiro \abs | a / b j | 

(cf. 3. 2. 4. e 3. 2. 5.)-

3. 3. 4 . 3. A operação < factor > t < p r i -
már io ari tmético > representa a elevação à 
potência de que o factor é a base e o primá­
rio ari tmético o expoente. Assim, por exem­
plo : 

2 î n t k significa ( 2 n ) ' 

enquanto que 

2 t (n t m) significa 2<"") 

Designando por i um número do tipo 
inteiro, por r um número no tipo real, e 
por a um número que é do tipo, ou inteiro 
ou real, o resultado obtém-se por meio das 
regras seguintes : 

a t i se i > 0 , a X a X ••• X a ( i vezes) 
do mesmo tipo que a 

se i = 0 , se a=j=0,l 
do mesmo tipo que a 

se a = 0 , 
indefinido 

se i < 0 , se a4=0,y\aXaX---Xa\ 
(o denominador tem — i factores do tipo real) 

se a = 0 , 
indefinido 

a t r se a > 0 , exp j r X / n j a J | 
do tipo real 

se a = 0 , se r > 0 , 0 
do tipo rea/ 

r < 0 : 
indefinido 

se a < 0 
sempre indefinido 

3. 3. 5. Prioridade dos operadores 

A sequência das operações contidas numa 
expressão faz-se, em geral, da esquerda para 
a direita. Convém no entanto ter em consi­
deração as seguintes regras adicionais : 

3. 3. 5- 1. São válidas as seguintes regras 
de prioridade (de acordo com as regras de 
sintaxe enunciadas em 3 . 3- I .) 

primeiro t 
segundo X / - f 
terceiro + — 

3. 3. 5. 2. As expressões contidas entre 
parêntesis são calculadas em separado e os 
seus valores são utilizados na sequência dos 
cálculos. 

Consequentemente pode sempre escolher-se 
a ordem de execução das operações por con­
veniente disposição dos parêntes is . 

3. 3. ó. Aritmética das quantidades do tipo 
real 

Atribui-se aos números e às variáveis do 
tipo real o sentido da análise numérica, isto 
é, as entidades são definidas com uma preci­
são determinada. De modo análogo, admite-
-se a possibilidade dum desvio do resultado 
definido matemàticamente numa expressão 
ar i tmét ica . Não se faz, porém, especificação 
aritmética exacta e as diferentes representa­
ções máquina poderão avaliar as expressões 
ari tméticas de maneiras diferentes. O con­
trolo das consequências decorrentes de tais 
diferenças deve ser realizado por métodos 
de análise numérica . Este controlo deve ser 
considerado como uma parte do processo 
descrito e deve portanto poder exprimir-se 
em termos da própr ia linguagem. 

3. 4. Expressões booleanas 

3. 4. 1. Sintaxe 

< operador de re lação > : : = 
< I < | - I > í > l # 
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< relação > : : = 
< expressão aritmética simples > 
< operador de relação > 
< expressão ari tmética simples > 

< primário booleano > : : = 
< valor lógico > | < variável > | 
< indicador de função > | 
< r e l a ç ã o > | « expressão booleana > | 

< secundário booleano > : : = 
< primário boeleano > | 
— i < primário booleano > 

< factor booleano > : : = 
< secundário booleano > | 
< factor booleano > A 
< secundário booleano > 

< termo booleano > : : = 
< factor booleano > | 
< termo booleano > 
V < factor booleano > 

< implicação > : : = 
< termo booleano > | 
< implicação > 3 < termo booleano > 

< Booleano simples > : : = 
< implicação > | 
< Booleano simples> = < i m p l i c a ç ã o > 

< expressão booleana > : : = 
< Booleano simples > | 
< proposição se > 
<Booleano simples > 
senão < expressão booleana > 

3. 4. 2. Exemplos. 

x = - 2 
y>VVz<q 

a + b > - 5 A z - c / > q í 2 

p A q V *=f=Y 

g t a — a A b A —' c V d V e 3 — ( 

se k < í enfão s > w senão h <^ c 
se se se a enfão b senão c enfão d 

senão f enfão g senão h < k 

3. 4- 3. Semântica. 

Uma expressão booleana é uma regra para 
o cálculo de um valor lógico. Os princípios 
de cálculo são inteiramente análogos aos 
dados pelas expressões ari tméticas em 3 . 3. 3. 

3. 4 . 4 . Tipos. . 

As variáveis e os indicadores de função 
introduzidos como pr imários booleanos de­
vem ser d e c l a r a d o s booleanos (cf. 5 . J. 
Declarações de tipo e 5. 4. 4 . Valores dos 
indicadores de função) . 

3. 4. 5- Os operadores. 

Aa relações tomam o valor verdadeiro 
sempre que a relação correspondente seja 
satisfeita para as expressões nela contidas ; 
caso contrár io toma o valor falso. 

O significado dos o p e r a d o r e s l ó g i c o s 
— i (não), A (e), V (ou), 3 (i m plica), wm (equiva­
lente), é dado pela seguinte tabela de valo­
res ( ' ) . 

6 1 f f v v 
b2 f v f v 

—•61 v v f f 
6 1 A 6 2 f f f v 
6 1 \ / 6 2 f v v v 
6 1 3 6 2 v v f v 
6 1 = , 6 2 v f f v 

3. 4. ó. Prioridade dos operadores. 

A sequência de operações numa expressão 
processa-se geralmente da esquerda para a 
direita, com as seguintes regras adicionais : 

3. 4 6. J. Adoptam-se as seguintes regras 
de prioridade (de acordo com as regras de 
sintaxe enunciadas em 3. 4. /. . 

(') v significa verdadeiro 
f significa falso 
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primeiro 

segando 
terceiro 
quarto 
quinto 
sexto 
sétimo 

expressão aritmética 
segundo 3. 3. 5. 

< < = >>=£ 

A 
V 

3. 4. 6. 2. A utilização dos parêntesis deve 
entender-se no mesmo sen t i do que em 
3. 3. 5. 2 . 

3- 5- Expressões de de s ignação . 

3. 5- /. S/nraxe. 

< etiqueta > : : = 
<identificador > | < in t e i ro sem s ina l> 

< identificador de comutação > : : = 
< identificador > 

< indicador de comutação > : : = 
< identificador de comutação > 
[ < expressão em índice > ] 

< expressão de designação simples > : : = 
< etiqueta > | 
< indicador de comutação > | 
I < expressão de designação > J 

< expressão de designação > : : = 
< expressão de designação simples >• | 
< proposição se > 
< expressão de designação simples > 
senão < expressão de designação > 

3. 5- 3. Semânf /ca . 

Uma expressão de designação é uma regra 
para obter a etiqueta duma instrução (cf. 4. 
Ins t ruções) . O princípio de avaliação ó intei­
ramente análogo ao que respeita as expres­
sões ari tméticas (cf. 3- 3. 3.). No caso geral, 
as expressões booleanas das proposições se 
selecionarão uma expressão de designação 
simples. Se esta é uma etiqueta o resultado 
que se pretende é imediatamente determi­
nado. Um indicador de comutação refere-se 
à correspondente declaração de comutação 
(cf. 5. 3. Declaração de comutação) ; de 
acordo com o valor numérico efectivo da 
sua expressão em índice, ele seleciona uma 
das expressões de designação que figuram 
na declaração de comutação, por meio de 
uma contagem feita da esquerda para a 
direita. Como a expressão de designação 
assim escolhida pode ainda ser um indicador 
de comutação, esta avaliação é evidente­
mente um processo recursivo. 

3. 5. 4. A e x p r e s s ã o em índice. 

A avaliação da expressão em índice é aná­
loga à das variáveis indiciadas (cf. 3- 1. 4. 2.). 
O valor de um indicador de comutação é 
definido apenas no caso de a expressão em 
índice possuir um dos v a l o r e s positivos 
1 , 2 , 3 , e m que n é o número de 
entradas da lista de comutação. 

3. 5. 2. Exemplos. 

17 
p 9 
escolher [n — I ] 
cidade [se y < 0 enfão N senão N + /] 
se A b < c enfão 17 senão q [se w < 0 

en/ão 2 senão n] 

3- 5. 5- Etiquetas representadas por núme­

ros sem sinal. 

Estas etiquetas têm a seguinte proprieda­
de: os zeros à esquerda não intervém no seu 
significado. Por exemplo 00217 representa a 
mesma etiqueta que 217. 
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4. Instruções. 

As ordens elementares da linguagem têm 
o nome de instruções. São geralmente exe­
cutadas em sequência pela ordem por que são 
escritas. Esta sequência pode, porém, ser in­
terrompida por instruções ir a que definam 
explicitamente os seus sucessores e por ins­
truções condicionais que possibilitam o salto 
de certas ins t ruções . 

As instruções podem ser providas de eti­
quetas afim de se poder definir a sequência 
de sucessão dinâmica. 

A definição duma instrução deve ser neces-
sàriamente recursiva para que a sequência 
de instruções possam grupar-se em instru­
ções compostas e blocos. Mas como as decla­
rações , definidas em 5, figuram de uma 
maneira fundamental na estrutura sintática, 
a definição sintática das instruções deve 
supor as declarações j á definidas. 

4. 7. Instruções compostas e b/ocos. 

4. I. 7. Sintaxe. 

< instrução não etiquetada de base > : : = 
•< instrução de afectação > | 
< instrução ir a > | < instrução vazia > | 
< instrução de procedimento > 

< instrução de base > : : = 
< instrução não etiquetada de base > | 
< etiqueta > .- < instrução de base > 

< instrução incondicional > : : = 
< instrução de base > | 
< instrução composta > | < bloco > 

< instrução > : : = 
< instrução incondicional > | 
< instrução condicional > | 
< instrução para > 

< fim de instrução composta > : : = 
< instrução > fim | < instrução > ; 
< fim de instrução composta > 

< cabeça de bloco > : : = começo 

< declaração > | < cabeça de bloco > • 
< declaração > 

< composta não etiquetada > : : = 
começo < fim de instrução composta > 

< bloco não etiquetado > : : = 
< cabeça de bloco > ; 
< fim de instrução composta > 

< instrução composta > : : = 
< composta não etiquetada > | 
< etiqueta > : < instrução composta > 

< bloco > : : = < bloco não etiquetado > | 
< etiqueta > : < bloco > 

< programa > : : = < bloco > | 
< instrução composta > 

Esta sintaxe pode exemplificar-se como 
segue : representemos por I , D e E res­
pectivamente instruções, declarações e etique­
tas arbi t rár ias ; as unidades sintáticas de base 
tomam então as formas 

Instrução composta 

E:E: ••• começo I; / ; ••• I;I fim 

Bloco 

E-.Ei--- começo D;D;--- D;I;I;-.. I;I f ] m 

Não deve esquecer-se que cada instrução 
/ pode por seu lado ser uma instrução com­
posta ou um bloco. 

4- 1.2. Exemplos. 

Instruções de base 

a : = p + q 
ir a Nápoles 

Partida : Continua.- W : = 7.993 

Instrução composta 
começo x : = 0 ; para y : =* I passo 1 até n 

fazer x : = x + A [y] ; 
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se x > q enfão ir a Final senão se x<w—2 
enlão ir a S 
A w : St : W : — X + D O O / ï m 

Zftoco 

Q.- começo infeiro í , k ; reaí w; 
para i : = 1 passo I até m /azer 
para k .- = / + í passo J até m /azer 
começo w : = A [ i , k] 

A\i,k]: - A [ k , i] 
A [ k , /] : = w //m para i e k 

f/m b/oco Q 

4. I. 3. Semânffca. 

Cada bloco introduz automàticamente um 
novo nível de nomenclatura. Tal processa-se 
como segue: todo o identificador que figure 
no interior do bloco pode, por conveniente 
declaração (cf. 5. Declarações) ser classifi­
cado de local para o bloco em questão. Isto 
significa que 

(a) a quantidade representada por este 
identificador no interior do bloco não tem 
existência fora dele e 

(b) qualquer quantidade representada por 
este identificador fora do bloco é completa­
mente inacessível ao interior dele. 

Os identificadores (excepto os que repre­
sentam etiquetas) que figuram num bloco e 
que não são declarados neste bloco, serão 
não locais para ele, isto é, represen ta rão a 
mesma quantidade no interior do bloco e ao 
nível que lhe é imediatamente exterior. Uma 
etiqueta separada de uma instrução pelo sím­
bolo : isto é, etiquetando esta inst rução, 
comporta-se como se tivesse sido declarada 
na cabeça do menor bloco que a contém, 
isto ó, o menor bloco cujos parêntesis começo 
e fim confinam a ins t rução. Neste sentido, 
um corpo de procedimento deve ser consi­
derado como se estivesse confinado pelos 
símbolos começo e fim e tratado como um 
bloco. 

Como uma ins t rução dum bloco pode de 
novo e por sua vez ser um bloco, os concei­
tos «local» e «não-local» para um bloco 
devem ser compreendidos recursivamente. 
Assim, um identificador que seja não-local 
para um bloco A , pode ser ou não ser não-
-local para o bloco B no qual A é uma 
ins t rução. 

4. 2. Instruções de afectação. 

4. 2. í. Sintaxe. 

< parte esquerda > : : = • < variável > : = | 
< identificador de procedimento > : = 

< lista de partes esquerdas > : : = 
< parte esquerda > | 
< lista de partes esquerdas > 
< parte esquerda > 

< instrução de afectação >• : : = 
< lista de partes esquerdas > 
< expressão aritmética > | 
< lista de partes esquerdas > 
< expressão booleana > 

4.2.2. Exemplos. 

S : = q [0] : = n : = n + I + s 
n : •= n + Ï 
A .- = B/C — v — q X S 
S [ v , k + 2].- = 3 - arcfan j s X z e f a j 
V: = Q > Y A Z 

4. 2. 3. Semântica. 

As instruções de afectação servem para 
dar o valor duma expressão a uma ou mais 
variáveis ou identificadores de procedimento. 
No caso geral, a instrução será interpretada 
em três fases como segue : 

4. 2. 3. 1. Todas as expressões em índice 
que figuram nas variávefs da parte esquerda, 
são avaliadas sucessivamente da esquerda 
para a direita. 
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4. 2. 3. 2. A expressão à direita da ins­
t rução é calculada. 

4- 2. 3. 3. O valor da expressão é atribuído 
a todas as variáveis da parte esquerda, e os 
índices tem os valores calculados em 4- 2. 3. I . 

4. 2. 4. Tipos. 

Todas as variáveis e identificadores de pro­
cedimento duma lista de partes esquerdas 
devem ser declarados do mesmo tipo. Se as 
variáveis são do tipo Booleano, a expressão 
deve ser ela própr ia booleana. Se as variá­
veis são do tipo real ou inteiro, a expressão 
deve ser ari tmética. Se o tipo da expressão 
aritmética difere do das variáveis e identifi­
cadores de procedimento, a mudança de tipo 
realiza-se automaticamente. Para a transfe­
rência do tipo real para o tipo inteiro, a função 
de t ransferência deve conduzir a um resul­
tado equivalente a 

inteiro \E + 0.5\ 

em que £ é o valor da expressão . O tipo 
associado a um identificador de procedimento 
ó dado pelo declarador que aparece como 
primeiro símbolo da declaração de procedi­
mento correspondente. 

4. 3- Instruções Ir a. 

4. 3. J. Sin t axe. 

< ins t rução ir a > : : = 
ir a < expressão de designação > 

4 3- 2. Exemplos. 

ir a 8 
ir a saída [n + 1] 
ir a cidade [se y < 0 enfão N senão N 4 - I ] 
ir a se Ab<c então 17 senão q [se w < 0 

então 2 senão nj 

4. 3. 3. Semântica. 

Uma instrução ir a interrompe a sequência 
normal das operações , definida pela ordem 
de escrita das instruções, definindo o seu 
sucessor explicitamente por meio do valor 
duma expressão de designação. A instrução 
seguinte a executar será a que tem por eti­
queta o valor desta expressão . 

4. 3. 4. Restrição. 

Como as etiquetas são inerentemente locais, 
uma instrução ir a não pode conduzir do 
exterior ao interior dum bloco. Uma instrução 
ir a pode, porém, conduzir do exterior ao 
interior de uma instrução composta. 

4. 3. 5- ir a indicador de comutação não 
definido. 

Uma instrução ir a é equivalente a uma 
instrução vazia se a expressão de designação 
é indicador de comutação cujo valor não está 
definido. 

4. 4. Instruções vazias. 

4. 4- I. Sintaxe. 

< instrução vazia > : : = < vazio > 

4.4-2. Exemplos. 

L : começo ••• ; Jose : fim 

4. 4- 3- Semântica. 

Uma instrução vazia não executa nada. 
Pode servir para colocar uma etiqueta. 

4. 5- Instruções condicionais. 

4. 5. /• Sintaxe 

< proposição se > : : = 
se < expressão booleana > enfão 
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< instrução incondicional > : : = 
< instrução de base > | 
< instrução composta > | < bloco > 

< instrução se > : : = < proposição se > 
< instrução incondicional > 

< instrução condicional > : : == 
< instrução se > | < ins t rução se > 
senão < instrução > | 
< proposição se > < instrução para >| 
< etiqueta > : 
< instrução condicional > 

4. 5. 2. Exemplos. 

Se x > o enfão n : = n + ) 
se v > u enfão V: q . = n + m senão ir a R 
se s < 0 < P < Q enfão AA : começo se 

q < v enfão a. = v /s 
senão y = 2 X a e senão se v > x 
enfão a .- = v — q 
senão se v > s — 1 enfão ir a S 

4. 5. 3. Semântica. 

As instruções condicionais provocam a 
execução ou o salto de certas instruções de 
acordo com os valores das expressões boo­
leanas especificadas. 

4. 5. 3. I . Instrução se. 

A instrução incondicional de uma instrução 
se será executada se a expressão booleana 
da proposição se é verdadeira. Caso contrá­
r io , ela será saltada, passando-se à instrução 
seguinte. 

4. 5. 3. 2. Instrução condicional. 

Quanto à sintaxe, há duas formas possíveis 
de instruções condicionais, que podem ser 
representadas como segue : 

Se B I enfão S I senão se B2 enfão S2 
senão S3 ; S4 

e 

Se B I enfão S I senão se B2 enfão S2 
senão se B3 enfão S3 ; S4 

Aqui B I a B3 são expressões booleanas, 
S I a S3 instruções incondicionais. S4 é a 
inst rução que segue a instrução condicional 
completa. 

A execução duma instrução condicional 
pode descrever-8e como segue: as expressões 
booleanas das proposições pe são avaliadas 
uma a seguir à outra em sequência da es­
querda para a direita até a obtenção de uma, 
cujo valor é verdadeiro- Então a instrução 
incondicional que segue esta expressão boo­
leana é executada. A menos que esta instrução 
defina o seu sucessor explicitamente, a pró­
xima instrução a ser executada será S4, 
quere dizer a instrução que segue a instrução 
condicional. Assim, pode dizer-se que o efeito 
do limitador senão ó o de dar como sucessor 
à instrução que segue, a instrução que segue 
a instrução condicional inteira. 

A const rução 

senão < instrução incondicional > 

pode ser substituída por 

senão se verdadeiro então 

< instrução incondicional > 

que lhe ó equivalente. 
Se nenhuma das expressões booleanas das 

proposições se ó verdadeira o efeito da ins­
t rução condicional completa será o de uma 
instrução vazia. 

Para maior clareza, pode ser útil o esquema 
seguinte : 

t t I 
Se B I enfão SI senão se B2 enfão S2 senão S3 ; S4 

t- _J 
B I falsa B2 falsa 
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4. 5. 4. Ir a instrução condicional. 

O efeito de uma inscrição ir a que conduza 
ao interior de uma instrução condicional, 
resulta directamente da explicação anterior 
do efeito de senão . 

4. 6. Instrução para. 

4.6. I. Sintaxe-

< elemento duma lista de para > : : = 
< expressão ari tmética > | 
< expressão aritmética > passo 
< expressão aritmética > até 
< expressão aritmética > | 
< expressão ari tmética > enquanfo que 
< expressão booleana > 

< lista de para > : : = 
< elemento duma lista de para > | 
< lista de para >, 
< elemento de uma lista de pára > 

< proposição para > : : = para 
< variável > : = 
< lista de para > fazer 

< instrução para > : : *=» 
< proposição para > < instrução > | 
< etiqueta > : < instrução para > 

4. ó. 2. Exemplos. 

para q.==l passo s afé n fazer A [ q ] . - = B [q] 
para k: = 1, V I X 2 enquanfo que V I < N 

fazer pard J . = / + G , L , 1 passo I afé 
N,C + D fazer A[k,j]: = B[k, /'] 

4. 6 . 3. Semântica. 

Uma proposição para provoca a execução 
repetida de zero ou várias vezes da instrução 
S que lhe sucede. Além disso, dá sequência 
de valores à variável que controla. 

O mecanismo pode ser visualisado pelo 
esquema seguinte: 

I t 
i n i c i a l i z a ç ã o ; teste; inst. S ; p r o g r e s s ã o ; sucessor 

*_ _t 

l ista de para esgotada 

Neste esquema, a palavra inicialização signi­
fica cálculo do primeiro valor da proposição 
para; p rogressão significa: cálculo do valor 
seguinte da proposição para. O teste deter­
mina se o valor final foi calculado. Se sim, 
passa-se ao sucessor da instrução para- Se 
não, é executada a instrução que segue a 
proposição para. 

4. 6 . 4. Os elementos duma lista de para. 

A lista dá uma regra para obter os valores 
dados sucessivamente à variável controlada. 
Esta sucessão de valores obtóm-se a partir 
de elementos da lista tomando estes um por 
um pela ordem por que são escritos. A se­
quência dos valores gerados pelas t rês espé­
cies de elementos duma lista de para e a 
execução correspondente da instrução são 
descritos pelas regras seguintes : 

4. 6. 4. 1. Expressão aritmética. 

Este elemento provoca o cálculo dum 
valor : o valor da expressão aritmética cal­
culada imediatamente antes da execução cor­
respondente da instrução S. 

4. 6. 4. 2. Elemento com passo e afé . 

O efeito de um elemento da forma A passo 
B até C em que A, B e C são expressões 
ari tméticas, pode ser descrito de maneira 
mais concisa em termos de instruções A L G O L 
como Begue : 

V:=A; 
L 1 : se \V — C | x sign |B( < 0 enfão ir a 

elemenfo esgofado,-
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Ins t rução S ; 

V: '<~ V + B; 
ir all; 
elemento esgotado: ••• 

em que V é a variável controlada da pro­
posição para, e «elemento esgotado» designa 
ou o cálculo de V de acordo com o elemento 
que segue na lista de pára, ou, a expressão 
que segue no programa, se o elemento consi­
derado é o último. 

4. 6. 4. 3. Elemento com enquanto que. 
O efeito de um elemento da forma E en­

quanto que F, em que E é uma expressão 
aritmética e F uma expressão booleana, 
pode ser assim descrito em termos de instru­
ção A L G O L . 

L3-.V: = E e p ; 

se — i F enfão ir a elemento esgotado. 

Ins t rução S 

ir a L3 ; elemento esgotado ; • • • 

com as mesmas notações que em 4. 6. 4. 2. 

4- 6. 5. Valor da variável controlada à saída. 
Na saída da instrução iS (suposta composta) 

com uma instrução ir a, o valor da variável 
controlada será aquele imediatament anterior 
ao da execução da instrução ir a. 

Se a saída se deve ao esgotamento da lista 
de pára, o valor da variável controlada não 
é definido depois da saída. 

4.6.6. Ir a conducente a uma instrução para. 
O efeito de uma instrução ir a, exterior a 

uma instrução para, que reenvia a uma etiqueta 
interior à instrução para, não é definido. 

4. 7. Instruções de procedimento. 

4.7. I. Sintaxe. 

< parâmet ro efectivo > : : = < cadeia > | 
< expressão > | 

< identificador de tabela > | 
< identificador de comutação > | 
< identificador de procedimento > 

< cadeia de letras > : : — < letra > | 
< cadeia de letras > < letra > 

< limitador de parâmet ro > : : = , | 
I < cadeia de letras > : | 

< lista de parâmet ros efectivos > : : = 
< parâmetro efectivo > | 
< lista de parâmetros efectivos > 
< limitador de parâmet ros > 
< pa râmet ro efectivo > 

< par te-parâmetro efectivo > : : «• 
< vazio > I 
I < lista de parâmetros efectivos > j 

< instrução de procedimento > : : = 
< identificador de procedimento > 
< par te-parâmetro efectivo > 

4. 7• 2. Exemplos. 

Norma \A\ Ordem: \7\ Resultado em: \V\ 
Transposição \ W, v 4 ) | 
Maxabs | A , N, M , Y y , I, K\ 
Produto escalar j A [t, P, u], B [P], 10, P, Y\ 

Estes exemplos correspondem aos exem­
plos dados em 5. 4. 2 . 

4. 7. 3- Semântica-

Uma instrução de procedimento tem por 
objectivo provocar a execuçãq do corpo dum 
procedimento (cf. 5. 4 . Declarações de pro­
cedimento). Se o corpo do procedimento é 
uma instrução escrita em A L G O L , o efeito 
desta execução será o de efectuar as seguin­
tes operações sobre o programa : 

4-7.3-1. Afectação de valor (chamada 
por valor). 

Todos os parâmetros f o r m a i s presen­
tes na parte valor da cabeça da declara-
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ção de procedimento, recebem os valores 
(cf. 2 . 8. Valores e tipos) dos parâmet ros 
efectivos correspondentes, passando-se tudo 
como se estas afectações de valor fossem 
efectuadas explicitamente antes de entrar no 
corpo do procedimento. O efeito produzido 
é aquele que se obteria com a criação de um 
bloco suplementar que englobasse o corpo 
de procedimento e no qual estas afectações 
seriam feitas a variáveis locais para este 
bloco fictício, e de tipo em acordo com as 
especificações (cf. 5. 4. 5.). Como consequên­
cia, variáveis chamadas por valor devem ser 
consideradas como não locais para o corpo 
de procedimento, mas locais para o bloco 
fictício (cf. 5. 4. 3.). 

4. 7- 3. 2 . Subsf/fu/ção do nome (chamada 
por nome). 

Todo o pa râmet ro formal não presente 
na parte valor é substituído, em todo o 
c o r p o do procedimento, pe lo parâmet ro 
efectivo correspondente, depois colocado 
entre parêntesis deste último sempre onde 
tal seja sintàt icamente possível. Eventuais 
conflitos entre os identificadores introduzi­
dos por esta substituição e outros identifica­
dores j á presentes no corpo de procedi­
mento serão evitados sistemàticamente por 
modificação conveniente dos identificadores 
formais ou locais contidos no corpo. 

4. 7. 3. 3. Substituição pelo corpo e exe­
cução. 

Enfim o corpo de procedimento, assim 
modificado, é posto à disposição da ins­
trução de procedimento e executado. Se o 
procedimento é empregado em local que se 
encontre fora do campo duma quantidade 
não local do corpo de procedimento os con­
flitos entre os identificadores introduzidos 
pelo processo de substituição do corpo e os 
identificadores cujas declarações são válidas 

no local onde se encontra a inst rução proce­
dimento ou o indicador de função , serão evi­
tados por uma al teração sistemática conve­
niente destes últimos identificadores. 

4. 7. 4. C o r r e s p o n d ê n c i a parâmetro efec­
tivo — parâmetro formal. 

A correspondência entre os parâmet ros 
efectivos da instrução de procedimento e os 
parâmet ros formais da cabeça do procedi­
mento, faz-se como segue : a lista dos parâ­
metros efectivos da instrução de procedi­
mento deve ter o mesmo número de elementos 
que a lista dos parâmet ros formais da cabeça 
da declaração de procedimento. Obtém-se a 
correspondência tomando os elementos das 
duas listas na mesma ordem. 

4. 7. 5. Resf r ições . 

Para que uma instrução de procedimento 
tenha um sentido, é necessário evidentemente 
que as operações sobre o corpo de procedi­
mento definidos em 4 . 7 . 3. í. e 4.7.3.2. 
conduzam a uma instrução A L G O L correcta. 
Isto impõe como restr ição que o género e o 
tipo de cada pa râmet ro efectivo sejam com­
patíveis com o género e o tipo do parâmet ro 
formal correspondente. Eis alguns casos par­
ticulares importantes desta regra: 

4. 7-5- /• Se uma cadeia é introduzida 
como parâmetro efectivo numa instrução de 
procedimento ou um indicador de função 
cujo corpo de procedimento seja uma instru­
ção de A L G O L (por oposição a um código 
não A L G O L , cf. 4. 7. 8.), então esta cadeia 
não pode ser utilizada no corpo de procedi­
mento a não ser como parâmet ro efectivo 
duma outra chamada de procedimento. Final­
mente, ela não pode ser utilizada senão em 
corpo de procedimento escrito num código 
não A L G O L . 
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4. 7 • 5- 2. Um parâmetro formal que apa­
reça como variável na parte esquerda duma 
instrução de afectação e que não é chamado 
por valor, apenas pode corresponder a um 
parâmetro efectivo que seja uma variável 
(caso particular de expressão). 

4. 7. 5 3. Um parâmetro formal, utilizado 
no corpo do procedimento como identificador 
de tabela, apenas pode corresponder a um 
parâmetro efectivo que se ja identificador 
duma tabela da mesma dimensão. Além 
disso, se o parâmetro formal é chamado por 
valor, a tabela local criada pelo chamamento 
terá os mesmos terminais de índice que a 
tabela efectiva. 

4. 7. 5. 4. Um parâmetro formal chamado 
por valor não pode em geral corresponder a 
um identificador de comutação ou de proce­
dimento, porque estes últimos não têm valor 
(a excepção é o identificador de procedimento 
duma declaração de procedimento que tem 
uma parte — parâmetros formais vasia (cf. 
5- 4. J.) e que define o valor dum indicador 
de função (cf. 5. 4. 4.). Este identificador 
de procedimento é em si mesmo uma expres­
são completa). 

4. 7. 5- 5. Todo o parâmetro formal pode 
comportar restrições sobre o tipo do parâ­
metro efectivo que lhe é associado (estas 
restrições podem ser ou não dadas pelas 
especificações da cabeça de procedimento). 
Na instrução procedimento, tais restrições 
devem evidentemente ser observadas. 

4. 7. 6. Suprimido na nova redacção. 

4. 7. 7. Limitador de parâmetros. 

Todos os limitadores de parâmetros são 
equivalentes. Nenhuma correspondência entre 
os limitadores utilizados numa instrução de 
procedimento e os utilizados na cabeça do 

procedimento, é examinada ; apenas o seu 
número deve ser o mesmo. Assim, é facul­
tativa a informação contida na forma ela­
borada. 

4-7• 8. Corpo de procedimento expresso 
em código. 

As restrições impostas sobre uma instrução 
de procedimento, chamando um procedimento 
que tenha o seu corpo escrito num código 
diferente de A L G O L , dependem evidente­
mente das características do código utilizado 
e da intenção do utilizador e cai assim fóra 
do domínio da linguagem de referência. 

5. D e c l a r a ç õ e s . 

As declarações servem para definir certas 
propriedades das quantidades utilizadas no 
programa. Uma declaração para um identifica­
dor é válida para um bloco. No exterior deste 
bloco o referido identificador pode ser utili­
zado para outros fins (cf. 4. /. 3.). 

Dinâmicamente isto implica as regras se­
guintes: no momento de entrada num bloco 
(por meio de começo, visto que as etiquetas 
no interior são locais e portanto inacessíveis 
du exterior), todos os identificadores decla­
rados para o bloco tomam o significado 
implícito na natureza das declarações dadas. 
Se estes identificadores já foram definidos 
por outras declarações do exterior, a par­
tir deste momento tomam novo significado. 
Por outro lado, os identificadores que não 
são declarados para um bloco mantém o seu 
antigo significado. 

No momento da saída dum bloco (por 
meio de fim ou por uma instrução ir a) todos 
os identificadores que foram declarados para 
o bloco perdem de novo o seu significado. 

Uma declaração pode ser marcada com o 
declarador adicional próprio. Isto tem o efeito 
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seguinte: a partir do momento em que se 
entra de novo no bloco, os valores das 
quantidades remanescentes (declaradas com 
próprio) permanecerão inalteradas em rela­
ção aos que elas tinham à última saída, ao 
passo que os valores das variáveis declara­
das, que não são indicadas remanescentes, 
ficam indefinidas. 

Postos de parte as etiquetas e os parâme­
tros formais das declarações de procedimento 
e levando em conta a possível excepção dos 
identificadores de funções padrão (cf. 3-2-4. 
e 3. 2. 5 ), todos os identificadores dum pro­
grama devem ser declarados. Nenhum iden­
tificador pode ser declarado mais que uma 
vez, em não importa que cabeça de bloco. 

Sintaxe. 

< declaração > : : = 
< declaração de tipo > | 
< declaração de tabela > | 
< declaração de comutação > | 
I < declaração de procedimento > 

5. 1. Declarações de Hpo. 

5. 1. I. Sintaxe. 

< lÍRta de tipo > : : = 
< variável simples > | 
< variável simples > , 
< lista de tipo > 

< tipo > : : = real | inteiro | Boo/eano 
< declaração de tipo > : : = 

< tipo local ou remanescente > 
< lista de tipo > 

< tipo local ou remanescente > : : = 
< tipo > I próprio < tipo > 

5. 1. 2. Exemplos. 

Inteiro p, q, s 
próprio Boo/eano Acryl, n 

5. 1. 3. Semântica. 

As declarações de tipo servem para decla­
rar que certos identificadores representam 
variáveis simples dum dado tipo. As variáveis 
declaradas reais podem tomar apenas valores 
positivos e negativos, inclusivé o zero. As 
variáveis declaradas inteiras podem tomar 
apenas valores inteiros positivos ou negati­
vos, inclusivé o zero. As variáveis declaradas 
booleanas podem tomar apenas os valores 
verdadeiro ou faíso. 

Nas expressões aritméticas, toda a posição 
que possa ser ocupada por uma variável 
declarada real, pode ser ocupada por uma 
variável declarada inteira. Para a semântica 
de própria ver o quarto parágrafo de 5. De­
clarações. 

5. 2. Declaração de tabela. 

5. 2. 1. Sintaxe-

< terminal inferior > : : =» 
< expressão aritmética > 

< terminal superior > : : = 
< expressão aritmética > 

< par de terminais > : : = 
< terminal inferior > : 

< terminal superior > 
< lista de pares de terminais > : : = 

< pares de terminais > | 
< lista de pares de terminais > , 
< pares de terminais > 

< secção de tabela > : : = 
< identificador de tabela > 
[ < lista de pares de terminais > ] 
< identificador de tabela > , 
< secção de tabela > 

< lista de tabela > : : = 
< secção de tabela > | 
< lista de tabela > , 
<^ secção de tabela ^> 

< declaração de tabela^>:: = 
fabeía' <[lista de tabela > | 
<^tipo local ou remanescente > 
tabela < lista de tabela ]> 
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5. 2. 2. Exemplos. 

Tabela a, b, c [7 : n, 2 : m ] , s [— 2:10] 
próprio inteiro tabela A[se c < 0 enfão 2 

senão 1:20] 
tabela real q [ — 7 . — ?]. 

5.2. 3. Semântica. 

Uma declaração de tabela tem por função 
declarar que um ou vários identificadores 
representam tabelas de variáveis indiciadas e 
dão as dimensões das tabelas, os terminais 
dos índices e o tipo das variáveis. 

5. 2. 3. I. Terminais de índices. 

Os terminais de índices para as tabelas são 
dados nos primeiros parêntesis de índices 
segundo o identificador desta tabela, sob a 
forma duma lista de pares de terminais. 

Cada entidade desta lista dá o terminal 
superior e o terminal inferior dum índice, 
sob a forma de duas expressões aritméticas 
separadas pelo limitador : . Á lista de pares 
de terminais, dá os terminais de todos os 
índices tomados em sequência da esquerda 
para a direita. 

5. 2. 3. 2. Dimensões. 

As dimensões são dadas pelo número de 
elementos nas listas de pares de terminais. 

5. 2. 3. 3. Tipos. 

Todas as tabelas declaradas numa decla­
ração devem ser do mesmo tipo. Se nenhum 
declarador de tipo é dado adopta-se o tipo 
real. 

5. 2. 4. Terminais superiores e inferiores. 

5. 2. 4. h As expressões correspondentes 
serão analisadas da mesma maneira que as 
expressões em índice (cf. 3. 1.4. 2). 

5. 2. 4. 2. As expressões apenas podem 
depender das variáveis e dos procedimentos 
que são não locais para o bloco no qual a 
declaração de tabela é válida. E m conse­
quência, no bloco mais exterior dum pro­
grama apenas se podem encontrar declarações 
de tabela com terminais constantes. 

5. 2. 4. 3. Uma tabela é definida apenas 
quando os valores de todos os terminais 
superiores de índices não são inferiores aos 
dos terminais inferiores correspondentes. 

5 . 2 . 4 . 4 . As expressões serão avaliadas por 
uma vez em cada entrada no bloco. 

5. 2. 5. Identidade de variáveis indiciadas. 

A identidade duma variável indiciada não 
tem relação alguma com os terminais de 
índices dados na declaração de tabela. Mas, 
mesmo que uma tabela seja declarada rema­
nescente, os valores das variáveis indicia­
das correspondentes serão, de cada vez, 
definidos apenas pelos daquelas variáveis 
que têm índices no interior dos terminais de 
índices calculados por último. 

5. 3. Declaração de comutação. 

5. 3. 1. Sintaxe. 

< lista de comutação > : : = 
< expressão de designação > | 
< lista de comutação > , 
< expressão de designação > 

< declaração de comutação > : : = 
comutador 
< identificador de comutação > . = 
< lista de comutação > 

5. 3. 2. Exemplos. 

comutador S: = S1, S2, Q[m], se v > — 5 
enfão S3 senão S4 

comutador Q.- = pJ ,w 
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5. 3. 3. Semântica. 

Uma declaração de comutação define o 
conjunto de valores correspondentes a um 
indicador de comutação. 

Estes valores são dados um a um como os 
valores das expressões de designação que 
compõem a lista de comutação. A cada uma 
destas expressões de designação está asso­
ciado um inteiro positivo 1,2, •••etc., obtido 
por contagem dos elementos da lista da es­
querda para a direita. O valor do indicador 
de comutação correspondente a um valor 
dado da expressão em índice (cf. 3. 5. E x ­
pressão de designação) é o valor da expres­
são de designação na lista de comutação que 
tem este valor dado como inteiro associado. 

5. 3. 4. Avaliação das expressões na lista 
de comutação. 

Uma expressão na lista de comutação será 
avaliada cada vez que se faz referência ao 
elemento da lista na qual a expressão apa­
rece utilizando os valores correntes de todas 
as variáveis. 

5. 3.5. Influência dos campos. 

Se um indicador de comutação aparece 
fora do campo duma quantidade que inter­
vém numa expressão de designação da lista 
de comutação, e se uma avaliação do indica­
dor de comutação escolhe esta expressão 
de designação, então os conflitos entre os iden­
tificadores das quantidades desta expressão e 
os identificadores cujas declarações são válidas 
no local do indicador de comutação serão 
ultrapassados por uma alteração sistemática 
conveniente destes últimos identificadores. 

5. 4. Declarações de procedimento. 

5. 4. 1. Sintaxe. 

< parâmetro formal > : : = 
< identificador > 

lista de parâmetros formais > : : = 
< parâmetro formal > | 
< lista de parâmetros formais > 
< limitador de parâmetro > 
< parâmetro formal > 

< parte-parâmetro formal > : : = 
< vazio > I 
I < lista de parâmetros formais > | 

< lista de identificadores > : : = 
< identificador > | 
< lista de identificadores > , 
< identificador > 

< parte-valor > : : = valor 
< lista de identificadores > ; | <vaz io> 

< especificador > : : = cadeia ! < tipo > | 
tabela | < tipo > tabela etiqueta \ 
comutador | procedimento | < tipo > 
procedimento 

< parte-especificação > : : = < vazio > | 
< especificador > 
< lista de identificadores > ; | 
< parte-especificação > 
< especificador > 
< lista de identificadores > ; 

< cabeça de procedimento > : : = 
< identificador de procedimento > 
< parte de parâmetro formal > ; 
< parte-valor > <parte-especif icação> 

< corpo de procedimento > : : = 
< instrução > | < código > 

< declaração de procedimento > : : = 
procedimento 
< cabeça de procedimento > 
< corpo de procedimento > | 
< tipo > procedimento 
< cabeça de procedimento > 
< corpo de procedimento > 

5. 4. 2. Exemplos (ver também os exemplos 
no final deste relatório). 

procedimento Traço ja | Ordem • j n | 
Resultado : jsj ; valor n ; 

fabela a ; in feiro n ; real s ; 
começo inteiro k ; 
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S : — O ; 
para k • 1 passo I até n fazer s .- = s + a [k , k] 
fim 
procedimento transpor \a\ ordem : j n j ; 

valor n ; tabela a ; inteiro n ; 

começo real w ; inteiro i , k • 
para i : = I passo 1 até n fazer 

para k : = 1 -r i passo I a fé n fazer 
começo w .- *=* a [ / , k] -, 

a [/, k ] : =» 9 [k . i] ; 
a [k, i] : = w 

fim 
/ïm transpor 

procedimento inteiro passo j u j ; real u ; 
Passo :=se 0 < u A u < I enfão I senão 0 

proced/menfo absmax ja j dimensão : 
j n , m j resultado : \y\ índices -. \i,k\ ; 

comentário : O ma/or elemenfo em valor 
abso/ufo da matriz a de dimensão n sobre 
m é transferido em y e os índices deste 
elemento em i e k ; 

tabela a ; inteiro r), m, i, k ; real y ; 
começo infeiro p , q ; 

y . = 0 ; 
para p . == I passo 1 até n fazer para 

q : = I passo I afé m fazer 
se a b s j a [ p , q ] j > y enfão começo 

y: = abs | a [ p , q ] | ; 
i.- = p ; k : = q fim fim Absmax 

procedimento Produto escalar | a ,b ( 
Ordem: \k,p\ Resultado: \y\; 
valor k ; inteiro k , p ; real y,a ,b ; 
começo real s ; s : = 0 -, 

para p.- = I passo ï afé k fazer 
s : = s + a X b ; 

y: = s 
fim produto escalar 

5. 4. 3. Semântica. 

Uma declaração de procedimento serve 
para definir o procedimento associado a um 
identificador de procedimento. O constituinte 

principal de uma declaração de procedimento 
é uma instrução ou um conjunto de códigos, 
o corpo do procedimento, que pelo emprego 
de instruções de procedimento e/ou de indi­
cadores de função, pode ser comandado depois 
de outras partes dum bloco na cabeça do 
qual aparece a declaração de procedimento. 
Associado ao corpo, encontra-se uma cabeça 
que precisa certos identificadores que figuram 
no corpo na situação de parâmetros formais. 
Quando o procedimento é activado (cf. 3. 2. 
Indicadores de função e 4. 7. Instruções de 
procedimento), os parâmetros formais do 
corpo de procedimento tomarão os valores 
dos parâmetros efectivos ou então serão 
substituídos por estes últimos. Os identifica­
dores do corpo de procedimento que não são 
formais serão, quer locais quer não-locais 
para o corpo, segundo tenham sido ou não 
declarados neste corpo. Entre estes identifi­
cadores, os que não são locais para o corpo 
podem ser locais para o bloco, na cabeça do 
qual aparece a declaração de procedimento. 
O corpo de procedimento age sempre como 
um bloco quer tenha ou não a forma res­
pectiva. Em consequência, o campo de toda 
a etiqueta actuando uma instrução no corpo 
ou o próprio corpo em si nunca pode esten-
der-se ao exterior do corpo de procedimento. 
Além disso, se o identificador dum parâme­
tro formal é declarado no interior do corpo 
de procedimento (compreendendo o caso da 
sua utilização na situação de etiqueta como 
em 4. 1. 3.) dá-se-lhe um significado local e 
os parâmetros efectivos correspondentes são 
inacessíveis no campo desta quantidade local 
interior. 

5. 4. 4. Valores dos indicadores de /unção. 

Para que uma declaração de procedimento 
defina o valor de um indicador de função, 
é necessário que no corpo de procedimento 
apareçam uma ou mais afectações de valor 
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para o identificador de procedimento. Pelo 
menos uma destas afectações deve ser efec­
tuada. O tipo associado ao identificador de 
procedimento deve ser declarado por meio 
dum declarador de tipo que será o primeiro 
simbolo da declaração de procedimento. O 
último valor assim afectado é utilizado para 
continuar a avaliação da expressão na qual 
aparece o indicador de função. Toda outra 
ocorrência do identificador de procedimento 
no corpo de procedimento em local diferente 
de uma parte esquerda duma instrução de 
afectação significa a chamada do procedi­
mento. 

5. 4- 5. Especificações. 

Pode-se incluir na cabeça uma parte espe­
cificação que forneça informações sobre os 
géneros e tipos dos parâmetros formais por 
meio de notações evidentes. Nesta parte 
nenhum parâmetro formal pode aparecer 
mais que uma vez. As especificações de parâ­
metros formais chamados por valor devem 
ser dadas enquanto que as especificações dos 
parâmetros formais chamados por nome 
podem ser omissas. 

5. 4. 6. Corpo de procedimento em código. 

É óbvio que o corpo de procedimento 
pode exprimir-se numa linguagem diferente 
do A L G O L . Tal emprego releva uma repre­
sentação máquina e nenhuma indicação mais 
precisa relativa a este código pode ser dada 
na linguagem de referência. 

Exemplos de declarações de procedimento. 

Exemplo 7. 

procedure Eu'er \fct, sum, eps, tim\ -, value 
eps, fim,- infeger f/m ; 
real procedure fct ; real sum, eps ; 

comment: Euler calcula a soma de [ct | i j desde 
i = 0 a / = oo por meio de uma conven/enfe 
transformação de Euler. A adição termina 
desde que se obtenha para valor absoluto 
dos termos da série transformada, fim vezes 
consecutivas um valor menor que eps. Forne-
ce-se portanto uma função fct com 1 só argu­
mento inteiro, um terminal superior eps e um 
inteiro f/m. A saída é a som a som. Euler é 
parf/cularmenfe eficaz no caso de séries alter­
nadas lentamente convergenfes ou d/vergenfes; 

begin infeger i,k,n,t -, array m [ 0 . 1 5 ] ; real 
mn, mp, ds ; 
/ . .=n . = f . = 0 ; m[0]: = fct\0\; sum.='m[0]/2; 
fermo seguinfe : ïr ===== í —|— 1 ; mn .- = fct j i j : 

for k: = 0 step 1 until n do 
begin mp.- = jmn + m[k]\/2; m[k]: = mn, 
mn : = mp end -, 

if jabs jmnj <abs jm[n]( | A in < I 5 | fhen 
begin d s . = m n / 2 ; n . - = n + l , m[n].- = mn 
end aceita 

else ds : = mn ; 
som : — som + ds -, 
if absjds j<eps then f . = f + l else f . = = 0 ; 
if t < f/m fhen go fo fermo seguinte 

end Euler 

Exemplo 2. 

procedure RK\x ,y,n ,FKT,eps ,eta ,xE ,yE ,fi\ ; 
value x ,y ; integer n ; 

Boolean ft ; real x, eps, efa, xE -, array y, yE ; 
procedure FKT; 

comment : RK integra o sistema 
yí = {k\x,yi,y2, ••-Yn\ \k = l ,2, ••• ,n\ de 
equações diferenciais pelo método de Runge-
Kutta com uma escolha automática do valor 
mais conveniente do passo da integração. Os 
parâmetros são : os valores iniciais de x e 
y[k] para x e as funções incógnitas y k | x j . 
A ordem n do sistema. O procedimento 
FKT\x, y, n , z j que represenfa o sistema a 
integrar, isto é o conjunto das funções fk. 
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Os erros admissíveis eps e etâ que coordenam 
a precisão das infegrações numéricas. O fim 
do intervalo de integração x E. O parâmetro 
de saída y E que representa a solução para 
x = x E . A variável booleana fi que deve 
tomar sempre o valor true para uma entrada 
isolada ou para uma primeira entrada em RK. 
Mas, se as funções y devem ser determinadas 
em diferentes pontos XQ , x j , X 2 , enfão o pro-
cedimento pode ser chamado sucessivamente 
\com x=Xk, xE=Xk-n, para k=0,l,---,n — JJ 
e enfão as chamadas ulteriores poderão apa­
recer com fi —false para ganhar tempo de 
cálculo. Os parâmetros FKT devem ser x,y,n 
o parâmetro de saída z representa o conjunfo 
das derivadas z[k] = fk\x,y[l],y[2],--- ,y[n]\ 
para x e o valor efectivo de y. Um procedi­
mento comp intervém como identificador não 
local -, 

beg/n 

array z,yl,y2,y3 [1 : n] ; real xl,x2,x3,H; 
Boole an out; 

integer k, / o w n real s, Hs ; 
procedure RKIST \x ,y,h ,xe ,ye\ ; real 

x, h, x e ; array y,ye; 

comment: RKIST integra um passo iso­
lado de Runga-Kutta com va'ores iniciais 
x,y[k] que conduzam aos parâmetros de 
saída x e . = x + h e ye[k] , sendo o último 
a solução em x e . 
Importante: os parâmefros n, FKT, z 
entram em RKIST como entidades não 
locais ; 
begin 

array w [ ï , n ] , a [h 5]; integer k,j; 

a [1] : = a [ 2 ] = a [5].- « h/2 ; 

a [3] : = a [ 4 J = h ; 

X e : = X ; 

for k : = I sfep J unfil n do y e [k] : = 
W[k]: = y[k]; 

for j : = 1 step 1 until 4 do 
begin 

FKT \x e ,w, n, z\ ; 
x e : = x + a [/] ; 
for k: = / sfep I until n do 
begin 

w[k]: = y[k] + a[j]Xz[k];  

y e [k] : = y e [k] + a [j +1] X z [k]/3 
end k 

end j 
end RKIST; 

Começo do programa. 

if fi then begin H : = xE — x ; s : = 0 
end else H .- = H S; 
out : = false ; 

AA: if \x+2.01XH — xE>0) = \H>0\ then 
begin Hs: = H; ouf. = frue ; H . = 
\xE — x\/2 end i f ; 
RKlST\x,y,2xH,xlyl\; 

BB: RKlST\x,y,x2,y2\; 
RKlST\x2,y2,H ,x3,y3\; 
for k:=l step 1 until n do 

if comp \y][k],y3[k],eta\ > e p s fhen 
go fo C C ; 

commenf: c o m p j a , b , c j é um indicador 
de função cujo valor é o valor absoluto 
da diferença das mantissas de a e b uma 
vez que os expoenfes destas quantidades 
tenham sido tomados iguais ao maior dos 
expoentes dos parâmetros iniciais dados 
8,b,C; 

x. = x 3 ; if out then go to DD; 
for k: = l step 1 until n do y[k]: = y3[k]; 

if s ==5 fhen begin s.- = 0 ; H = 2 X H 
end i f ; 
s . = s + I ; go fo AA ; 

CC: H:=0,5XH; Out : = false ; xl: = x2; 
for k: = l step 1 until n do yl [k]: = y2[k]: 

go to BB; 
DD: for k: = l step I unf/7 n do yE[k]: = yE[k] 

end RK 



38 G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Indice alfabético das definições dos 
conceitos e das unidades sintéticas 

Todas as referências são dadas por número de 
Becção. As referências são divididas era três grupos: 

def A seguir à abreviatura def indica-se a referên­
cia da definição sintática (se ela existe). 

sint A seguir à abreviatura sint indicam.se as reef-
rências das ocorrências em fórmulas metalin-
guíst icas. As referências j á mencionadas no 
grupo def não são retomadas. 

text A seguir à abreviatura text indicam-se as refe­
rências das definições dadas no texto. 

Os símbolos de base representados por sinais dife­
rentes das letras em futura fina são reunidos no 
começo. Os exemplos não foram considerados neste 
índice. 

- f , 1er: mais 
—, 1er: menos 
X , 1er: multiplicação 
/ , 1er: divisão 
f , 1er: exponenciação 
< , <J, —, > , 1er: <operador de r e l a ç ã o 
= , 3 , V . A» —') I e r : <operador lógico>-
., 1er: ponto 
10, 1er: dez 
:, 1er: dois pontos 
;, 1er: ponto e virgula 
: = , 1er: sinal de afectação 
U , 1er: espaço 
11, 1er: parêntesis 
[ J, 1er: parêntesis de índices 
< >, 1er: parêntesis de cadeias 

afectação : = , sint 2. 3, 4. 2 . 1 , 4. 6 .1 , 5. 3 .1 . 
alfabeto, text 2 . 1 . 
<a lgar ismo>, def 2. 2 .1 , synt 2, 2. 2. 4 .1 , 2.5. í . 
aritmético, text 3. 3. 6. 
array, synt 2. 3, 5. 2. 1, 5. 4 . 1 . 
begin, synt 2. 3, 4 .1 .1 . 
< b l o c o > , dif 4 .1 .1 , synt 4. 5 .1 , text 1, 4. 1. 3, 5. 
<bloco não etiquetados-, def 4 .1 .1 . 
Boolean, synt 2. 3, 5. 1.1, text 5 .1 . 3. 
< c a b e ç a de bloco>-, def 4 .1 .1 . 
-<cabeça de procedimento>-, def 5. 4 .1 , text 5. 4. 3. 
<cade ia> , def 2 .6 .1 , synt 3. 2 .1 , 4. 7 .1 , text 2.6.3. 
•<cadeia de letras>, def 3. 2 .1 , 4. 7 .1 . 
<cadeia aberta>, def 2. 6 .1 . 
<cadeia p r ó p r i a > , def 2. 6. 1. 
campo, text 2. 7. 
< c ó d i g o > , synt 5. 4 .1 , text 4. 7. 8, 5. 4. 6. 

commenl, synt 2. 3. 
<composto não e t ique tado , def 4 .1 .1 . 
convenção comentário, text 2. 3. 
<corpo de procedimento>, def 5. 4 .1 . 
< d e c l a r a ç â o , def. 5, synt 4 .2 .1 , text 1,5 (toda a 

secção) 
<dec la ração de c o m u t a ç ã o , def. õ. 3 .1 , synt 5, text 

5. 3. 3. 
<dec la ração de procedimento, def 5 .4 .1 , synt 5, 

text 5. 4 3. 
<«leclaração de tabela>, def 5 .2 .1 , synt 5, text 

5.2 3. 
<dec la ração de t i p o > , def 5 . 1 . 1, synt 5, text 5 .1 . 3. 
<declarador>, def 2. 3. 
dez ) 0 , synt 2. 3, 2. 5. 1. 
dimensão, text 5.2.3.2. 
divisão / synt 2.3, 3 .3 .1 , text 3.3.4.2. 
do, synt 2. 3, 4. 6. 1. 
dois pontos :, synt 2.3, 3 .2 .1 , 4 . 1 . 1 , 4 .5 .1 , 4 .6 .1 , 

4 .7 .1 , 5 .2 .1 . 
<elemento de lista de para>, def 4.6.1, text 4.6.4.1, 

4.6.4.2, 4.6.4.3. 
e/se, synt 2.3, 3.3.1, 3.4.1, 3.5.1, 4.5.1, text 4.5.3.2. 
end, synt 3.8, 4 .1 .1 . 
espaço (J , synt 2. 3, text 2. 3, 2. 6. 3. 
<especificador>, def 5. 4 . 1 . 
<e t ique ta> , def 3 .5 .1 , synt 4 .1 .1 , 4 .5 .1 , 4 . 6 . 1 , 

text 1, 
exponenciação t , synt 2. 3, 3. 3 .1 , text 3.3. 4. 3. 
< e x p r e 8 s ã o > , def 3, synt 3. 2 .1 , 4. 7 .1 , text 3 (toda 

a secção) 
<Cexpressão a r i tmé t i ca> , def 3. 3 .1 , synt 3, 3 .1 .1 . 

3.3. 1, 8 .4 .1 , 4. 2 .1 , 4. 6 .1 , 5. 2 .1 , text 3.3.3. 
<expressão aritmética simples>, def 3 .3 .1 , text 

3.3 3. 
«Cexpressão booIeana>, def 3 .4 .1 , synt 3, 3 .3 .1 , 

4 .2 .1 , 4. 5 .1 , 4 .6 .1 , text 3.4.3. 
<expressâo de designação simples>, def 3 .5 .1 . 
<expressão em índ ice> , def 3 .1 .1 , synt 3 .5 .1 . 
< f a c t o r > , def 3. 3 .1 . 
<factor boo leano , def 3. 4 .1 . 
<factor de enquadramento, def 2 .5 .1 , text 2.5.3. 
false, synt 2.2.2. 
-<fim de instrução composta>, def 4 .1 .1 . 
for, synt 2. 3, 4. 6 .1 . 
função de transferência, text 3. 2. 5. 
funções padrão, text 3. 2. 4, 3. 2. 5. 
go to, synt 2. 3, 4. 3 .1 . 
if, synt 2. 3, 3 .1 , 4. 5.1. 
< i d e n t i f í c a d o r > , def 2.4.1, synt 3.1.1, 3. 2 .1 , 3.5.1. 

5. 4 .1 , text 2.4.3. 
<identificador de comutação>, def 3.5.1, synt 3.2.1, 

4 .7 .1 , 5 .3 .1 . 
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-Odentifîcador de procedimentos», def 3 .2 .1 , synt 
3. 2 .1 , 4. 7.1, 5. 4 .1 , text 4. 7.5 4. 

-Odentifîcador de tabela>, def 3 .1 .1 , synt 3 .2 .1 , 
4 .7 .1 , 5 .2 .1 , text 2.8. 

-Omplicaçâos», def 3. 4 1. 
-Omlicalor de comutaçâos», def 3 .5 .1 , text 3.5.3. 
-Ondicador de funçâos», def 3 .2 .1 , synt 3 .3 .1 , 

3. 3 .4 .1 , text 3. 2. 3, 5. 4. 4. 
-Ondicador de variáveis», def 3 .1 .1 . 
indice, text 3. 1. 4. 1. 
-On-itruçãos», def 4 .1 .1 , synt 4 .5 .1 , 4 .6 .1 , 5 .4 .1 , 

text 4 (toda a secção) 
< ins t rução de a f e c t a ç ã o , def 4 .2 .1 , synt 4 .1 .1 , 

text 1, 4.2 3 
-Onstrução de base>, def 4 .1 .1 , synt 4. 5 .1 . 
•Onstrução composta>-, def 4.1. 1. synt 4. 5 .1 , text 1. 
-Onstrução condicional>, def 4 .5 .1 , synt 4 .1 .1 , 

text 4. 5 3. 
-Onstrução não etiquetada de bases», def 4 . 1 . 1 . 
-Onst rução ir as», def 4. 3 .1 , synt 4 .1 .1 , text 4. 3. 3. 
-Onstrução incondicionais, def 4. 1.1, 4. 5 :1 . 
-<instrução paras», def 4 .6 .1 , synt 4 .1 .1 , 4 .5 .1 , 

text 4. 6. (toda a secção). 
-Oní-tiução de procedimentos, def 4 .7 .1 , synt 4.1.1, 

text 4. 7. 3. 
< in s t rução se>, def 4. 5 .1, text 4. 5. 3 .1 . 
-Onstrução vazias», def 4 4.1, synt 4.1.1, text 4.4.3. 
integer, synt 2. 3, 5 .1 .1 , text 5 .1 . 3. 
< i n t e i r o > , def 2. 5.1, text 2. 5.4. 
inteiro, text 3. 2. 5. 
<Cinteiro sem sinais», def 2. 5 .1, 3. 5 .1 . 
label, synt 2. 3, 5. 4 .1 . 
< l e t r a > , def 2. 1, synt 2. 2. 4 .1 , 3. 2 .1 , 4. 7 .1 . 
-d imi tadors» , def 2. 3, synt 2. 
-<limitador He parâmetros», def 3 .2 .1 , 4 . 7 . 1 , 

synt 5 .4 .1 , text 4. 7.7. 
-d i s ta de c o m u t a ç ã o , def 5. 3. 1. 
-<lista de identificadoress», def 5 .4 .1 . 
-<lista de índiees>-, def 3 .1 .1 . 
-Oista de parâmetros efectivos>-, def 3 .2 .1 ,4 .7 .1 . 
< l i s t a de parâmetros formaiss», def 5. 4 .1 . 
-d i s ta de pares de terminais>, def 5. 2. 1. 
< l i s t a de partes esquerdas?», def 4. 2. 1. 
< l Í 6 t a de para>, def 4. 6. 1, text 4. 6. 4. 
-<IÍBta de tabela>, Jef 5. 2 .1 . 
-d is ta de tipos», def 5 .1 .1 . 
local, text 4.1.3. 
mais + , synt 2. 3, 2. 5 .1 , 3.3.1, text 3. 3. 4 .1 . 
menos — , synt 2.3, 2 .3 .1 , 3. 3 .1 , text 3. 3. 4 .1 . 
multiplicação X , synt 2. 3, 3. 3 .1 , text 3. 3. 4 . 1 . 
< n ú m e r o > , def 2. 5. 1, text 2. 5. 3, 2. 5. 4. 
-<número decimais», def 2. 5. 1, text 2. 5. 3. 
< n ú m e r o sem sinais», def 2. 5 .1 , synt 3. 3 .1 . 
não local, text 4 .1 . 3. 

<operadors» , def 2. 3. 
<operador aritméticos», def 2. 3, text 3. 3. 4. 
<operador aditivos», def 3. 3 .1 . 
-<operailor lógicos», def 2. 3, synt 3. 4. 1, text 3. 4. 5-
-<opeiador multiplicativos», def 3 .3 .1 . 
-Operador de relaçãos», def 2. 3, 3. 4 . 1 . 
-Operador sequenciais», def 2.3. 
own, synt 2. 3, 5. 1.1, text 5, 5. 2. 5. 
< p a r de terminaiss», def 5. 2. 1. 
< p a r â m e t r o efectivos», def 3.2.1, 4. 7 .1 . 
< p a r â m e t r o formais», def 5. 4 . 1 , text 5. 4. 3. 
<paren tes i s s» , def 2. 3. 
parêntesis de índices [ ] , synt 2.3, 3.1.1, 3.5.1, 5.2.1. 
parêntesis de cadeias < >, synt 2. 3, 2. 6. 1, text 2. 6. 3. 
parêntesis de instruções, ver: begin end 
parêntesis ] | , synt 2.3, 3 .2 .1 , 3 .3 .1 , 3 .4 .1 , 3 . 5 . 1 , 

4 .7 .1 , 5.4. 1, text 3.3.5. 2. 
<par te decimais», def 2. 5 .1 . 
<C|)arte esquerdas», def 4. 2 . 1 . 
<par te de parâmetros efectivoss», def 3. 2. 1, 4. 7 .1 . 
<par te de especificaçãos», def 5. 4 .1 , text 5. 4. 5. 
< | jar te de parâmetros formaiss», def 5. 4. 1. 
<par te de valors*, def 5. 4 . 1 , text 4. 7. 3 .1 . 
ponto • , synt 2. 3, 2. 5. 1. 
ponto vírgula ; , synt 2. 3, 4 .1 .1 , 5. 4 .1 . 
< p r i m á r i o aritméticos», def 3 .3 .1 . 
< p r i m á r i o booleanos», def 3 .4 .1 . 
procedure, synt 2. 3, 5. 4 . 1 . 
programa, text 1. 
<propo8Íção ses», def 3.3.1, 4.5.1, synt 3. 4 .1 , 3.5.1, 

text 3. 3. 3, 4.5.3. 2. 
-<proposição paras», def 4. 6 .1 , text 4. 6. 3. 
quantidade, text 2.7. 
real, synt 2. 3, 5 .1 .1 , text 5 .1 . 3. 
• O e l a ç ã o , def 3 .4 .1 , text 3.4. 5. 
-Oeeundár io Booleanos», def 3. 4 . 1 . 
-Oecção de tabelas», def 5. 2 . 1 . 
<separador>, def 2. 3. 
sucessor, text 1. 
step, synt 2. 3, 4. 6 .1 , text 4. 6. 4. 2. 
siring, synt 2. 3, 5. 4 . 1 . 
switch, synt 2. 3, 5. 3 .1 , 5, 4 . 1 . 
-Oímbolo de bases», def 2. 
tabela, text 3 .1 . 4 .1 . 
terminais de índices, text 5. 2. 3 .1 . 
<terminal inferiors*, def 5. 2 .1 , text 5. 2. 4. 
-Oerminal superiorS», def 5. 2 .1 , t t x t 5. 2. 4. 
< ; termos», def 3. 3 .1 . 
-Oermo Booleanos», def 3 .4 .1 . 
then, synt 2.3, 3. 3. 1, 4. 5. 1. 
< t i p o > , def 5 .1 .1 , synt 5. 4 .1 , text 2: 8. 
< t i p o local ou remanescentes», def 5.1.1, synt 5.2.1. 
true, synt 2. 2. 2. 
until, synt 2. 3, 4. 6 .1 , text 4. 6. 4. 2. 
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valor, text 2. 8, 3. 3.3. 
<valor l ó g i c o , def 2. 2. 2, synt 2, 3. 4.1. 
valor, synt 2. 3, 5. 4.1. 
< v a r i á v e l > , def 3.3.1, synt 3.3.1,3. 4.1, 4.2.1, 4.6.1, 

text 3.1.3. 
«Cvariavel indiciadas», def 3. 1.1, text 3.1. 4.1. 

< v a r i á v e l simples>, def 3.1.1, synt 5.1.1, text 2.4.3. 
< v a z i o > , def 1.1, synt 2.6.1, 3.2.1, 4.4.1, 4.7.1, 

5. 4.1. 
vírgula , , synt 2. 3, 3.1. 1, 3.2.1, 4.6.1, 4.7.1, 5.1.1, 

5.2.1, 5.3.1, 5.4.1-
while, synt 2. 3, 4. 6.1, text 4. 6. 4.3. 

Centésimo número da «Gazeta de Matemática» 

A Redacção da a Gazeta de Matemáticas 
prepara o seu centésimo número. 

Comemorando tal facto dirigiu a Institutos, 
Centros de Cálculo e Professores de outros 
países uma carta circular de que se trans­
creve o seguinte : 

uEn outre il faut faire connaître au public 
portugais le role et l'importance de l'activité 
scientifique, notamment celle de la Mathéma­
tique, dans le développement économique des 
nations et des peuples. Dans ces conditions, la 
aGazeta de Matemática» se fait un devoir d'y 
apporter sa contribution en présentant les points 
de vue de mathématiciens nationaux et étran­
gers sur une question si importante pour 
l'avenir scientifique de notre pays. 

Nous serions donc très heureux de pouvoir 
compter sur votre collaboration à la tâche que 
nous nous sommes imposée; elle nous donnerait 
non seulement le précieux apport de votre 
expérience personnelle mais aussi des renseig­
nements autorisés sur la solution trouvée à ce 
problème dans votre pays. 

Sur ce dernier point, et dans le désir d'uni­
fication que vous voudrez bien comprendre, 
nous nous permettons de vous proposer une 
liste non limitative des points intéressant par­
ticulier emente notre pays : 

1 — L'orientation et le développment actuels 
des diverses branches des mathématiques 
en vue des 
a) problèmes nouveaux posés par la 

vie humaine dans la deuxième moi­
tié du XX ème siècle. 

b) solutions nouvelles qui résultent dee 
découvertes scientifiques et des rea­
lisations téchnologiques dans la 
deuxième moitié du XX ème siècle. 

c) techniques nouvelles de calcul et 
traitement des problèmes qui ont 

trouvé le jour dans la deuxième 
moitié du XX ème siècle. 

2 — Les problèmes et les aspects des inci­
dences réciproques entre la recherche 
scientifique, notamment dans le domaine 
de la mathématique, et les réalisations 
économiques, dans les domaines de l'in­
dustrie et de l'agriculture. Particu­
lièrement des besoins de l'activité scien­
tifique dans les domaines de la recherche 

fondamentale orienteé, de la recherche 
appliquée et des operations de mise au 
point technique. 

3—L'orientation et le développement à im­
primer, dans le futur prochain, à la 
recherche scientifique dans le domaine 
des mathématiques, en vue de l'évolution 
prévisible des aspects cités em l.a), l.b) 
et l.c). 

Il va de soi que la réponse à ces questions 
(et toutes les autres qui vous sembleraient 
importantes) aurait d'autant plus de valeur 
pour le public portugais qu'elle lui parvien­
drait par l'intermédiaire de votre irremplaçable 
expérience personnelle. 

En sollicitant de votre bienveillance un 
article de cette nature, nous comptons sur votre 
esprit de collaboration scientifique et le désir 
d'apporter une contribution valable et très 
importante à la coopération et l'établissemente 
des bonnes relations personnelles parmi le» 
scientifiques des divers pays. » 

A Redacção da (Gazeta de Matemática* 
espera com vivo interesse dos portugueses 
vinculados à actividade matemática no Pais, 
particularmente dos Professores a vários ní­
veis de ensino, válida contribuição para a 
discussão e o esclarecimento dum problema 
vital para o mesmo Ensino. 
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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 

P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F. C. P. — MATEMÁTICAS GERAIS — (Engenharia Elec­
trotécnica, Mecânica, de Minas) — Exame 4 — 
20 7-64. 

Observação — O aluno deve resolver somente um dos 
problemas 2, 2', um dos problemas 5, 5' e os proble­
mas 1, 3, 4 Quem desejar uma maior valorização da 
sua prova deverá optar pelo problema 5' Pretetule-se 
uma exposição clara e rigorosa 

5 6 3 2 — 1) Para cada par (a , b) e fl2 , considere 
o seguinte sistema de equações lineares 

x •+- y + 
x -f- a2 y + 

2x + 2y + (3 

z - 1 
z = a 2 

-a)z = ó 2 

(x, y , z) e fi3 . 

I a) Determine os conjuntos 

A = \ (o , b) e R2 ; S(a h ) é possível | , 
A' = \ (a,b) e R2 ; S(a > 6 j é simplesmente indetermi­

nado \CZA, 
A" = ) (a, 6) 6 JR2 ; 6 j é duplamente indetermi­

nado l cr A e 
v i 1 " = ) ( a , 6 ) e i ï 2 ; S^a 6 j é triplamente indetermi­

nado \ cA , 

justificando as suas respostas mediante recurso ao 
teorema de Rouché. 

é) Para (a,b)eA', determine o conjunto B ( t l ) 
( C R3) das soluções do sistema S^a ^. 

2) Sejam A e B conjuntos não vazios, f:A-*B 
e g:B-»A tais que / o (g o f ) : A -* B é uma b i -
jecção. Mostre que / e g também são bijecções. 

21) Mostre que se A é uma parte não vazia de 
R, ae A , f:A -* R e /„' (a) e R+- - | 0 | , / é con­
t ínua à esquerda em a e estrictamente crescente à 
esquerda em a. (Comece por definir com precisão: 
derivada à esquerda de / em a — (a) — , função 
contínua à esquerda num ponto do domínio e função 
estrictamente crescente à esquerda num ponto do 
domínio). 

3) Seja f:R-*R 
x -* sh (sen (sh x)). 

a) Determine a função derivada de / . 
6) Determine o contradomínio de f , justificando. 
(N. B. — Recorde que sh : R —• R tem contradomí­

nio R). 
c) Diga em quantos pontos / | [ — 2 , 2 ] tem extre­

mos relativos estrictos, justificando a resposta. 
(N. B. 3 < sh 2 < 4) . 

4) O referencial ( / ) (0,í,j,k) é ortonormado. 
O referencial ( / / ) (Q , I , J , lí) é fixado, relativa­
mente a ( / ) , da forma seguinte: 

Q — 0 — »', / «-, i, J= j , K é unitário, 

«£(T,tf) = ^(7,S) = < 

e ( / ) e ( / / ) têm a mesma orientação. 
a) Escreva as «fórmulas de transformação de coor­

denadas» que permitem determinar as coordenadas de 
P em ( / / ) conhecidas as coordenadas de P em ( / ) . 

6) Deduza a equação do cilindro de geratrizes pa­
ralelas a K e tendo por directriz a circunferência do 
plano Oxy de raio 1 e centro Q: 

1. °) no referencial (II) ; 

2. °) no referencial ( / ) . 

5) Decomponha a fracção racional 

X * - 2 X 3 + 6 X 2 - 8 X + 7 
Xi - 2 A 2 + X —2 

numa soma de elementos simples de C (X) , sabendo 
que 2 é um zero de X3 - 2 X 2 + X — 2 . 

5') Sobre A •= ] — oo, 1 [ considere a seguinte 
operação: 

/ : A^ —A 
(x , y) -* x + (1 - x) • y . 

(Notação : / (x , y) = x ^ y ) . 

a) Mostre que [0,1 [ é estável para a operação ^ . 
6) Mostre que ( 4 , ^ : ) é um grupo comutativo ; 
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c) [0 , 1 [ com a operação induzida é um grupo 
comutativo? Porquê? 

R e s o l u ç ã o do exame 4 

1. a) De signemos por M , o m a i r i z 
1 í 1 1 0 0 
1 a* 1 ; det(M.) — 1 a 2 - l 0 — 
2 2 3 - a 2 0 l - o 

— (a 2 — 1) (1 — a) . Se a $ | —1,11, o característica 
de M, e' 3 e S „ i b , e" um sistema de Cramer, logo pos­
sível e determinado. Se a = 1 , o característica de M . 
è 1 . Escolhendo para principais a 1" linha e a 1." 
coluna de M , , as matrizes características da 2." e 3" 

- 0 e 
1 1 í 1 1 1 
1 1 e 2 b2 1 1 

= 0 se e só se (b = \J-1 V b / 2 ) . Por-

sa/o determinante é nulo 

equações sao 

1 1 
2 b 2 

tonto, para (a - 1) A (b = V 7 ^ V b = — / 2 ) , S„ , b ) 

e duplamente indeterminado; para (a = l ) A. (b=jt\/2 A 
A b =f= — \J 2 ) , S ( a b ) é impossível. Se a = — 1 , a 
característica de M . e' 2 e podemos escolher para 
principais a 1." e 3." linhas e a 1." e 3." colunas: 

. A matriz característica da 2." equação 
2 3 + 1 * 

1 1 1 
será, então, 2 4 b 2 

1 1 1 
qualquer que seja b (e R) , por existirem duas linhas 
iguais. 

R : Em conclusão : 

A - t ( » , k ) e B » ; ( a ^ l ) V [ » - l A O - / ã V 
V b - - v/2 ) ] | , 

A 1 = | (a , b) e R 2 ; a = — 11, 
A " - | (a ,b)eR' ; (a = 1) A (b - l /2 V b = - \/ 2 ) j , 

b) Se (a , b) e A 1 , ». e., se a = — 1 , o sistema 
c J • . f x + y + z = 1 b„ B ) e equivalente ao sistema { 

I 2 x + 2 y + 4z = b 2 

( x , y , z ) e R 3 . Ora as soluções deste são: 

1 1 - y 1 
2 b 2 — 2 y 1 

1 1 
2 4 

, y 6 R , ou 

b 2 - 2 y - 2 + 2 y 

R : B ( 1 b , - { ( - y -
b 2 — 4 b* - 2 

2 

) . v e B ; 

) ; . v e R } 

2. Sejam tp = g o f e <J< = f o q> « designemos por 
cd (h ) , para ioda a função h , o contradominio de h . 
£ evidente que cd (i/) c cd ( f ) ; como, por hipótese, 
cd (ij.) — B , também cd ( f ) = B , ». e., / é sobrejec-
tiva. / é injectiva: senão, 3 (a , (5) e A 2 , to/ çue a=£P 
e f(a) = f(P), tooo +(*) = f(g( .(a))) = f (g( f ( i i ) ) ) = <HP), 
0 çue e absurdo por <J/ ser injectiva. Está, pois, pro­
vado que f e uma bijecção Seja h = f — 1 a bijecção 
inversa E evidente que g = l io (yoh) ; como a com­
posto de 2 bijecções é uma bijecção, fica provado que g 
é uma bijecção. 

2'. 

3. 

b) 

(Ver apontamentos das aulas teóricas). 

a) A função derivada e 

f 1 : R -> R 
x -> ch [sen (sh x)] • cos (s/i x) • ch x . 

Z3e cd(«A) = R e cd (sen) = [ —1 , 1 ] , concluí­
mos que cd (sen o sh) — [ - 1 ,1] e, portanto, cd ( f ) — 
= cd [«A o (sen o sh)] = sh ([ — 1,1]) . Por outro lado, 
como (sh)'= ch e, V x e R cA x e R +— 101 sh é uma 
função continua estrictamente crescente e, então 
sk([-l ,1J) = [sh(-l) ,sh1]. 

R: cd(f ) = [ s A ( - l ) , s A ( l ) J . 

c) Designando por g a função f | [ — 2 , 2 ] , tere­
mos g ' = F I [ - 2 , 2 ] . Como, V x e R , c A x > 0 , 
podemos concluir que a equação g'(x) = 0 é equivalente 
à equação cos (sh x) = 0 , x e [ — 2 , 2] . 

De 
— < 3 < sh ( 2 ) < 4 < — 

3 * 
"5 — < — 4 < sA (—2) < 3 < - Y 

resulta que [ J i l „ , 3ir 3 n r 

- T . ¥ J e s A ( [ - 2 , 2 ] ) e J - - , - [ ; 

portanto, as únicas soluções da equação g 1 (x) = 0 são 
x 0 = Arg sh ^ —^ e X j = .4r</ sh • Para 

x e ] — 2 , x 0 [ (J J x j , 2 [ g' (x) < 0 e g i estrictamente 
decrescente em x ; para x e ] x„ , xj [ g' (x) > 0 e g 
é estrictamente crescente em x . Portanto, g tem extre­
mos relativos estrictos em — 2 , Xj, , x 0 e 2 (máximos 
nos 2 primeiros e mínimos nos 2 últimos). 

R: f | [—2,2] tem extremos relativos estrictos em 
4 pontos. 

4. a) Para todo o ponto P , temos P — O — 
•= (P — Q) + (Q — 0 ) , de onde x T + y j ~ + zTs — 
— X l + Y ~ J + Z K + T ; mas K — a (T+J+"k) , com 

a e R , tal que a 2 • 3 = 1 e 
1 0 
0 1 
o o 

0 , isto é 
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a = —;=- . Portanto, k = l/3 K — I — J , e a iqual-V/3 
dade anterior permite escrever: 

(x - 1)T-|- y J +- z ( - T - 7 + | / 3 K ) = X T + Y J + Z K , 

X = x —z — 1 
Y = y - z 

2 - 6 i 1 + 3 i 

que è equivalente a (F) 
Z = y/3 z . 

R : São estas ((F)) as «fórmulas de transforma­
ção» pedidas. 

b) 1.°) A equação do cilindro no referencial (II) 
é X* + Y2 = l , ( X , Y , Z ) e R 3 . Com efeito, como 
as geratrizes são para/elas a K , basta notar que 
O x y = Q X Y e, como I | J — O e 1 e J são unitá­
rios, a distância de P ( X , Y , 0 ) a Q e v/X*~+Y2; 
portanto as equações da circunferência directriz são 

(em (II)) { fj~J* = 1 (X , Y , Z) e R* . 
2.°) No referencial (I) a equação do mesmo cilindro 

será: (x — z — l ) 2 + (y — z)S = 1 , (x , y , z) 6 R*. 

= X + 

5. Podemos escrever 

X* - 2X3 + 6 X* - 8 X + 7 
X» - 2 X2 + X - 2 

X 4 - 2 X 5 + 6 X 2 - 8 X + 7 

- X 4 + 2 X 3 — X ' + 2 X 

5 X* — 6 X + 7 

5 X2 - 6 X + 7 
X»-

X f -

-2X2 + X - 2 

2 X* + X - 2 
X 

1 - 2 1 - 2 
2 2 0 2 

1 0 1 0 

X2 + 1 

t)« zeros de ( X ' - 2 X* + X — 2) e C [ X ] ião 2 , 
— i , + i . Pelo «teorema de decomposição», existem 
a 6 C , B e C , tais que 

5 X* - 6 X + 7 3 
X ' - 2 X* + X — 2 X - 2 X - i X + i 

Esta igualdade é equivalente à seguinte: 

H x* — 6 X + 7 = a ( X 2 + 1) + 
+ 3 ( X — 2) (X + i ) * - ? ( X — 8) ( X - i ) . 

Atendendo a que 2 polinómios de C [ X ] são iguais se 
e só se as funções polinomiais associadas são iguais, 
podemos calcular a e B da seguinte forma : 

x = 2 2 0 - 1 2 + 7 = a- 5-*a = 3 
x = i — 5 - 6 i - + - 7 = B ( i - 2 ) - 2 i 

- 2 - 4 i 1 + 2 i 
- 1 + 6 + 5 i 

1 + i . 

R : A decomposição pedida é: 

X 4 - 2 X 3 + 6 X 2 - 8 X + 7 

= X + 

X ' - 2 X 2 + X - 2 
3 1 + i 1 — i 

+ • 
X - 2 X - i X + i 

5'. a) Seja (x , y) e ([0 , 1 ] ) ! ; então, como x < l , 
1 — x > 0 e, como 0 < y < l , 0 < x 4= y = x + 
+ (1 - x) y < x +• 1 - x - 1 , i.e., x + y 6 [ 0 , l [ . 
[0 , 1 [ é, pois, estável para 4= . 

b) ( 4 , + ) é ura grupo comutativo (Notar que 
x + y = x + y - x y ) . 

1) 4= e ' associativa, pois, V ( x , y , z ) e A 3 , 
x + ( y + » ) — » + ( y + •«•) - * ( y + '*) - * + 
+ (y + z — y z) - x (y -f z — y z ) = x + y + z — 
— x y — y z — x z + x y z e (x 4= y) 4= z = x + y — 
— x y + z — ( x - í - y — x y ) z = x + y + z — x y — 
— x z — y z + x y z = x4=(y + z ) ; 

2) 4= «' comutativa, pois. V (x , y) 6 A* x 4= y = 
— x + y — x y - * y + x — y x — y + x ; 

3) 0 e A è elemento neutro para 4=> pois, V " s A , 
x + 0 = x + 0 — x - 0 = x = 0 + x — 0-x = 0 4= x ; 

4) Vamos ver que todo o elemento de A é invertível, 
i. e., V x e A , a equação s#y = 0 , ye A è possí­
vel (como 4= 4 comutativ i, basta analisar a invertibi-
lidade à direita). Ora, se x e A , x + y - x y = 0 , 

x 
y e A <=> y = , y e A . Temos, pois, de verificar 

x — 1 

se é válida a proposição ^x e A => 

Como X < 1 , x — 1 < 0 e, então, a inequação 
x 

< 1 (x e A) é equivalente a x>-x — 1 (xeA) , 
x — 1 

que admite como solução todo o elemento de A . Está, 
pois, demonstrada a invertibilidade de todo o elemento 
x e A . 

c) [ 0 , 1 [ , com a operação induzida, não è um 
grupo comutativo, pois nem todo o elemento é invertível. 

T 6 A ) ' 

Só 0 4 invertível, porque, se 0 <C x <C 1, : 0 , 

logo 
1 

6 A - [ 0 , 1 [ . 

(OBS. — A operação induzida por 4= sobre [ 0 , 1 [ 
é a habitual «adição de descontos»...). 

Enunciados e soluções de M. Arala Chaves 
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I. S . C. E. F. — MATEMÁTICAS GKBAIS — 1." cadeira — 
Exame final — Época de Outubro — Prova escrita 
- 1-10-1964. 

5 6 3 3 — 1) Aplicando o teorema dos acréscimos 
finitos à função log (log x) no intervalo [n , n + 1 ] , 

/ 1 1 1 \ 
prove que lim I 1 \- ••• H 1 — o o . 
F H »=oo\2log2 31og3 n l o g n / 

Utilize o resultado anterior para indicar a uatu-
" 1 

reza da série 7 j • 
j n log n 

R: De 

log log (n + 1) — log log n (n +() log (n-i-6) 
( 0 < 6 < 1 ) 

log log (n + 1 ) — log log n < 
n log n 

e, fazendo n = 2 , 3 , • • • nesta desigualdade, vem o con­
junto de desigualdades 

1 
log log 3 — log log 2 < 

log log 4 — log log 3 < 

2 log 2 
1 

3 top 3 

log log (n +1) — log logn< 
n log n 

que, somadas membro a membro, dão 

log log (n -)-1 ) — log log 2 < 
1 1 1 

< ——- + IT,—ã •+•••• + 2log2 SlogS n log a 

lim log log (n + 1) = oo => 
/ 1 1 1 \ 

=> lim I + — — + •••-) ) — oo . 
\ 2 log 2 3 log o n log n / 

» 1 
A série • divergente pois a sucessão asso-*T n log n 

Í 1 1 , , ciada S,_, = — — - + — — - + 1 : i di­

vergente. 
2top2 ZlogZ alogn 

2) Estude a continuidade e derivabilidade da 
f 1/x ( x < 0 ) 

função / (x ) = J 2 (x - 0) 
I cos x (x > 0) . 

É aplicável a esta função o teorema de ROLLS no 
intervalo [— l , u ] ? Porquê? 

R : A função f (x) e* contínua para todos os pontos 
próprios excepto x »=0; e* também continua em x = — oo 
e descontinua em x = -t- oo . 

.d descontinuidade em x = 0 e infinita : o (0) = + oo ; 
em x = + o o é » ( + oo) = 2 e a descontinuidade è finita. 

f (x) , 
- l / x * ( x < 0 ) 
+ oo (x — 0) 
— sen x (x > 0) . 

Embora f ( —1) = f (ir) o teorema de ROLLB não 
aplicável porque f (x) não e' regular em [ — 1, ir] . 

3) Calcule P 
l/se — 1 

6 ( V x + 1) 

R : Fazendo x = t 6 , vem 

V / 7 - 1 tf — t* 
t* + 1 6 ( V F + 1 ) 

p f t« - 1 * - t f + t f + 1 — 1 + 1 - * \ 

1 1 1 1 1 
— tf tf t 4 -) t 3 H tf 
7 5 4 3 2 

t + 

+ arcty t - i - to<? (tf + 1) - 4" V * 7 - 4" V * s • 

4 3 2 

+ are^Vx— % (Vx~+ 1 ) . 

4) Discuta a existência de extremantes para a 
função £r(x,jí) = a x 2 - | - 6 j / 2 - ( - 2 x - r - 2 y (a , 6 =̂= 0) . 

l g í = 2 b y + 2 - 0 l y = - l / b 

estacionar idade). Como 
r = 2a 
8 = 0 , A — s z —rt = — 4ab 
t 2b 

A > 0 = ) a b < 0 (não há extremantes) 
A < 0 => a b > 0 (há extremante) 

{ a > 0 A b > 0 minimizante 
a < 0 f\ b < 0 maximizante. 

5) Dada a matriz A f i 1 2 - 1 , 
2 2 4 1 

|_3 3 6 J 

ache uma 

matriz quadrada B, de característica 2 , tal que 
AB - 0 . 

Suijeslão: escolha as colunas de £ entre as solu­
ções de A X — 0 . 
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R : O sistema A X = O ê duplamente indeterminado 
porque o característica de A é 1 . Existem então duas 
soluções independentes que se acham facilmente : 

A equação x j 4 x 2 4- 2 x j = O dá as soluções inde­
pendentes X i = |~ — 1 ~| e X j 

A matriz B : 
[1] 
[11 

[II 
a » 

333 

satisfaz ás condi­

ções requeridas desde que a terceira coluna seja compo­
sição linear das duas primeiras : au = — X — 2 j * , 
a 2 3 = X e a 3 3 = (i . 

6) Demonstre, utilizando o método da geometria 
analítica, que o lugar geométrico das rectas que pas­
sam por um ponto e são perpendiculares a uma recta 
é o plano que passa pelo ponto e é perpendicular 
à recta. 

R : Dada a recta r •: x 0 •yo z — z 0 

e o feixe de rectas y—yi Z — Z j 
que h k 1 

passam pelo ponto ( x j , y j , Z j ) , se estas são perpendi 
culares à primeira, virá a h - t - b k + c l = 0 . 

x - x, y - y i z — Z ! 
Fazendo 

x — X j 

k 1 
t , obtim-se 

t t .t 
Substituindo em ah + b k + c l = 0 , vem a equa­

ção do plano que passa por ( X | , y 4 , zj) e e perpendi­
cular a r : a (x — x,) 4- b (y — y j ) 4- c (z — zj) = 0. 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.* cadeira — 
1.° exame de frequência e 1." ponto de informação 
(!• chamada) - 24-2-1965. 

I 

Com base nos axiomas Bi, B2 , S 3 , Bt e B 5 , prove 
os seguintes teoremas : 

2*4 : a 4- o =• a , a • a = a 
Tz: a+ 1 — 1, o -0 = 0 . 

Que observações tem a fazer sobre a relação entre 
esta axiomática e a que foi apresentada no Curso de 
Matemáticas Gerais ? 

2) Considere o conjunto de números complexos 

I z : 1 < 16^0 < arg z < — j . Como é consti­

tuído o conjunto \w.w = zi\, caracterizando-o pelo 

módulo e argumento de w? 
Qual é o lugar geométrico das imagens de w no 

plano complexo? 
R : 1) Demonstração de T j : 
1. a + O = a B 4 

2. a + (a • ~ a) = a 1 e B 5 

3. (a + a) • (a + ~ a) — a 2 e B j 
4. (a + a) - 1 — a 3 « B 5 

5. a + a — o 4 e B 4 . 

A relação a • a = a deriva-se de a 4- a — a por 
dualidade. Demonstração de T 2 : 

1. a 4- ~ a = 1 B 3 

2. a 4- (a H— a) = a 4- 1 Substituição 
3. (a 4- a) + ~ a = a 4- 1 2 « B 2 

4. a 4 - a - » 4 l 3 e T , 
5. 1 — a + 1 4 e B 3 . 

A relação a • O •= O deriva-se de a -f- 1 — 1 por 
dualidade. 

A axiomática apresentada no Curso de Matemáticas 
incluía como axioma, além de B j , B 2 , B 3 , B 4 , e B 5 , 
o teorema T 2 . Não se trata pois dc uma axiomática 
independente. 

2) | w : l < ; | w | < ; i 6 4 A 0 < arg w < it | . 

5 6 3 4 — 1) Considere a seguinte axiomática de 
álgebra de Boole: , 

Álgebra de BOOLE é um conjunto B=\a,b,c\ no 
qual se encontram definidas duas leis de composição 
interna, adição (+) e multiplicação ( • ) , tais que 

By. Comutatividade : a + b = b + a , o • 6 = 6 • a 
Z?2. As80ciatividade: (a + b) + c — a + (b + c) , 

(a • b) • c = a • (b • c) 
B j . Distributividade : o f ( 6 •!c) = (a + í ) - ( a 4 c ) , 

a • (ô + c) = a • b + a • c 
B4. Elementos neutros : 0 + 0 = 0 , o - l = o 
B$. Complemento : o H a — l , a • ~ o = O . 

II 

5 6 3 5 — 1) Considere os conjuntos lineares A , B 
e C = j x : x = o 4 - 6 com a e A e b e B j . Prove 
que, sendo A e B majorados, é sup C = sup A + 
+ sup B . 

2) Sendo u„ crescente (decrescente), demonstre 
que («1 4- t/ 2 4- ••• 4- «„)/« é crescente (decrescente). 

Calcule 

hm 
M=00 [_ n z 

(n 4- 1)2 
+ -, + 

( » + l ) 
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R : 1) 
V a e A a <J «up A 1 
V b e B b ̂  sup B J = >  

=> V a + b e C a + b < ; sup A + sup B 

e 
V • > 0 , 3 a' : a1 > sup A — — 

V > > 0 , 3 V : b' > sup B — ^ -

=> V e > 0 , 3 a' + b' : a' + b1 > sup A + sup B — s . 

2) Suponha-se por exemplo, U ] < u ? < • • • < ! u n < 

È á U i i + i í i í • • • Então 

U ( 4 - U j + U„ + « n u ( + ' u 2 + 4- u„ 
n + 1 

(u, + u 2 + 
n 

" „ ) . 

n (n + 1) 

n "1 "n+i — »l 
— n (n -t- 1) n + 1 

o que prova o resultado pretendido. 

Um 
n=CO I n 2 n°<-' J 

lim • 
n + 1 

1 -
n + 1 

I I I 

5 6 3 6 — 1) Sendo p inteiro positivo, mostre que 
a série 

6 ) 1 + 

+ 

p + 1 (p + l ) ( p + 2) 
x" 

( p + l ) ( p + 2 ) — ( p + n ) 

é convergente qualquer que seja x e a sua soma é 

s _ £ i r « . _ i _ - í . ( a , # 0). 
2) Supondo a„ decrescente ( a „ ^ 0 ) e S ( a „ a „ + , ) 1 / * 

convergente, prove que S a„ converge. Dê exemplo 
de uma série ï i„ (í„ > 0) d i v e r g e n t e tal que 
S(6„6 , 1 + , ) " 4 convirja. 

R : 1) Para x 0 a série è visivelmente conver­
gente e a sua soma é igual a 1. Para x =jfc 0 , vem 

+ p + 1 (p + l ) ( p + 2) 
+ •• 

(P + l ) ( p + 2 ) . - . ( p + n) 

+ ( p + 1 ) ! ( p + 3 ) l (P + n) 

que è precisamente o resto de ordem p da série expo-

nencial cuja soma é e" — 1 . . . _ 
1 1 

Portanto, 
( p - l ) l 

í -
1 ! ( p - l ) U 

2 ) a» S a«+i => ^ a n í + i = S V^'-M = a„+ 1 e portanto 

Considerando para serie S b„ 1 + 0 + 1 + 0 + 1 + ••• 
(divergente), é claro que E ( ^ b ^ , ) 1 " = 0+0-)-0H 
é convergente. 

L S. C . E. F. — MATEMÁTICAS GERAIS — 1.* cadeira — 
l.° Exame de frequência e 1 ° ponto de informa­
ção - (2.* chamada) - 5-3-1965. 

5 6 3 7 — 1) O conjunto dos números reais pode ser 
introduzido axiomàticamente como o conjunto R no 
qual estão definidas duas leis de composição interna, 
adição ( + ) e multiplicação ( X ) tal que 

R\. O conjunto R é um corpo ordenado. 
Rz. Todo o subconjunto de R não vazio e majo­

rado tem supremo. 
Destes axiomas derivam-se ot teoremas da teoria 

dos números reais, entre os quais os seguintes : 
TV Se R - H\JK e V àe H ,ke K h<k, en­

tão / / tem máximo ou K tem mínimo. 
T^. Todo o subconjunto de R não vazio mino­

rado tem ínfimo. 
Prove-os, recorrendo ao postulado fig. 

2) Entre o conjunto C dos números complexos e 
o conjunto C dos conjugados é possível estabelecer 
um isomorfismo relativamente às operações de passa­
gem ao conjugado, adição e multiplicação? Justi­
fique. 

No caso de' Ç e G serem isomorfos em relação a 
alguma ou algumas das operações mencionadas, tra­
ta r-se-á de um isomorfismo ordenado ? Porquê ? 

R : 1) Demonstração àe T j : 
O conjunto H è majorado por todos os números 
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k e K e portanto, de acordo com R 2 , H tem supremo. 
E claro que V h e H , k e K h <^ sup H <^ k mas, 
como R =- H U K , forçosamente s a p H e H ou sup H e K . 
Se sup H e H , então H tem máximo ; se sup H e K , K 
tem mínimo. 

Demonstração de T 2 : 
Designe A o subconjunto de R não uazio e mino­

rado e seja B o conjunto dos minorantes de A . 
E claro que B é não vazio e e majorado pelos ele­
mentos de A . De acordo com o axioma R 2 , o conjunto 
B tem supremo. Tem-se sup B e B porque se sup B não 
fosse um minorante de A existiria a e A com a < s u p B 
e, decido às propriedodes do supremo, existiria também 
b e B tal que a < b 5 j «up B , o çue e impossível pois 
V a e A , b e B b < a . 

Portanto sup B e B , isto i, o conjunto dos minoran­
tes de A tem máximo que é, por definição, inf A . 

2) E possível estabelecer um isomorfismo relativa­
mente às três operações. Não se trata de um isomorfismo 
ordenado porque não se define relação de ordem em C . 

I I 

5 6 3 8 — 1) Seja A um conjunto l inear majorado. 
Demonstre que o conjunto dos majorantes é fechado. 
Pode este fac to serv i r para j u s t i f i c a r que A tem 
supremo? P o r q u ê ? 

2) C o n s i d e r e as suces sões «„ e <•„ tais que 
u„ > 0 > v„ e Hm («„ — v„) = 0 . 

Prove que l i m un = l i m vn «= 0 . 
Calcule 

l i m ^ n l o g ^ 1 + — \ + (n + l ) l o g ^ 1 + +- ••• + 

+ (» + ») l og ( l + 

R : 1) Designando por B o conjunto dos majo­
rantes de A , seja k $ B . 

Então g a e A : a > k e, tomando e suficientemente 
pequeno, nenhum ponto de V 6 (k) será majorante de 
A , isto é, k e isolado de B . 

Como B é fechado e minorado por A , o conjunto 
B te/n mínimo que e', por definição, o supremo de A . 

2) Como u„ > - 0 > v n , tem-se 

«» + v„ = I u„ I — I v„ | < I u„ — v„ I = u„ - v„ 

«, como lim ( u n — v n ) = 0 , 

n > m = > \ \ = > u„ < • 

isto è lim 11, = 0 e, portanto, lim v„ = 0 . 

lirn ^nlog ( l + + ( n + - l ) log ( l + + 

+ (a + n)log (l + -j-J 1 = 

= lim [n H-(n + 1 ) 4- ••• + (n-t-n)]/o<7 ( 1 4 

+ 

= n (n 
n=0O I 

+ 1J + 
n(n- t 1) 

3 n ( n 4 - l ) 3 
„_oo 2 n- 2 

I I I 

5 6 3 9 — 1) Sendo £ n i i , convergente, mostre que 
S un t a m b é m converge. Estude a c o n v e r g ê n c i a e a 
c o n v e r g ê n c i a absoluta de S ( — l ) " ( l / » 2 + l — n) . 

2) Dada a s é r i e S 1 + — l j ( l o g x ) " , de­

termine o mais amplo in te rva lo de c o n v e r g ê n c i a u n i ­

forme. 
1 

— , o teorema de A B E L 
R : 1) Tomando e. 

ensina que S n u„ en = S u„ é convergente. 
. 1 

Como l / n 2 - t - l — n = —, —>0 decrescendo 
V/n* + 1 -+ n 

a série S (— 1)° ( l / n 2 •+• 1 — n) é alternada decrescente 

e portanto converge. A série S ( l / n 2 + 1 — n) é diver­

gente porque lim — 
w c 2 »-oo y n

2 + 1 
verge. A série dada é pois simplesmente convergente. 

— = -I- 00 e S — di-
ii n 

2) Como lim I log x 

I log x I" 

= I /o<7 x I , a série é absolutamente convergente para 

I log x I •< 1 ou — < x < e . Para x = — , a «eWe 

converge porque S 1 ) (— 1)" e a&er-

nada decrescente ; para x = e , a seWe i divergente. 
O mais amplo intervalo de convergência uniforme é 

pois 

Enunciados e soluções dos N . o s 5633 a 5639 de Fernando de Jesus 
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F . C. P. — MATEMÁTICAS G E B A I B — (Lie. em M a t e m á t i ­

cas e F í s i c o - Q u í m i c a s ) — Outubro de 1964. 

5 6 4 0 - 1 . Seja E = > [ 0 , 2 ] - 111 ^ R , 
[ 1 se 0 < x < l 

f i x ) = i 
* v U se 1 < » < 2 . 

1) Ind ique o conjunto 

| ( » , e ) e f i + X f i + | / ( B n ] l - S ) l + S [ ) c ] l - « , l + e [ | . 

2) Ind ique os subconjuntos A de E ta is que tem 
sentido f a l a r de f^Ao f I A e caracterize os prolonga­
mentos g de / a E U | 1 | ta is que tem sentido fa la r 
de gog. Jus t i f ique . 

5641 - I I . Sejam : R U R , f (x) - (x (x - 3))* ; 
B - Í R , g (x) = Vx~-

j ) Indique o n ú m e r o de pontos fixos de / e cal­
cule, pelo m é t o d o das tangentes, os t r ê s pr imeiros 
termos do desenvolvimento decimal de um dos pontos 
fixos de / n ã o pertencente a Q . 

2) Indique , ju s t i f i cando , os con jun tos : 

\xeR\gof é f in i tamente d e r i v á v e l no ponto x | ; 

\xeR\gof é in f in i t amente d e r i v á v e l no ponto x j ; 

| x e i í | < 7 o / tem m á x i m o re l a t ivo no ponto x | ; 

\xe R \ g o f tem m í n i m o r e l a t i v o no ponto xj. 

5 6 4 2 — I I I . (Geometr ia a n a l í t i c a no p lano) . Seja 

( 0 ; i , j ) m è t r i c a m e n t e fixado c o m o se i n d i c a : 

IMI ~ i/2 ; ||7ll = 2 ; < ( T , J ) - ^ - . Sejam l e B 
- *- _» 

os pontos tais que A — O = i e B — O = j . 

1) Determine as coordenadas do ponto U assim 
caracter izado: pertence à recta que passa por B e ó 
perpendicular à recta O B ; \\ U — A \\ = \\U — B \\. 

2) Determine os eixos de s i m e t r i a da elipse 
8 x2 + 1 3 y2 + 4 xy — 1 — 0 sem previamente a repre­
sentar num referencia l ortonormado. 

Euunciados dos n . o s 5640 a 5642 de 
Aníbal Coimbra Aires de Matos 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção, além de extractos de críticas aparecidas em revistas estrangeiras, serão publicadas críticas de livros 

e outras publicações de Matemática de que os Autores ou Editores enviarem doU exemplares à Redacção 

158 — A . DONEDDU — G é o m é t r i e Eucl idienne Plane. 
Dunod — Paris . 

N ã o é empreza f á c i l o desenvolvimento de uma 
t eo r i a a x i o m á t i c a r igorosa da Geometr ia eucl idiana. 
Neste l i v r o , em que o A u t o r toma como v i a de expo­
s i ç ã o a que resulta de uma o b s e r v a ç ã o d i rec ta do 
nosso e s p a ç o f í s i c o , destacam-se dois elementos essen­
ciais da geometria : a n o ç ã o de espaço (o plano em 
geometr ia plana) e a n o ç ã o de grupo (de t ransfor ­
m a ç ã o ) . 

Para o espaço, os axiomas p õ e m em relevo a recta, 
a semi-recta, a ordem sobre qualquer semi-recta e o 
semi-plano. Introduz-se uma f i g u r a , a que se d á o 
nome de drapeau e que i n t e r v é m constantemente em 
todo o resto da teoria . 

Na base da n o ç ã o de « i g u a l d a d e » de f i gu ra s encon-
tra-se o g rupo dos isometrias : os axiomas que o 
def inem permi tem que a teor ia se ed i f ique com uma 
l ó g i c a r igorosa mantendo no entanto contacto perma­
nente com a realidade f í s i c a . 

Apenas de doze axiomas, na to ta l idade, podem ser 

e x t r a í d a s todas as estruturas, quer a l g é b r i c a s quer 
t o p o l ó g i c a s , do plano euclideano : a es t ru tura de 
semi-grupo ordenado das d i s t â n c i a s e a teor ia da 
sua medida, es t ru tura de e s p a ç o vec tor ia l , p roduto 
escalar e es t ru tura m é t r i c a do plano, es t ru tura topo-
l ó g i c a de e s p a ç o vec tor ia l norraado completo ( e s p a ç o 
de Banach), estruturas angulares do plano (semi-
-g rupo res t r i to quasi-arquimediano) e t e o r i a da 
medida dos â n g u l o s , r o t a ç õ e s e medida das r o t a ç õ e s 
( i somor f i a com o grupo a d i t i v o das classes de n ú m e ­
ros reais m ó d u l o 2 i t ) : torna-se assim p o s s í v e l d e f i n i r 
as f u n ç õ e s seno e coseno e estudar a sua cont inuidade 
sem fazer i n t e r v i r a teor ia dos n ú m e r o s complexos. 

Con t r ibu indo para o esclarecimento da teor ia da 
geometr ia euclideana plana, este l i v r o que é edif icado 
sobre a n o ç ã o de grupo das isometrias, e descrito num 
est i lo lóg ico e moderno sem perder o contacto com a 
mais elementar e x p e r i m e n t a ç ã o , d e v e r á interessar n ã o 
apenas o professor e o estudante de geometr ia ele­
mentar como todo aquele que pretende prosseguir 
estudos menos elementares nos d o m í n i o s da á l g e b r a 
e da a n á l i s e . J . G . T . 
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