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negativa. Ora, sendo a ;> h ;> O tem-se a ™ ^ ^ e, subs-
tituindo era E , am por bm , tem-se: E < 2 b m M — abm— 
™bm f l = bm (b — a ) < 0 , c. q. p. 

3 0 7 0 — Dada a equação 2 (mü + 6 ^ 0 , determi-
nar a e b do modo que uma das raízes seja dupla da 
outra e que a soma dos seus quadrados seja igual a 
I2;3. R : Eliminando Xj e x2 em X| -f = 2a , X] • = t> 
e X[ —2xz obtem-se 8a'" — 9b —0. Por outro lado, xj + x| = 
— + Xj)2 —2X] • x2—4a* —2b = 125 - liesoh-endo o sis-
tema formado pelas duas equações em .'l - b . ubtem-se 
a = 1 5 / 2 ê b = 5 0 . 

3071 — Demonstrar que o lugar geométrico dos 
pontos do plano cujas distâncias a duas rectas do 
mesmo plano estão numa razão constante, é uma reeta. 
R : Sejam ri c rj duas rectas concorrentes em O, O lugar 
geométrico dos pontos P pedido é u recta r , sobre a qual 
assentam as hipotenusas de todos os triângulos rectân-
gulos cujos vértices são P, O e os pés P]^ e P2 respetiva-
mente sobre rj E r>, das perpendiculares baixadas de P 
sobre estas duas rectas, Com efeito, os triângulos rectân-
gulos [l jr P( 0 ] , [P" Fj' 0 ] , - • - são semelhantes entre si 
e, [rtrtanto, P 7 ! ) / PP^ =WT)/P1' P ' t '= . . . . Para 
Oi triângulos [P' Pi O] , [P" P^ O] , rectângulos e 
também semelhantes entre si, ter-se-á: P ' O / P' = 
= P" 0 /P ' 1 PJ' — - •- = k 2 . Logo, por divisão ordenada : 
F P i / p i - p ; = p.r piij pTT"p77 kj/kj - const., que 
prova estarem entre si numa razão constante as düttân-
cias dos pontos P (P', P" , •••) cu rectas rj e r2 . 

Sendo r j / / r 2 , a recta r éa paralela a rj e r2 condu-

zida por um ponto P satisfazendo às condições do 
problema. 

3 0 7 2 — D a d o s três pontos não colineares, sobre o 
plano, traçar uma recta que diste de um dos pontos 
um comprimento dado e que diste igualmente dos 
outros dois, R : Sejam A , 11 e C três pontos, dum 
plato ir, não colineares e d o comprimento dado. As 
rectas de T. distando d dum daqueles três pontos, A , 
por exemplo, constituem a família de tangentes à circun-
ferência de centro A e raio d . São soluções do problema 
•proposto, os elementos desta família que equidistem de B 
e de C ; os duas rectas r, c r2 tangentes h circunferência, 
centrada em A e de raio d , paralelas a BC e as duas 
tangentes, r3 e rj a esta mesma circunferência, concor-
rentes em >1, ponto médio de B C , quando existirem. 
(Xote-se que as rectas rj e i ( determinam em geral com 
M , B e C c os pés das perpendiculares baixadas sobre 
elas de H e C , doit triângulo* rectângulos iguais)• 
Designando por d[ a distância do ponto A a BC conclui-
remos os seguintes resultados : 

1.°). 0'cndo d c A M : a) com d ^ d | , existem as quatro 
soluções distintas, r j , r>, rj e r̂  ; b) com d = d t , existem 
três soluções distintas, pois que uma t/as soluções rj ou r2 

coincide com r2 ou r4 ; 
2."). Sendo d —AM {o que exclue a possibilidade de 

ser d c d | ) : a) com d > d j , existem três soluções distin-
tas, r j , r2 e r3 — r.ij b) com d — d^, existem duas soluções 
distintas rj (ou ri)•= rj = r̂  e r2 {oi* ri),1 

3.°), Sendo d > A M (o que torna impotsinel ser d 
existem ajjenas as d--as soluções distintas l"; e r 2 . 

Soluçííes dos n.®1 3QGI n 3073 de OrlAndu Murboy IladrlgUM: 

M A T E M A T I Ç A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE EXAMES DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

ÁLGEBRA SUPERIOR — M A T E M Á T I C A S GERAIS 

F. C. L. — A lokhka Super ior -—Examo f ina l —1948-49 

3073—Descreva e justifique a determinação da 
característica dum sistema de ff» equações lineares 
a n incógnitas. 

3 0 7 4 — Escreva a condição de ortogonaHdade das 
arestas dos diedros A definido por 

t Ax + By + Cs + D = 0 
í A'x + B'y +C's 4- D> <= 0 

e V definido por 

t Ilx -4- Ky + l.z + M — 0 
\ 11'x + K'y + L'z + .1/' - 0 ' 

Relacione esta condição com a matriz 
'A A ta-ra-

3 0 7 5 — Sendo r t , r 2 , as raízes de / (®) 
= PQX" -f pt x" '-)-•.. f pn_, x + p„, quais são as 
de F (x) - ( - 1 ) » / ( a ) / { - a:} ? Mostre que F fa:) = 0 se 
reduz ao grau sub duplo. Designando por G (j :)—0 a 
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equação reduzida, determine os coeficientes de j (a) = 
=*(—1)" G (x) . Na hipótese de / ( x ) ser re3l e g (x) 
apresentar v variações, quantas raízes reais pode 
ter f(x)? 

3 0 7 6 — P o r ordem crescente de valores, sejam 
iCt, Xj •, xm as raízes reais do polinómio real / { . e ) = 
= f o x"+pí x"_tH h]'„ e otj , a2 , •• • , a,„ os respec-
tivos graus de multiplicidade = 
Qual o número mínimo de raízes de / ' (a;) não inte-
riores a X) nem superiores a ? Provoque f (x) 
admite raízes imaginárias (|i<«J sempre que / ' (x) 
se anule: n) antes de xj ou depois de x„,; 3) mais de 
uma vez entre Xj e . Prove ainda qne / ( x ) = 0 
admite (pelo menus) um par de raízes imaginárias 
por cada mínimo positivo ou máximo negativo da 
função / (x) . 

3077 —Deduza um limite excedente para os módu-
los das raízes do polinómio o (x) íí« + «i x 4- ••• 

+ 

F. C. L. — A u j k b e a SneeiiioR — 2." e x a m e úe f r e q u ê n -
cia, 25 de Abril de 1950, i.* chamada. 

3 0 7 8 — Mostre q u e / ( x , y) diferenciável é função 
contínua. Iudique (e justifique) alguma condição de 
diferenciabilidade de / (.c , y) em P (a , b) . 

3 0 7 9 — Prove que não se anulando / ( x ) em (o, b) 
é par (possivelmente zero) o número de variações 
perdidas pela sucessão de Fourier de / ( x ) à pas-
sagem de a x = 6 . Quantas variações pode 
perder a sucessão de Fourier de 
f(x) = (x —Xj)3 • (x-xtf (x ' + l ) de x = a a i = 
a<Cxj , x ; < 6 . Estabeleça alguma das condições de 
Fourier e de a sua interpretação geométrica. 

3 0 8 0 — Estude a mareha da função / ( x ) no ponto 
x —a 11a hipótese em que / ( x ) — / ( a ) tem ai um 
zero duplo. Figure a imagem do uma função / ( x ) 
nas condições referidas, dê a equação da tangente no 
ponto M (a, / ( a ) ) e descreva o comportamento da 
função f (j) ~f (a). Extremos e assíntotas da ima-
gem de / ( x ) = x -| . Mostre (por um pequeno es-
boço) a situação da curva a respeito das suas assín-
totas, e justifique convenientemente o traçado. 

3081 — Em que condições se garante para a equa-
ção / ( x , y) = 0 uma raiz y = <p ( x ) , tomando no 
ponte x = a o valor de função contínua nesse ponto? 
São tais condições suficientes para que <p(x) saia di-
ferenciável 110 ponto a ? Em caso negativo que mais 
se há-de exigir da função / (x , y) para tal efeito. 
Verifique se a equação : 

f { x , y) = (x + 1)y» f 9 4- [ ( « + 2)i + H ) ] y - 2 3 x - 0 

define implicitamente alguma função y = <f> (x) uma 
imagem corrente pelo ponto J3 (1 , 1) . Em que di-
recção? Concavidade dessa imagem nas vizinhanças 
desse ponto. Enuncie algum conjunto de condições 
suficientes para que exista tp" (a), valor finito. 

I. S. A . — MATEMÁTICAS GÜÜAIS — l . D E x a m e de f r e -
quência, 1950. 

3 0 8 2 - o ) Escrever uma equação cartesiana com um 
só parâmetro que represente todas as rectas que pas-
sam por (1, Oj excepto x = 1 . b) Para cada re^ta r 
deste feixe considerar a recta î,r do mesmo feixe 
que faz com ela um ângulo de contado de r 
para r' no sentido directo B 0 ponto P de inter-
secção de r' com 0 y . Escrever uma equação carte-
siana a que satisfaçam os pontos das rectas r (se 
os houver) que distem I dos correspondentes pontos 
P. c) Para que valores do parâmetro se obtêm real-
mente pontos do lugar geométrico. 

3083 — o) Que pontos de x - j f + l = 0 distam 2 , 8 
•le 3^ + 4^ + 3 = 0 ? b) Que figura é representada pela 
equação xjí-*-2x=0? 

3 0 8 4 — Calcular sob a forma x + iy O número 
f l / 2 (cos w/12 + / sen Tc / 1 2 ) ] " . 

I. S. A — MATEMÁTICAS GEBAIS — 2." e x a m e de f r e -
quência, 1950. 

3 0 8 5 -- Para que valores de x é convergente 

V _ _ ? 
w rt(»+B) 

3 0 8 6 -Sabendo que eT - 1 + V —-, calcular 1 / ' V ® 
^ " i n * 

sob a forma decimal com um erro inferior a 0.00001 . 

3 0 8 7 — Calcular a área S do triângulo de vérti-
ces 

(0,0), ( x ,0 ) e ( x , v / 2 - v / 2 - x = ) e a parte princi-
pal do infinitésimo í> em relação a x . 

3 0 8 8 — Seja y=f (x) uma função de variável real 
definida no intervalo [ — 1,1]. Sabendo que: « ) O 
conjunto dos valores do f (ar) neste intervalo é a 
união do iotervalo definido por com o 
conjunto constituído pelo único ponto Jf*=5; b) / ( x ) 
é contínua em ] — 1 , 1 | ; e) / ( 1) — 3 = l i m / ( l —h) , li-»- 4-0 calcular o valor de / ( — 1) . 

3 0 8 9 • Estudar a derivábil idade da função 
x- se existe algum número natural n tal que 

x3 para os restantes valores de x. 
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3090 - Derivar 
*
 2* ~ cos - log. (1 + íc—] • H — — [arccoscc (3:c—1)]-. 

2 tg x 

3091 — Escrever a equação geral <ias tangentes á 

curva definida por y = - e as Jas tangentes comuns a x esta curva e à parábola y = . 

L S. C. E. F . — M a t k m Á t i c a s G l u a i s — 1." E x a m e 
de frequência— 1950, Março, 27-
3092 — Quando se diz que certo conjunto (x) é li-

mitado à direita? Como se define o respectivo limite 
I. de Weierstrass? Caracterize esse limite pelas suas 
relações com os elementos do conjunto. Prove a exis-
tência de L na hipótese considerada. 

Indique os pontos de acumulação e limites de 
Weierstrass L e l de («,.) onde «„ = 1 + 2 ( — l ) " " 1 — 
— ( — l ) j / n • Tem a sucessão «„ limite? Justifique. 
R : O conjunto ( u j éa soma de dote conjuntos (u41) 
r1 (u;i.,) cada uni com seu ponto de acumulação ; estes 
são —1 e 3 . Ou timites de Weierstrass são rtsp,: L = 4 , 
1=> —3/2. .4 sucessão não tem evidentemente limite, pots é 
decotnponivel em u_t com limite—1, e u2v+t com limite 3, 

3093 — Quando é que a série de termo geral u„ 
so diz convergente ? Enuncia e demonstre o primeiro 
teorema de Cauchy para as séries de termos positi-
vos. Enuncie seus corolários. Defina intervalo de con-

vergCncia da série f ( x ) = J j x" c descreva as suas 

propriedades. Relacione os intervalos de convergência 

das séries f (x) — ^ au x" e <f = " a " • 

R : Calculem-se os i ti ter calos de convergência das séries 
com o sequndo critério de Cauchy : 

, . (n + 1) | aa^, | |a„ + , | 
hm — • | x | < 1 e hw • | x | < 1 . 

" : a„ I |a. 
Portanto intervalos iguais 

1 jtím ÏÛ! , 1 llim a-±l 
a„ a„ 

3094 — Caracterize por meio de desigualdades que 
a função f (x) é continua no ponto a. Mostre que 
f (x) se anula em { a , 6 ) , pelo menos uma vez, so for 
continua nesse intervalo e se f (a +0 } • f (h — 0) < 0 . 
Estude a continuidade o derivabilidade da função 
/ ( x ) assim definida: 

1x2 — 1 iiara x não inteiro 
ac + 1 para íe inteiro 

lí : Se/a a real não inteiro ou quando inteiro igual 

a —1 ott f 2 ; para x «= a a função f (x) é continua 
visto que Um f (x) 2? — 1 = f (a) e nestes mesmos 

pontos f (a) — 2a . Para x inteiro diferente de — 1 
e 2 a função tem descontinuidade tle primeira espé-
cie com saltos medidos por | x ! —x—2 | . 

3095 — Defina função crescente num ponto. Fi-
gure uma função g (») crescente em a (propria-
mente crescente) mas com derivada nula nesse ponto 
e exprima por um cociente que ela é crescente em a . 
Prove que se g {.<•) tem derivada em u e é crescente 
nesse ponto, t/(a) é positiva ou nula. Se f (x) está 
nas condições da função y (x) anteriormente figu-
rada qual o sentido da concavidade de f (as) na 
vizinhança de a'í Provo a afirmação que fizer. Deter-
mine a tangente à curva ^ = —l)1 no ponto de 
de abeissa 35—2 o diga se na vizinhança desse ponto 
a curva fica para cima ou para baixo da tangente. 
R : A equação da tangente é y —2 = —3(x —2); nas 
vizinhanças do ponto de contacto C2,2) a derivada é 
negativa, curva decrescendo, e f " (x) positiva, concavi-
dade para cima. Curva acima da tangente. 

3 0 9 6 — f (x) admite a como zero de multiplici-
dade a. Qual a expressão de / (x) — / ( « ) em torno 
desse ponto? Exprima que f (x) admite a como zero 
de multiplicidade x , aplique a / ( x ) — / ( « ) o teo-
rema dos acréscimos finitos e deduza dai uma nova 
expressão de / ( x ) em torno de a. Designando 
por ti-J-S (x—-a) o ponto intermédio introduzido pelo 
teorema dos acréscimos finitos prove que 0 tende 
para certo limite significativo quando x tende para u . 
Calcule esse limite na hipótese de a —2. R : / 'or íel• 
f (a) = f " ( a ) ~ • - f * < a ) = 0 e f ' + l (aj^tü « fórmula de 

(x— ai3"*"1 
Taylor cí,i f (x) - f (a) V ' 

(« + 1)1 
f a + 1 (*l) e deri-

vando esta exjiressão ce>n f (x) (x —a)3 

mudo que o teorema de Lar/range dá 

f { x ) - f < a ) - ( x - a ) (X,) ' 

fluas expressões arrastam a igualdade 

®a 1 - - • ' 1 «•- ,2 , e = t / 3 / 2 . ou 0 
<1 { « + 1 ) 1 

Se 

I. S. C. E. F. — MATEMÁTICAS GKEAIS 
frequência, 1950, Junho, 29. 

2." Exame de 

3097 — Calcule a primitiva da função 
1 

f(x) — a! are sen xz 
tga; + eotgx 
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Descreva c justifique o método de primitivação por 

partes. R : f x are sen x2 — P — - — - — = 
tg x + cotg x 

- P 2 sen te cos x — = — are seu x- — P 
i / i r r : * 

3? 1 1 
— — are sen -!— v i — x* •+• - eus 2x + C . 

2 2 4 

3 0 9 8 — Indique sob que condições a equação 
f(x,y) =• k (k constante) define implicitamente uma 
função unívoca y~ ? (x) na vizinhança do ponto 
P (a , b) . Podo a equação definir mais do que uma fun-
ção unívoca? Justifique. Supondo f(x,y) diferen-
ciável em P (a , b) prove que y = <f (x) é diferencia vel 

dy 
no mesmo ponto. Deduza daí a expressão de — • 

<l.c 
3 0 9 9 — Dado o sistema de n equações a n incógnitas 

a* xh ~ b{ (h índiee mudo, i = 1, 2, • -• , « ) escreva a 
sua equação matricial indicando os elementos das 
respectiva matrizes. Supondo | A \ — \a*1 =^0, deduza 
da equação anterior a regra de Cramer. 

3100 —Seja P(x) um polinómio inteiro em x de grau n 
o de coeficientes racionais Mostre que se P(x) — 0 
admite a raiz racional n - j / g admite também a raiz 
a — ^/g - Como se acham as raizes duplas dum polinó-
mio? Determine a condição para que a equação 
x3 + px - ( -7=0 tenha uma raiz dupla. Ache por meio 
da sucessão de Sturm a condição para que o polinó-
mio P (x) x* + px-\-q tenha três raízes reais e 
diBtintas. R : Para que exista raiz dupla P (x) c sua 
de ri cada não podem ser primos entre si. Aclrxndo o 
IH. d. c. pelas divisões sucessivas obtemos 

1 0 p q t"u = x3 + px -f- q 
3 0 p f, = 3x* + p 

f j - 2px - 3.! 0 - 2p - 3q 
- 9q + 2p* 
— 4p3 — 27qí f3 = - 4p3 _ 27qí 

A sucessão de Sturm será: 
f0 — x3 + px + q , f t = 3x* + p , í2 — — 2px — 3q , 

f3 4p3 - 2Tq2 . 

Para fo ter raizes múltiplas deverá ser f^O, for-
que então o tn. d. c. (F0 , f ( ) f j e o zero duplo é o zero 
de f j . 

Para que fu tenha as três raizes reais deverá ser 
(e é suficiente) fg tí porque então é necessáriamente 
p <Z 0 e para — co a sucessão de Sturm dá 3 varia-
ções e para + co dá 0 variações. Se p Js>0 já U 
e sendo f] > 0 vem f0 crescente e portanto tom tuna 
única raiz real. 

SnlüÇOos dos n," 3033 i 3100 du J. ltlPmiru d» Alljuijnorquo. 

I . S . T . — MATEMÁTICAS GERAIS—.1.° E x a m e de f r e -
quência extraordinário — 16 de Março de 1950. 

3101 —A) Verificar a seguinte identidade; 

( 1 + í ) " TOTT T17T 
— • • -. = cos — + í sen • 
(1 - t 1 ) " 2 2 

b) Interpretar geom&tricamentu a identidade para 
n = 2 e justificar todas as operações, analíticas e geo-
métricas, efectuadas nas alíneas a) e b). It: Us com-
plexos conjugados 1 + i e 1—i têm o mesmo mádido e 
argumentos, por ex. tt/4 e —w/4 respectivamente. I-ogo, 
o seu cociente terá por módulo 1 e argumento n/2. 
A fórmula de Motors para o expoente n inteiro permite 
concluir a identidade proposta. 

3102 — a) Calcular o verdadeiro valor da expres-
(aVí+bU^cU.y 

sao : I — \ para x =• ao . o) Enunciar o 

justificar as regras seguidas no cálculo da alínea 
anterior. 

3 1 0 3 — a ) Dada a equação f(x,y)=Q, onde o 
primeiro membro é uma função homogénea, calcular 
as duas primeiras derivadas da função y (x) definida 
implicitamente, lixpiicitar a função, partindo do conhe-
cimento das suas derivadas, b) Justificar as regras de 
derivação utilizadas, assim como uma propriedade 
Importante fias funções homogéneas a que necessaria-
mente recorreu. R : Supondo f ( x , v) uma função homo-
génea diferenciácet, de grau de homogeneidade z tem-se 
x • tj-f-y • f j = a - f (x , y) (identidade de Euler). Como 
e f (x , y) = 0 tem-se = —(y/x) - f j . Substituindo este 
vafor em y1 (x) = —i'Jf't obtém-se y' = y /x donde y"~ 
= (y' • x — y ) / x 1 = 0 . De y , f = 0 resulta y' —c e y — cx = d 
(c e d constantes arbitrárias). Porem, ti homogeneidade 
de f (x ,y) implica que seja d = 0 e, portanto f (x , y) «= 
= y—cx . 

I. S. T . — MATEMÁTICAS GERAI» — 2.« E x a m e de f r e -
quência ordinário — 1 de Juilio de 1950. 

1 • Parte 
3104 — Dada a curva de equação y*-e~*', calcular 

as ordunadas dos pontos de inflexão com um erro infe-
rior a 10-*. Utilizar para esse fim o desenvolvimento 
em série inteira da função exponencial neperiana. 
R : Aê abeissas dos jtontos de inflexão da curva de equa-
ção y — e - 1 ' são as raizes de y " = 2e~"*(2x 5—1) = 0 
ou sejam x=+^I/2 por ser y'" (+ V'l/2) 0 . As 
ordenadas pedidas obtêm-se calculando, a menos de 
I0-1, a soma da série numérica que st: obtém, fazendo 
X = ;tV^Í/2 no desenvolvimento de M a c - Uaubik 
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y = e~ 
s ' l ' X!n 

í> r 3 í v ' n 

Tomando apenas os 4 primeiros termos da se'rie, o que 
garante utíi erro sistemático inferior, em valor absoluto, 
a 1/381 < 1/200, tem-se, y ^ 1 - 1 / 2 + 1 / 8 - 1 / 4 8 -
— 29/48 ~ 0,(30 com um erro de cálculo, também inferior, 
em valor absoluto, a 1/200. Desta forma, y — 0,(30 ê o 
valor comum, com rt aproximação pedida, das ordena-
das dos dois pontos de inflexão da curva dada. 

3105 — Resolver a equação 3 x ' + 11 x* + 17 x + 

+ 2 4 - 0 . B : - 8 / 3 e { - l t / Í T Í)/2. 

[ c + 2y + a=.0 , 
3106 — Dada a recta í , determinar 

[ 3 + 1 = 0 
o valor de a de modo que por ela passe um plano 

r 3 I - ! = 0 
perpendicular a r = | ^ ^ . Escrever a equa-
ção desse plano, R : A família de rectas daria permite 
determinar unm família de feixes de planas de equação 
x + 2y-f-«z-j-a + s=»0 (a e a reais). Em cada feixe 
desta família <1 possível determinar um plano )>erpendi -
cular a r jtois, com efeito, terão que ser paralelos, o 

vector normal do plano n (1,2,«) c o rector u (1,2,3) 
da recta r para o que basta ser a = 3 . 0 problema 
admite, portanto, uma infinidade de soluções; to<los os 
planos da família, a uma só parâmetro, de equação 
x + 2y f 3z4-a-i-3 = 0 . 

2.* Parte 

3107 — Estabeleça o desenvolvimento da função ex-
ponencial neperiana, em série inteira, pela aplicação, 
depois de demonstrar, do teorema respeitante à série 
do Mac-Laurin, Em relação ainda com o problema 
n.° 3104, enuncie as propriedades das séries numéricas 
utilizadas na resolução daquele. 

3108 - Justifique os métodos empregados na reso-
lução da equação do problema n * 3105, de acordo 
com a natureza das raízes encontradas. 

3109 - Feixe de planos: deduza a sua equação. 
Perpendicularidade entre rectas e planos: enuncie aB 
condições, provando-as. Estude o caso particular durn 
dos planos bissoctores do ângulo formado pelos pla-
nos dos xz e dos xy, estabelecendo as condições para 
que uma recta no espaço llie seja perpendicular. 

SoluçÜBS dos 11.** 3101 u 310C do ürliudu Mtirtiuy Rudrixuus 

C A L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

I. S. A. — CjÍ|.CL*LO IsFINl-rnalMAI. K IM3 Prob ab i l.I da DBS 
— Alguns pTpblemas dos 1.™ exames de frequên-
c i a — 1 9 4 S - 5 0 . 

fl ^ ^ 
3110 —Calcular I ja_+ x (/x j { ; 2 + 1 ) . 

! V ti — x 

3111—Calcular / 
dx 

J (x-' + x (x-' + x + l) 

1 1 (xa + x + l ) " 5 
K : I +- - log — + 

3 (x —1) 3 e x — 1 

1 , 2x + l , _ + —7= are t g — + C . 

X 7 H" V ^ . (* — 1) — dx3 - dx Oy à* 
è* f >)"• f x - -—- + V —— 

ày ó* dy' 
t n f)t* (« - I ) — 

Multiplicando por x a primeira destas igualdades, 
}>or y a sequnda e somando-as vem, notando que, por 

JPf () ' f 
hipótese, e • 

fJx Oy ày à* 
t £ 

dx 
tf* 1 „ ó'f X* + 2 X Y — 

3112 — Sendo f(x,y) uma função homogénea de 
grau k, continuamente derivável até ã 2.* ordem, 
provar que é : 

.'JV _ dv ^ ,à-f . 
x--~ + 2xy— - + - » < « - 1 )f(x,y). 

dx ()xày ôy 
R: Aplicando o teorema de Euler às derivadas par- lí: Tem-se 

ciais — e —— , que são funções homogéneas de qrau a —1, 
t>x riy 

dx ày ' dy* 

3113—Sendo + u'" — — ; u = — y- , v^xy o 
to 

J« = y + 1 , determinar 
ôxOy 

í)z 
— = W B ^ f a + í)X 

no ponto (.0 ,0), 
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donde 

d*dy 

+ Bx«»"*[n 4 wu í ogu - 2yw {w — 1)] 

í — ) >3x(1 + logx*) - J . 

I. S. A. — Cálculo Infinitesimal k hab Piíohaiii lioaoes 
— Alguns problemas dos 2.°> exames de frequên-
cia - 1949-50. 
3114—Calcular F1 (y) sendo 

i 

F(y) - I l e s C x ' 4 - y " ) d x . 
ô 

1 
it : 2 are tg - • 

y 

3115 — Resolver o sistema 
S ! - 2 j í + 3 - í - 2 = U 

2x + t 4 I = 0 

_ s + 3 - 0 
R : Sistema compatível e indeterminado 

x = - 2/3 
y ( X - 3)/2 _ 
z = A. 
t = 1/3 

3116 — Sem resolver o seguinte sistema, determi-
nar ti de modo que ele soja compatível: 

+ - 2 + 3 = 0 
2x + s - 0 

* — y + 3 » - S - 0 

y + 2a - 1 = 0 

R : Formada a matriz doa coeficientes das incógnitas 

verifica-se que é /tossirei extrair dela Ura 

2 0 - 1 
2 0 1 
1 - 1 3 
0 1 2 

determinante de3.' ordem não nulo à = 
2 0 1 

1 3 - - 9 , 
0 1 2 

que poderemos tomar para determinante principal. 
Havendo apenas uma equação não principal existe um 
único determinante característico que terá de ser nulo 
para que o sistema seja compatível, isto 4: 

2 0 1 0 

1 - 1 3 - 5 
0 1 2 — 1 
2 8 - 1 3 

— 0, donde 6 = 1 /5 . 

3117 — 0 sistema 

Í
y, — »1 — — xa 

!/j = i i + 5x , 
y3 = xt 4- 3x , 

define ou não uma transformação linear? Porquê? 
Ri .Ytio, porque o módulo da substituição, 

1 - 2—1 
M - 1 0 5 è nulo. 

0 1 3 
3118 — Sendo 

y, = 4- x j + j!^ 4 as4 

y . — xj — + 5.c1 .c3 X., 
i/3 = xf 4- .cj (3x, 4- Gx, — 2xj) 4 3r t x, 4 
y± = 3x, Xj + 3x, x3 4 x , 4 Xj x , 

quantos yy há funcionalmente independentes ? R ; A 
matriz das derivarias parciais tem caracter ística 3 , 
m . t) ( y , , .vi, y a , >M) jtois • -» 0 e existem jacobianos de 

t) ( x , , x , j x3 , x j 

3.° ordem, por exemplo ——•' *1' não identicamente 
d ( x , , x-,, x j 

nulos. Logo Âd 3 funções independentes. 

3119 —Sabendo que a função característica da 
distribuição binomial (S / ( 0 ™ ( P ^ + S ) " achar a fun-
ção característica da distribuição de Poisson. It : 
A função característica da distribuição binomial, f ( t ) , 
pode tomar a forma .* 

f (t) - (pe* 4- q)N - (pel 4 1 - p>* - [l 4 p (« ' - 1 ) ] « . 

Quando uma distribuição tende para outra o mesmo 
sucede às funções características ; ora a distribuição 

!
p 'J 

T N—» DO 
sendo l i m pN — m . Próximo ilo limite peide-se substi-

n -* o 
S-+« 

tuir p por m/N e assim a função característica da dis-
tribuição de Poisson será: 

F ( t ) - Hm I 1 + ^ (e' - 1) ^ a " ! " ' - " . 
s - » » L N 

3120 — Sejam y, ( j — 1 , 2 , «••, N) X variáveis 
casuais estocàstieainente independentes e todas elas 
com a seguinte distribuição: 

y/ v (y,) 

0 s 

1 p 

Notar que x ~ y, tem parâmetros p e A". 
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A partir ileate facto: 
1). Sen-'o -r uma variável casual com a distribuição 

cie Bernoulli, obter E (.e) e V (x) mediante as suas 
relações com E (y,) 8 V (;/,) ; 

2). Aeliar a função característica da distribuição 
binomial e deduzir dela E (.n) e V(x) . ií : 

E (y,) - B M) - p ; v (í'i)=E íyf) - K1 <yj) - i"i 
então 

1). E (*) - Ií y , ) = 2 E C?í> -

V ( x ) - - Í j V ( y i ) - Npq. 

2). A função característica da distribuição de y, ét 

fj (t) - E ( e w ) = pe l + q . 
A função característica da distribuição de x é: 

1 )',iide: 
P <t) - n fj (t) - (pel + q)N. 

E (x) = F1 (0) = pN 
V(x ) = F » < 0 ) - [ F ' ( 0 ) ] s = pqN. 

SoLuçGes dos u.<" 3110 a 9L.O do ZftiUd Picnuiita d" Casiro 
do 1 • • • •. 

I. S, C. E, F. — ANÁLISE INFINLTKSJHAI. — Exame final 
— Outubro de 1949. 

3121 — Escrever até aos termos do 2.° grau inclu-
sive o desenvolvi meti te tayloriano da função 

/ ( » i y i z ) = 
segundo as potências de {.c — 1) , (y — 1) e (z —1) . R : 

+ Q < > - • > + © - » T + -

— 1) 4" ( y - i ) + ( * - * ) ] + 

+ = • Á K * ~ + (y - + i ) 1 -2 31/3 
- < x - l ) ( y - 1) - ( x - 1) (z - 1) - ( y - X ) ( 2 - 1 ) 3 + • 

3122 —Sendo A e íi dois pontos fixos e P um 
ponto variável e sendo 0 um ângulo (PA , PB), mos-
trar que a direcção do vector gradb é normal em P 
à circunferência que passa por A, B e P. 

3123 — Dada a equação 
y + y3 — xy) dx + x} dy = 0 

determinar um factor integrante da forma ç (s)/:cJ, 
sendo z=^y/x. R : De y^-xz vem dy=*xdz4-zdx c a 

equação toma a forma (x* z -f- x3 z1) dx + x3 d/, — 0 . 
Multiplicando por to (z)/x3 tem-se <p (z) • (z -f- z3) dx + 
+ f {?.) d z = 0 , e como o 1." membro i diferencial exacta: 

<) <) (z) 3 z * + l 
T?(X)(7.+Z*) - - 9 ( « ) - 0 OU i - i i — -
0z (>x 9 (z) z 3 + z 

donde -j {/,) ™ 
1 

, e. finalmente 
c ( Z » + Z ) C (X2 y + y 3 ) 

? ( » ) _ 1 

X3 E F X Í Y + Y 3 ) 

I. S. C. E. F,— ASÁLISE IHFINITESIMAL— Exame final, 
época milicianos—Dezembro, 1949. 

3124 — Seja A (le , 0) o pé da ordenada dum ponto 
P da curva C. A distância do ponto A à tangente 
em P é AÃÍ = a . Supondo a constante achar a equa-
ção da curva. 

R : y = a i / l + p* eom p — ~ 

dy dx ap dx 
dx 
a 

dx dp i / l + pí <lp V^l+P2 

x -r Ci — are sen/t p p = sen/t (x + Cj) 
dy 

= senh (x + Cj) ->• y = cosh (x + C^ -(- Cj . 

3125 — A curva a' v! = y2 (x — a) tem um ponto de 
inflexão. Achar a área limitada pela curva, pula orde-
nada desse ponto de inflexão, e pela ordenada do ponto 
x ~ 2 a . B i 

3 - I 
a(x — «) i + - a x ( x —*) 1 , y " = 0 - + x = 4 i 

* 4 
r 4 í xdx 

J 
A 2a 

Fazendo x — a = t?, tem-se: 

.-Ji ax dx /VíHl 
1 - | — = = . = 2 í ( m + at') dt -

J sa ^x-a J 

12 v/3 - 8 f 

e portanto: A = 2 ( 1 2 - 8 ) a<t\fi(Z . 

3126 — Achar os máximos e mínimos da função: 
z ~ (x + 2) (y + 3) xy . 

h : 

^ _ ( 2 ! t y + % ) ( y + 8 ) - 0 - y - Ô X - - 1 y =»—3 
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Os jiontos a analisar são: 

( - 1 , - 3 / 2 ) , ( 0 , 0 ) , ( - 1 , 0 ) , ( 0 , - 3 ) e ( - 2 , - 3 ) . 

r - ~ - 2y (y + 3) , B - - (2* + 2) (2y + 3) , 
<)\2 àx ày 

t = - — - 2x (x + 2) . 
oyz 

r e t devem ser de sinais contrários para haver máxi-
mos e mínimos. A única solução que serre é ( 1 . —3/2) 
pois qite neste ponto r , t e 9 tomam respectivamente 
os valores - 9 / 2 , - 1 e O e sJ —rt o valor — 9 / 2 < 0 . 
Logo há um mínimo para x = —1 e y = —3/2 que é 
b—9/4. 

âglaçOa» dai n,*» 31J1 o 31SS da Mário H, llnduroirn 

I . S . A — MKCÃNICA RACIOXAIJ E TBÜRIA QKBAL 1>K Máquinah — 1 . ° exame de frequência — 1 9 4 9 - 3 0 . 

3 1 2 7 — S e n d o x,y,z as coordenadas de P em 
relação ao triedio O i j k , provar que é plano o 
campo vectorial definido pela função : 

v (P ) = =i - 3z j 4- ( 3 ? - s) k . 
r t : Sejam v (A) e v (B) dois quaisquer vectores do 
campo. Por exemplo se 

A ( 1 , 0 , 0 ) 
1) 

{ A ( 1 , 0 , 

l B (0 , 0 i 
teremos 

v (A) - - k 
v ( B ) = i - 3 j 

Se considerarmos o plano P = 0 ( i - t - 3 j ) — u.k (>.,;* — 
—parametros) verifica-se que todos os vectores do campo 
lhe são para/elos pois, quaisquer que sejam x , y e t,i 
é sempre possível encontrar valores de X e u. tais 

que — —— . Sendo os vectores normais a este pla-
7. x — ày 

no da forma a = k (Ü i-j-j) , com k qualquer, é fácil de 
ver que a derivada dos vectores do campo segundo esta 
direcção c nula. Logo, o campo é plano. 

3128 —Em relação ao triedro O i j k coin P{x,y,z) 
o campo vectorial (v) é definido pela função 

v (P) ™ x i 4- a1] — y k . 

Calcular o flu*o divergente de uma esfera de raio r i 
imersa no campo. 11 - Aplicando o teorema de Osto-
gradski e notando que div v (P) — 1 , resulta imediata 
mente que o fluxo divergente pedido rale 4 ttt'/3. 

I. S. A. —MKCInica Racional k TKORIA GDUL RA 
Máquinas — 2 . ° exame de frequência — 1 9 5 0 - 4 9 . 

3129 — A figura representa um trem de engrena-
gens, cuja roda condutora é a primeira da esquerda. 
Junto de cada roda está indicado o seu número de 
dentes. Poderá sem alterarão da razão de transmissão, 
substituir-se este trem por uma única engrenagem 

ItO 
CZ 

>êz 

51 
Z 3 

26 u 

35 

com a mesma roda condutora ? Sendo a resposta afir-
mativa quantos dentes deverá ter a roda conduzida ? 
R : Sim. CO dentes. 

3130 — 0 ponto material P está animado de movi-
mento circular uniforme em relação ao triedro O i j k ; 
o vector deslizante velocidade angular é : 

c a - ( 2 , 0 , 0 ) (4i + 3 j ) . 
A partir do instante í = 5 s no qual ocupa a posi-
ção . 4 ( 2 , 0 , — 3) , P fica submetido apenas k acção 
de uma força F, com a direcção e o sentido de Si e 
de intensidade igual a 20 kg. Sabendo que a veloci-
dade de P no instante í = 10s vale v (10) = 7 i -|-24 j, 
calcular a sua energia cinética neste instante. Ei : 
>1 velocidade no instante t = 5s í 

v ( 5 ) - SJ A (A - C) - - 9 1 +• 1 2 j , 
Aplicando o teorema da impulsão temos: 

tu 
m (7i + 24j) - m ( — 91 •+ -JSj) - f 20 i-era i id t 

donde, supondo o melro a unidade de comprimento, 
m ti, m. m. Eniãti a energia cinética jtedida será .* 

1 , 1 
- m - - . 5 • (49 + 576) = 1Ü02,5 kgm. 

3131 — Sabendo que o momento de inércia em 
relação a um plano de simetria da esfera homogénea 
de raio lt e densidade é vale / =• 4 jt p i i 5 /15 , cal-
cular os comprimentos dos eixos do elipsóide de 
inércia relativo a um ponto da superfície limitante. 
R : Ai faces dum triedro triortogonal de vértice P —-
jjonto qualquer da superfície da esfera — e em que um 
dos eixos coincide com o eixo diametral que passa por P 
são pianos principais de inércia. Referida a este triedro 
a equação do elipsóide de inércia em relação it P será : 

x1 y a z* 
15 15 15 

- 1 . 

SirpE5 28TI(j R5 28r:(> R 1 

Donde vem pura c07npriment0s dos eixos do elipsóide: 
15 

2 i t p R ' 
/ 1 5 

R* V 7 J7f R 

Soluções dos i i ." 3127 u 31-11 de Zózimo PI meu la d« Castro 
do Hogo. 


