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Sur certaines équations f(xty,ztptql=0 
per Georges Bouligend (Par/sJ 

1. Il s'agira d'équations où f est un polynôme du 
second degré en p, q. Ce type (T) est souvent pris 
comme exemple, pour raison de simplicité, quand on 
s'occupe du problème de Cattchy, Il émerge aussi à propos 
de considérations sur les système triples orthogonaux. 
En prenant dans une région de l'espace deux tels 
systèmes, on obtient en chaque point deux trièdres de 
directions principales qui,étant tri rectangles, sont sur 
un même cône du second degré. Une équation /—O 
du type plus restreint obtenu de la sorts se trouve 
donc admettre pour solutions les surfaces des six 
familles constituantes; tandis que, dans le type (Y*) 
général, une équation f = 0 est déterminée par cinq 
familles à un paramètre de surfaces intégrales, sans 
que cela entraîne de droit la connaissance d'autres 
familles de cette nature. 

Ces rapprochements font pressentir le caractère un 
peu composite de la présente note, caractère renforcé 
par des soucis concernant VèpUtémologie des pro-
blèmes, dans le sens de certaines de mes publications 
antérieures {*). Beaucoup do questions seront d'ailleurs 
posées, sans plus. 

2. J'appellerai problème P la recherche d'un élé-
ment emprunté à une catégorie AT nettement délimitée 
et soumis à des conditions assignées. Je supposerai 
l'invariance de K et des dites conditions par un grou-
pe G de transformations, dont chacune est un auto-
morphisme de K sur elle-même. L'ensemble de» solu-
tions de P possède alors la même propriété d'inva-
riance 1G mais celle-ci peut ou non se produire pour 
une solution prise isolément. L'invariance a lieu 
par exemple si cette solution convient, cela à titre 
unique, à un problème Pi déduit de P par adjonction 

(') Cf. 0, RoLn.uMttn — f.t4 principe* de :'.1 íy- giomítri/jue, 
t. [I, fuse. A, ch. 1, p. 1 cl 10; cb. VII, p. 10S; ch. IX, p. 143, 
ICD, 170, 181. 

de conditions supplémentaires soumises à la même 
hypothèse d'invariance IG que ci-dessus. La conclu-
sion peut encore subsister, même s'il n'y a pas unicité, 
lorsque certaines modalités topologiques sont rem-
plies: telle, l'absence de solutions arbitrairement voi-
sines de iS, au cas o i G est uii groupe de Lie. 
Mais, si l'on ne fait aucune hypothèse adéquate, la so-
lution S ne participe pas en général, au caractère 
d'invariance IG. Un exemple banal est celui où, K 
étant te plan euclidien, on donne un champ vectoriel 
invariant par les rotations autour d'un point fixe O: 
les courbes tangentes au champ en chaque point ne 
sont pas en général des cercles de centre O. C'est 
l'ensemble de ccs courbes qui reste invariant par 
rotation. 

Il y a pourtant des cas voisins où cette remarque 
simple a été méconnue: tels tes premiers essais sur 
leB figures d'équilibre d'une masse fluide homogène 
on rotation uniforme autour d'un axe, sous influence 
de l'attraction newtonienne. Certains ont d'abord 
pensé que chaque figure d'équilibre est de révolution 
autour de l'axe (*). 

3. A la suite de ces généralités, prenons le pro-
blème de Caucliy pour une équation 

f(x,y,z,p, g-) —0 

et pour une courbe donnée Co lorsque / = 0 et C0 pos-
sèdent l'invariance par rapport à un groupe continu 
G h un paramètre. Tout cela répond bien aux suppo-
sitions du n.D 2, 

( ' ) I.A>'.A^o!*. a éld cr i t iqué i cot égnrd on ;í 1 vors t a ï t o s 
( \ : i.'..> du I. i.J K s K- I )ui j (; h i.r.r. t. I, p. 19 dos iï - sn m mette Werkt 
itä j A c o n r ; t . II du Sy-iieme du , 2.» -V'. ' par O . dû P o H 
TKCDL'LlLST p . i )" Dt SGT.) MI< CD II'(>SpR5 pOllT rOCOUTS à dus 
considérations de symétrie d'Hilt;ur.t'S. 

A y a n t cufrûtiuiiiinii fast la ir. K o un équat ions p o u r la cas des 
olHpstl idoi , ] . A ' n A N i I K o u i l l e sonl&motst la s o l u t i o n aux tro is 
a x o n inégaux qu'i l ótr.11 r é s < - v à -ïaeobl dfl d é c o u v r i r . 
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J'ai déjà signalé à cet égard |i) deux points impor-
tants. 

a) D'une part, le problème P actueî admet des so-
lutions, engendrées par des courbes C , qui à l'exem-
ple de Co, sont des trajectoires du groupe G et 
qu'on trouve en résolvant le problème de Cauchy 
pour une équation différentielle ordinaire du pre-
mier ordre, à savoir /(y , 1 , 0 , — ^ = 0 si C0 est 

V dyJ 
Ox et G est le groupe des translations parallèles à 
OJ; (3). II arrive même qu'on obtienne ainsi toutes 
les solutions de P : cela se produit quand, par adjon-
tion à l'énoncé de P d'une condition supplémentaire 
elle-même invariant? par G , on assure l'unicité, pour 
la solution du nouveau problème qui se présente 
alors. En atteignant cette unicité, on assure l'inva-
riance par G de la surface intégrale demandée dans 
P i , ou encore, le fait qu'elle se laisse engendrer par 
des trajectoires de G . 

b) D'autre part, un tel mode de génération peut se 
trouver exclu, faute de pouvoir, dans les conditions 
indiquées, tabler sur le passage de P à un certain 
l ' i à solution unique. J'ai déjà signalé, sous forme 
analytique, le cas où P est le problème de Cauchy 
pour FLY—A—0 et l'axe OJ:. L'intégrale générale est alors 
constituée par les conoïdes d'axe OJS et de plan directeur 
yOz, lesquels conduisent bien à l'équation indiquée, II 
est clair que l'un deux, pris au hasard, ne se réduit pas 
à un cylindre do génératrices parallèles à O i . Dans 
ce cas, l'invariance par les translations le long de OLC 
a lieu pour l'équation donnée et pour C0 ; elle a lieu 
aussi pour l'ensemble des solutions, mais elle dispa-
rait pour une solution prise au hasard. 

Voilà le type de singularité sur lequel j'insiste ici, 
et qui dans l'exemple cité provient de l'annulation 
des coefficients sur OJ:, jouant le rôle de ligne C . 
Cette annulation empêche de pouvoir réaliser les 
hypothèses qui entraîneraient l'unicité do certaines 
solutions passant par C . 

3.111" Tous les exemples qu'on peut tirer du précé-
dent par le jeu d'une transformation ponctuelle s'at-
tachent à des équations qui sont linéaires en p,q. 
Il n'est pas inutile de donner un exemple de la même 
nature pour une équation non linéaire. On prendra la 
suivante 

(E) j>qz (xi — y') + py + »*) — 1X + Vr) — 0 

laquelle admet le groupe G des homothéties par rap-

port au point 0 et ainsi, possède une famille d'inté-
grales qui sont réduites à des cônes de sommet 0 . 
Leurs traces sur le plan z*=l vérifient une équation 
différentielle ordinaire, obtenue en écrivant que le 
vecteur (p,q, — \) normal à un de ces cônes est 
colinéaire au vecteur (— y'z , z , xy' — y) représentant 
le produit vectoriel de ( l , y ' , 0) e t (œ ,y , z ) . D'où 
l'équation cherchée 

1+y 2 l + sc* 

On trouve des cônes du second degré 

+ y7' + s1 — 2 mxy — m2 s2 =• 0 

(') o. Hrv. r.1 C:IS II — Sur le problème de Canthy — Bull. Se. 
Malti, 2, L X , 193G, p. 200-£09. 

t1) Au moins localement , on établit que les autres cas de P 
peuvent se ramener A celui-là par une IraobforBietlop ponctuel le 
appropr iée . 

Soit maintenant posé le problème de Cauchy pour 
l'équation (E) et pour une droite issue de 0 (laquelle 
est bien invariante par G) . Il est facile de voir que 
si cette droite A ne coïncide avec aucun des axes, cha-
cun des deux cônes (toujours réels et distincts) de la 
famille r passant par cette droite jouit de la propriété 
d'unicité pour le problème P\ de Cauchy concernant 
E , ainsi que A , lorsqu'on choisit une des bandes for-
mées, sur l'un de ces cônes, [ftr les éléments de con-
tact ayant A pour support ponctuel. 

Mais tout change quand A coïncide, soit avec Ox, 
soit avec Oy. Il sufiït pour s'en convaincre de 
noter que (E) admet, pour toute valeur de la cons-
tante X, la solution z = \xy. 

Cela donne pour intégrales des paraboloïdes hyper-
boliques passant par OJ; et par OY . Le problème de 
Cauchy, posé pour (E) et pour l'une de ces droites, 
admet donc bien une infinité d'intégrales qui ne sont 
pas réduites à des cônes de sommet 0 , Il subsiste 
d'ailleurs la question de voir s'il n'en existerait pas 
d'autres encore. 

4. Les considérations de l'exemple ci-dessus vont 
nous servir de transition vers un ensemble de sujets, 
qui semblent peu étudiés, et dont le thème essentiel 
est la mise en relations des systèmes triples ortho-
gonaux avec certaines équations f (x , y , z, p , ç) — 0 . 

Prenons d'abord pour / um polynôme du second 
dégré quelconque en ce qui conduit à une 
équation / = 0 que déterminent 5 familles d'intégrales 
à un paramètre, pourvu qu'en un point courant M, les 
5 normales aux surfaces de ces familles passant en 
St définissent sans ambiguïté un cône du second 
ordre. Si 3 de ces familles 

introduisent une transformation localement biunivo-
que, cela permettra de ramener J = 0 à la forme 
canonique 
(K) pq + A (x , y , e) q + B (a , y , z) p — 0 
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on indifféremment 

P 1 
forme englobant l'équation (E) du n.° 3hl\ Chaque 
plan parallèle à un plan de coordonnées est alors une 
intégrale et il suffit do 2 nouvelles familles F" e F" 
d'intégrales pour fixer l'équation. Le cône des nor-
males en un point M contient alors les parallèles aux 
axes issus de M , los normales à chacune des surfa-
ces passant par M dans F' et F" ; ce qui le déter-
mine en général. Ainsi, dans le cas de (E), la détermi-
nation du cône des normales peut s'achever en 
recourant à la double famille F ' , F " constituée par 
les cônes (F). Notons encore, qu'en posant 

U " + y1 , « = s2 + x1 , 

(E) a deux familles FJ , F1,' d'intégrales obtenues en 
prenant U fonction de u seul. En effet, cela con-
duit à prendre 

dU , 
pz = — - (x + pz) y + qz . 

au 
dU 
du 

qz 

d'où, en portant dans (E) les valeurs de p et de q 
exprimées en U1 ( = dUjdu) et simplifiant 

( î 7 - u ) U> 

ou 

d'où 
U - uU" - 0 

v / t 7 ± / â = eonst. 

Les familles F",, F1,' sont donc obtenues comme lieux 
de points dont la somme ou la différence des distan-
ces aux axes 0 x , 0 y sont constantes. Dès lors les 
intersections des surfaees de ccs familles forment, 
comme il est connu, les trajectoires orthogonales aux 
paraboloïdes xy = iz, surfaces qui parachèvent avec 
celles de F\ , F"{ un système triple, composé de 3 fa-
milles d'intégrales de (E), 

4M'. Soient maintenant deux systèmes triples ortho-
gonaux quelconques STOi , STO, . En chaque point 
M, interviennent deux trièdres trirectangles dont les 
arêtes sont les directions principales. Ces deux triè-
dres son sur un même cône du second degré f(M). 
L'équation aux dérivées partielles ayant i ( .V) pour 
cône des normales sera do la forme 

(K,) ^ ( p ' - l J + B i ^ - l ) +2Cpq + 2Aq+,2Bp-Q 

En particulier, si ST02 se réduit aux trois familles 
de plans parallèles aux plans de coordonnées, familles 
qui constituent le système noté sto, cette équation 
par annulation de Ai et de D\, prendra la forme 
(K). 

A supposer que ces équations puissent être de 
quelque utilité pratique pour la recherche de systèmes 
triples orthogonaux, il est indiqué d'étudier d'abord 
l'équation (K), 11 s'agira donc de décider dans quelles 
conditions il existe pour (K) 3 familles d'intégrales à 
un paramètre, et qui eonduisent à un STO distinct de 
jr]o. Qu'il s'agisse de (K) ou de (KJ cela se pro-
duit d'ailleurs, avec apparition d'une famille conti-
nue à un paramètre de STO, lorsque les fonctions de 
x , y , a désignées par des grandes lettres et figurant 
comme coefficients se réduisent à des constantes. 
Toute génératrice du cône i (Af ) peut alors jouer le 
rôle de direction principale pour un de nos STO. 

Mais pour une équation du type (Ii) choisie d'une 
manière quelconque, on pressent qu'elle ne fournit 
aucun STO distinct de sto, A cet objet, prenons 
une fonction de point h (M) dont les surfaces de niveau 
ne forment pas une famille de Lamé. En chaque point 
M , faisons passer -le cône -y (M) par les trois paral-
lèles aux axes et par les deux tangentes principales 
à la surface de niveau de k qui passe on ce point. 
Nous aurons une équation du type (K) dont le mode 
d'obtention, sans donner de certitude négative, laisse 
copendant peu d'espoir d'obtenir un STO. 

En effet, à supposer qu'un tel STO existe sa re-
cherche pourrait s'amorcer à partir du principe sui-
vant, applicable indifféremment à la forme (K) ou (Kf) 
de l'équation / = 0 . Envisageons une surface inté-
grale s . En un point M , le cône y (M) , qui porte 
la normale à s , coupe le plan tangent suivant deux 
droites rectangulaires Mu, Mv. Pour que s soit 
élément d'un STO indu dans l'ensemble dos solu-
tions de / = 0 , il faudrait qu'en chaque point de s ces 
tangentes Ma, Mv soient principales. Ce sont là des 
conditions nécessaires, mais en général non suffisan-
tes. Ayant formé l'équation du second ordre à laquelle 
doit satisfaire s pour que les tangentes rectangulaires 
M «, Mv, soient aussi conjuguées, il faudra chercher 
s'il existe des solutions communes à cette équation du 
second ordre et à la proposée / — 0 . Si l'on a pu déter-
miner les surfaces > pour lesquelles cette circonstance 
se produit, et même si l'on en a obtenu une famille à 
un paramètre, on devra encore s'assurer que, pour 
leurs lignes de courbure d'un des systèmes, il existe 
dos trajectoires orthogonales, ce qui introduit une 
condition nouvelle. Or dans le cas envisagé à l'alinéa 
précédent, la famille d'intégrales à un paramètre dont 
on est parti pour déterminer l'équation présente bien 
la coïncidence en chaque point des directions Mur 
Mv avec les tangentes principales, et no satisfait pas 
aux conditions supplémentaires dont nous venons de 
parler. Il est à craindre que la même impossibilité 
se présente pour d'autres familles d'intégrales qui 
auraient aussi la même propriété de coïncidence. 
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Les difficultés actuelles n'ont rien qui puissent sur-
prendre en des problèmes où, au lieu de chercher des 
intégrales d'une équation aux dérivées partielles dont 
chacune se détermine isolément, nous cherchons par 
exemple 3 de ces intégrales u , « , u pour l'équa-
tion suivante solidaire de (K) 

1 B 

en les soumettant à des relations mutuelles telles que 
dans le cas présent: 

grad tï, grad v> = grad w . grad « — grad « . grad tt — 0 

Il s'agit ici en fait de la compatibilité d'un système 
de 3 équations du prémier ordre à 3 fonctions in-
connues, ce qui ne peut manquer d'amener à des 
calculs assez complexes. Il y aura donc lieu de com-
mencer, dans le champ défini par les considérations 
précédentes, par l'examen de problèmes plus simples 

5. Tel sera le cas de la question suivante : 
On se donne deux équations aux dérivées partielles 

du premier ordre 

f ( * , y , p> s) =*o g(», jr» » , p, a) — O 
qui définissent ou non le même ensemble d'éléments 
(x , y , z , p , q) . On demande s'il existe deux champs 
scalaires u(x,y,z), v(x,y,z) tels qu'il y ait ortho-
gonalite' entre chaque surface de niveau du premier et 
chaque surface de niiteau du second, le long de leur 
intersection, tels en outre que les surfaces u — CM 
soient des intégrales de f=0, et les surfaces t> = const. 
des intégrales de g — 0 ? 

( ' ) En marge de notre exposé, il est ban d 'observer qu'en 
partant d'un système triple orthogonal donné, on pourra tou-
jours le définir comme le système des intégrales communes e u x 
dlveraos équations f (x , y , t , p , q)=^0 telles quo / toit on 
polynôme du second degré on p . 7 , le cône f ( J f ) des norma-
les eu chaque po iot .if devant passer par lea t r o u arûles du 
trlédre qui est principal pour le STO donné en ce polot . Cette 
classe d'équations pourra s 'écrire, en Appelant U , Y , W des 
polynômes du degré eo p , q , à coeff icients fonctions de ai, y , 
a t sous la formo 

a fi 7 
u v w 

en appelant dea fonction* arbitraires de je, y , * , U 
ost entendu que chacune des équations telle quo < ~ 0 exprime 

l 'orthogonal lté du vecteur p , q , — 1 à un recteur u on 
( j i , , n , Ci) donnant la dlréctlon d 'une arête du trlfadre principal 
en un point courent. Eu posant 

U=A, t>-f- S, î — C, , P -)- fl, q — C,, W=A,p - f B,q — C,, 

on aura donc entre les trois voctours u , t , u les roletlens 
qui expriment l 'orthogonal lté de deux d 'entre eux. Ces vecteurs 
sont d 'ai l leurs complètement déterminés par le ralt qu'on part 
d 'uu STO donné. 

La question pourrait être étudiée en géométrie 
riemannienna, mais sera limitée ici au cas euclidien. 
Si l'on écrit sous la forme 

les équations exprimant que le vecteur est 
normal au point x ,y , z à une intégrale soit de / = 0 , 
soit de .7—0, on devra prendre 

f(x,y,z,p,q) = F (x, y, 1) 
g(x,y,z,p,q)*-G(x,y,z,p,q,-:t) 

Les champs scalaires u et v demandés seront définis 
par le système 

F ( « » * ( » ! « • ( « » t« . ) = 0 
(S) G (a , y , s , v, , v,, v,) = 0 

u, v, -f u, t., + u, t., - 0 
La recherche de solutions de {S) s'amorce en notant 
que les surfaces t>=-c." satisfont à l'équation 

dz — pdx -f- qdy 

où p , q sont des fonctions de x , y , z , définies par 
les équations simultanées 

g(x,y,z,p,q)~0 
<a(x,y, z,p — Up + Vq — W = 0 (où U = « , , 

V*~ur, W-u,) 

Comme il est connu, la condition d'intégrabilîté s'écrit 
alors 

». 9, + U, + u, (pg„ + qgt) — (g, -f pg,) — 
- », (9, + 35.) - 0 

ce qui, pour un champ vectoriel U, V, W et une g 
quelconques donne la condition 

(Uxp + VIq — W,) g„ + (U,p + F, q - Wt) g, 4 
+ (V,P + V.q - W,) (pg, + qg,) -

- (Ug,+ Vg„ + Wg.) = 0 

p , q représentant l'an des couples de valeurs, fonc-
tions de x, y , s, U, V, W, déterminés par g = 0 , 
u 0 . Lorsqu'on choisit pour (U, V, f f ) le gra-
dient de u, on est ainsi conduit h une équation 
aux dérivées partielles du second ordre, linéaire par 
rapport aux dérivées secondes. En général la pre-
mière équation F — (I du système (S) n'a en commun 
avec l'équation ainsi formée d'autre solution que 
u eonst. Sauf en des eas particuliers, il n'y a donc 
pas de système doublement orthogonal comprenant 
une famille à un paramètre d'intégrales de / 0 et 
une famille anologue pour ^ = 0 . 

6. C'est ce résultat qu'il s'agit d'appliquer lorsque 
f et g coïncident avec une expression de la forme 

/ = ff- 1 + 
A B 

f . — 
P 1 

• ni 
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ce qui conduit à écrire simultanément 

I A B 
u, u, u„ 

J B 
(u„ p + uxvq- u„) — + (u„ p + u„,q - u„) — + pï qi 

t (A B\ (A, B,\ 

\ p 4 / \i> ? / 
où l'on prend pour 5 l'un des couples déterminés par 

/ — 0 + u„ q — «, = 0 

L'équation / — 0 équivaut à 

(p + A) (3 + B) AB 

ce qui permet de poser 

p-A (i-1) î - B g - l ) 

où t est l'une des racines de l'équation 

Au. (i - 1) + Bu, g - l ) -w,-0 

On voit que, malgré les précautions prises, l'équa-
tion du second ordre qui conditionne la fonction ti, 
cela concurremment à l'équation 

u, u, u, (Bu, Au,) , 

est une équation assez peu maniable. En dehors de 
solutions communes évidentes I Ï + « i , fiff -f- , 
7* + Tftj il est difficile de prévoir, dans une discus-
sion systématique, ce que sera l'ensemble de toutes 
les solutions communes. 

Il n'eu est pas moins important d'avoir signalé cette 
voie assez incommode, car lorsque A,B sont des 
fonctions do types particuliers, il n'est pas exclu 
qu'elle puisse se prêter à des simplifications. 

Pour clore ces généralités, notons qu'à partir du 
moment où, ce qui s'est présenté par exemple dans 
{4), deux familles d'un STO sont des intégrales d'une 
équation du type (K) , alors, il en est de même de 
la troisième. Mais ce cas suppose remplies des condi-
tions vraiment trop favorables pour offfrir beaucoup 
d'intérêt. 

7. Tout un champ de recherches apparaît quand 
on introduit diverses hypothèses annexes: a savoir 
par exemple, que l'équation de type (K) admette 
l'invariance, ou bien par les translations parallèles 
à une direction fixe, ou bien par les homothétiea 

faites d'un point fixe comme centre. Les problèmes 
concernant les systèmes triples orthogonaux détenant 
t'un de ces modes d'invariance ont d'ailleurs été 
sérieusement étudiés indépendamment des considé-
rations actuelles (*). 

Or ces dernières présentent parfois de l'intérêt. 
Reprenons par exemple, le système formé des quadri-
ques homofocales définies par l'équation 

(Qx> 
a ' + X 

J Í L + — — t 
Jî-f-x c'-f-X 

et des diverses quadriques homothétiques des (Q*) 
par rapport à l'origine 0 dans un rapport quelcon-
que. Ce système fournit une intégrale complète d'une 
équation qui s'obtient en éliminant X entre les deux 
suivantes 

x pz 
+ 4- 0 

qz 

ce qui donne 

(iJ — c=) q (x + pz) — {a* — c*) p (y -f qs) . 

L'équation obtennue est du type (K) , et jouit de 
l'invariance I c par le groupe (G) des homothéties 
de centre O. Réciproquement, pour toute valeur 
constante du rapport a;'fi, l'équation 

(H) - 0 

détermine à une homothétie près de centre O un 
système de quadriques homofocales. L'équation (H) 
convient aux surfaces dont une normale quelconque 
SttT, coupant en N le plan xOy, donne lieu à la 
propriété suivante: entre la direction ON et celle 
Ou de la trace sur xOy du plan parallèle à MN 
mené par 0z, existe une correspondance homogra-
phique de rayons doubles Ox ,Oy. En prenant une droite 
fixe A issue de 0, les normales menées aux (Q^) en 
leurs intersections avec A sont parallèles aux généra-
trices d'un cône du second degré passant par A et 
par les axes de coordonnées. Grâce à quoi, intervient 
une équation du type (K) , ce qui ne se produirait 
évidemment pas en partant d'un STO quelconque 
et des sea homothétiques par rapport à O. 

Nous venons de constater la présence d'une famille 
continue à un paramètre de STO satisfaisant à 
l'équation (H) , douée do l'invariance IG . Cette inva-
riance convient à la famille continue précédente, prise 

( S ) O . DISHOUX—Leçon e tur lté tyttlmet tn pi et orthogonaux 
et ta coordonnée* curriligna B." âdiUun, 1910, livra 1U, cb. VIU. 
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en bloc, en restant étrangère à un quelconque de ses 
éléments, ce qui donne un nouvel exemple à l'appui 
des remarques tîu n." 2, 

8. Cela suggère d'essayer de caractériser, entre 
les divers S'PO, celui des quadriques homofocales cen-
trées en O , par un propriété des normales à ces sur-
faces en leurs points situés sur quelque droite fixe 
O i , propriété conduisant à une équation du type 
(K). Par exemple, ont peut songer à remplacer l'équa-
tion (H) par l'équation plus générale 

où le rapport AjB ne dépend que de xjz, yjt, ce qui 
assure l'invariance /gt 'Une telle équation se dis-
tingue d'autres plus générales et notamment de 

x v 
C+ A— + V-=O 

pz qz 

par lo fait d'avoir pour solutions les sphères + f-
•f s ! = f ! , Or L'adjonction d'une telle hypothèse est 
assez naturelle, vu la tendance d"ellipseiïdes homo-
focaux, dont le petit axe croit indéfiniment, à devenir 
homothétiques à des sphères : cela explique ce fait 
que le cône du second degré rencontré à la fin du 
n.° 7, passe par OA . On pourrait choisir (il]) de 
manière à lui donner pour solutions les cônes d'une 
famille à un paramètre avec 0 pour sommet commun, 
famille prise de manière que par chaque point, il 
passe un cône et un seul. Dans les solutions de (Hj), 
serait alors inelu le STO formé par les sphères de 
centre O, les cônes précédents et ceux qui les 
coupent orthogonalcment. Mais l'intérêt se porte ici 
vers les (Hj) incluant d'autres STO, tous homothé-
tiques par rapport à O de l'un d'entre eux. 11 s'agi-
rait de savoir si les conditions assurant l'existence 
d'une telle famille de STO peuvent être satisfaites 
en d'autres cas que celui où AjB reste constant ('). 

D'après une idée signalée an n.° 41'1', on aurait des 
conditions nécessaires en exprimant l'existence de 
solutions communes à (Hj) et à l'équation du second 
ordre 

Ax gr + [(^. + ZÎ) s — Avp — Byg] $ + By pt •= 0 

formée en écrivant que pour chaque point d'une cer-

( ' ) Ço cas est Insigne à d'autres titres. Par exemple , il émer-
ge par J'Invariance que i l 0 1 . 1 [Fi) rfllaiiTvnMDt aux transfor-
mations menant d'une suriaco il une surface par&ll&le; ou encore ' 
par la propriété pour (H.) d 'admettre une surfnco intégrale non 
déve lorpaMo ot non sphérlquo, roduito k u : i qgadrique ^ y i n «i 
trique par rapport aux trois plans do coordonnées* 

taine intégrale de (Hj) , les tangentes orthogonales 
Mu, Mu sont aussi conjuguées. Le calcul peut se 
faire en prenant B = 1 , mais reste assez pénible, 
sans toutefois exclure des possibilités do recherche. 

9. Le cas des paraboloïdes liomofocaux appelle 
aussi des remarques intéressantes. L'équation aux 
dérivées partielles à laquelle satisfont, avec ces para-
boloïdes, leurs translatés parallèlement à leur axe Q> 
est de la forme 

(h, 
p i 

o i e désigne une longueur constante. Or, tandis que 
dans l'équation (H) du n.° 7, relative à des quadri-
ques homotocales concentriques, se trouvait inelu 
un STO formé par les sphères de centre O et les 
cônes asymptotes de ces quadriques, il ne subsiste 
ici aucun vestige d'une propriété analogue. Le rôle 
des sphères de centre O passe aux plans z = const. 
mais dans ces plans, on ne peut définir de courbes 
qui viendraient supplanter les sections sphériques de 
nos cônes. En effet, dans équation solidaire de (h), 
soit 

u, ( l a , - - y U;) + eu, «„ = 0 

l'annulation de u, implique celle du produit u„ , si 
bien que le seul système triple inelu dans (h) et pouvant 
apparaître de la sorte est le banal sto du n.° 4btl. La 
caractérisai!on éventuelle des paraboloïdes homofo-
caux au sein d'une classe d'équations du type (K), inva-
riantes dans les translations parallèles à Qz, est 
donc à fonder, semble-t-il, sur des principes assez, dif-
férents de ceux qui nous ont conduit par exemple à 
isoler le cas des équations (H () (*). 

Dans ces recherches, où certains ternes de solutions 
empruntés à la solidaire d'une équation du type (K) 
doivent fournir un S'IO, il serait intéressant, en 
général, de délimiter les ensembles d'équations do 
cette nature, où par le jeu des conditions assurant 
l'existence de tels ternes, il n'émerge qu'un système 
très restreint d'éléments : sorte -le quantification géo-
métrique, analogue à celle qui se produit quand, poui 
chercher une fonction uniforme a de a;, y, on est 
conduit à écrire par exemple 

ds = dU (x , y) + / (x) (xdy —ydx) 

où U est une fonction uniforme donnée et où X est 
une constante indéterminée. En ce cas simple, il n'y a 
de solutions qu'en égalant le paramètre X à l'une des 
racines de / = 0 . 

( ' } Notor cependant que (b), comme (H), est Invariant pat 
parallélisme. 


