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Remarquons que les conchoïdeB du cercle (Af) corres-

pondent à la valeur infinie de la constante Ci . 

Pour (?! = £!, nous trouvons T=— a cos (; la eourbe (AT) 
se réduit à l'origine 0 qui joue le rôle de cerele-point. 

Enfin, pour C ] = 0 , la courbe (iV) du sixième degré 
admet pour équation cartésienne la relation : 

+ ( p + t f + Z a Ç) + + rf-i - t j - 6 » ) - 0 . 

Ainsi, nous voyons que les eoncboïdes de cercle et 
avec elles, la plus simple, la cardioïde, se placent 
parmi les dégénérescences des courbes intégrales de 
l'équation de Riccati. Elles s'ajoutent aux coniques 
et cubiques circulaires qui, nous l'avons vu dans une 
précédente note (Gazeta de Matemática^ Lisbonne, 
Août 1947, n." 33), peuvent correspondre également 
à des cas dégénérés de l'équation de Riccati, 

Os pofencia/s escalar e vectorial e os espaços 
a conexão simples e múltipla 

por Luís Freire fRecife) 

Espaço de simples conexão linear ou simplesmente 
conexo linear; aquele em que qualquer linha fechada 
de Jordan (simples — sem pontos múltiplos) ou con-
torno de Jordan que nele se trace, podo, por deforma-
ção contínua, e sem dele sair, reduzir-se a um ponto. 

Exemplos: os espaços interior e exterior a uma 
esfera, o espaço interior a um cilindro, a superfície de 
uma esfera (daí as superfícies simplesmente conexas). 

Espaço multiplamente conexo linear: aquele em que, 
dentre as curvas fechadas de Jordan que nele se po-
dem traçar, há as que, por deformação contínua, e 
sem dele sair, jamais se reduzirão a um ponto. 

Exemplos: o espaço exterior a um cilindro — as 
curvas que envolvem o cilindro, estão naquelas con-
dições; os espaços interior e exterior a um toro; a 
superfície de um toro (daí as superfícies multiplamente 
conexas). 

Nos espaços simplesmente conexos lineares é sempre 
possível fazer passar por um qualquer dos seus con-
tornos de Jordan uma superfície regular bilateral e 
continua — diafragma — que neles fique inteiramente 
contida. 

Ao contrário se dá com os espaços multiplamente 
conexos lineares. 

Espaço de simples conexão superficial ou simples-
mente conexo superficial: aquele em que qualquer su-
perfície fechada de Jordan que nele se trace, pode, por 
deformação contínua, e sem dele sair, reduzir-se a 
um ponto. 

Exemplo: o espaço interior a uma esfera. 
Espaço multiplamente conexo superficial.* aquele 

em que, dentre as superfícies fechadas de Jordan que 

nele se podem traçar, há as que, por deformação con-
tínua, e sem dele sair, jamais se reduzirão a um ponto. 

Exemplo: o espaço exterior a uma esfera — as su-
perfícies que envolvem a esfera, estão naquelas con-
dições. 

Nos espaços simplesmente conexos superficiais, o 
volumo delimitado por qualquer de suas superfícies 
fechadas, está inteiramente contido em tais espaços. 

Ao contrário se dá com os espaços multiplamente 
conexos superficiais. O espaço exterior a uma esfera 
é, pois, simplesmente conexo linear e multiplamente 
conexo superficial. 

Para os espaços de simples conexão linear, em 
que reinam campos de vectores u , e para os quais 
V Au —0, tem-se, aplicando o teorema de Stokes a 
uma de suas curvas fechadas e à superfície que nela 
se apoia não deixando o campo: 

J V A « X í / * = - 0 , 

£J 

isto é, J"u X ílx — J u x dl = 0 

Xi >.< 

ou Juxd\e* Juxdx (Pt) , 
li Xt 

o que diz: o integral de uxdl a partir de Pq ó in-
dependente do caminho X que termina em Pt— ele 
tem um unieo valor. 

Assim, J liXíft —<f>, sendo f uma função escalar 
X 

uniforme ou monodroma dos pontos do campo; uma 
função escalar monodroma de posição, pois. 
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Daí KxrfX = í&p = V<pX£Ífc, portanto, ti — V ^ j é : 
Sti ein um espaço simplesmente conexo se tem, para 
um campo de vectores ti nele contido, V A « = ® . o 
voctor ti é o gradiente de uma função escalar uniforme 
ou monodroma de posição. 

Como o integral acima é independente do caminho, 
a esse campo se dá o nome de acidicó. 

Pt P, 
fitXdX—y se escreve melhor J" uxíix— t —^. 

A íp dá-se o nome de função do campo, e a — ip, que 
se faz igual a V, o de potencial do campo. 

Quando u è uma força, 9 é a função de forças sim-
plesmente (função do campo de forças), e V o iMen-
ciul de forças. 

A última relação diz, então, que o trabalho da força 
em um campo aciclico, é independente do caminho per-
corrido, e igual à diferença da função de forças nos 
pontos final o inicial ou do potencial nos pontos ini-
cial e final fa - <po - - F j - ( - F ( ) - F , - F , ) . 

Quando um vector é o gradiente de uma função es-
calar de posição, chama-se-lhe de vector potencial. 

Teorema reciproco: Se (j) uxt /5 .=0 , 11—Vç, 

Com efeito, de acórdo com a hipótese, temos : 
PT P, PT P> 

fuxdx + Juxdx^0, fuXd\+- y«xA = 0, 
A O . ) -P»U i ) '•'< () . ) (X>) 

pt P, Pt 
I" u X d* -f / * « X d\ — 0 , ou Juxdl 

P>Cú pdxt) _ _ Piíi) 

P, 
P, 

J" uxdX 

P, 

t b.) 
PI PT FT L'T 

fuXd\<~ fuXd\, J irxift. = Juxd)-, 
UI) P< UO P-M P>M 

Pt t', 
I uxdX . Portanto : j u x dk — 

<U.> pÂ) 
PI PT 

Cu x tix = íuxd\ — j"uxd\, isto <5, a cir-
, U i > A ( x . ) - p . a . ) 

cuitação de u depende apenas de P j e P 2 e não dos 
X, desde que as trajectórias estejam contidas inte-
gralmente no campo do vector. Pt 

Isso corresponde a afirmar que j* uXdX — valor 
PI (X qualquer) 

único, isto é, <f (P) • Daí t i x A - r f f , sondo y uma 
função escalar de P, uniforme. Mas \7<fXd\—d<p, c 
sendo uxdx—dtf , tem se «— V ? • 

Consideremos agora os campos contidos em espaços 
multiplamente conexos lineares. 

Para as curvas fechadas que em tais campos se 
podem reduzir a um ponto, nas condições já definidas, 

tem-se ainda a relação (j) ftXíft,-=0 condicionada a 
V A « = 0 . 

Para as curvas que a tal não se reduzem, virá, então, 
desde que a superfície u não se contém inteiramente 
no campo considerado : 

f u x d k depende, então, do caminho V. O campo é, 

pois, cíclico. 
Mantendo ainda u como gradiente de tp, será o 

uma função escalar poliforme ou polidrorna. 
Assim o potencial do campo será polidrómico. 
Portanto, um campo irrotacional pode derivar de 

um potencial monodrómico ou polidrómico. 
Para este último caso não tem sentido a superfície 

de nível ou equipotencial. 
Sejam campos B contidos em espaços de conexão 

simples superficial e tais que V x í í = 0 . 
Portanto, B = \?/\A, sendo A o que se chama o 

potencial vector de li. O teorema do Green dá: 

I* VxBdr— JBxdt— I VAJIXA- (f) Axdl^O. 
T a a 

No caso em que o campo so contém em espaços de 
conexão múltipla superficial^ mantendo-se a mesma 
condição V X Z i = 0 , e, portanto, l i = ^ / \ A , os in-
tegrais acima são ainda nulos para as superfícies do 
campo que se podem reduzir a urn ponto, nas condi-
ções já definidas. 

Para os que a isso não se reduzem, (j) A x d i . ^ 0 , 

pois, o volume r não ostá inteiramente contido no 
campo considerado. No 1.° caso o potencial-vector é 
monodrómico, e no 2." é polidrómico. 

Observações. Representamos aqui os gradientes, 
divergências, e rotacionais, por meio do V (nabla), 
que, como sabemos, é um operador diferencial dado 

por — i + — j +* •— £ • Grad s - V o , div l i - V X » , 
tte dy à2 

r o t « * - V A « f os sinais x e A representando respec-
tivamente os produtos escalar e vectorial de dois 
vectores. 

A linha de Jordan que consideramos é a da última 
definição de Jordan, isto 6, o extremo do paradoxo 
de Peano. 

Uma superfície de Jordan (simples — sem pontos 
múltiplos) ó constituída por um conjunto de pontos 
omeomorfo a uma superfície esférica. 

Ela divide o espaço em duas regiões, como o fazem 
com o plano as linhas fechadas do Jordan: são as re-
giões a pontos internos e externos. 


