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GAZETA DE M A T E M ATIÇA 

I I - E S C O L A S ESTRANGEIRAS 

Bacca lauréat de Mathématiques é lémentaires — 

Paris — Sess ion do j u i n , 1948. 

(Durée de l'épreuve: 3 heures) 

I 
2 7 3 0 — Établir les formules de transformation d'une 

somme ou d'une différence de 2 sinus ou de 2 cosinus. 
Problème inverse — Application : résoudre l 'équation: 

cos 2x + cos 6 i = sin 3 » — sin 5x . 

2 7 3 1 — E t u d i e r les variations et representation 
graphique de y — x ! — x + 2 , en prenant pour unité 
le double centimètre. On considère la droite qui passe 
par les points ; 1 { 0 , 2 ) et 7 i ( l , 0 ) . Evaleur l 'aire 
géométrique comprise entre cette droite et la courbe 
représentative do y . 

2 7 3 2 — Epure de l ' intersection d'un plan et d 'une 
droite en géométrie descriptive et en géométrie cotée, 
lorsque le plan est défini par doux droites parallèles. 

II 

2 7 3 3 — D'un point 0 fixe, pris à l 'intérieur d'une 
parabole donnée, de foyer F et de directrice A , on 

mène la parallèle D à son axe : Soit P le point où elle 
coupe A . 

a) Construire le point d'intersection I do la droite 
D avec la parabole, ainsi que la tangente (T) en 1 à 
cette dernière. 

b) On considère un cercle variable (e) passant cons-
tamment par les points 0 et P ; soient S i et S i les 
points où i l coupe { ' / " ) ; soient T\ l ï les tangentes 
autres que ( T ) , menées des points 6'j et S j à la para-
bole donnée ; et \I2 leurs points de contact et P i 
et P2 leurs projections sur A . 

Démontrer que 7 j est parallèle à OS2 et que TV est 
parallèle à O S j . 

c) So i t Q l 'intersection des droites T\ et 7 j . Quel 
est, quand le cercle (c) varie, le lieu géométrique de ce 
point Q ? 

cl) Montrer que, parmi les cercles (c) , il y en a géné -
ralement un qui est tel que les droites OSi et OS z 

soient perpendiculaires. 
Que peut-on dire de la position correspondant de Q1 

Cas d 'exception. 
„ . W MîQ e) Démontrer que I on a toujours — 

Si O Mt Si 
Qu'en conclut-on pour les points Afi M j et O'i 

M A T E M A T I Ç A S S U P E R I O R E S 
PONTOS DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E FINAIS 

I —ESCOLAS PORTUGUESAS 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 
COMPLEMENTOS DE ÁLGEBRA 

F. C. L — ÁLOBDBA SurüBion — 2.° exame de f r e q u ê n -
c i a — 1947-48. 

2 7 3 4 — Certa função diferenciável, f (pt, y) , vori-
f íca a relação xfí (x ,y) +y/í (x, y) = m / ( x , y) com 
m constante. 

Que se pode afirmar da função / ? 
Prove a proposição que serve de hase à afirmação. 

2 7 3 5 — Exponha sumariamente o método de Newton 
para o cálculo aproximado de uma raiz de / (x), lo -
calizada em certo intervalo (a , fc) . 

2 7 3 6 — Justif ique o préstimo das condiçõeB de F o u -
rier como condições de exclusão, e refira-se à forma 
de levantar a dávida que, porventura, ocorra no pro -
blema da contagem das raízes de / { x ) em ( a , b) , 
quando as condições de Fourier se revelam insufi -
cientes. 

2 7 3 7 — Desenvolva a função f (x) 
2 x 

série de potências inteiras de l / x , e indique, just i f i -
cando a região de convergência da série obtida. 
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2 7 3 8 — Separe as raízes da equação 2y3 — 3y — 
— 10 = 0 . Quantas raízes y=<p (;<;) define, implic i ta-
mente, a equação 2xy3 — ZxZy —10 = 0 nas vizinhanças 
do ponto ? 

Calcule, para a lguma delas, o coeficiente angular 
da tangente, no ponto de abcissa 1 , à respectiva ima -
gem. Calcule, também, lim yjx e lim (y —xy') e 

t -JC r—JC. 
figure geométrica mente os resultados. 

EuuncJados d a s n . " S731 & 2738 d e I : [ 1 d e M o o e z o s 

F . C. L. — M A T E M Á T I C A « GF.HAIS — Exame f ina l — 
1947-48. 

2 7 3 9 — Determinar os parâmetros m e A d e modo 
que o polinómio f(z) = z*—6üs + (n» — 1) a + 2 — n se 
possa pôr sob a forma (a — a)3 (z—fS). 

Número de soluções do problema. Se mais do que 
uma, fixe-se numa delas e determine a e p . 

2 7 4 0 — Quantas raízes y="<p(j;) define implic i ta-
mente a equação / ( t f , y) — x* (1 — x) — y1 (I + i/) = 0 nas 
vizinhanças do valor x — 1 ? Determine, para alguma 
delas, a direcção com que a respectiva imagem passa 
no ponto de abeissa 1 , e o sentido da concavidade 
dessa imagem no referido ponto. 

2 7 4 1 — Como se apresentam, quando existem, as 
raízes imaginárias em pol inómio r e a l ? Justi f ique a 
resposta. 

2 7 4 2 — Def ina equação rec iproca ; indique, j u s t i -
f icando, como se pode reconhecer se dada equação 

/<») — + pi a"~l + — + a + ?„ = 0 
é recíproca, e exponha a técnica de resolução na hipó-
tese /><, • p „ < 0 . 

2 7 4 3 — Estabeleça a fórmula fundamental do Cál -
culo Integral e descreva, com just i f icação, a sua apl i -
cação ao cálculo do volume gerado pela rotação, cm 
torno de Ox, do arco Ali de equação y = / ( K ) . T o m e 
i e í como abscissas de .1 e I ! . 

2 7 4 4 — Def inida uma homologia pelo seu centro S , 
pelo eixo e e pela recta de fuga * , desenhe uma c i r -
cunferência [ c ] cuja f igura homológica soja uma p a -
rábola com um dado ponto impróprio . Determine: 
I." o eixo e o vórtice da parábola ; 2." uma tangente 
à parábola, com uma direcção dada (diferente da do 
ponto impróprio da parábola). 

E i m a c t a d g s d o s 2739 a - 7 1 1 de H í i m l j o r i o d e M o a e í e c 

F. C. L. — M A T E M Á T I C A S G E H A I S — Exame f inal — 
20 de Julho de 1948. 

a;3 -f 
2 7 4 5 — D a d a a função f ( x , y ) — — indique 

tf— y 
o lugar dos seus pontos de descontinuidade. As i inale 
as regiões do plano em q u e : 1) a função tem deriva-
das parciais iguais : 2) tem derivada parcial em ordem 
a a; snporior em módulo à derivada parcial em ordem 
a y ; 3) não tem derivadas parciais finitas. 

2 7 4 6 — a) Mostre que a equação + + 
+ y3 — 0 define y como função implícita do x na v i z i -
nhança de qualquer ponto i 3 , distinto da or igem e tal 
que as suas coordenadas satisfazem á e q u a ç ã o ; 
b) quantas variáveis tem uma função que possui 21 
derivadas parciais contínuas de 2,* ordem distintas'? 

2 7 4 7 — Ura j o g a d o r faz ura lançamento imparcial 
dura dado per fe i to : tem o capita! de 200 escudos e 
ganha 100 escudos se sair um número par de pontos 
e perde 100 escudos se sair um número ímpar de p o n -
tos, 1) Indique a esperança matemática do j o g a d o r ; 
2) Calcule a esperança moral do j o g a d o r ; 3) Calcule 
a esperança moral se o capital for 100 escudos, man-
tendo-se as condiçÕos restantes do problema. 

2 7 4 8 — a) Fazem-se mil lançamentos imparciais 
duma moeda perfe i ta ; saem cruzes 499 vezes. Com 
que proposição está dc harmonia este resultado? 
Justi f ique a resposta, b) Uma turma tem 10 alunos 
do sexo masculino 5 dos quais bons o 15 alunos do 
sexo feminino 7 dos quais bons. Um aluno ou é do 
sexo masculino ou do feminino (modos de realização 
incompatíveis do acontecimento de ser aluno), conse-
quentemente a probabil idade de um aluuo ser bom é 
5 1 0 + 7 / 1 5 — 2 9 / 3 0 (teorema das probabil idades tot3Ís). 
Faça a critica deste raciocínio. 

2 7 4 9 — a) Uma variável casual assume os valores 
1 , 8 , 7 , 2 , 7 . Calcule a medida de assimetria flt • 
A) A distribuição do a) é positivamente ou negat iva -
mente ass imétr ica? Justi f ique a resposta. 

Enunciados dos n 2 7 a 2740 de Peter T. nratimanii 

I. S. A. — M A T E M Á T I C A S G R U A I S — 2," exame de f r e -
q u ê n c i a ordinário — 22-5-48. 

2 7 5 0 — D a d a a série 

x tf1 x3 " 33" 
+ + ( _ l ) » f i ^ 

1 - 3 3 - 5 5 . 7 ( 2 « — 1 ) ( 2 n + l ) 

o) Determine os valores de a; para os quais ela è 
convergente, b) Calcule a sua soma quando tf = — 1 . 
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R : a) - 1 < X < 1 . 

b ) s ( - 1 ) — 4 È — V — — 
' v ' 2 T \2n —1 2n + l / 2 

2751 —Dadas as funções u = log {arctge !) e i - l + 
-f tg3 1 ) , calcule a derivada, para a ;= l , de u ffiL _ / du \ / d u \ 

. ordem a as. l i : •=> ——1 

2752 — Estude as variações da função y / (ac) 
definida pela relação SJ1 y—2x —4y = 0 . R : j4 /unção 

2s J J í . 2(X» + 4) A _ y = e decrescente y' = — — c0 ) não 
-1 \ ( x * — 4 ) * j 

tem máximos nem min imos e tem a origem corno ponto 
/ x ! + 1 2 \ 

de inflexão (v"<=.4x — ). As rectas v = 0 e V 
x = ± 2 ião aísi'?t(oíoí rfo ciírtvi jmr ela representada. 

2753 — Estude a continuidade e derivabilidade da 
função assim definida: 

1/2 a * + 2 para 
,| l + j:| + |l — p a r a y — n 

(íi inteiro, positivo, negativo ou nulo). 

l i : Continua e derivávet para x = 0 e x = + 2 , 

' " - t f -

2 7 5 4 — È dado um triângulo isosceles de base 20 
e altura 8. De todos os paralelogramos inscritos neste 
triângulo, com um dos lados assente na base do 
triângulo e a medida dos ângulos agudos dada por 
arctg 4/3, quais as dimensões do de área máxima? 
R : Designando a altura por b e a base por b, temos 
b = 5 / 2 < 8 - h ) e a função S(h) = ( 2 0 - 5 / 2 h ) h terá um 
máximo j/ara h —4. 

Os Iculos do paralelogramo medem 10 e 5 . 

I . s . A . — M A TE SI ÁTICAS GERAIS — E x a m e f i n a l — 2 4 
de Julho de 1948. 

2 7 5 5 — Calcule l i m l \ / i H í l L l . R : 4 . 
n V » 1 

2 7 5 6 — Determine a natureza e, em caso de eonver-
1 

gência, a soma da sério —-—— • R : 8 = 3/4 . 
S (1+-Í)1 — 1 

2757 — Dada a função y=-sen (are cos x) deter-
mino y' c y'1 e verifique que tem lugar a relação 
(1 + x*) y"—xy< + y~0. 

2 7 5 8 — E s c r e v a a equação da tangente à curva 
—1) ! que é paralela a Ox . R : y = 0 . 

2 7 5 9 — Se dois números tem soma constante, pode 
ser mínimo o seu produto? E máximo? 

R : Máximo quando os números forem iguais.. 

2 7 6 0 — Estude o sistema 

se 1 . 

®4- a — 0 

X— + 2 . 
Xtf + 2 y + a— —1 

R : Determinado se X (X —1)^0; impossível se X = 0 ; 

simplesmente indeterminado e equivalente a | j 

SoluçSes d OA II.05 '2760 a 2700 dg P. I t . D i u Agndo. 

I, S . C. E. F. — 1,* C A D E I B A — 2." exame de frequên-
cia ordinário — 21 do Junho de 1948. 

I Parte 

2761 — Determine o limite excedente das raízes do 
polinómio f(x) = x* + 2x3 + 2x* + 6J; — 3 e calcule a 
maior delas em primeira aproximação. R : Para 
x = 0 f ( x ) e negativo e as derivada» são positiva»; para 
x = l f (x ) é já positivo. Então o limite excedente das 
raizes é -1 A sucessão de Fourier perde uma varia-
ção de a x—1 ; no intervalo (0,1) há uma única 
raiz e essa é a maior. Como f ' (x) mantêm o sinal, no 
intercalo, e como f (1) * f ( 1 ) > 0 , x = l é o extremo favo-
rácel à correcção de Newton. Tem-se f (1) / f (1) = 8/20 , 
e a primeira aproximação e' 1 — 8/20 = 3 /5 . 

2762 — Acbe o valor de a que torna compatível 
as equações 

« + 2i> + 3y + 4a = 2 

2ii -f- 3u •+ + 2e — 3 
3ií + 5j; + 6y — Az — 3 

5u — 5x — 2y -f- 10a — & 

e determine a correspondente solução. R : Conden-
sanilo a matriz do sistema vem 

1 2 0 3 4 - 2 
2 3 0 1 2 - 3 
3 0 5 6 - 4 - 3 
0 5 - 5 - 2 10 - a 

I 2 0 3 4 - 2 
0 - 1 0 - 5 - 6 1 
0 0 5 27 20 - 3 
0 0 0 0 0 2 - « 

As equações são compatíveis para * = 2 e então o sis-
tema dado i equivalente uo seguinte 

u + 2v = 2 — 3y — 4z 
v ™ 1 — 5y — 6z 

5x — 15 - 27y - 20z 

u = 7y + 8z 
v = 1 — 5y — 6z 
x = 3 - 27/5y - 4z 

satisfeito }>or 
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II Parte 

2763 — Propostos os de ter mi o antes 

A — a\ « Ï « í V - A\ A\ AÎ 
ai aí di Ai A\ A} 
ai o j «3 A\ Al Aí 

o Ultimo dos quais constituído pelos complementos 
algébricos dos elementos do primeiro, determine o 
ângulo dos planos 

a} x +• aj y + àJ z = O 
A) te -f- y + AJ b — 0 

discutindo os casos o 

2 7 6 4 — Supondo f{x,y) diferenciável em P(a,b) 
— ponto interior ao campo de existência da função — 
calcule o acréscimo < > / = / { x , y)—f(a ,b) na hipótese 
de M (x,y) se achar sobro a seim-reeta 

x = a + «í Í x = a + a í 

Defina derivada de f(x,y) em P (a, b) segundo a 
direcção r) e ache o seu valor na hipótese de / ( a , / ) ) 
ser um máximo ou mínima. 

2765 — Seja A/j a imagem da função y--=f(x), 
regular em ( a , 4 ) , e seja i'™-^ (x) a equação da corda 
ÃTi. Prove que / { x ) — ® (x) tem um extremo era certo 
ponto e interior a ( a , 6 ) , e deduza disse facto que 
todo o arco A13 fica para um memo fado de uma tan-
gente paralela à corda AB . 

Kntendendo-se por tangente ordinária a tangente 
que não é de inflexão nem tem A ou D por ponto de 
contacto, prove que sobre o arco Ali, toda a tangente 
ordinária é paralela a alguma corda. È exacta a recí-
proca? Porquê? 

I. S. C. E. F,— 1.« C A D E I R A — 2 ° exame de frequência 
traordinárío— 28 de Junho do 1948. 

I Parto 

2 7 6 6 — Calcule os três primoiros termos do desen-
volvimento de j í ^ y i + i em série inteira em x — 1 . 
Qual o intervalo de convergência? l i : Temos 

y - V Ï + Ï - [ 2 + fc-1)]"3 ~ 2 " » . [ 1 + p -

( 1 / 3 ( 1 / 3 - 1 ) ( x - 1 ) * / \ 
3 ' 

i - l 

L 1 x - l 
( 1 + s - - r 

para 

21 4 

< 1 , isto é, para — l<Tx <3 . 

o teorema de existência das funções implíeitas. Desi-
gnando a função implícita por y = <p (x) calcule <p' (1) . 

Exprima em função de a; e de y a derivada de 
F (x,y) quando y = tp (x) e verifique que é 
sempre F' (a-) > 0 . Daí e da relação xfl+yf£= 8 
conclua que y — xy' tem derivada negativa. De ondo 
vem a relação xf^ + yfl~ 8 ? R : O teorema pode apli-
car-se porque f ( l , l ) = 0 e as derivadas parciais 
f'x— y3 + 3x*y e f^=3xy*+x3 são finitas e continuas e 
nunca conjuntamente nulas no vizinhança de P, Por 
ser na vizinhança de P, tem-se: 

¥ w fí (i,i) 
De F (x) = 3xy ' 4- xa rem F' (x) — (3y* -f 3x') + 

y 3 + 3 x * y ^ 
+ 6 x y 

/ y 3 + 3 x ' y \ 

\ 3 x y s + x : V 
e efectuando os cálculos vem : 

2767 — Verifique que pode aplicar-se à equação 
/ (x, y) ^xy* + y — 2 = 0 , era torno do ponto P (1,1) 

X . (7 + y . f/ § 
Be • -*--• - — temos y —xy' —8/íJ e portanto 

<r-*y')'- (F)^8 ( - fí) <0- Pondo 

=-xy3 + x 3 y temos : xT-£-f-yfj = 4í f, visto que V é fun-
ção homogénea de grau 4. Mas f j = f* e í ' , — ff e 
W—2 donde resulta: x - f£ + y • f't = 8 . 

II Parte 

2 7 6 8 — Defina função crescente em um ponto o 
em um intervalo, e prove que f{x) : a) é contínua se 
for crescente o tomar todos os valores desde / (a) até 
f (6); b) è limitada se for crescente (no intervalo 
(a , í i ) ) ; c) é incessantemente crescente se tiver deri-
vada positiva ou nula (não identicamente nula em 
parte alguma). 

Mostre ainda que toda a derivada é continua no 
interior de um intervalo de monotonia, 

2769 — Defina sucessão de Fourier de / ( x ) era 
(o i b) e mostre como tal sucessão reflecte a passagem 
de a; por um zero de / ( x ) ou de alguma das funções 
seguintes. 

Deduza daí a regra dos sinais de Descartes. 

2 7 7 0 — Exponha as regras de exclusão que se usam 
na pesquisa das raízes racionais em polinómios reais 
de coeficientes inteiros. 

I. S. C. E. F. — 1.* C A D E I R A — Prova escrita do exame 
final —1948. 

2771 —Represente geometricamente a função 
y ~ 2 / ( ® - 1 ) ( x í + 1 ) . 
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R : Domínio : intervalos abertos (—00 ,1) e (1 , 00) . 

Ã esquerda de x - 1 i«m « l - h ) ^ ! ) " 
9. 

e a. função ê negativa. Do mesmo 
— h (h ! —2h + 2) 

modo à direita de x = l a função ê positiva. 
Traços nos eixos: ( 0 , - 2 ) ; não corta o eixo O X . 
Ramos infinitos: à esquerda e à direita de x —1 vem 

respectivamente y —ip00 para x = + o o vem respectiva-
mente y ~ + o o . 

Assintotas: há apenas paralelas aos ei.tos; x = l 
« y = 0 . 

6x* —4x + 2 
Variação: y ' — não se anula 

J ( x - l ) * ( x í + l)3 
para valores reais e ê sempre negativa. Não há máxi-
mos nem mínimos e a função y è sempre decrescente. 

2 7 7 2 — Pesquise as raízes do / (x) — ü4 — 4x* -f-
+ 4a:3—2-e1 —5x — 4 no intervalo ( 0 , 1 ) . R : Tomando 
2,4 < v/6 C 9/25 em que r é a raiz de f ' " (x) situada 
no intervalo (0 ,1 ) . Formemos o seguinte quadro 

Como é X p > X ü as duas tangentes cruzam-se abaixo 
de OX c com maioria de razões f " (x) está toda abaixo 
de OX no intervalo (3/10, 9/25) ; f" (x) não tem raises 
naquele intervalo. Se P (x) tivesse duas raises naquele 
intercalo então f " (x) teria uma; f ' (x) não tem raizes 
no intervalo (3/10, 9/25) . Do mesmo modo se conclui 
que f (x) não tem raizes no intervalo (3/10,9/25) e por-
tanto não tem raizes em ( 0 , 1 ) . 

2773 — Desenvolva em série de Mac Laurin a fun-
ção do problema 1 e calcule o respectivo termo geral. 
R : Pondo de parte a aplicação directa e sem dificul-
dades da fórmula de Mac I.aurin, temos 

y - 2 / ( x - l ) ( x ! + l ) - A/(x —1) + (Bx + C) / (xí -t - l ) 

e, com A (x» + l ) + (Bx + C) ( x - l ) - S ou (A + B)x*4-
+ (C—B)~x+ (A—C) — 3 , vem A = l , B = C 1 . 
Donde y = l / (x - 1) - (x + l)/(x* + 1 ) — [1/1 - X + 
+ x - l / ( l + xí) + 1 / ( 1 + xí)] ( Í + X 4 - * * + ** + 
+ . . + x - + - ) - x ( l + x ^ x * — x » + — + ( — 1 ) * x**+•••)— 

f (x) = x» - 4x* + 4x* - 2xí - 5x - 4 

0 3/10 9/25 1 

f (x) = x» - 4x* + 4x* - 2xí - 5x - 4 — 4 - 5,60197 - - 10 

f ' (x) - 5x* - 16x3 + 12 x t _ 4x — 5 - 5 - 5,5915 - - 8 

f (x) - 20x s - 48 x ! + 24x - 4 - 4 - 0,580 
9220 

- 8 f (x) - 20x s - 48 x ! + 24x - 4 - 4 - 0,580 
15.625 

- 8 

f I ( I ( x ) » 6 0 x í - 9 6 x + 24 + 24 + 60 
3-18 
ÏÔ5 

- 12 

f l v ( x ) = 120 x - 96 - 96 - 60 
264 

5 
+ 24 

f '" (x) - 120 + 120 + 120 - 120 + 120 

Variações 3 3 1 1 

Tanto f " (x) como f ' (x) como f (x) têm zero ou duas 
raízes no intervalo (3 /10,9/25) visto que há aí a perda 
de duas variações. 

A equação da tant/ente ao diagrama de f " (x ) no 
ponto V ( 3 / 1 0 , - 0 , 5 8 0 ) Í Y + 0,580=GO ( X - 3 / 1 0 ) e o 
ponto em que essa tangente corta 0 X tem abscissa 
Xp = 1868/6000, A equação da tangente ao diagrama 
de f ' '(x) no 2>onto Q (9/25, —9220/16.625) i 

Y + 9220/15.625 = - 348/105 (X - 9/25) 

e o ponto em que essa tangente corta OX tem abscissa 
X, -9894 /35475 . 

— (1—xí-f-x* — x"H f - (r - l ) , x* , 4 ) . O termo geral 
è un - ( - 1 ) ' s - x " , - -

e como para os valores impares de n j jte anula o respec-
tivo coeficiente, separando impares dos pares e ficando 
com estes últimos, temos un = [ (—l) , , l + 4 —1] + 

e finalmente y = J ] { - 3 (xj"+s + x*+B)) , (| x | d ) . 
o 

O mesmo resultado se achava facilmente pondo 
y _ x = — 2 • 1 / ( 1 — x-f-x1 — x3) e efectuando a divisão 
indicada. 
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2 7 7 4 — A c h e a hipérbole que passa pelos pontos 
(1 , 2 ) , (1 , —2) , ( — l , 3) e <5 tangente na origem á 
recta y=*x. Determine as respectivas assíntotas. 
R : Como a cónica, pana pela origem, tomamos para 
sua eqnação A x : + 2 R xy + Cy2 +2 Dx -I- 2y — 0 e por-
tanto temos o sistema 
A + 4B + 4C + 2D + 4 = 0 ; A — 4B + 4C4-2D — 4 = 0 ; 

2 A x + 2 B y + 2 D 1 
2 II x 4- 2 Cy + 2 "* 

A - 6 B + 9 C - 2 D + G 

A +4B 4 4C + 21) = — 4 ; A - 4 B Í-4C + 2 D - 1 ; 
A—GB -(-9C—2U 6 ; D = - l 

ou ainda 
A + 4B + 4C: 2 ; A - 4 B + 4 C = G; 

A —6B + 9 C = — 8 ; D - - 1 j 
condensando a matriz 

4 
- 4 
- 6 

1 

0 - 8 

0 0 

.74/5, 

- 2 

6 
- 8 

4 - 2 

ü 8 

5 - 1 6 
B - - 1 

1 4 4 - 2 
0 - 8 0 8 
0 - 1 0 5 - 6 

V* A + 4 B + 4 C 2 
- 8 B - 8 

5 C - - 1 6 
C——16/5 , D — 1 

e a equação da cónica è: 37 xz—6xy—8 yS—õx -t- 5y — 0 . 
As assintotas são as rectas que têm coeficientes angu-

lares dados por — 3 7 + 5 m + 8 m * = 0 t que passam peio 
centro da cónica cujas coordenadas são dadas pelo sis-
tema: 74x —5y—5 —0, 5x + 1 6 y - 5 = 0 . 

Soluç&os dos Di°" 27'i 1 a 2774 do J . Ki ' ' . ' !ro do ALliuquerquo 

F. C. L, — COMPLEMENTOS DE A T.Ge LIRA — e iame de fre-
quência —1948. 

2775—-Representando por nj , i j , 0.3 as raízes da 
equação 3a -f 1 = 0 , indique as funções conjugadas 
do af e calcule a soma dessas funções. Tode o valor 
de aj«5 ser racional? Justifique a resposta. 

2776 — Considero as funções « — (bi — zt) (z3 — zt) t 
v— (zt +Z2) (?3 + zi) • Que relação se verifica entre os 
grupos dessas funções? Que conclui desse facto? 

Mostre como seria possível exprimir o em função 
racional de u e das funções simétricas elementares 
de £1, £3,23, z4. 

2777 — O que entende por período duma substi-
tuição? Se for 6 um grupo de ordem m e 6 um lee-
mento de 6 de período u., que relação se deve veri-
ficar entro m e u . ? Justifique a resposta. 

2 7 7 8 — Quando se diz que dois elementos dum con-
junto A são equivalentes a respeito dum dado grupo 
de transformações biunívocas de A sobre si mesmo? 
Exponha o que sabe sobre o assunto. 

Determine o grupo G dos deslocamentos que trans-
formam em si mesma uma sinusóide S c mostre que o 
conjunto 5 não é homogéneo a respeito do grupo G . 

2 7 7 9 — Sendo M uma família do transformações 
biunívocas dum conjunto A sobre si mesmo, que si-
gnificado se deve atribuir à expressão ngrupo gerado 
por Aio ? 

Seja p a rotação de 120° em torno dum dado eixo 
E e 6 uma translação distinta de 7 , paralela a E. 
Qual a ordem do grupo G gerado por f e por a ? 
É G um grupo comutativo? Designando por 77 o 
grupo gerado por ? , indique as classes laterais do 77 
em G . Mostre que G não <S cíclico. 

F. C. L. — COMPLEMENTOS I>K ÁLOEBRA — e x a m e f i n a l 
— 1948. 

2 7 8 0 — O que entende por corpo de números? 
Mostre que o mínimo corpo numérico que contém as 
raízes da equação 2x ! — 2x — 1 = 0 é o corpo Ha ( y '3 ) . 

2781 — Defina agrupo admissível duma equação 
algébrica a respeito dum dado corpo». Prove que a 
intersecção do dois grupos admissíveis é ainda um 
grupo admissível e defina a partir daí o conceito de 
grupo de Galois. 

2 7 8 2 — Quando se diz que urn polinómio é irredu-
tível num dado corpo? Indique como, dado um poli-
nómio f (z) com os coeficientes num corpo 4 , se re-
conhecem os factores de f ( z ) irredutíveis em a , 
através do grupo de Galois da equação a 
respeito de 4 , 

2783 — Determine os automorfismos do corpo de 
Galois da equação f(z)~(z* + \) ( z^ -3 ) ( 3 a - l ) - 0 e 
deduza daí o grupo G de Galois desta equação a res-
peito de 7fct, relacionando os sistemas de transitivi-
dade de G com os factores irredutíveis de f (z) . 

2 7 8 4 — Defina o conceito geral de grupo. Verifi-
que so o conjunto 17= |ti, 6 , o , d[ forma ou não um 
grupo a respeito da operação fl definida por meio da 
tabela junta. 

xiy 

\ » V \ a b c d 

a a a a a 

b a b a b 

c a a c c 

d a b c d 

É a operação 9 comutativa? É associativa? 
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CALCULO INFINITESIMAL —ANALISE SUPERIOR 

F . C . C . — CÁLCULO INFINITESIMAL — 1 . ° E x a m e d e f r e -
quência — 1947-1948. 

1.° Ponto 

2785 — Frimitivar a função / (le) (2 — eT ) - l" . 
R : Pf (x) 3 [(2 —e1)^3 —1/5 ( 2 - e ' ) 5 ' 3 ] + C . 

2786 — Primitivar a função f arcseu1 x, 
11: Pf (x) - 2 l /x are sen \/7 + 2 y l — x . 

2787 — Em que direcções emergentes do ponto 
(0 ,w/2) se anula a segunda derivada direccional da 
função f (x,y) = s e n y — c o s x ? R : y = x e y = — x „ 

2.° Ponto 

2788 — Primitivar a função 
log x 

f(x) = — - are tg (Ioga;). 
x 

R : P f (x ) = — ( l og ! x + l ) are tg ( l o g x ) - l o g / ! -+- C. 

2 7 8 9 — Primitivar a função 
/ ( i ) = ét0I~2 secí x ( tgi j ; + 2 ) . 

R : Pf (x) - e " 1 " * (tg! x —2 tg x + 4) + C . 

2790 — A função s — er* sen y -+ satisfaz à 
equação p + ç = — (s + s) ? R : Não «atiefaz. 

SoJuçftos dos l i S 7 8 & a T|M do Luís AJIiuqucrquo 

F. C, L. — A H Á L I S E SUP RHIOII — Exame de frequência 
— 1947-48. 

2791 —Calcule o integral 
J { s + l ) + 4 

longo do eixo imaginário, adoptando para o radical 
a determinação que se reduz a -+2 para z = 0 . 

2792 — Ao longo das superfícies de certa família 
( £ ) , os planos tangentes têm coeficientes j>,q e —1, 
com —c (cas+y)/« ( l + t^) £•« —cx+yj* (1-J-e1) onde 
c designa um parâmetro arbitrário. Determine: a} a 
equação às derivadas parciais de 1.* ordem à qual se 
sujeitam as superfícies ( 5 ) ; b) um seu integral com-
pleto; e) a solução de Cauchy relativa à linha 
x-~y2 + s2— 2 — 0 . Que relação exprime a equação, 
obtida em a), entre o plano tangente genérico a uma 
superfície S qualquer e a recta r, do plano xOy, 
corrente pela origem e apoiada na normal relativa 
aquele plano tangente? Equações diferenciais das 
linhas trajectoriais ortogonais de {6') . 

Enunciados dos 2791 o do iI[íinlmr:li do Maneios 

F. C. P. — CÁLCULO — O u t u b r o de 194S 

I 

2793 —- Determine a equação da tangente à linha 
X^-Í + COSÍJD—I no ponto (1 , ir/2). R : Y — JT/2 — 
- ( l - « / S l og* /2 ) ( X - l ) . 

2794 -J 
2 dx 

cot x—tg x 
R : I - j 

2 dx 
cos x sen x 

-J 
1 sen 2x dx 1 

— log cos 2x + C . 
cos 2x 2 b 

sen x cos x 

2795 
-ff 

I I 
dx dy, no domínio limitado por 

{ y» - 20 (x - 3) 
apt _ 1 6 (y - 6 ) . 

3 IVIO + B 

R : I-fdaJdy+Jdx J (^-76/3. 
o o ft v ii: 11—iii 

2796 — Mostrar que a equação de Iticatti y' — Iiy — 
C em que A,D, C são funções de a;, pode in-

grar-se pelo método de variações das constantes se 
C C 

AC - A' C ~2AfíC . R ; Tentos: d — - 2B A A 

' g f f - 2 B , logo C/A — k e 2 / ' 1 d l . y ' _ l l y = 0 inte-

grada dá y — Variando a, constante vem: 

II1 eJ — AH* e + C « H' t / — — «=. 
V AK 

/ I P v U K m , , H 

= J / Ã C d x + H t , H - + H , , 

e portanto: y - j / k e/Bixtg j y ^ Ã C d x + IIj } -

= y / ^ - t g { J v / Ã C d x + H 1 } . 
Sotuçflos dos n n i o . i a B79S do J. Hílis de Souza 

I. S . A. — C Í L C U L O INFINITESIMAL— 2.° Exame de fre-
guéneia extraordinário — 1947-48 — Ponto n.° 1. 

2797 — Um triângulo isósceles variável de altura 
igual a 10 cujo plano é perpendicular ao plano xoy, 
tom os extremos da base assentes nas curvas deste 
plano do equações e y^—x. Supondo o triân-
gulo animado de um movimento de translação de tal 
modo que a sua base se mantém sempre paralela a oy, 
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calcule: o) O volume por ele gerado quando a base se 
desloca desde a recta do equação x*=0 até à recta de 
equação x = l . b) Usando coordenadas polares, a área 
do domínio do quarto quadrante limitado pelo eixo 
dos xx e pela curva descrita pelo ponto médio da base 
do triângulo. R : a) Comprimento da base x3 -t- x ; 

áreado triângulo 5 (\3+x)-, logo V = / "5 (x '+x )dx = 15/4. 
« 

b) Curva descrita pelo jwnto médio v —1/2 (x }—x) ou 
em coordenadas polares ps=>(2 sen 0 + cos 6)/cos3 fl, logo 

i i - í i j — i i I 

a - t / 

2 7 9 8 — Considere a função , y) assim defi-

nida: f ( x , y)**x -—— para pontos (x, y) tais que 
x—y 

xj=y, f (x , y) -=0 para pontos {x , y) tais que x*~y . 
Calcule A ( 0 , 0 ) , / , ( 0 , 0 ) , / „ ( 0 , 0 ) , / „ ( 0 , 0 ) e ve-
rifique se o teorema da inversão da ordem do deriva-
ção é aplicável a esta função no ponto ( 0 , 0 ) . 
R : Tem-se f (0 + h,0) = hí, f (0,0-í-k) = 0 , f, (0 ,0 + k.) ~ 
# . - k , f V < 0 + h , O ) - I t , logo f , ( 0 , 0 ) = 0 , f , { 0 , 0 ) « 0 
f „ ( 0 , 0 ) = —1, f „ (0 , 0) = 0 e portanto o teorema não 
é aplicável. 

2 7 9 9 — Calcule a mais curta distância entre as 
curvas de equação e y=x—1 . R : Escrevendo 
Y = - X —1 e tomando para variáveis independentes y 
e Y, visto d (f j , f3)/d (y ,Y) — l^bO, o sistema de esta-
cionaridade é formado pelas equações Y — X + t = 0 , 
y — 0 , 2 x Y — 2 x y + X — x — 0 e x Y - x y + x X - x * = 0 
a que correspondem as duas soluções reais X<=0, y = 0 , 
X — 0 , Y = — 1 e x — l / 2 , y - l / 4 , X - 7 / 8 , Y 1 /8 . 

G E O M E T R I A 

F. C. L. — GEOMETRIA PROJECTIVA— Exame Final — 
1947-48. 

2 8 0 2 — De uma hipérbole tquilátera, conhecem-se 
0S seguintes elementos : o) umaassintota m ; b) a po-
lar p {a respeito da hipérbole) de ura ponto dado P 
exterior a m (piri = 45°). Determine: 1.° o centro e os 
eixos; 2." dois diâmetros conjugados (a ,a ' ) tais que 
aa'~ K°. Discussão. 3.° os vértices reais da hipérbole' 

KnucicSado de Humberto do Meaozes 

F. C. P, —GEOMETRIA PROJECTIVA— Ponto H.0 2—1947. 

1.» Parte 

2 8 0 3 — Considere 4 pontos A, D, C , C ' duma 
mesma recta. Seja C' o conjugado harraénico de C 
relativamente a A e D. Determine a abscissa do 

Interessa apenas a segunda, que dá para a distância 
mais curta 3 / 2 / 8 . 

1 
2 8 0 0 —Considere o integral f { x — x*) dx. a) Mos-

tre que este integra) existe, b) Calcule-o a partir da 
definição de integral como um limite, c) Calcule-o 
usando a substituição í = ( x — l ^ ) ^ . Que precauções 
deve tomar e porquê? R : a) A função integrando, e 
continua, logo o integral existe, b) Dividindo o inter-
valo [ 0 , 1 ] cm n sub-intervalos de comprimento Ax = l /n 

è 2 f ( * ) À * — A x * í 1 + 8 - H * + » ) — A * 1 ( 1 + 2 » + + n * ) -

1) " (n + l ) ( 2 n + l ) , , . . 
— — — e tomando limites 

2n« 6n3 

lim 2 ( x - x í ) 4 x = / ( x - x J ) d x - 1 / 0 . 
t o 

c) A transformação não é reversível. É necessário 
fazer uma partição adequada do intervalo de integração. 

I J - t r 1 
2801 — Calcule l=f dx j' dy J dz , defina o do-

O 0 1-fSx-i 
minio de integração e escreva os cinco integrais repe-
tidos equivalentes ao integral dado, R : O cálculo 
não apresenta quatquer dificuldade; o domínio è o 
tetraedro definido pelos planos 2x + y —b —1 = 0 , z = l , 
x = 0 e y = 0 e os cinco integrais pedidos são 

1 1 i-sji+i a i - i / j 1 i i <»->-m>/i 
/ d x / d z / d y , / d y / d x / áz , / d y / d z / dx 
O Ix—t O n u T-Hs-t (I i - l u 

1 íiHI/1 i-ii+l 1 i+l [J-,H|/Í 
f d z f dx / dy e fdz f dy / dx . 
- I II 0 —I (I o 

SoluçSes dos n . " 27M a SS02 de F . Carvalho Araújo 

P R O J E C T I V A 
ponto C , quando se tomam para pontos fundamentais 
origem, unidade e neutral respectivamente C, A e D. 

2 8 0 4 — Conside um triângulo ABC. Designe por 
C um ponto do lado AB; por A1 um ponto do lado 
BC] por C" o conjugado harmónico de C' relativa-
mente aos vértices A e B\ por A'1 o conjugado har-
mónico de A' relativamente aos vértices B a t ' . 
Demonstre que a recta que une A" e C" intersecta o 
lado AC no ponto li', onde este lado intersecta a 
recta que une A' com C . 

2 8 0 5 — Esquematizar o caminho a seguir para 
determinar pontos de uma cónica definida por 3 pontos 
reais A , B , C e por 2 pontos imaginários. 

2 8 0 6 — Demonstro o teorema de Descartes relati-
vamente às cónicas. 

2807 — Como classifica e distingue as quádricas 
duplamente regradas ? 
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Enuncie algumas propriedades características de 
cada uma. 

2 8 0 8 — a) Defina rectas paralelas em geometria 
de Lobatchevsky. 

b) Exempli f ique com uma figura esta definição ut i -
lizando o esquema do Cayley com absoluto reai. 

2.* Parto 

2 8 0 9 — Desenhar um triângulo equilátero ABC de 
5 cm de lado e um círculo inscrito. T r a ç a r a altura 
relativamente a BC e marcar para o lado de BC um 
ponto T, sendo AT igual a 7 cm . Considere uma 
hotnologia de eixo t passando por T paralelo a BC 
que transforme o círculo desenhado numa parábola 
tangente às rectas AB e AC, não sendo estas rectas 
duplas e não sendo fíC recta limite. Determinar a 
recta limite e o centro da homologia considerada e o 
vértice da parábola. 

2810 — Desenhar um triângulo rectângulo Ü.1/AT 

sendo OM igual a 3 cm e ÍXY igual a 2 e m , O vértice 
do ângulo recto. Marcar entre M c N, MP igual a 
1 cm . Determinar o diâmetro conjugado da direceão 
OP e os focos de uma hipérbole que tein por assíntotas 
OM e ON e passa por P. 

2811 — D a d a uma parábola e duas tangentes a e a ' 
fixas e uma tangente t móve l ; mostrar que t encontra 
a e a ' em pontos que definem pontuais semelhantes. 

Enunciados do J. lilOf; do Sousa 

P. C. P . — G E O M E T R I A PHOJECHVA —Ponto n." 1 — 1947. 

1." Parte 

2 8 1 2 — - S e j a m A, B, C, A', B', C', 6 pontos duma 
mesma recta. Determinar as abscissas dos pontos 
A', B' e C num sistema de pontos fundamentais A, 
B o C respectivamente neutral, origem e unidade, 
sabendo que 

(ABC A * ) - 3 , (A B' CB)=2, (A A: B1 C") = - 1 . 

M E C Â N I C A 

L S . T . — MECÂNICA RACIONAI. — 3 . ° e x a m e d e f r e -

quência ordinário —1948 . 

2 8 2 1 — C o n d i ç õ e s de equil íbrio dum sólido que 
tom um ponto (a , b , 0) obr igado a permanecer no 
plano , e um ponto { 0 , 0 , c ) obr igado a per-
manecer no eixo dos eu. Determinar as reacções. 

2 8 1 3 — Enuncie e demonstre o teorema de Desar -
gues para o caso de dois triângulos não complanos e 
para o caso de dois triângulos complanos. 

2 8 1 4 — Esquematizar o caminho a seguir para 
determinar pontos de uma cónica definida por um 
ponto real M e por 1 pontos imaginários. 

2 8 1 5 — Demonstro o teorema do Pascal . 

2 8 1 6 — Def ina plano tangente a uma quádrica e 
d iga o que entende por pontos hiperbólicos, elíticos e 
parabólicos. 

2817 — a) Como passa do esquema euclideano 
clássieo para o esquema euclideano hiperból i co? 

b) E m geometria cuclideana hiperbólica como define 
ângulo de duas rectas e distância de dois pontos? 

2. ' Parte 

2 8 1 8 — Desenhar um triângulo equilátero 1<\ Ft P 
sendo F , Ft igual a 8 em , F , P igual a 5 cm e Fz P 
igual a ti cm . 

Marcar sobre Fi F2 um ponto A entre Ft e F2 

sendo Fi A igual a 3 cm e traçar a recta t que une 
B a A. 

Considerar uma cónica que tem por focos Ft e F2 

c é tangente a í . Determinar a outra tangente à 
cónica í' tirada por P e os pontos de contacto das 
duas com a cónica. 

2 8 1 9 — Determinar o e ixo e o vértice duma pará-
bola dadas duas tangentes tt e t2, o ponto de contacto 
M de /) e a direcção d dos diâmetros. 

Ângulo de ti com tz, (50°, ângulo de d com t2, 45°, 
verif icando-se a sequência t\dt^. Sendo O o ponto 
de encontro de íj com t2, OM igual a 6 cm . 

2 8 2 0 — Mostrar que as involuções determinadas 
por dois círculos distintos de uin plano sobre a recta 
do infinito do plano, são idênticas. 

Enunciados do J. Ilios do Sousa 

R A C I O N A L 

2 8 2 2 — Mecânica dum meio contínuo. Isotropia. 
Fluidez perfeita. 

2 8 2 3 — Equi l íbr io duma funicular submetida á 
acção de forças centrais. Equações cartesianas o 
intrínseca. 
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I. S. T. — MECÂNICA R A C I O N A L — 3." exame de f r e -
q u ê n c i a extraordinár io — 1 9 4 8 . 

2 8 2 4 — Determinar as condições de equil íbrio dum 
sólido que tem o ponto A ( o , 0 , 0 ) obr igado a per -
manecer no eixo dos xx (sem atr i to ) ; e o ponto 
B (O, b,0) obr igado a permanecer no eixo dos yy 
(também sem atrito). Aa forças activas reduzem-se 

a uma força única aplicada no ponto 
(0 ,0 ,0) . 

2 8 2 5 — Equil íbrio das funiculares submetidas a 
uma lei de forças paralelas a uma direcção dada. 
Equações cartesiana e intrínseca. 

2 8 2 6 — Movimentos rotacionais dos fluidos per -
feitos. 

I I — E S C O L A S E S T R A N G E I R A S 

Univers i ty of California — MATHEMATICS H O B SEC-
TION 7 ( A D V A N C E D E N G I N E E R I N G M A T H E M A T I C S ) — F i n a l 

Examination — June 14, 1948. 

2 8 2 7 - — S u p p o s e a radioactive substance is chan-
g i n g into a second which, in turn, is changing into a 
third product which is stable. Given that the rate at 
which the mass of each substance is be ing changed 
into the next is proportional to its mass, 

1) derive the fo l lowing system of equations gover -
n ing the phenomenon 

dx 

~dt 
dy dz 

ax-by, — — by, 

where x,y,z are the respective masses and f is the 
t ime ; 

2) indicate x,y,z as functions o f i supposing that, 
in i t i a l^ , only the first substance is present, 

2 8 2 8 — Integrate : 

(xy' — y)* (ac* — t/*) ^arc sin ^ 

Give also the singular solutions. 

2 8 2 9 — Indicate the frequency of the motion o f a 
particle of mass 2 g r . starting with an initial velocity 
of 1 cm/sec from a center which attracts the particle 
proportionally to its distance and acted also by a 
damping force which is proportional to its velocity. 
The coefficients of proportionality are respectively 
50 and 12 and no other force is supposed. 

W h a t is the position of the particlo at time 3 sec. ? 

3 5 
2 8 3 0 — S h o w that y'< — — y' y = 0 has two 

x x1 

solutions of the form re1 and find the general solution 
3 5 

of y" y' - y = log a;. 
X xz 

2 8 3 1 — Indicate the solutions which are common 
to the two differential equat ions : o ) y'=ty* + 2x — x* ; 
b) y'_ —y* — y + 2x + xt+xl. 

2 8 3 2 — Find the orthogonal trajectories of the 
family of all circles tangent at the origin to the line 
x - y . 

, dy 
2 8 3 3 —Indicate two solutions of — + xy < 

dx 
x' y3 

U n i v e r s i t y o f C a l i f o r n i a — MATHEMATICS 1 1 0 - S E C T I O N 3 

( A D V A N C E D ENGINEERING MATHEMATICS ) — F i n a l E x a -

mination — Jnno 17, 1948. 

2 8 3 4 — T h e fo l lowing conditions are verified by a 
source free fluid f low of an incompressible fluid of 
constant density p and variable pressure p, mov ing 
steadily parallel to the x,y plane 

du du 1 dp &v &v I tip 
ox oy p dx ox dy p ay 

ox dy 

. 0 , 

I) Show that these conditions are verified b y the 
components of any analytic function w = u — iv, if 
p — — p (u ! + f ' ) / 2 , PQ be ing a constant. I I ) Supposing 
that u=2x ar.d using the conclusion o f I, indicate v 
such that w = u—iu will satisfy the equalities above 
i f V^PQ— p (a3 + « - ) / 2 , po be ing a constant. 

2 8 3 5 — a) Us ing two different methods, evaluate 
the area of the image by the function tc=2e% of 
the region bounded by the unit square (vertices 

6) Prove t h a t : sin z = sin x cos h y - f t sin h y cos x, 
(z — x + iy). 

2 8 3 6 — S h o w that x1 y" — 3xy' — 5 y = 0 has two so-
lutions of the form x a and find the general integral 
of a s ' — 5 y = I o g n . 
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2 8 3 7 — I n d i c a t e tiie frequency of the motion of a 
particle of mass 1 gr. starting with the initial velo-
city of 1 /2 cm/sec from a center attracting the part i -
cle proportionally to its distance from this center, the 
particle being also acted on by a damping force pro-
portional to its velocity. No other forces are supposed 
and the proportionality coeff ic ients are respectively 
25 and 6. 

W h a t is the position o f the particle after 3 seconds? 

2 8 3 8 — Find the orthogonal trajectories of the 
family of circles tangent to the line y at the 
or igin. 

2 8 3 9 — Find the integrals which are common to 
the differential equations y'=y* + 2x —x4 y' =• — 
— y + as' + as*. 

2 8 4 0 -— Show a) that a linear homogeneous equa-
tion y'"' + p (to)yf»"1 ' + ••• + J > _ , (a) y> + i > „ ( a s ) y - 0 
with real coeff ic ients lias a complex solution u (x) -f-
+ i f and only if u (_c) and v (x j are solutions. 
b) that for a linear homogeneous equation 

VM + + • • • + JVh y' + p, y - 0 

with constant coefficients it is true that the derivative 
of a solution is also a solution. 

Eiiuctcl&dus d " j i 2 8 2 7 a 3840 do Hugo Kll>olro 
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7 3 — W . V. D. H O D G E and IX P E D O E . Melhods 
o [ A t g e b r o i c G e o m e t r y . Cambridge Universitv Press, 
1947. VIII + 440 pp. 30 s. 

E l volumen que comentamos constituye Ia priinera 
parte de una obra destinada a exponer los fundamentos 
y los métodos de la Geometria algebraica moderna, 
gracias a los cuales esta disciplina puede alcanzar un 
r igor absoluto, virtud que no siempre acompahó a la 
Geometria a lgebraica clásica, L a obra va a ser des-
arrollada en forma autónoma y, en tal sentido, eonten-
drá todos los elementos de Álgebra y de Geometria 
project iva que se utilizan en Geometria algebraica. 
Precisamente el presente volumen está dedicado al 
estúdio dctallado de dichos elementos. 

El tomo está dividido en dos libros dedicados, ei pr i -
mero, a los preliminares algebraieos y, el sogundo, al 
estúdio dei espacio p r o j e c t i v o . 

El libro I consta de cuatro capítulos. El primer ca -
pítulo contiene las nociones fundamentales dei Á lgebra 
moderna : grupos, anillos, isomorlismos, domínios de 
integridad, cuerpos, anillos de polinomios, domínios 
con descomposición factorial única, etc Eu el ca -
pítulo segundo se estudian, en forma original muy 
interesante, la dependencia lineal y los elementos de 
la teoria de matrices sobre cuorpos no eonmutativos ; 
considerando luego cuerpos eonmutativos, se expone 
la teoria clásica de determinantes y la de matrices 
cuyos elementos son pol inomíos en una indeterminada. 

Las extensiones de un cuerpo conmutativo y la di fe-
reneiación de funciones algebraicas, constituyen el 
objeto dei capitulo tercero. Se considerai! principal-

mente extensiones de grado finito y se establecen, entre 
otros, el teorema fundamental — de Kronecker— dei 
algebra abstracta y el teorema de Abel dei elemento 
primitivo, éste unicamente en el caso de característica 
nula. La diferenciación aparece tratada con detenimi-
ento y es de senalar Ia aplcaeión, pudl icada por voz 
primera aqui, de la teoria de los Jaeobianos al estúdio 
de la dependência agebraica, siempre en el caso de c a -
racterística nula. (La teoria de los jaeobianos ha sido 
y a util izada en cuestiones de geometria algebraica abs-
tracta: earacterización de puntos simples de varieda-
des algebraicas, por W e i l y , sobro todo, por Zariskí 
quion ha l legado a estenderia al easo de cuerpos de 
característica prima. Posiblemente, s iguiendo el orden 
de ideas do. Zariski pueda haeerse análoga extensióii 
en el problema de dependencia algebraica. Pensando 
en esto, eehainos de menos en el volumen que comen-
tamos unas iineas dedicadas a Ia difcrenciaeión 
abstracta). 

EI último capitulo dei libro I está dedicado a la teo -
ria de la eliminación, se Ilega a establecer las formas 
de inércia de Ilurwitz v se da la teoria do la u-resul -
tante de importantes aplicacíones en Geometria a l g o -
bra i ca ; se dan también los teoremas de la base y de 
los coroa de Ilílbert. 

EI libro II lo forman cinco capítulos. L o s capítulos 
quinto y sexto se refieren a la definición dei espacio 
proyect ívo de n dimensiones en forma «a lgebraica» y 
«sintética» respectivamente. Por lapr ímera el espacio 
aparece como conjunto de (H + I ) — pias ordenadas de 
elementos, no todos nulos, de un cuerpo arbítrario K . 


