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MATEMATICAS SUPERIORES

SIMPLIFICACAO DA EQUACAO DE UMA CONICA
por José Ribeiro de Albuquerque

Tomemos uma cénica fixa no plano, sempre a mesma.
Se escolhermos um referencial no plano da curva,
dois eixos coordenados rectangulares ou nfo, a equagio
da cénica serd
(1) A2 +2B xy+ Cy?+2Dx +2Ey+ F=0

Se variarmos o referencial, mas conservarmos a cd-
nica, variam os coeficientes, 4, B, C, D, E, F, mas
a equagdo é sempre do segundo grau e portanto da
forma (1). i

Se nos dido a equagio da conica num sistema de
eixos coordenados obliquos, podemos conservar a ori-
gem e um dos eixos, e, mudando apenas o outro, pas-
sar a novo sistema em que os eixos sejam rectangula-
~ res. Suporemos entdo que a equacgio (1) é jd a equacio
da nossa conica referida a um sistema de eixos coor-
denados rectangulares.

Vamos dar uma translacio ao referencial levando a
origem para o centro da cdnica.

Se as coordenadas do centro sfo «,B a translaciio
¢ definida por wv=a+X,y=8+Y, e teremos a nova
equagdo da nossa ednica:

(2) AX?42B XY+ CY2+2 (Ada+Bp+D) X+
+2 (Ba+ CB+E) Y+ Aa2+2B af+
+ CR'+2Da 4+ 2EB+ F=0.

Mas como a nova origem estd no centro da curva,
se (X,Y) sdo coordenadas de um ponto da conica, e
portanto verificam (2), também (—X, —Y) sdo coor-
denadas de outro ponto da curva, e portanto também
verificam (2) ; por consequéncia
(3) AX242BXY+CY2—2 (da+B3+D) X—

—2 (Ba+ CB+E) Y+ A22+28 af+
+ C8*+2Da+2EB+ F=0.

Comparando (2) e (3) tem que ser

@ Az + B+ D=0
Ba+ CB+ E =0.

O sistema (4) dd4 as coordenadas «,p do centro, e
estes valores diio & equagiio (2) a forma

(5) AX242B XY 4 CY2=H
onde
(6) H=—(4a?+2B ap+ CR+2D0+2ER+F)

Concluimos que em qualquer referencial formado por
dois didmetros perpendiculares, a nossa cénica tem
sempre uma equagiio da forma (5).

Se muda o referencial, mudando os diimetros, variam
os coeficientes 4, B, C, mas conserva-se a forma da
equagdo (5), 86 com termos de grau par, e conserva-se
o termo independente.

Quando a cdénica se mantém fixa, e varia o referen-
cial, nfio haverd outras coisas que se conservem cons-
tantes ? Vamos demonstrar a seguinte propriedade de
uma ednica.

E constante a soma dos inversos dos quadrados de
dois semi-didmetros perpendiculares de uma cdnica.

Tomemos um sistema de eixos coordenados rectan-
gulares com origem no centro. Nesse referencial a cé-
nica tem a seguinte equacgio: Awx?+ 28 xy+ Cy?=H.

Sejam y=mx e x=—my dois didmetros perpendi-
culares, ndo necessiriamente conjugados. O sistema

Ax?+2Bay+ Cy=H
{ y=mx
conduz a
H s m* H
= A52BmiCmt V" AT2Bmi O
e as coordenadas de um ponto P; em que o didmetro
y=mx corta a cénica obtém-se associando convenien-
temente um dos valores de = com um dos valores
de . O semi-didimetro é a distdncia de P A origem}
o inverso do quadrado do semi-didmetro é
1 A+2Bm+ Cm?
sl H@+m)
Para o didmetro x= —my vem sucessivamente
{Az3+2Bacy+ Cyp=H H

;= —my T Am2—2Bm+ C
m2 H

= Am—2Bm+C

x?

a2

e o inverso do quadrado do semi-didmetro é

1 Am?—2Bm+ C
oty H(@+m),

Portanto a soma & dos inversos dos quadrados dos
semi-didmetros perpendiculares de uma cénica é cons-
A+C

ety

tante e igual a
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Desta propriedade resulta o seguinte: se AxZ--
+2B xy + Cy?=H ¢ a equagio de uma cénica fixa num
sistema de eixos coordenados rectangulares O,x,y com
origem no centro, e se A' X24+2B'XY4+C'Y2=H € a
equagiio da mesma cénica noulro sistema de eixos coor-
denados rectangulares 0,X Y com origem também no
centro, temos A+C=A'4+C'.

Calculemos agora as direcgdes assintdticas da nossa
conica fixa, a partir da sua equag¢iio num sistema de
eixos coordenados rectangulares. As direcgdes assin-
toticas sio dadas por A+2Bm+ Cm?=0 e, as duas

raizes
—B+yB:—AC —B—yB*—AC
(7) my = % ? my= V#
correspondem os seguintes valores
2yB2—AC A
W =gt ==y Wy ey
C C
my—m; 2y BE_AC
1+ my-my A+C

o iltimo dos quais é o da tangente do adngulo for-
mado pelas duas assintotas y=myx,y=myx, quer
estas assintotas sejam reais ou nilo, distintas ou nio.

Mantendo-se fixa a conica e variando o referencial
(eixos coordenados rectangulares com origem no cen-

2vB2—AC

tro) mantém-se constante o valor e T e por-

tanto mantém-se constante o valor de B?*—AC.

Resumindo : se a cénica € fixa e se variam os eixos
coordenados conservando-se porém rectangulares e com
a origem no centro, as diversas equagdes da conica sdo
da forma Ax?+2B xy+Cy2=H, variando os seus coe-
Jicientes A, B, C mas conservando-se constantes, de equa-
¢ilo, para equagio, os valores de A+C,de B'—AC, €
do termo independente H,

Suponhamos que jd4 temos a equagio da conica refe-
rida a um par de didmetros perpendiculares
(8) Ax?4+2B xy+ Cy?=H
e que queremos a equac¢io da mesma cdnica referida

aos eixos de simetria. A equagfo desejada é da forma
MX24+2R XY+ NY2=H onde deverd ser
(9) A+C=M+N, B*—AC=R:*—MN

Mas como os eixos de simetria sfio didmetros conju-
gados, cada um deles divide ao meio as cordas para-
lelas ao outro. Por consequéncia, para valores cons-
tantes de X (ou de Y) a equagio deverd dar valores

(1) Os valores de A4 O e B*— AC sfo constantes, de equaghio
para equagiio, precisamente porque se suple que as equacgles ao
da dnica thm todas o termo independente H .

simétricos de ¥ (ou de X) o que obriga a ser R=0.
Com efeito, para X=Fk temos sucessivamente

(Mi2—H) + 2RkY + NY2 =0,
y, _ — Bk + /RN (ME—H)
1 = N ]
y, _ — Bk — R IF—N (MF*—H)
<= N

e pondo Y;=—Y, resulta R=0.

Entdo devemos ter a seguinte equagdo
(10) MX?+ NY:=H
e as condigdes (9) transformam-se em: A+ C=M+ N,
AC—B*=MN. Os nimeros M e N sfo as raizes da
equagio de segundo grau
(11) §2—(A+C)S + AC—B*=0.

Do referencial onde a conica tem a equagio (8)
passa-se ao referencial onde a cdénica tem a equa-
¢io (10) com uma rotagdo de um dngulo & cuja tan-
gente é o coeficiente angular do novo eixo dos XX
relativamente ao primeiro referencial. Mas os coefi-
cientes angulares dos eixos de simetria no sistema
onde a cénica tem a equacgfio (8) sfo dados por

Bm?+ (A—C)m — B = 0.

a esta equagio d4d dois valores sempre reais, distintos
se a conica tem centro. As duas rotagdes sio dadas por

C=4 . J{C=Ayr= B

my=tgey = -ap-t 2B
C—A /(C—ApT B
my = tgay = 298 ‘/( 21)3 =
’ '=* s — my—iy
e como my-my;=—1, darelagio tg (wg—w,)  Evmy

resulta wy—en=n/2. As duasrota¢des diferem apenas
na ordem em que se tomem os eixos de simetria.

* % #*

Suponhamos que a ednica é uma hipérbole equildtera
e que ji temos a sua equacdo referida a um par de
didmetros perperdiculares,

(12) Az + 2Baxy + Cyt = H.

Uma hipérbole ¢ equildtera quando as suas assinto-
tas sdo perpendiculares; as formulas (7) dos coefi-
cientes angulares das assintotas deverfio satisfazer a
condigiio de perpendicularidade

—B+YB'—AC _ G
T Br/B-4C

1
Mjr=—.— .00
my o
donde resulta — A4 =C.
Numa hipérbole equildtera sio simétricos os coeficien=
tes dos termos em x2 e y?, Isto permite reconhecer as
hipérboles equildteras.
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Se queremos a equagio da hipérbole referida is suas
assintotas, ela serd da forma JX24+2K XV + LY2=H
e deverd ser
(18) A+C=J+L, B'-AC=K2-JL.

Mas quando se tomam as assintotas para eixos
coordenados a curva cai toda em dois quadrantes
diagonalmente opostos. Para valores constantes de X
(ou de Y) a equagfio deverd dar um wnico valor real
de Y (ou de X) o que obriga a ser J=L=0.

As condigdes (13) reduzem-se a K2=B?—AC, e a
equagio da curva é =
i XY = S eyE—40

Para passar do referencial onde a cénica tem a equa-
¢80 (12) para o referencial onde ela tem a equagiio (14)
deverd executar-se uma rotagfio medida pelo dngulo
que o novo eixo dos XX, a assintota, faz com o
antigo, e cuja tangente ¢ o coeficiente angular da
assintota.

* & =

Seja dada a equagdo de uma pardbola
Ax24-2B xy+ Cy2+2Dx +2Ey + F'=0
num sistema de eixos coordenados rectangulares.
Como B?=AC os trés primeiros termos siio um qua-
drado perfeito. Ponhamos

(15) G, = YT
e teremos
(16) (ax+cy)2+2Dc+2Ey+ F=0.

As rectas ax +cy=0 e 2Dr+2Ey+ =0 encon-
tram-se num ponto Py (x,%,) da pardbola. A recta
2Dx+2Ey+ F=0 encontra duas vezes a curva no
ponto P, e portanto é tangente & curva nesse ponto.
A recta axr+cy=0 encontra a curva uma inica vez
e portanto é o didmetro que passa por Py.

Se V («,B) é o vértice da pardbola, para obter a

equagiio reduzida Y'?*=2p X' vamos dar uma rota-
¢fo w aos eixos O,x,y de modo alevar o eixo dos XX
a coincidir com o didmetro ax+ey=0. Ao efectuar
esta rotagio obteremos uma equacgiio (Y —p)2=
=2p(X—a) ou
(17) Y2=28Y+2p X — (B2 +2pz)
A rotagio w tem uma tangente igual ao coeficiente
angular de ax+cy=0.
a
(18) tgw=——.
c
As férmulas de transformagio de coordenadas sfio
{ =X cos o— Y senw
y=Xseno+Ycoso.

Antes de substituir estes valores em (16) daremos
a seguinte forma A expressio

(19)

ax+cy\? 2Dx+2Ey+ F
(\/ a3+02) 5 a?+c?

onde o primeiro membro é o quadrado da distincia

de um ponto da pardbola ao novo eixo dos XX, isto

é, Y2, Fazendo agora a transformagio (19) vem

Yz__2DXcoaw—Ysenm_

a?+c?
—_9E Xsenw+Y cosw e F
al4e? a4 ¢c?
ou ainda
Y2 = (Dsenw — E cosw) ¥ —
s
(Decosw + FE senw) X s
— (5] W) A —
at+c? : a’+ et
e comparando com (17) temos
(20) Lﬂ.== e (Dsenm—Ec:so:),
] F
-=— Deosew+ E =—| ———pB|
P a=+c2{ w4 Fsenw), a 2})[.‘12_‘_0z B]

Notando que tgw ¢ negativa e que se tem seno
e cos w com sinais contrdrios

a2 c?
senw = Sra °032"=__az+ :
[
teremos
1 c? a? ac
1?2 = g2 —_— — =
? (a2+02)?|:Dzaz+c=+E e e e
(Ea—Dc)?
(a?+oﬁ
e portanto ) Y -
@) _ 4 Ba—Dc =+E1/A—-D\/C
r —(@+?)¥2 —  (A+C)2

Os dois valores achados para p conduzem a duas
equacgdes da forma Y=+ 2pX' mas uma s6 delas da
valores reais de Y’ para valores positives X'. Esco-
lhe-se o sinal de p que realiza esta condi¢io; os dois
sinais correspondem aos dois sentidos que se podem
atribuir ao eixo VX',

L I
Facamos uma aplicagiio pritica do que se expos.
Em eixos rectangulares uma cénica tem a equacgio
2.0+ 3y — 2y + 20— 11y—22=0. As coordenadas do
centro siio dadas pelo sistema (4) ou seja
{ 22+ 33/2+1=0
32/2—23—11/2=0
A férmula (6) dd o valor H=10 e a equaglio (5)
tem a forma

a=1 f=-—2.

22+ 3y —2y2=10.
A equagfio (11) é entfio
8§2—-25/4=0 S=+5/2
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e a equagdo (10) toma as formas + 5x2/2  552/2=10.

Obtemos assim duas equagdes

24— 2d=1; —ajd+y2/d=1
para a primeira o semi-eixo real é OX e para a se-
gunda o semi-eixo real é OY .

Como a cénica é uma hipérbole equildtera, visto
que satisfaz a condi¢do —A=C, podemos referi-la
As suas assintotas. A equagfio (14) transforma-se em

XY =42,

Seja 4y?—dwy+ 22+4r+12y—1=0 a equacio de

uma pardbola em eixos coordenados rectangulares-

A equaglo (16) toma a forma
(z—2y)2+4x+12y—1=0
e a formula (21) dd
p=+2/\/5.
Surgem assim duas equagdes da forma Y 2=+ ‘/—5 X

mas uma somente dd valores reais de ¥ para valores
positivos de X .
A equagio reduzida da pardbola é portanto

1"2=1_X.
5

Vi

O METODO DA INTRODUCAO DE UM PLANO VERTICAL EM PERSPECTIVA
por Luis Mendonga de Albuquerque

1. Na resolugiio de alguns problemas de geometria
descritiva pelo método das projecgdes cotadas (dis-
tincia dum ponto a um plano ; Angulo de dois planos ;
ete.) recorre-se vulgarmente ao método da dupla pro-
jecgdo ortogonal (Mouge); para isso, introduz-se um
plano perpendicular ao plano de comparagio, que
desempenha o papel de segundo plano de projecgio

Se é licito objectar que tal procedimento destrdj
a independéncia do método das projecgdes citadas,
nem por isso ele deixa de ser correntemente aconse-
lhado e seguido em quase todas as obras diddticas da
especialidade. j

Surpreende, porém, o facto de nfo se seguir igual
critério no estudo das perspectivas. Af (pelo menos
nas obras que conhecemos) evita-se sempre ir além
dos element s que definem o sistema de projecgiio,
mesmo quando para atingir tal objectivo se tem de
recorrer a construgdes bastante trabalhosas.

Vamos tentar mostrar que, ainda neste caso, a apli-
caglo de tal método simplifica de maneira aprecidvel
aresolugdio de certos pro-
blemas. Se o seu valor
pritico, em perspectiva
rigorosa, se pode por em
discussfio, porque obriga
a construges subsidid-
rias sobre dois clementos
do tragado (operagdes que
o métedo dos rebatimen-
tos dispensa), em pers-
pectiva cavaleira sdoine-
gdveis as vantagens que
oferece.

Fig.1

2. Perspeclive rigorosa. Limitar-nos-emos, neste
caso, a mostrar como se poderia obter a dupla pro-
jecglo ortogonal de um ponto, conhecida a sua repre-

sentagio em perspectiva e o plano «, de trago (F'),
que se adopta para segundo plano de.projecgio, (fig. 1).

Seja: =, o plano do quadro; O, o centro de pro-
jecgBo ednica; P, o ponto principal; M, o ponto
dado; M, a sua imagem; e m, a sua projecgdo or-
togonal no quadro. Introduzindo o plano ai= de
trago (), o duplo sistema de projec¢io ortogonal é
(z,%). A cota do ponto M' é, entio, dada por

P " oo, .
z=——.Mm e determina a projec¢io vertical do
oM

ponto, (m',m).

3. Perspecliva cavaleira. Suponhamos que o sis-
tema de projecgiio ¢ definido pelo quadro, =, (fig. 2),
e pela direcgiio das projectantes obliqunas, §.

Seja ainda: M', o ponto dado; M, a sua imagem;
m, a sua projecgio ortogonal; e k=cotg 2, a cons-
tante de redugio.

Introduza-se o plano « ] =, de trago (), como se-

T 155772
SR e ""-‘..\_w

, l
" 1
\

Fig. 3

Fig. 2

gundo plano de projecgdo para o sistema de Monge,
(z,7). A cota de M' ¢ evidentemente :
g=mM'=k.mM.
Aplicagio I. Determinar a distincia do ponto
(M ,m) ao plano (B;N,n), (k=1/2).
Introduz-se o plano vertical de projecgiio de traco
(F) perpendicular ao trago do plano dado, B (fig. 3).
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No sistema de dupla projecgiio ortogonal, definido
pelo quadro e pelo plano (F), o plano dado é o plano
de topo, (7"); e o ponto dado é (m',m) .

A distdncia pedida é, pois: A.

Aplicagido II. Determinar o ingulo de dois planos

de tragos paralelos (ou com o mesmo trago). (Su-
poe-se k=1/2).

Aplicagio ITT. Determinar o 4ngulo de duas rectas
(k=2/3) .

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
| —ESCOLAS PORTUGUESAS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Marruiricas Genars —Alguns exercicios
de exames em 1946-47.

2528 —Integre a equaciio diferencial x? y''—2xy'+
+2y=0. R: Se¢ja y=ax®+px+7, y'=2ax+f, y''=2a.
Substituindo na equagdo proposta deduz-se =0, 2=,
B=@;. O integral geral € y=0; x2+ @ x.

2529 — Determine a cquagiio da hipérbole que
tem por focos #y (—1,0), I, (1,0) e por assintotas
y=+¢8x. R: bja=3, ba?=3, c¢=1, e2=1,
c?=a?4b?=a? (14 b?a?)=4a?, a?=c?/4=1/4, a=1/2,

2 ’2
b=1/3/2, donde @ = (‘/—33:27, =1 (eixwos orlog.).

2530 — Determine a relagiio existente entre as
excentricidades de duas elipses, supondo que os focos
de uma sfo vértices da outra e que as duas tém uma
directriz comum. R: Designe d a distincia duma
directriz da 1.° elipse ao centro. Entio ¢ d=d', por
hipétese. Considerando un dos extremos do eixo menor
Jacilmente se vé que e=afd ou d=afe. Da mesma
forma d'=a'fe!. Como a'=c (por hipdtese): ae'=ce ou
el=cfax<e=el. Emresumo: ¢'=e?.

2531 — Determine o vértice, o eixo, a directriz e o
foco da pardbola y=x—=x? e o ponto em que esta
curva tem por tangente a recta X4 Y=1 (eixos
ortogonais). R: A equagido da pardbola estd refe-
rida a uma paralela & tangente no vértice (como eizo
das abscissas) e a uma paralela ao eixo de simetria
(como eixo das ordenadas). E pois da forma: (x—a)2=
=+2p (y —b), sendo a e b as coordenadas do vér-

tice e p a distincia do foco & directriz. Desenvol-
vendo: x*—2ax 2py+a?t+2bp=0, donde —2a=—1,
F2p=1, a2+ 2bp=0. Resulta a=1/2, p=1/2 (p=>0
e € preciso optar pelo sinal + na 2.7 equagio e pelo
sinal — na 3.°), b=1/4. A equagdo da pardbola €&
pois (x—1/2)2=—2.1/2.(y—1/4). Eixo de simetria:
x=1/2; tangente no vértice: y=1[4; foco: F (1/2,0);
directriz: y =1/2. Equagdo geral das tangentes:
(x—1/2) (X=1/2) = —1/2 - (y — /4 + Y —1/4) ou
Y=(1—2x) X +x—y. Identifica-se com Y=—X+1
quando 1—2x=—1 e x—y=1 ou x=1,y=0 (ponto
cujas coordenadas satisfazem & equagio da pardébola).

2532 — 5 possivel determinar A por forma que a
conica x?/(a?—x) +y?%/(62—21)—1=0 passe por um dado
ponto P (xy,y,) do plano? De que natureza ¢ essa
conica ? Determine o Angulo sob o qual se cruzam
duas ednicas concorrentes. (Eixos ortogonais).

2533 — Calcule a grandeza d da perpendicular
baixada do ponto M (z,y) da curva y=uxz?/(1+x)
sobre a recta Y=X+p, e determine depois p por
forma que seja Llﬂn; d=0. (Eixos ortogonais).

R: A equagdo hesseana da recta do enunciado ¢é:

X—-Y+p [x—x?(1+x) +p|
—— S ). 'E et
+/3 & V2
_|x®+1)+p 1

Tecrva | lmd= %l% desde que p——1.
Solugles dos n.®* 2528 a 2533 de P. T. Braumann.
Errata: No n.° 33 de Gazeta de Malematica, pig. 19,
1.* coluna, linhas 24 e 25 (exercicio n.® 2476) deve
ler-se «passam pela» em lugar de «tém por vértice an.

MECANICA RACIONAL

F. C. P. — Mecixica Racionar — 1. Exame de fre-
quéncia, 1946-47 — 1.» Chamada.

2534 — Qual ¢ o minimo de tempo gasto por um
comboio a percorrer os 12,5km que separan duas

estagies A e B sabendo-se que os mdximos da velo-
cidade e das aceleragdes de arranque e de travagem
sdo respectivamente 10km/h, Lkm/h/s e 2km/h/s.
Tragar o diagrama (v,f) da marcha do combdio.
R: O esquema da marcha do comboio é, evidentemente,
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o seguinte: primeiro, acelera até atingir a velocidade
maxima, durante o tempo ty; segue depois, no tempo
ty, com essa wvelocidade mdaxima ; por fim, comega a
retardar, o que se verifica durante wm tempo ty tal gque
Vo—8s t3=0, se adoptarmos as designagdes: velocidade
mdaxima v,=100 km/h , aceleragio de arranque aj=
=1km/h/s e aceleragio de travagem a,=2km/hfs
De ajty=v,, vem t;=v,[a;; de (1) a;t1 |2+
FVatat v ty—a,13/2=125, vem t,. O tempo pe-
dido serd: t=t;+t+1t3. (Mudando unidades, vird:
a; =3.600km/h/h; a, =7.200km/h'h, wvalores com
que entramos em (1)) .

2535 — Os discos concéntricos Dy e D, s3o soli-
ddrios e os seus raios b e by conhecidos e tais que
by << by. Dy rola sem resvalamento sébre Or e o ex-
tremo 4 do fio SRA, fixo em S a D,, deloca-se

com velocidade constante _v: também dada, e paralela
a Ox. a) Caleular os elementos definidores do estado
cinético do conjunto Iy D;,
b) Caleular a aceleragiio
de I sébre D. ¢) Deter-
minar o centro das acele-
ragdes do conjunto Dy I),.
d) Caleular a aceleragio
de R oposto a I, e deduzir
do valor obtido o raio de
curvatura da frajectoria
descrita por ésse ponto, na
posigdo considerada. R: A velocidadede R é a de A;

[ —— - - ———g
Vr=vVp- Entio, vo=0 A\ R—1; vo=—¢' (by+b;) ou

¢'=—vo/(by+b;) sendo e=(SC,CR). O vector vy e

-
a rotagio w de valor algébrico ', constituem um par de
elementos definidores do estado cinético.

Outra solugdo: o par (vg,w), em que C € o centro
dos discos. Se 1 é o comprimento do flo, temos: by o+
+RA=1, byo' +RA'=0 (1).

Sendo alids 1y centro de rotagio, é: Vo= AC—1=
=0lI'y ou vp=—g'b; (3'<<0). Ora, como OI+RA=
=ux,, derivando: Ol'+RA'=af, ou vo+RA'=vj—
—+RA'=vy—vg, 0 que, em (1), da: byp'+ vo=v¢;
com Ve=—o'by, vem wm sistema que di ¢' e v,

e + by)
cando: (by;4Db)) o'=—vy: .-. {”P vo/ (b
i (bz2+1by) ¢ 0 b A

1 1 D
b) Movimento relativo: (X OY) = (Dl) + (X 0;,)

Vi € a velocidade de permutagiio de 1 (a mesma em rela-
¢iio a Dy e ao XOY) seja V. E elaro que V=v,; e como
a'=VAw; e V=const.,, a} =0, vird de a} =2aj +aj"+
+2(0AV,),a]=VAu.
¢) Como Vg=const., é o proprio C.
d) ag=—0? R—C=—o0?. b33 V“-VAJV.,; entio
V2 = Vi = (by+ by)? :

a, w? bz bg

2536 — P, Q e R sio fixos; C e D sio dois
cursores que correm ao longo de PS. Sabendo que
a velocidade angular de RC & constante e igual a

a,=Vifg e p=

=

80r. p. m. determinar: a) as velocidades dos curso-
res ao longo de PS; &) a aceleragfio do cursor C ao
longo de PS. R: A solugdo mais simples é obtida
pelos métodos da Cinemdtica Grifica.

Solugdes dos n.% 2534 a 2536 de A. Andrade Guimarles.

I — ESCOLAS ESTRANGEIRAS

Faculdade Nacional de Filosofia da Universidade
do Brasil (Rio de Janeiro) — Axivrise Surerior —
Julho de 1946 — 1.* Prova Parcial. (duragfio 4 h).

2537 —Seja R um reticulado ¢ L um sub-reti-
culado de R tal que:

E 1) Qualquer que seja ae R existem dois elementos
h ek de L tais que hEacCk.

Tomando R como conjunto fundamentdl daremos o
nome de vizinhanga de um ponto p de R a todo o
conjunto ¥ (p) de elementos x de R taisque hiCxCk,
onde % e k sio elementos de L tais que ACSpCk.

Demonstre que o espago topoldgico assim definido
é um espago de Kuratowski em que os pontos sio con-
juntos abertos e que L é um conjunto denso em R.

Exemplo: Seja R o conjunto das sucessdes limita-
das de nimeros reais. Dadas duas sucessdes limitadas

@ = (g, @y ey Byyen )
Y= (1 Y25 ey Ynyre)

convencionemos escrever xSy se e s6 se x;<¥,
para i=1,2,3,..., n,.... Verifique que B é um
reticulado distributivo onde e=xzJy ¢ a sucessio cujo
termo geral é ¢, = max (z,,y,) eque =y ¢é asuces-
sdo cujo termo geral é min (x,,¥,) -

Seja L o conjunto das sucessdes de mimeros reais
em que qudsi todos os termos sio iguais entre si.
Verifique que L é um sub-reticulado de B que veri-
fica a propriedade E1.






