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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
SIMPLIFICAÇÃO DA ÈQÜAÇÁO DE UMA CÓNICA 

por José Ribeiro de Albuquerque 

Tomemos uma cónica fixa tio plano, sempre a mesma. 
Se escolhermos um referencial no plano da curvai 
dois eixos coordenados rectangulares ou não, a equação 
da cónica será 
(1) Ax*+ 2B xy + Cyt + 2Dx + 2 Ey + . F - 0 

Se variarmos o referencial, mas conservarmos a có-
nica, variam os coeficientes, A, }}, C, D, E, F, mas 
a equação é sempre do segundo grau e portanto da 
forma (1). 

Se nos dão a equação da cónica num sistema de 
eixos coordenados oblíquos, podemos conservar a ori-
gem e um dos eixos, e, mudando apenas o outro, pas-
sar a novo sistema em que os eixos sejam rectangula-
res, Suporemos então que a equação (1) é já a equação 
da nossa cónica referida a um sistema de eixos coor-
denados rectangulares. 

Vamos dar uma translação ao referencial levando a 
origem para o centro da cónica. 

Se as coordenadas do centro são « , |3 a translação 
é definida por aj=-si4-X, y = Y, e teremos a nova 
equação da nossa cónica! 
(2) AX*+2BXY+ C r * + 2 (A<t+B$+D) X+ 

+ 2 (/?« + CfL+E) Y+A«*+2B + 

+ CfP+2Da. +-2E$+F=0. 

Mas como a nova origem está no centro da curva, 
se ÇS,Y) são coordenadas de um ponto da cónica, e 
portanto verificam (2), também (—Ar, — Y) são coor-
denadas de outro ponto da curva, e portanto também 
verificam (2) ; por consequência 
(3) AX2 + 2T1 XY-tCYZ-2 + X— 

- 2 (B* + C$i-E) Y+Aol+W aji-f-
+ C3=+ 2D*+ 2E$ + F- 0. 

Comparando (2) e (3) tem que ser 

( 4 ) f An + B3 + D - 0 
I B<t + Cp + E = 0, 

O sistema (4) dá as coordenadas «t, £ do centro, o 
estes valores dão à equação (2) a forma 
(5) AX*+2B XY+ CY* - II 
onde 
( 6 ) / / = . - ( á a » + 2B + 2 /Jtt + 2E& + F ) 

Concluímos que em qualquer referencial formado por 
dois diâmetros perpendiculares, a nossa cdnica tem 
sempre uma equação da forma (5). 

Se muda o referencia!, mudando OB diâmetros, variam 
os coeficientes A, B, C, mas conserva-se a forma da 
equação (5), só com termos do grau par, e conserva-se 
o termo independente. 

Quando a cónica se mantém fixa, e varia o referen-
cial, não haverá outras coisas que se conservem cons-
tantes ? Vamos demonstrar a seguinte propriedade de 
uma cónica. 

E constante a soma dos inverso* do* quadrados de 
dois iemi-didmetroe perjiendiculares de uma cánica. 

Tomemos um sistema de eixos coordenados rectan-
gulares com origem no centro. Nesse referencial a có-
nica tem a seguinte equação: xy 4- Cy*=H. 

Sejam y*~mx e — my dois diâmetros perpendi-
culares, não necessariamente conjugados. O sistema 

[ Ax*+2B xy + Cy*~H 
l y*=mx 

conduz a 
H z mi H 

= A i-2Hm+ Cm* ' = A +2Bm+ Cm1 

e as coordenadas de um ponto Pj em que o diâmetro 
y — mx corta a cónica obtêm-se associando convenien-
temente um dos valores de x com um dos valores 
do y. O semi-diâmetro é a distância de Pi h origem; 
o inverso do quadrado do semi-diâmetro é 

1 A + 2 Bm +- Cm1 

+ ~ H {1 + ">*) 

1'ara o diâmetro x— — my vem sucessivamente 
H 

- — „ ! « _ _ _ 
-my 

i yl „ —— — 
l x—~my Am*—2Üm+ C 

TO» U a 1 — 
A m2 — 2[}m C 

e o inverso do quadrado do semi-diâmetro é 

1 Am1—2Dm + C 
xl+yl H ( l + m*) 

Portanto a soma S dos inversos dos quadrados dos 
semi-diâmetros perpendiculares de uma cónica é cons-

A + C tante o igual a - ^ - • • 
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Desta propriedade resulta o seguinte: se Ax* + 
+ 2B xy- f -Cy^H é a equação de uma cónica fixa num 
sistema de eixos coordenados rectangulares O, x, y com 
origem no centro, e se A1 X* + 2B' X Y + C Y ' — H é a 
equação da mesma cónica noutro sistema de eixos coor-
denados rectangidares 0 , X , Y com origem também no 
centro, temos A + C = A'-f-C', 

Calculemos agora as direcções assintóticas da nossa 
cónica fixa, a partir da sua equação num sistema de 
eixos coordenados rectangulares. As direcções assin-
tótieas são dadas por A+2Bm+ Cm'^0 e, às duas 
raizes 

(7) m, • + - A C ̂  ^ -B-\/B*-AC 

correspondem os seguintes valores 

Olf fll; 2^13*-AC mi • mi -jj , 
m, — m2 2 \/m-AC 

1 + mt • mi A + C 

o dltimo dos quais é o da tangente do ângulo for-
mado pelas duas assintotas y=mi x ,y=mzx, quer 
estas assintotas sejam reais ou não, distintas ou não. 

Mantendo-se fixa a cónica e variando o referencial 
(eixos coordenados rectangulares com origem no cen-

2 y/B1 —AC 
A + C C P°r-

tro) mantém-se constante o valor 

tanto mantém-se constante o valor de V—AC. 
Resumindo: se a cónica é fixa e se t-ariam os eixos 

coordenados conservando-se parem rectangulares e com 
a origem no centro, as diversas equações da cónica são 
da forma Ax*-t-2B xy 4-Cy2 — II, variando os seus coe-
ficientes A, 11, C mas conservándo-se constantes, de equa-
ção, jxira equação, os valores de A + C,£Íe B ; —AC, e 
do termo independente H. 

simétricos de Y (ou de X) o que obriga a ser i í = 0 . 
Com efeito, para X-*k tomos sucessivamente 

(JU&-B) + 2RkY + NY* - 0, 

y - m - + \/itni-x {M^^JI) 
1 = N ' 

y _ -Rk - \/li! kl—N (Mk-~1I) 
N 

opondo Yt = — Yz resulta # = 0 . 
Então devemos ter a seguinte equação 

(10) MX* -L NYZ - II 
e as condições(9) transformam-se em: A+ C — M -i- N, 
AC—IP—MN, Os números l e i V são as raizes da 
equação de segundo grau 
(11) S*ã (.A-f C) S + AC - W - 0 . 

Do referencial onde a cónica tem a equação (8) 
passa-se ao referencial onde a cónica tem a equa-
ção (10) com uma rotação de um ângulo u cuja tan-
gente é o coeficiente angular do novo eixo dos XX 
relativamente ao primeiro referencial. Mas os coefi-
cientes angulares dos eixos de simetria no sistema 
onde a cónica tem a equação (8) são dados por 

Bmi + (A-C) m - B _ 0. 

a esta equação dá dois valores sempre reais, distintos 
sc a cónica tem centro. As duas rotações são dadas por 

t g « , , 

— tg (dg • 

C~A -\-Ali-' 
213 + 2 B ' 

C-A ^(0—^4)1+ 4£P 
SLB 21} 

IUj —-!ílj e como mi-mz=—1, da relação tg — _ 
1+mi* m2 

resulta »i—«2 = it/2. As duas rotações diferem apenas 
na ordem em que se tomem os eixos de simetria. 

Suponhamos que já temos a equação da cónica refe-
rida a um par de diâmetros perpendiculares 
(8) Axi + 2 Bxy + Cyi = H 
e que queremos a equação da mesma cónica referida 
aos eiüos de simetria. A equação desejada é da forma 
MX*+2B XF+NY*-H onde deverá ser 
(9) A + C^M+N, B*-AC-IP-MN 

Mas como os eixos de simetria são diâmetros conju-
gados, cada um deles divide ao meio as cordas para-
lelas ao outro. Por consequência, para valores cons-
tantes de X (ou de y ) a equação deverá dar valores 

il: Os r a t o n a <1« A + C o — Ac sSo constantes, d« equaçfto 
liara equaçAo, proclsameete purqua se sepOe quy ns equações aa 
centro da mesma cóülca 1 n todas o mesmo termo Independente 1 / . 

Suponhamos que a cónica é uma hipérbole equilátera 
e que já temos a sua equação referida a um par de 
diâmetros perperdieulares, 
(12) Aj? + 2 Bxy + Cy"- = II. 

Uma hipérbole é equilátera quando as suas assinto-
tas são perpendiculares; as fórmulas (7) dos coefi-
cientes angulares das assintotas deverão satisfazer a 
condição de perpendicularidade 

mj 
fííj 

—B+\/B'— AC 
C B + ^Bt-AC 

donde resulta —A — C. 
Numa hipérbole equilátera são simétricos os coeficien-

tes dos lermos em xz e y2. Isto permite reeonheeer as 
hipérboles equiláteras. 

IH 
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Se queremos a equação da hipérbole referida às suas 
assinto ta«, ela será da forma JX*+VKXY+LY*—H 
e deverá ser 
(13) A + C—r+L, B-—A<?— K * . 

Mas quando se tomam as assintotas para eixos 
coordenados a curva cai toda em dois quadrantes 
diagonalmente opostos. Para valores constantes do X 
(ou de Y) a equação deverá dar um único valor real 
do Y (ou de X) o que obriga a ser J= .L=0. 

As condições (13) reduzem-se a 2C*—B*— AO, e a 
equação da curva é 

Para passar do referencial onde a cónica tem a equa-
ção (12) para o referencial onde ela tem a equação (14) 
deverá executar-se uma rotação medida polo ângulo 
que o novo eixo dos XX ^ a assinto ta, faz com o 
antigo, e cuja tangente é o coeficiente angular da 
assintota. 

* # # 

Seja dada a equação de uma parábola 
Az? + 213 xy+ Cy- + 2Dx + 2Ey + F^0 

num sistema do eixos coordenados rectangulares. 
Como D i ^ A C os três primeiros termos são um qua-
drado perfeito. Ponhamos 
(15) a - v/3 , c = )/7S 
e teremos 
(16) («x + cy)l + 2Dx + 2 E y + F ^ Q . 

As rectas ax cy — 0 e 2Dx + 2Ey + F=0 encon-
tram-se num ponto -Po (»o, jfu) d̂ 1 parábola. A recta 
2Dx+2Ey+F=0 encontra duas vezes a curva no 
ponto Pu e portanto é tangente à curva nesse ponto. 
A recta ax + cy=0 encontra a curva uma única vez 
e portanto é o diâmetro que passa por P0. 

Se K{ot,p) é o vértice da parábola, para obter a 
equação reduzida F " = 2p X1 vamos dar uma rota-
ção <• aos eixos U,x ,y de modo a levar o eixo dos XX 
a coincidir com o diâmetro nx + e y = 0 . Ao efectuar 
esta rotação obteremos uma equação ( F — g} ! = 
™ 2p (X— a) ou 
(17) F + 2p X-(t? 4- 2p«) 

A rotação ui tem urna tangente igual ao coeficiente 
angular de ax + c y ~ 0 . 
(18) tg « — c 

As fórmulas de transformação de coordenadas são 

Í x = X cos a — Fsen w 
y = X sen a + Y cos w. 

Antes de substituir estes valores cm (1G) daremos 
a seguinte forma à expressão 

/ ajt + cy \ í 2Dx + 2Ey + F 
\7ã+ã) " a»-)-.-' 

onde o primeiro membro é o quadrado da distância 
de um ponto da parábola ao novo eixo dos XX, isto 
é, Yz. Fazendo agora a transformação (19) vem 

A'cos u — Y sen <a - - 2 D • 

- 2 E 
X sen « +• Y cos u F 

ou ainda 

( l í + C3 

• ( D c o s 
a~ + c* 

e comparando com (17) temos 
1 

a E + c* a 2 + c 1 

( D s e n » — E c o s »>) Y 

+ E s e n oi) X — 

(20) P ' 
t l í - f e * 

(D sen u — E cos « ) , 
1 1 1 F 

í> = - — - ( D c o s w + í í s e n u ) « = • — — — - — p* . 
o !-f-c' 2p 1 a?+c* J 

Notando que tg n é negativa e que se tem sen u 
o cos H com sinais contrários 

a * 

a* + ( £ 
c o s 4 a — 

teremos 

j >3 i 
(<ií + c í ) * | 

LU + E * 2 DE—— I-a* + c ! aí + cí íii + c í j 
(Ea-Dcy 

o p o r t a n t o 

,„n . Ea—Dc Es/A- Di/c ( 2 1 ) I) = + — + . 
v ' • " K + c - (A+C)V* 

Os dois valores achados para p conduzem a duas 
equações da forma j ; 2;)A'1 mas uma só delas dá 
valores reais de Y' para valores positivos X'. Esco-
Ihe-se o sinal de p que realiza esta condição; os dois 
sinais correspondem aos dois sentidos que se podem 
atribuir ao eixo VX'. 

Façamos uma aplicação prática do que se expus. 
Em eixos rectangulares uma cónica tem a equação 

2x1 + 3xy—2y! + 2x — lly~22=0 . As coordenadas do 
centro são dadas pelo sistema (4) ou seja 

r 2«+3(5 /2+1=0 
1 3 a / 2 - 2 3 - 1 1 / 2 - 0 

A fórmula (6) dá o valor //=»10 e a equação (5) 
tem a forma 

2xt+3xy-2y'=10. 
A equação (11) è então 

S1 —25/4 —0 iS —+ 5/2 

= 1 8 — 2 . 

sen" w -
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e a equação (10) toma as formas + 5JC3/2 5^ /2 = 10. 
Obtemos assim duas equações 

= 1 ; —astyá+jft/4 - 1 
para a primeira o semi-eixo real é OX e para a se-
gunda o semi-eíxo real é OY. 

Como a cónica é uma hipérbole equilátera, visto 
que satisfaz a condição — A=C, podemos referi-la 
às suas assíntotas. A equação (14) transforma-se ein 

XY-±2* 
Seja 4y ! — + + —1 = 0 a equação de 

uma parábola em eixos coordenados rectangulares* 

A equação (1G) toma a forma 

e a fórmula (21) dá 

4 
Surgem assim duas equações da forma 1 ! = + "7= X 

v 5 
mas uma somente dá valores reais de l r para valores 
positivos de X . 

A equação reduzida da parábola é portanto 

Y* = 4=X. 
V/5 

O MÉTODO DA INTRODUÇÃO DE UM PLANO VERTICAL EM PERSPECTIVA 
por luís Mendonça de Albuquerque 

1. Na resolução do alguns problemas de geometria 
descritiva pelo método das projecções cotadas (dis-
tância dum ponto a um plano ; ângulo de dois planos ; 
etc.) recorre-se vulgarmente ao método da dupla pro-
jecção ortogonal (Mouge) ; para isso, introduz-se um 
plano perpendicular ao plano de comparação, que 
desempenha o papel de segundo plano de projecção 

Se é lícito objectar que tal procedimento destrói 
a independência do método das projecções citadas, 
nem por isso ele deixa de ser correntemente aconse-
lhado c seguido em quase todas as obras didáticas da 
especialidade. 

Surpreende, porém, o facto do não se seguir igual 
critério no estudo das perspectivas. Aí (pelo menos 
nas obras que conhecemos) evita-se sempre ir além 
dos «lement s que definem o sistema de projecção, 
mesmo quando para atingir tal objectivo se tem de 
recorrer a construções bastante trabalhosas. 

Vamos tentar mostrar que, ainda neste caso, a apli-
cação de tal método simplifica de maneira apreciável 

a resolução de certos pro-
blemas. Se o seu valor 
prático, em perspectiva 
rigorosa, se pode pôr em 
discussão, porque obriga 
a construções subsidiá-
rias sobre dois olementos 
do traçado (operações que 
o método dos rebatimen-
tos dispensa), em pers-
pectiva cavaleira são ine-
gáveis as vantagens que 
oferece. 

f i g . i 

2. Perspectiva rigorosa. Limitar-nos-em os, neste 
caso, a mostrar como se poderia obter a dupla pro-
jecção ortogonal de um ponto, conhecida a sua repre-

sentação em perspectiva e o plano a , de traço (F) , 
que sc adopta para segundo plano do-projecção, (fig. 1). 

Seja: ir, o plano do quadro; O, o centro de pro-
jecção cónica; I', o ponto principal; J f , o ponto 
dado; M , a sua imagem; u m , a sua projecção or-
togonal no quadro. Introduzindo o plano « I J T de 
traço (F) , o duplo sistema de projecção ortogonal é 
( « , i r ) . A cota do ponto Jl/1 é, ontão, dada por 

ÕP — 
z Afm e determina a projecção vertical do 

ÜM 
ponto, (iíj'tm). 

3. Perspectiva cavaleira. Suponhamos que o sis-
tema de projecção é definido pelo quadro, « , (fig. 2), 
e pela direcção das projectantes obliquas, S . 

Seja ainda: M', o ponto dado ; M , a sua imagem; 
, a sua projecção ortogonal; e k = eo tg x , a cons-

tante de redução. 
Introduza-se o plano i l i r , de traço ( F ) , como se-

Fits- 2 
V 

Fig. 3 

gundo plano de projecção para o sistema de Monge, 
(a , te) . A cota do Aí' é, evidentemente: 

z = mil' — k. mM. 
Aplicação I. Determinar a distância do ponto 

( M , m ) ao plano (U ; N , » ) , (fc = l/2) . 
Introduz-se o plano vertical de projecção do traço 

(F) perpendicular ao traço do plano dado, B (fig, ií). 
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No sistema de dupla projecção ortogonal, definido 
pelo quadro e pelo plano ( F ) , o plano dado é o plano 
de topo, (71) ; e o ponto dado é (J»', m) , 

A distância pedida é, po is : a , 

Aplicação II. Determinar o ângulo dodóis planos 

de traços paralelos {ou com o mesmo traço). (Su-
põe-se £ - 1 / 2 ) . 

Aplicação III. Determinar o ângulo de duas rectas 
(£ = 2/3) . 

PONTOS DE EXAMES DE FREQUÊNCIA E FINAIS 

I - E S C O L A S P O R T U G U E S A S 

ÁLGEBRA SUPERIOR —MATEMÁTICAS GERAIS 
F . C. L. — MATEMÁTICAS G B H A I S — Alguns exercícios 

de exames em 1946-47. 

2 5 2 8 — Integre a equação diferencial x- y"—2xy' 4-
+ 2 y - 0 . Rs Btfa y - « * 4 - P * + l r > í ' — S « + Pi >'" = 2 ! . 
Substituindo na equação proposta detluz-se 0 , » — £?(, 
p—Sz- O integral geral e' y = 61 x 2 * • 

2529 — Determine a equação da hipérbole que 
tem por foeos I-\ (—1 ,0) , 1\ (1 ,0) e jior assintotas 
y - + l / 3 j : . Ri b / a - y / S , b t /a í —3, c - 1 , d*—1, 
c * - a * + b * - a * ( l + B » / a í ) - 4 t f , tf-c74-l/4, a - 1 / 2 , 

b —1/3/2, donde 
(1 /2 ) ' P / 2 ] ' 

1 (eixos or tog.). 

2530 — Determine a relação existente entre as 
excentricidades de duas elipses, supondo que os focos 
de uma são vértices da outra e que as duas têm uma 
directriz comum. It ; Designe d a distância duma 
directriz da 1." elipse ao centro. União é d = d', por 
hipótese. Considerando um dos extremos do eixo «tenor 
fàcilmente se vê que e = a/d ou d=>a/e. Da mesma 
forma d' —a'/e'. Como a' —c {por hipótese) -. ae' = ce 0« 
e' — c / a x e = e I . Em resumo: o' — e2. 

2531 — Determine o vértice, o eixo, a directriz o o 
foco da parábola y~x — x2 e o ponto em que esta 
curva tem por tangente a reeta A' 4- }"•=-! (eixos 
ortogonais). R : A equação da parábola está refe-
rida a timo paralela à tangente no vértice (como eixo 
das abseissas) e a uma paralela ao eixo de simetria 
(como eixo das ordenadas). E pois da forma: (x —a) ! — 
=. + 2p (y — b) , sendo a e b as coordenadas do vér-

tice e p o distância do foco à directriz. Desenvol-
vendo: x> —2ax + 2py4-a i + 2bp = 0 , donde — 2a— — I , 
+ 2p = l , a 3 ± 2 b p - Õ . Resulta a = l / 2 , p = l /2 ( p > 0 
e í preciso optar pelo sinal 4- na 2.' equação e pelo 
sinal — na 3.'), b = l / 4 . A equação da parábola é 
pois ( x - l / 2 ) J 2 - 1 / 2 • (y —1/4). Eixo de simetria: 
x —1/2 ; tangente no vértice: y = 1/4 ; foco: F (1/2 , 0) j 
directriz: y—.1/2. Equação geral das tangentes : 
(x —1/2) ( . Y - l / 2 ) 1/2 • (y - 1/4 4- Y - 1/4) ok 
Y = (1 — 2x) X +-X — y . Identifica-se com Y—— X 4 - 1 
quando 1 — 2 x = — 1 e x—y — 1 ou x — 1 , y —0 (ponto 
cujas coordenadas satisfazem à equação da parábola). 

2532 — É possível determinar X por forma que a 
cónica x2j(a2 —X) —X)—1 = 0 passe por um dado 
ponto P (x0, ya) do plano? De que natureza é essa 
cón i ca? Determine o ângulo sob o qual se cruzam 
duas cónicas concorrentes. (Eixos ortogonais). 

2 5 3 3 — C a l c u l o a grandeza d da perpendicular 
baixada do ponto M ( 1 , y) da curva y—aí/f l+ifc) 
sobre a recta l ' = X 4 - p , o determine depois p por 
forma que seja limrf=»0. (Eixos ortogonais), 

R: A equação hesseana da recta do enunciado é: 

Lo3o „ J ^ / f l + D + P l _ 

x ( p + 1)4-p 
\/2 X4- l ' 2 

Jim d• P + l | 
l/ã I 

= 0 desde que p - -1. 

SoluçOes d o s 2528 s 2533 d e P . T . B r a u m a n n . 

Errata : No n." 33 de Gazeta de Matemática, pág. 19, 
1 • coluna, linhas 24 o 25 (exercício n,° 2476) deve 
ler-so «passam pela» em lugar de "têm por vértice a». 

MECÂNICA RACIONAL 
F. C. P. — M E C Â N I C A R A C I O N A L — 1.° Exame de fre-

quência, 1946-47 — 1.* Chamada. 

2 5 3 4 — Qual é o mínimo de tempo gasto por um 
comboio a percorrer os 12,5 km que sep^1^111 duas 

estações A o O sabendo-se que os máximos da velo-
cidade e das acelerações de arranque e de travagem 
são respectivamente 10 km/h , L km/h/s e 2 km/h/s. 
Traçar o diagrama (t>, t) da marcha do com bói o. 
R : O esquema da marcha do comboio é, evidentemente, 
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o seguinte: primeiro, acelera até atingir a velocidade 
máxima, durante o tempo ti; segue depois, no tempo 
t(, com essa velocidade máxima; por fim, começa a 
retardar, o que se verifica durante um temjio tj tal que 
vm—a3 tj = 0, se adoptarmos as designações: velocidade 
máxima vm —100 km/h , aceleração de arranque ai =« 
= 1 km/h/s e aceleração de travagem aj = 2 k m / h / s . 
De ajt| = v B , vem tt = v m / a ) ; de (1) a , t t / 2 + 
+ V « t i + tj— a j tJ /2 — 1S,5, Vtm tj . O tempo pe-
dido será: t-—t( -I- t^. (Mudando unidades, virá: 
aj = 3.(500 km/h/h ; aj — 7.200 km/h,'li, valores com 
que entramos em {!)) . 

2 5 3 5 -— Oa discos concêntricos Z>f o Dt são soli-
dários c os seus raios c conhecidos e tais que 
bz < bi. Di rola sem resvalamento sobre Ox e o ox-
tremo A do fio SRA, fixo em S a Dz, deloca-se 

com velocidade constante % também dada, o paralela 
a Ox. o ) Calcular os elomentos definidores do estado 

cinético do conjunto 7Ji D2, 
b) Calcular a aceleração 
de / sobre D . e) Deter-
minar o centro das acele-
rações do conjunto D\ Dz, 
d) Calcular a aceleração 
de R oposto a I, e deduzir 
do valor obtido o raio de 
c u r v a t u r a da trajectória 
descrita por êsse ponto, na 

posição considerada. I t : A velocidade de l i ti a de A ; 

vr — vo • Então, T i = » / \ 1 1 - ' I ; va — — tf' (bj + bj) ou 
ff — — v^(bt+bj) sendo <p = (SC7CR), O vector v0 e 

a rotação a> de valor algébrico constituem um par de 
elementos definidores do estado cinético. 

Outra solução: o par ( v c , « ) , em que C é o centro 
dos discos. Se 1 é o comprimento do fio, temos: bj t> + 
+ R A - 1 , b; ç ' - fRA' = 0 (1). 

Sendo aliás I 0 centro de rotação, é: v t = u A l ' - ( a 
- O I ' , ou Vc=— ç' bx (ip'<0). Ora, como OI-fRA — 
= :cAI derivando! OI1 H-RA' — x'x, ou VtH-ltA 1 -* , -» 
- » E A ' = v , - v c , o que, cm (1), dá: bz + vj, ™ v c ; 
com v c ——o'bJf vem um sistema que dá <p' e v c , 

ficando: (b i + b , ) ^ - v „ ; . . . . { ' ' ' V ^ Í S 

b) Movimento relativo: Q + ( X o Y ) 

V[ é a velocidade de permutação de I (a mesma em rela-
ção a D [ e ao X O V ) seja V . E claro que V = v c ; e como 
i l ' — V A » ; e V = const, , af 0 , virá de a f = ã [ + ã j r + 

+ 2 ( Ü A V r ) , ã í = V A w . 

c) Como v c —const,, é o próprio C . 
d) ã „ — - < B * . R — C = —M1- b j j ; V n - V , - V 0 i então 

V i 
a u = Vj/f t f 

a„ 
V i ( b i + t a ) ' 

lo3 b j 1)2 

2536 — P, Q e R são fixos; C e D são dois 
cursores que correm ao iongo de PS . Sabendo que 
a velocidade angular de IiC é constante e igual a 

R Q 
80 r. p. m. determinar: a) as velocidades dos curso-
res ao longo do PS; b) a aceleração do cursor C ao 
longo de PS'. R: A solução mais simples è obtida 
•peloít métodos da Cinemática Gráfica. 

£oluçGos dos n . " £531 a 2536 do A. Aadrado ttuJmarSos. 

II - E S C O L A S E S T R A N G E I R A S 

Faculdade Nacional de Filosofia da Universidade 
do Brasil (Rio de Janeiro) — ANÁJ.ISR SDTBKIOB — 
Julho de 1946 —1.* Prova Parcial, (duração 4 h). 

2537 — Seja R um reticulado e L um sub-reti-
culado de H tal que: 

E 1) Qualquer que seja ae R existem dois elementos 
h e k de L tais que l i C a C k . 

Tomando 11 como conjunto fundamental daremos o 
nome de vizinhança de um ponto p de R a todo o 
conjunto V(p) deelementos x de 11 taisque / i ç ^ ç i , 
onde h o fc são elementos do L tais que A Ç p ^ J t . 

Demonstre que o espaço topológico assim definido 
é um espaço do Kuratowski cm que os pontos são con-
juntos abertos e que L é um conjunto denso em l í . 

Exemplo .- Seja 11 o conjunto das sucessões limita-
das de números reais. Dadas duas sucessões limitadas 

v - fei > vt t • • • i y-1 •• •) 
convencionemos escrever j C ; / se e só se S i / ; > 
para i & l , 2 , 3 , . . . , n .. . Verifique que R ê um 
reticulado distributivo onde c^-x[Jy é a sucessão cujo 
termo geral ó = max , y„) equo xf\ ij é a suces-
são cujo termo geral é min . 

Seja L- o conjunto das sucessões de ndmeron reais 
em que quási todos os termos são iguais entre si. 
Verifique que L é um sub-reticulado de l i que veri-
fica a propriedade E 1 . 
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2 5 3 8 — Suja f (x) uma funcional quo a cada ele-
mento x dc L faz corresponder um número real / ( x ) , 

D B F U T I Ç Í O 1 . Diremos que f (x) è monótona sobre. L 
se for verificada a seguinte condição 

P I : a Ç í i implica f(a)<=f(b) , onde a ,be L. 
D K F I N I Ç Ã O 2. Diremos que f(x) é aditiva sobre L se 
F 2 : / ( a U !>) + / ( « n 6) - / (a) + / (Ò) quaisquer que 

sejam « e b de L . 

D E F I N I Ç Ã O 3. Dado x de R ponhamos : 
f3 (a) —ínfimo f(k) para todos os valores possíveis 

de k e L tais que i ç í , 
/o (x) = supremo f(h) para todos os valores possíveis 

de k e L tais que Í Ç j , 
Diz-se que / é proíongável no ponto x de li se 

for / » ( x ) - / „ (x) . 
Demonstre os seguintes teoremas: 

T E O R E M A 1. Toda a funcional / (x) definida e mo-
nótona sobre L é contínua em todos os pontos de L . 

T E O R E M A 2. Para que / (x) monótona sobre L seja 
proíongável no ponto a do li é necessário e suficiente 
que dado S > 0 exista um par de elementos h e k de L 
tal que A Ç a C í e / ( * ) — / ( A ) < .5 . 

D E F I N I Ç Ã O 4. Seja P o conjunto de todos os pontos 
nos quais / ó proíongável. Dá-se o nome de prolon-
gamento da funcional / ( x ) à funcional F (x) defi-
nida sobre P da seguinte maneira: 

F (x) - / « (x) « / „ (x) para x e P, 

Demonstre : 

T E O B E U A 3. E é uma parte de P e F (x) -= / (x) 
se x e L . 

Exemplo (continuação). So quási todos os termos 
da sucessão x = ( x t , Xj , . . . , » „ , . . , } são iguais a a, 
ponhamos f (x) = a . Mostre que são verificados sobre 
L os axiomas F1 e F2 e que os elementos de li em 
que / è proíongável são precisamente as sitcessCcs con-
vergentes. A funcional F (x) é o limito da sucessão 
convergente x™ ( x j , x» , . . . , x„ , . . , ) isto é 

F (x) = lim x„ . 

2 5 3 9 — Demonstre o seguinte teorema: 
T E O R E M A 4. Se / é uma funcional monótona o adi-

tiva sobre L, P é um sub-reticulado de li e F (x) 
ó não só monótona mas também aditiva sobre P . 

Exemplo (continuação). Mostre que o axioma F 2 
é satisfeito sobre E e que o teorema 4 exprime que 
so x„ e y„ são sucessões convergentes então: 

lim [max (x„ , $f„)]-t-lim [min (x„ , y „ ) ] ~ l i m x„ + lim y„ . 
H A » R B » ' .T—« 

Sugestão. Considere o exemplo a estudar como um 
caso concreto susceptível do encaminhar a resolução 
das questões propostas. 

Nota — As questões propostas foram extraídas do 
uma memória de Ky Fan. 

ÍJ::Hiri Aloi D» rror. Ablóáto A. R. Monto Iro 

U n i v e r s i t é D A l g e r - M É C A K K Í U B R A T I O N N E L L E - E p r e u v e 

Théorique — Mai 1947. (durée 4 h). 

2540 — Etude d'une fusée interplanétaire assez 
éloignée de tout astro pour pouvoir négliger l'attrac-
tion newtonienne-

Le problème comporte deux parties indépendantes. 
I, Dans cette première partie, on néglige la varia-

tion de masse de la fusée due aux gaz éjectés durant 
l'intervalle de temps considéré. 

Ou considère un solide S de centre de gravité 0 , 
et un repère Ii (Oxya) lié & S. L'ellipsoïde d'inertie 
de 5 est de révolution autour de Oz. Le solide est 
soumis à une force / constante par rapport à R , et 
appliquée en un point Q de Oz de coordonnées 
( 0 , 0 , — a ) (force représentant la réaction des gaz 
éjectés). 

1°. On suppose que la force passe par 0. Décrire 
le mouvement de S par rapport à un repère d'origine 
0 et de directions parallèles à celles d'une repère 
galiléen IÎq, puis étudier le mouvement du point O 
par rapport à R a les conditions initiales étant quel-
conques. 

- » 

2°. On suppose que f est contenue dans le plan 
xOz et fait avec Oz un angle a (cas où. la tuyère 
d'échappement serait inclinée par rapport à Oz). 
Exprimer en fonction du temps les coordonnées du 

— * 

vecteur rotation w de S par rapport à li ; Jiou de 
l'extrémité do a par rapport à I i . Démontrer que si 
w est convenablement choisi à l'instant initial, ce vec-
teur reste fixe par rapport à li ; étudier dans ce cas 
le mouvement do 0 par rapport à lio- Peut-il arri-—. 
ver que ro reste fixe par rapport à i?u? 

II. On suppose que la fusée éjecte une masse de 
gaz u par seconde (u. pouvant être fonction du temps) 
et que la force f passe par O. 

3". Montrer que le vecteur f représente la v i -
u 

tesse V d'éjection des gaz par rapport à la fusée, 
vitesse supposée la mime en tout point de l'orifîco 
dc sortie et à tout instant. 

2". La fusée étant au repos par rapport à à 
l'instant t — 0 , calculer sa vitesse à l'instant t en 
fonction do ) v |, et des masses de la fusée m (0) à 
l'instant ( = 0 et m (t) à l'instant i . 


