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correspondance entre la géométrie de Laguerre réelle 
et les transformations projectives d'un cflne réel. Les 
déplacements de l'espace euclidien correspondent, par 
projection isotrope (un point de l'espace étant centre 
d'une sphère de rayon nul passant par un cercle du 
plan) aux transformations de contact du plan qui chan-
gent les cercles en cerclcs et les droites en droites, en 
conservant la distance tangentielle do deux éléments 
de contact d'une mémo droite. Il suffit, pour faire 
correspondre la géométrie de Laguerre aux transfor-
mations projectives d'un paramètre dual u + tv , de 
paramétrer les droites orientées sous la l'orme 

(1 — tt1) x + 2 uy + v = 0 . 

Pour que la droite enveloppe un cycle, il faut et suffit 
que v soit un polynôme du second degré en u. 

Les transformations représentées par une fonction 
de la variable u-fet> 

/ < > + « , ' ) - / ( « ) + 4 / ' <tt).1>-ff («) + » [ * + V («)] 

(où h, g et sa dérivée g' représentent des fonctions 
ordinaires, alors que f était fonction duale d'une 
variable duale) admettent au voisinage de chaque 

droite « , v une transformation tangente de la forme : 
u'—«o'+ [(« ' -%')=-=(» +si) fit—u0) + « (u—%) a -

Elles sont donc telles que la distance tangentielle 
de deux éléments de contact d'une même droite soit 
conservée. Le groupe ainsi obtenu (qui dépend de 
deux fonctions de variable réelle) correspond, pour la 
géométrie des droites, au groupe de la géométrie con-
forme à deux dimensions pour les points (qui dépend 
d'une fonction de variable complexe). Mais le groupe 
équitangentiel présente une dégénérescence par rapport 
au groupe conforme, de même que la métrique ponc-
tuelle de l'espace euclidien (correspondant à une droite 
à l'infini) est dégénérée par rapport à la métrique 
angulaire (qui correspond à deux points cycliques). 
Dans une géométrie cavleyenne, au contraire, on peut 
envisager une géométrie conforme et une géométrie 
équitangentielle, parfaitement corrélatives l'une de 
l'autre, précisément par rapport à la conique absolue. 

Revenant an plan euclidien, on peut dire que tout 
théorème de géométrie anallagmatique ou conforme 
a un conséquent dans la géométrie de Laguerre ou 
équi tangentielle, la réciproque n'étant pas toujours 
vraie. ( Continua) 
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7. Assim se separaram muito claramente as coisas e 
julga-se, agora, poder abordaT as questões com os dois 
princípios opostos : a Topologia e a Álgebra, a vizi-
nhança e o cálculo, o transcendente e o algébrico, o 
contínuo e o discontínuo, (ou ediscreto»). Desejar-
-se-ia, talvez, disputar entre elas a primasia, discutir 
qual faria aparecer os «fundamentos mais profundos», 
qual seria mais rica de esclarecimentos ou mais có-
moda e assim sucessivamente. 

Mas, no mesmo momento, aparecem também inter-
dependências. São das mais diferentes espécies. Ime-
diatamente aparecem, e não são as menos interessantes, 
as que se referem à geometria analítica ordinária onde 
se traduzem, com o auxilio das coordenadas, simples 
teoremas do espaço por teoremas da álgebra real — 
trata-se portanto aqui de topologia e álgebra «concre-
tas». Como exemplo mencionemos o seguinte teorema 
já demonstrado por Poincaré: Quando sobro a super-
fície exterior duma esfera é dada uma corrente, por-
tanto um campo de vectores que varia continuamente 
do ponto para ponto, devem sempre aparecer turbi-
lhões, fontes ou outros pontos singulares (descontinui-

dades) (investigue-se, por exemplo, uma corrente ao 
longo dos meridianos ou dos paralelos, neste caso, os 
poios constituem tais descontinuidades). Algebrica-
mente pode exprimir-se Este teorema, dizendo que cer-
tos sistemas de equações com três incógnitas tím solu-
ções reais. Mas só se pode traduzir o teorema, não a 
demonstração, e de resto não se conhece até hoje uma 
demonstração puramente algébrica. Assimatopologia 
resolveu certos problemas da álgebra real que esta 
mesma ainda não resolveu. Do mesmo modo isto se 
dá com muitos outros teoremas sobre campos de vecto-
res e correntes, e as suas consequências, de formulação 
algébrica, ou não foram ainda algébrica mente demons-
tradas ou só o foram parcialmente. 

8. Estas aplicações não são muito extraordinárias 
visto que empregam como auxiliares os números reais 
onde os dois pontos de vista já estão reunidos. Mas 
há também aplicações da álgebra abstracta à topolo-
gia e este é, em geral, o método mais importante para 
a investigação das propriedades topológicas. 

Pensemos, por exemplo, na esfera, na superfície ane-
lar ou superfícies semelhantes. Podemos cobri-las 
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com urna rêde de triângulos ; estes triângulos são limi-
tados por linhas curvas, mas que podem ser deforma-
das em linhas rectas. Esta rêdo de triângulos é uma 
espécie de esqueleto da superfície e, grosso modo, 
substitui-a. Podemos agora — isto assenta na essen-
cia do continuo — subdividir cada triângulo tão fina-
mente quanto se queira, segundo uma lei prescrita, e, 
assim, cada ponto fica exactamente envolvido. Porem 
este refinamento, através do qual a superfície é apro-
ximada de cada vez com mais precisão, está já com-
pletamente fixado pela rêde original, isto é, as proprie-
dades da superfície devem já estar contidas nesta 
rude, nas ligações dos vértices nos triângulos; só ú 
necessário conhecer quais os o pontos que constituem 
cada triângulo e quais os triângulos que têm lados 
(ou parte) comuns. A investigação leva assim a com-
binar objectos discretos em número finito e aplica-se 
aqui, com vantagem, o formalismo da álgebra abs-
tracta ; esta topologia combinatória Ott algébrica (cfr. 
[2], [4]) é precisamente um ramo da álgebra pura c 
aqui não se fala, de modo algum, em contínuo. Que 
é possível por outro lado investigar assim proprieda-
des geométricas, isso apoia-se num facto tão notável, 
como importante, que fornece a ligação com o contí-
nuo : podem encontrar-se «invariantes topológicos» 
em esquemas combinatórios, isto é, podem eneontrar-
-se grandezas algébricas que só dependem do compor-
tamento topológico da imagem geométrica em questão, 
mas não dependem da forma, grandeza, etc, em parti-
cular não dependem do esqueleto especial de vértices 
no qual se movo a topologia algébrica. Por exemplo 
se : o número de vértices — o número de arestas + o 
número de faces tem um determinado valor para uma 
triangulação duma superfície fechada, esse valor é o 
mesmo para cada triangulação dessa superfície e tam-
bém para qualquer triangulação doutra superfície do 
mesmo tipo topológico ; para a esfera aquele valor é 2 
— é o teorema de Euler dos poliedros — e para as 
superfícies do tipo da superfície anelar aquele valor é O. 

Em especial, a teoria da triangulação, de que fala-
mos acima, é completamente interpenetrada pelos 
métodos algébricos, enquanto que na teoria das defor-
mações (redução duma curva a um ponto, etc.) há 
outros princípios de primordial importância. Tudo o que 
mencionei de proposições sobre superfícies — trian-
gulação, campo de vectores, etc. —ou sobre curvas no 
espaço, demonstra-se melhor com estes métodos algé-
brieos; e ainda mais-, podem-se «calcular» directa-
mente propriedades geométricas a partir do número 
de vértices, arestas, triângulos, etc, e suas relações, 
e o método pode-se aplicar não só às figuras do nosso 
espaço e às da sua generalização a um número maior 
de dimensões, tuas também, depois de investigações 
mais recentes, a muitos espaços abstractos, mais gerais. 

Pelo contrário, não se conseguiu ainda caracterizar 
a estrutura geométrica pela algébrica, isto é, substi-
tui-la; são só propriedades singulares duma figura 
geométrica, que se podem determinar daquela maneira, 
e sob este ponto de vista há ainda muitos problemas 
sem solução. 

9. Assim se evidencia em múltiplas aplicações, um 
certo parentesco entre os nossas dois esquemas aparen-
temente diferentes, álgebra e topologia. Esse paren-
tesco sobressai com especial relevo na síntese das duas: 
Consideram-se sistemas que possuam, ao mesmo tempo, 
uma estrutura algébrica e uma topológica {isto é, con-
juntos do elementos com os quais se pode calcular e 
que ao mesmo tempo constituem pontos dum espaço 
de vizinhanças). 

O exemplo com que quero procurar indiear as linhas 
particulares desta síntese é a teoria dos «grupos topo-
lógicos comutativos» tsl como ela foi, desenvolvida 
há poucos anos por Pontryagin [5] — não porque ela 
seja o único exemplo, mas porque é particularmente 
simples e clara e de interesse fundamental sob muitos 
pontos de vista. Permito-me, em primeiro lugar esbo-
çar em breves palavras algumas idéias e resultados 
desta teoria. 

A circunferência possui não só propriedades topo-
lógicas mas também algébricas. É uma variedade 
contínua e ao mesmo tempo um grupo: a cada ponto 
corresponde um ângulo (desde que escolhamos um 
ponto inicial) e os ângulos podem adicionar-se de 
modo que as suas somas dependam continuamente das 
parcelas. Diz-se, neste caso, que é um grupo uroló-
gica e, precisamente, um grupo fechado, ao contrário, 
por exemplo, da recta numérica que é aberta. Um 
outro exemplo dum grupo topológico fechado é a 
superfície anelar. 

Tomemos agora uma segunda circunferência auxi-
liar e faça-se corresponder a cada ângulo da primeira 
circunferência um ângulo duplo na segunda; portanto, 
quando um ponto percorre completamente, uma vez, 
a primeira circunferência, o ponto correspondente na 
segunda circunferência percorre-a completamento duas 
vezes — do mesmo modo como o ponteiro das horas 
executa duas vezes a volta ao mostrador enquanto o 
Sol percorre uma vez a sua órbita. A uma tal corres-
pondência, que não prejudica nem as relações do con-
tinuidade nem as operações de grupo, chama-se um 
carácter do grupo topológico. 

Obtém-se um outro carácter da circunferência quando 
em lugar do ângulo duplo so toma o ângulo triplo 
(ou o quádruplo, etc.), ou ainda quando se faz corres-
ponder a eada ângulo o negativo {igual e de sentido 
contrário) ou o duplo, ou o triplo negativos, etc. Pode 
também tomar-se o ângulo nulo, isto é, fazer corres-
ponder a cada ângulo o ângulo 0. Deste modo se 


