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I. S. T.— MECÂNICA BACIOMÀL — Exame final, 1946. 
2179 — Achar as extremais do integral 

I = y x"y<t dx , 
wt 

(t mostrar que se for ff > 1 , não há nenhuma extre-
mai que passe por dois pontos situados de lados opos-
tos do eixo dos yy . 

2180 — Achar o momento de inércia do sólido ho-
mogéneo limitado pelas duas superfícies cilíndricas 

e x î - f -y î=5 ! ( u > ô) 

e pelos dois planos 
s—k o z—-~ A, 

1.°. Em relação ao eixo dos zz ; 
2.". Em relação ao eixo dos xx . 

2181 — Um cilindro de revolução homogéneo e sim-
plesmente pesado oscila em torno duma tangente 
(suposta horizontal) a uma das suas bases. Achar o 
comprimento do pêndulo simples síncrono. 

P R O B L E M A S 
.4« resoluções de problemas propostos devem ser enviadas fiara a Redacção da «Gazeta de Matemáticaa. 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita numa. folha de 
popel, utilizada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tratados), com a indicação do nome 

e da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das melhores 

e mencionam-se os autores de todas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 

2182 — Do estudo das séries ^ cos »( e ^ sen nfl 

H> 1 
deduzir o comportamento da série 5 J —7= z" sobre a 

ÍÜT V n 

circunferência de convergência. 

2183 —Sabendo que 
w. 

/ log sen xdx — ^ log -

(V.) p. ex., o livro de exercícios de Cálculo Infinitesi-
mal de Todhunter), calcule: 

2 n 

/ 
[ n 2TT «ir 

sen — sen —- seu — s 
2 n 2 n 2 n j 1T/J 

x dx t* x dx 
— , ^ — T e I e verifique as igualdades : 
y c 1 — i .J sen x 

77/5« 

log sen ax dx = —- l og -
2 a 2 

Ç x cotg ax dx ™ ~ log 2 . 

2 1 8 4 - a j Determinar um pentágono [A'S' C'D'E!\ 
semelhante a um pentágono convexo dado [A B C D E] 

sabendo que é projecção ortogonal de um pentágono 
regular de 3 cm de lado. b) Analisar o caso parti-
cular de ser AB=AE (pOT exemplo), distinguindo 
ainda duas hipóteses diferentes consoante o valor do 
ângulo A . Estabelecer prfcviamente as condições de 
possibilidade do problema. 

2185 — Seja 1 o conjunto de todos os números 
inteiros. Definamos em 1 um espaço (V), associando 
a cada elemento (ponto) de 1 as duas vizinhanças 
seguintes: = \n , Jt + l| , F„4= |jí—1, , 

a) Mostre que as vizinhanças adoptadas são con-
juntos abertos. 

b) Demonstre que é condição necessária e sufi-
ciente para que n seja um ponto de acumulação do 
conjunto . 4 c l que n — 1 e n + l pertençam a A. 

c) Verifique, através dum exemplo, que, neste es-
paço, o derivado dum conjunto pode não ser um con-
junto fechado. 

d) Demonstre que é condição necessária e suficiente 
para que o derivado de um conjunto A c l seja fechado 
que os elementos de A sejam inteiros consecutivos. 

2186 — Seja 1 um conjunto fundamental e F um 
seu subconjunto. Definamos em 1 uma operação de 
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fecho da seguinte maneira: 0=0; X—X+F, se 
X^O. 

a) Mostre que o espaço [1, ] é um espaço de 
Kuratowski. 

b) Determine a família dos conjuntos fechados e a 
família dos conjuntos abertos de [1, ] . 

c) Mostre que a fronteira de qualquer subconjunto 
de 1 (oxceptuando O e 1) 6 igual a F , 

d) Determine a família dos conjuntos cujo interior 
6 o conjunto vazio e mostre que essa família consti-
tui um corpo de conjuntos. 

Para e*claroclmeato da» notada os emprogadu nos probloraas 
r..°' 2185 o Í18B, vor por exemplo, «FunçOes Continuas* do A. Mon-
to íro a A. Pereira Gomos. 

Problemas a . " 3183, 2186 o 218« propostos por José Morgado, o 
li.01 21S2 a - > 1 por Laureano Barros. 

A L G U M A S D A S S O L U Ç Õ E S R E C E B I D A S 

1087 — Demonstrar que o plano x + eorta 
ys zx xy ocone + + ' a _ j ) — O segundo 2 geratrizes 

que fazem o ângulo jc/3, Mostrar que os parâmetros 
directores dessas geratrizes são a—b, b—c, c—a, o 
c—a, a—b, b—c. R : Elimino z entre as equações 
da secção do plano secante no cone, 

Í
x + y + z - 0 

yz . •, xy 
b—c a - b •0 

obtenho .-
f z (x+y) , 
I (c-a) (a—h) yz + (b—c) (a-b) zx + (b-c) (c-a)xy = 0 
e 
( c - a ) (a — b) y3 + (b — c) ( a - b ) x* + [ ( c -a ) ( a - b ) + 

+ (b—c) ( a - b ) — ( b - c ) ( e - a ) j xy-=0, 
( c - a ) ( a - b ) y ' + ( b - c ) ( a - b ) x * - [ ( a ~ b ) ' + 

-t - (b-c) (c—a)J x y - 0 
equação da projecção da secção no plano XY . Esta 
projecção é uma hiper bote degenerada em duas rectas 
concorrentes, que tem por equações 
r?=(c —a) y —(a—b) x — O, r ; = ( a - b ) y - { b - c ) x - 0 . 

Como a secção i plana e a sua projecção no plano 
XY i constituída por duas rectas, concluo que a pró-
pria secção ê formada por duas rectas de equações t 

= f x + y + z - 0 
r ' ~ l ( c - a ) y - ( a -

X y z 
c —a a - b b - c tem-se 

X y z 
a - b b - c c—a 

(c —a) y —(a—b) x—0 
e 

_ f x + y + z - 0 
r i = l ( a - b ) y - ( b - c ) x « 0 
* . - . (a—b) (c—a)+(b—e) (a~b)+(c—a) (b—e) 

Í ^ p p i p p t f I — 
- — 1 / 2 e r^n—rc/3. 

fíoluçíio de Maohado Gil (da Barquinha). 

1433 — Estabelecer a fórmula 
* sen" x • cos nx 

f sen"""1 x cos (n + 1) x - dx=* f- C 

(Euler). Achar as fórmulas correspondentes para 
f sen"-1 x sen (n + 1) a: dx , Jcos""' x cos (n+1) x dx , 

/" co s" _ i« b en (n+1) £. rfz. 

R: J sen"-1 x cos (n+1) xdx^^sen" - ' xcos (nx + x) dx=« 

— Jsen" -1 x cos nx cos x dx — Jsen" x sen nx dx= 

^r sen" x cos nx-r f sen' x sen nx—ysen®x sennxdx — 

" — sen" x cos nx+C. Analogamente se obtém 

f 8cn°~! x sen (n + 1) x dx ™ — sen" x sen nx + C ; 

f cos"-1 x cos (n + 1) x dx — /cotí"—' x sen (n+1) x dx=> 

— — cos" x eos nx + C. 

Holuç&o do José Machado Gil (da Bartluínha). 

1899 — Numa urna há n bolas brancas c pretas. 
Qual a composição da urna, sabendo-se que o nú-
mero de bolas brancas é igual ao valor médio do 
numero de extracções necessárias para se obter uma 
bola branca, supondo que se vai extraindo, sucessiva-
mente, ao acaso uma bola da urna, com reposição ao 
fim de cada extracção. Discutir. R : Sendo b o nú-
mero de bolas brancas e p o número de bolas pretas, 

n b + p 
, b bp b / p\ 1 b / p \ - ' 

n n n n\n/ n\n/ 

n — b + p 

1 H^r-
A 2.* equação dá para p os dois valores n + ^'n, 
mas apenas n — \/n pode satisfazer ao problema. O nú-
mero b será então n . 

O problema apenas terá sentido quando n for um 
quadrado perfeito. 

Solução do Lauroauo Barros (do PSrto). 


