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supõe a existência de técnicos, c ient is tas e prof iss io-
nais, que possam solucionar os nossos problemas. 
A transplantação das resoluções desses problemas «lá 
fora» resulta gera lmente em grosseiros erros ; o am-
biente é diferente, os m a t e r i a i s de que se pode lançar 
mão são diferentes, os fins são às vezes outros. T e m o s 
que i n v e s t i g a r por nós o p a r a nós, temos que formar 
espír i tos c ient í f i cos c a p a z e s de atacarem os problemas 
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com métodos exactos , m a s adaptados aos nossos f ins 
e aos nossos meios. T e m o s que formar homens c a p a z e s 
de servir as necessidades da N a ç ã o , e se a tanto se che-
g a r , d a H u m a n i d a d e em gera l . E na verdade, a a q u i -
s ição do espir i to c ient i f ico , o b j e c t i v o e exacto, é bem 
necessário na nossa v i d a p r á t i c a ; êste é um dos pontos 
essenciais de tôda e q u a l q u e r t e n t a t i v a de melhorar o 
n íve l de v i d a dos portugueses . 

A I N V E S T I G A Ç Ã O C I E N T Í F I C A 
E A C O N C E P Ç Ã O M O D E R N A DE U N I V E R S I D A D E 

CARACTERÍSTICAS QUE PERMITEN R E C O N O C E R QUE U N A UNIVERSIDAD ES DE PRIMERA CLASE * 

por Bernardo A. Houssey 

1 ) S u s profesores y docentes se consagran exc lus i -
v a m e n t e a la docência y a la i n v e s t i g a c i ó n . 

2) R e a l i z a n i n v e s t i g a c í o n e s o r i g i n a l e s j forman 
invest igadores . 

3) L a enseiianza e s t á b a s a d a en cl espír i tu c ient í -
fico o sea en la i n v e s t i g a c i ó n . 

4) F o r m a hombres superiores por su c a p a c i d a d 
técnica, su c u l t u r a y su conducta, 

5) D e s a r r o l l a la i n t e l i g ê n c i a , la i n i c i a t i v a , la inde-
pendencia de j u i c i o y un p a t r i o t i s m o profundo r a c i o -
nal e i lustrado. 

6) A y u d a intensamente a l a formación y adetanto 
de los j ò v e n e s mediante rnuchas becas de per fecc iona-
mionto o de i n v e s t i g a c i ó n . 

7) H a y mucho contacto d irecto y franco entre los 

profeBOres, sus colaboradores y los a lumnos. E l número 
de alumnos es tá en rolación con Ia c a p a c i d a d docente 
(sít ios de t r a h a j o y recursos). 

8) Posee una b i b l i o t e c a moderna m u y completa y 
con p lena v i t a l i d a d , d i n â m i c a y no estát ica . 

9) L a s m a t é r i a s c ient í f icas b á s i c a s son favorec idas 
con los may o res recursos posibles. 

10) I l a y a m p l i a eolaboración, cul to escrupuloso de 
la verdad, amistad y eorreccíón dei t r a t o entre sus 
miembros ; no prospera la malediceneia . 

E n resumen, se reeonoee que una U n i v e r s i d a d es 
de cl ase superior porque r e a l i z a i n v e s t i g a c i ó n o r i g i -
nal, porque forma los mejores g r a d u a d o s , es innovadora 
y p r o g r e s i s t a , t iene profesores ful l - t ime, buena b ib l io-
teca, l a b o r a t o r i e s ac t ivos y eficaces. 

• Extraído de «Ciência e Investigación a — Revista patrocinada por la Asodaciúa Argentina para «1 IVogreso de las Ciên-
cias, Buenos Aires, aíio I, n.° 1, Enero, 1045. 

P E D A G O G I A 
N O V O P A R Á G R A F O 

por N icodemos Pereiro 

O debate sobre os resul tados dos e x a m e s de a p t i d ã o 
p a i a as E s c o l a s do E n s i n o Superior que se tem rea l i -
zado na « G a z e t a de M a t e m á t i c a » está, a meu ver , l o n g e 
de se poder considerar encerrado ou mesmo comple-
tamente esc larecido. 

N u m a r t i g o da autor ia do Dr . Júl io Mart ins , sob o 
t i t u l o « E x a m e s de A p t i d ã o » , inserido no N.° 39 dos 
«Liceus de P o r t u g a l » , que é uma p u b l i c a ç ã o do Minis-
tér io da E d u c a ç ã o , é a p r e s e n t a d a u m a e s t a t í s t i c a com-
p a r a t i v a das c lass i f icações o b t i d a s por alunos internos 
dos l iceus , no e x a m e do 7.° ano e nos exames de a p t i d ã o 
para a l g u m a s escolas do E n s i n o Super ior . 

T r a n s c r e v e m o s do referido a r t i g o essa es ta t í s t i ca e 
as condições em que foi o r g a n i z a d a . 

S e g u e m as transcr ições : 
« . . . C o m p a r a ç ã o estabelec ida entre as c l a s s i f i c a -

ções obt idas em Matemática, no 7.° ano l iceal , e as 
obt idas , na mesma d isc ip l ina , no e x a m e de aptidão 
para a U n i v e r s i d a d e T é c n i c a , 

P a r a que a c o m p a r a ç ã o seja v á l i d a , apenas se con-
sideram os examinandos que , n a mesma é p o c a (Julho 
de 1944), p r e s t a r a m as p r o v a s da re fer ida d isc ip l ina 
no l i ceu e na Univers idade , por conseguinte com um 
i n t e r v a l o de c í r c a do quinze dias. 

A c lass i f i cações de 10 valores obt ida, nos l iceus, por 
22 examinados, corresponderam as seguintes no e x a m e 
de a p t i d ã o : 
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No I. S, T . : 7 valores. 
No r. S. A . : 6 ,7 , 7 , 8 , 9 , 1 0 , 1 0 , 1 1 , 1 1 , 1 1 , 1 3 valores. 
No I. S. C. E . F . : 7, 7, 7, 8, 8 , 1 0 , 1 0 , 1 0 , 1 0 , 13 va-

lores. 

A 11 valores obtidos por 12 examinados correspon-
deram : 

No J. S. T . : 6 valores. 
No I. S. A . : 8 , 9 , 1 0 , 1 1 , 1 1 , 1 2 , 1 4 valores. 
No L S. C. E. F . : 7 , 8 , 1 0 , 1 0 valores. 
A 12 valores obtidos por 16 examinados correspon-

deram : 

No L S. T . : 3 valores. 
No I. S. A . : 7, 7 , 7 , 8 , 9 , 9 , 9 , 1 0 , 1 0 , 1 1 , 1 1 , 1 5 valores. 
No I. S, C. E. F . : 7 , 1 0 , 1 0 valores. 
A 13 valores obtidos por 16 examinados correspon-

deram : 

N o L S. T . : 7 , 8 , 8 , 1 1 , 1 1 , 1 6 valores. 
No L S. A, : 7 , 8 , 8 , 9 , 1 1 , 1 3 , 1 4 valores. 
No L S. C. E . F . : 7 , 1 2 , 1 2 valores. 
A 14 valores obtidos por 21 examinados correspon-

deram : 

No I. S. T . : 5 , 8 , 1 0 , 1 2 , 1 2 , 1 5 , 1 6 valores. 
No I. S. A . : 10, 1 2 , 1 3 , 1 3 , 1 4 , 1 4 , 1 8 valores. 
No I. S. C. E. F : : 7 , 1 0 , 1 0 , 1 1 , 1 2 , 1 2 , 1 3 valores. 
A 1 5 valoros obtidos por 5 examinados correspon-

deram : 

No I S. T . : 8 , 1 4 valores. 
No I. S. A : 1 2 , 1 2 , 1 4 valores. 
A ítí valores obtidos por 9 examinados correspon-

deram : 
No I. S. T. : 9 , 1 0 valores. 
No I. S A . : 11, 13, 1 5 , 1 5 valores. 
No I S. C. Eí F . : 8, 1 0 , 1 2 valores. 

A 17 valores obtidos por 1 1 examinados correspon-
deram : 
' No I. S. T . : 8, 8, 9 , 1 5 valores. 

No í , S. A . : 1 1 , 1 2 , 1 3 valores. 
No I. S. C. E. F . í 1 1 , 1 2 , 1 4 , 1 5 valores. 
A 18 valores obtidos por 4 examinados correspon-

deram : 
No 1. S. T . : 1 0 , 1 2 valores. 
No I. S. A . : 9 , 1 3 valores. 
A 19 valores obtidos por 3 examinados correspon-

deram : 
No I. S. T . : 9 , 1 3 valores. 
No I. S. C. E . F . ; 16 valore», 
A 20 valoros obtidos por 2 examinados correspon-

deram : 
No I. S. T . : 1 0 , 1 2 valores». 

Esta estatística mostra novos aspectos da questão 
debatida na Gazeta de Matemática e que há novas 
directrizes a seguir para que o seu estudo seja com-
pleto. Abre-se um novo parágrafo. 

Podem formular-se — e para todos os gôstos — 
muitas e variadas hipóteses para explicar a dispa-
ridade destes resultados. 

Os detentores de certezas, que farejam a verdade 
como se fosse delicioso pitéu, pela simples leitura 
desta estatística, à priori, ficam sabendo, sem sombra 
de dúvida, as causas que determinam tais divergências. 

Mas, os outros, os vão iluminados, infolizmente, só 
podem pronunciar-se depois do aturado estudo que 
envolva todas as hipóteses em causa. 

Esse estudo só poderá ser feito pelas estâncias 
superiores ou com sua autorização, pois os elementos 
que lho deverão servir de baso (e são muitos e dis-
persos) não podem ser compulsados por qualquer 
pessoa que deseje fazê-lo. 

P R O P O S I Ç Õ E S M A T E M Á T I C A S 

por A. l o b o Vi/eío 

As reflexões sóbre os fundamentos da Geometria, que constituem o tema tlèste artigo, foram escritas 
com o propósito do sistematizar alguman noções e apresentá-las de uma forma acessível aos alunos dos 
liceus. Porisso mantemos o distinção entre postulados e axiomas, a despeito da atia identidade lógica, 
e reduzimos a vários tipos as proposições teoremátioas. 

Gostaríamos de que estas reflexões suscitassem o inferisse dos professores de matemática e de litgiea, 
e ÍOssem o ponto de partida para estudos maia substanciais e ol uci dali vos. 

1 — Mau grado as suas origens intuitivas e a sua 
projecção no real, a matemática é uma ciência abs-
tracta; ocupa-se de seres ideais, os números e as 
figuras, cujos elementos foram sugeridos pela expe-
riência, mas que o espírito elaborou depürando-os 
de tudo o que, nos dados dos sentidos, é precário 

e contingente. Sem este trabalho de idealização, os 
conceitos ficariam sujeitos às restrições e imper-
feições da experiência e a uma indeterminação essen-
cial, pois não seria possível f ixá-los através duma 
realidade instável « fugidia, complexa e caprichosa, 
cujas leis nos escapam. 
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Tôda a ciência se maternatiza na medida cm que 
substitui os dados empíricos, inconstantes e irre-
gulares, por conceitos puros do espírito, f ixades 
por meio das suas propriedades características. Assim 
se explica o carácter racional que tomaram vários 
ramos da física e o papel cada vez mais importante 
que a matemática desempenha na vida moderna. 

Como ciência abstracta, a matemática constrói-se 
a partir de conceitos abstractos pela simples apli-
cação das regras da lógica ( ') . A êste processo de 
construção lógica dá-se o nome de dedução. 

A s proposições matemáticas enunciam proprieda-
des dos entes matemáticos ou relações entre elas. 

2 — Em todo o sistema dedutivo há proposições 
fundamentais que enunciam as propriedades elemen-
tares ou as relações lógicas possíveis, e proposições 
derivadas das precedentes. Conforme o seu carácter 
e o papel que desempenham na estrutura matemática, 
estas proposições recebem diversos nomes: 

I ) Proposições fundemenlals: 

a) postulados: enunciam as propriedades elemen-
tares dos seres primitivos, indefiníveis por natureza; 

b) princípios lógicos; enunciam as leis que regu-
lam tôda a actividade mental; 

c) axiomas: enunciam as propriedades mais gerais 
e mais simples das grandezas. 

I I ) Proposições der ivados ; 

d) definições: constroem os conceitos secundários 
à custa dos conceitos primitivos; 

e) teoremas: enunciam relações entre as proprie-
dades dos entes matemáticos, estabelecidas por de-
monstração; 

f ) problemas: enunciam determinadas proprieda-
des e propõem a descoberta dos seres que d d a s 
gozam. f 

A s proposições indemonstráveis num dado sistema 
dedutivo chamam-se premissas. Os postulados e as 
definições são premissas matemáticas; os princípios 
lógicos e os axiomas são premissas lógicas. Os teo-
remas e os problemas obedecem ao critério de ne-
cessidade lógica f ixado pelas premissas. 

É para notar que a mesma proposição pode figu-
rar como premissa num dado sistema e como teo-
rema noutro sistema. Com efeito, a proposição: «por 
três pontos não em linha recta pode fazer-se passar 
um plano e só um», por exemplo, pode apresentar-se 
como postulado para determinar o plano. Neste caso, 

Quanto às relações tia lógica com a matemática, as 
optutõe» divergem. Weyl e Brouwer sustentam que a lógica 
se fundamenta na matemática ; Russel e Behmaun quásl as 
identificam. 

postulando ainda que «uma recta f ica determinada 
por dois quaisquer dos seus pontos», a proposição 
«uma recta e um ponto situado fora dela determi-
nam um plano e só um» demonstrar-se-ia a partir 
dequeles dois postulados e seria, portanto, um teo-
rema. Tomando esta última proposição para postu-
lado, seria a primeira um teorema. 

3 — A s proposições matemáticas têm a pretensão 
de ser verdadeiras. A s verdades matemáticas são uni-
versais e necessárias; universais por virtude da uni-
versalidade dos conceitos que relacionam; necessá-
rias pelo carácter das relações que exprimem. A evi-
dência intuitiva que inspirou os fundamentos da ma-
temática cetteu lugar à evidência lógicp, garantia 
única de validade dos seus mais amplos desenvolvi-
mentos. 

O processo que fundamenta a verdade ou falsidade 
duma proposição na verdade ou falsidade de outras 
chama-se demonstração; e as verdades que resultam 
ou decorrem necessariamente de outras dizem-se 
conseqüências. 

A necessidade de demonstração è um índice de 
insuficiência, pois um espírito que apreendesse in-
tuitivamente e dum modo infalível as mais comple-
xas relações não precisaria de demonstrar. Todavia 
é já uma vantagem apreciável dispormos dum cri-
tério infalível de alcançar a certeza, mediante a de-
monstração. 

1 — Postulados 

4 — Tôda a ciência se constrói à custa de concei-
tos e êstes, para serem susceptíveis de tratamento ló-
gico, precisam de ser rigorosamente determinados 
para que não subsistam ambigüidades e não condu-
zam a contradições. 

Há, evidentemente, um limite para a possibilidade 
de definir. Os conceitos primitivos por meio dos 
quais se definem todos os outros não podem ser de-
finidos. Todavia é necessário f ixá- lcs de algum 
modo, e, como não é possível reduzi-los a outros 
conceitos mais simples, procura-se caracterizá-los 
pelas suas relações elementares. 

A s proposições que enunciam as relações elemen-
tares entre os conceitos fundamentais e que indirec-
tamente as determinam chamam-se postulados. Êles 
desempenham, em relação aos conceitos primitivos, o 
papel de definições, A distinção entre conceitos pri-
mitivos e conceitos derivados é convencional, pois, 
em geral, um conceito que serve para definir outros 
pode também ser definido a partir deles. Assim, por 
exemplo, o conceito de congruência pode ser defi-
nido a partir do conceito de movimento ou tomado 
para ccrtceito primitivo. 
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Embora os conceitos primitivos sejam, por natu-
reza, indefiníveis, apreende-se alguma coisa do que 
significam investigando como se formam. £ isso que 
nos propomos fazer antes de escolhermce os concei-
tos primitivos. Saímos assim do âmbito da lógica e 
invadimos o domínio da psicologia. 

5 — O conceito mais universal que a experiência 
nos sugere é a idéia de ser. Assim, a primeira con-
dição a que uma ciência deve satisfazer é que exis-
tam os objectos de que se ocupa. Como os conceitos 
secundários são construídos à custa dos primitivos, 
a sua existência é condicionada pela existência destes. 
A existência dos seres primitivos só pode ser esta-
belecida por meio de postulados a que chamaremos 
existenciais. Todos os outros conceitos resultam do 
conceito de «ser», por sucessivas determinações. 

O s sentidos revelam-nos a existência de corpos 
c u j a comparação nos leva a construir esquemas ge-
rais, conceitos abstractos que resultam da sua de-
composição mental e da associação dos elementos 
comuns em novas sintescs. A operação do espírito 
por meio da qual eliminamos das sensações os carac-
teres que individualizam os objectos e os distinguem, 
para considerarmos apenas as suas propriedades ge-
rais é a abstracção. O espírito humano generaliza na 
medida em que abstrai. 

Assim se elaboram as idéias de forma e de exten-
são. A lém destas propriedades intrínsecas, há outras 
extrínsecas que decorrem, como elas, de intuições: 
as idéias de posição, de movimento {variação) e de 
repetição (que gera a idéia de número). Sobre estes 
dados primitivos se constróem o s conceitcc funda-
mentais da matemática. 

Pela disposição especial dos canais semi-circulares 
d o ouvido, só podemos ter a intuição de corpos a 
três dimensões. N o entanto, abstraindo sucessiva-
mente de cada uma dessas dimensões, concebemos 
superfícies, linhas e pontos. Êste processo de abs-
tracção é, aliás, sugerido pela observação de corpos 
que parecem realizá-lo materialmente. Efectivamente, 
a espessura dum corpo pode reduzir-se até que êste 
pareça ter apenas duas dimensões, ccmo uma folha 
de papel; um f io de seda parece reduzido a uma 
única dimensão; um grão de arcía fina parece des-
provido de dimensões. 

Para que estas noções se convertam em conceitos 
puros do espírito é necessário despojá-las do seu 
conteúdo material e reconstruí-las idealmente; ob-
tém-se assim os conceitos abstractos de corpo (ou 
sólido) geométrico, de superfície, de linha e de ponto. 
Levando mais longe 5 abstracção, constrói-se o con-
ceito de espaço, esquema geral de tôda a existência 
extensiva, que, por sucessivas determinações, produz 

todas as figuras geométricos e se refaz por um pro-
cesso inverso. 

6 — A s limitações dos nossos sentidos colaboram 
no processo de abstracção por meio do qual se ela-
boram os conceitos metemáticos e estabelecem as re-
lações fundamentais. Efectivamente, se a vista nos 
permitisse notar a estrutura descontínua da matéria 
dificilmente poderíamos conceber figuras geométri-
cas; sem isto, faltariam materiais intuitivos para se 
construir a teoria do contínua, e a medição redu-
zir-se-ia a um processo dc contagem. S e a par dessa 
estrutura lacunar percebessemos os movimentos in-
cessantes que nela se produzem, o conceito de ordem 
linear não encontraria representação no espaço mas 
simplesmente no tempo sob o aspecto de sucessão 
temporal. Nestas condições o conceito de congruência 
(coincidência no espaço) seria difícil de estabelecer 
num universo onde parecia não haver repouso e só 
a noção de simultaneidade (coincidência no tempo) 
seria sugerida péla experiência. Em suma, era natu-
ral que a geometria e a mecânica fossem bem dife-
rentes das nossas, pois o movimento rectüínío não 
existiria aparentemente nesse universo e seria dif í-
cil, senão impossível, conceber-se um sistema rígido 
ou um ponto material subtraído à acção de qualquer 
força. 

O certo, porém, é que os objectos materiais pare-
cem ríj idos e indeformáveis e susceptíveis de ser 
divididos indefinidamente cm partes. Ainda aqui as 
limitações dos sentidos contribuíram para facilitar o 
papel da abstracção e simplificar os conceitos de f i-
guras geométricas permitindo atribuir-lhes proprie-
dades meramente ideais: invariabilidade, homoge-
neidade e continuidade. 

Dêste modo, os postulados existenciais podem 
enunciar ao mesmo tempo algumas propriedades dos 
entes a que se referem, realizando assim uma pri-
meira determinação. 

Êstes postulados podem enunciar-se: 

1.°) Existe um ente chamado espaço que é con-
tinuo, homogéneo, penetrável, fixo e ilimitado. 

2.°) Existem porções do espaço chamadas oorpos 
geométricos ou sólidos. 

3.°) Existem superfícies que dividein o espaço 0« 
os sólidos em partes. 

4.°) Existem. linhas que dividem em partes as su-
perfícies. 

5.°) Existem pontos que dividem em partes as li-
nhas e não são deco7nponiveis em elementos mais 
simples. 

7 — O s sólidos geométricos, as superfícies e as li-
nhas constituem uma classe de grandezas contínuas 
para as quais é preciso f i x a r os conceitos de igual-
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dade e de medida. Ora a igualdade de figuras geo-
métricas apre senta-se sob um duplo aspecto: a igual-
dade de forma (semelhança) e a igualdade de gran-
deza (equivalência), reservando-se a designação de 
congruência para a dupla igualdade de forma e dc 
grandeza. Podíamos, pois, tomar como primitivo o 
conceito de congruência (como fazem Pasch, Vero-
itese e Hilbert) e caracterizá-lo por meio dte postu-
lados. Todavia definiremos congruência e partir das 
noções de movimento e de coincidência. É necessário, 
portanto, postular as condições em que as figuras 
geométricas se podem deslocar no espaço. Teremos 
então os postulados do 'movimento: 

1.°) Uma figura pode mover-se no espaço de modo 
que qualquer dos seus pontos coincida com determi-
nado ponto do espaço. 

2°) Uma figura pode mover-se conservando-se 
fixo um dos seus pontos. 

3.") Uma figura pode mover-se cotiservando-se fi-
xos dais dos seus pontos. 

4.°) Um ponto em movimento gera uma linha; 
uma linha em movimento resvala sõbre si mesma 
ou gera uma superfície; uma superfície em movi-
mento resvala sobre si mesma ou gera um sólido. 

5.°) O movimento não altera a forma nem a gran-
deza (propriedades métricas) dos figuras geométri-
cas, isto é, uma figura geométrica móvel conserva-se 
invariável (postulado da invariabilidade) ( ') . 

6.°) OJ movimentos do espaço são transformações 
pontuais que constituem um grupo isto é, as trans-
formações inveersas e as que resultam da composi-
ção (produto) de dois ou mais movimentes são mo-
vimentos (pertencem ao mesmo conjunto de trans-
formações). 

Posto isto, o conceito de congruência pede ser es-
tabelecido por definição: duas f iguras geométricas 
dizem-se congruentes quando é possível levá-las a 
coincidir por meio dum movimento (cu quuando se 
podem transformar uma na outra por meio dum mo-
vimento). 

8 — Entre as figuras geométricas, as mais simples 
de cada espécie são o ponto, a recta e o plano, que 
por isso se tomam para base do estudo da geometria 
e permitem construir tódas as outras. Daí lhes vem 
o nome de elementos geométricos. Como noções fun-
damentais só podem ser caracterizados pelas suas 
propriedades relativas. 

Postulados da recta: 
1°) A recta é uma linha indefinida. 

fiste postulado não impede que as figuras geométricas 
sejam deformáveis por uma causa diferente do mooi-
mento. Quando nao houver indicação contrária, as figuras 
geométricas consideram-se imóveis', e, quando se lhes 
atribui movimento, supBem-se indeformáoels. 

2.°) Uma recta fica completamente determinada 
por dois quaisquer dos seus pontos. 

3.°) Uma recta fica dividida em duas partes opos-
tas (semi-rectas) por qualquer dos seus pontos. 

4.°) Cada uma das partes em que uma recta fica 
dividida por um dos seus pontos, girando em torno 
dêsse ponto, pode passar por qualquer ponto do es-
paço. 

Postulados do plano: 

1.°) O plano é uma superfície indefinida que di-
vide o espaço cm duas partes. 

2.°) Se uma recta passa por dois pontos dum 
plano, fica tôda assente nele e divide-o em duas par-
tes (sem i-pl anos), 

3.°) Um plano pode deslocar-se sõbre si mesmo, ao 
longo de uma das suas rectas, em dois sentidos 
opostos. 

4.°) Um plano pode deslocar-se sõbre si mesmo em 
torno de um dos seus pontos, em dois sentidos 
opostos. 

5.*) Um plano pode girar em tórno duma das suas 
rectas de modo que cada um dos semi-planos passe 
por qualquer ponto do espaço. 

Esta última proposição equivale à determinação 
do plano por meão duma recta e dum ponto. Ora, 
como por sua vez a recta foi determinada por dois 
dos seus pontos, reconhece-se Que neste sistema de 
[>ostulados a proposição; «por três pontos não em 
linha recta pode fazer-se passar um plano e só um» 
— é susceptível de ser demonstrada c constitui, por-
tanto, um teorema. (Veja-se § 2). 

9 — A o conceito dc linha recta estão associados 
outros conceitos importantes como o de direcção, sen-
tido, ordem linear, distância. 

Intimamente relacionado com os conceitos de es-
paço e de movimento está o conceito de continuidade 
que serve de base à teoria da medida e é regulado 
pelo postulado dc Arquimedes (') : 

— Dados dois segmentos desiguais (e dum modo 
geral quaisquer grandezas da mesma espécie, ho-
mogéneas e finitas) existe sempre um múltiplo do 
menor que excede o maior. 

Acrescentando a cs precedentes o famoso Postula-
tum de Euclides, o menos intuitivo de todos os que 
apresentamos, ficam os seres fundamentais suficien-
temente caracterizados. Hilbert entende ser necessá-
rio ainda um postulado por meio do qual se estabe-
leça a impossibilidade dc ampliar o ccnjunto dos 

"> Embora atribuído a Arquimedes, £ste postulado deve-
-se a Eudoxo que nêle baseia a teoria geral tias razOes 
— P. Tannerí : Noções Históricas, 
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elementos geométricos (pontos, rectas e planos) sem 
afectar a validade dos postulados anteriores. A esta 
proposição chama ele o postulado de integralidade. 

fi particularmente interessante notar que os pos-
tulados geométricos anteriores são logicamente equi-
valentes aos postulados necessários para se construir 
o conjunto dos números reais, 

1 0 — U m sistema de postulados deve satisfazer a 
duas condições: 

a) ser isento de contradição ; 
b) ser constituído por proposições logicamente in-

dependentes, isto é, que não possam deduzir-se umas 
das outras. 

A primeira condição é necessária à própria cons-
trução lógica da teoria matemática; a segunda, em-
bora não afectando a possibilidade de construção 
lógica, deve respeitar-se por motivos de elegância. 
Pe la mesma razão deve ser reduzido ao mínimo o 
número de conceitos primitivos. Isto, porém, apre-

NOTÍC IA SÔBRE O E N S I N O 
por Maria 

Já em artigos na Gazeta de Matemática dei infor-
mações sôbre alguns aspectos do ensino da Matemática 
na Escola Politécnica Federal deZUrich. Agora , depois 
de ter assistido regularmente a lições de Matemátiea 
e de Geometria Descrit iva numa Escola secundária, 
a Oberrealscbule, de Zllrich, j u l g o útil comunicar 
alguns resultados das minhas primeiras observações ( l ) . 

Vou dizer primeiramente o que é a Oberrealscbule. 
Para isso duas palavras rápidas sôbre a maneira como 
está organizado o ensino em Zürich : 0 ensino com-
preende 6 anos de escola primária para a qual as 
crianças entram aos 6 anos. Terminados êstes os alu-
nos podem ingressar, mediante exame do admissão, 
no Gimnásio, onde depois de 6 anos o meio de curso, 
terminarão um de dois tipos de «maturité» (que per-
mite a entrada nas escolas superiores) tipos entre os 
quais os alunos se repartem a partir do 3." ano (repar-
tição correspondente à das nossas letras e ciências). 
Se não desejam ingressar no gimnásio, entram na 
Escola secundária que compreende 3 anos. No fim 
do 2." ano da Escola secundária poderão ingressar, 
também depois dum exame de admissão, na Oberreals-
cbule cujo curso com a duração de 4 anos e meio (re-
partidos em semestres) permite obter um novo tipo 

tü Foi devido ft intervenção amável do prof. (íonseth da 
Escola 1'oliiecnica Federal e ao franco acolhimento dos 
profs. Rueff e Meltler da Oberrealscbule, que tive a possi-
bilidade de seguir o ensino da matemática nesta escola. 

senta o inconveniente dc suprimir dos fundamentes 
da matemática certas noções intuitivas e deduzi-las 
a partir de outras mais artificiais. Peano mostrou que 
as noções de ponto e de segmento são suficientes para 
se construir a geometria de posição; e basta acres-
centar-lhes a noção de movimento para se construir 
a geometria métrica. Pieri levou ainda mais longe a 
simplificação mostrando que tôda a geometria se 
pode construir com as noções de ponto e distância. 

£ para notar ainda que a intuição sensível, embora 
valioso guda na escolha das premissas lógicas, não 
pode inspirar absoluta confiança, eivada como está 
das limitações sensoriais que só o espírito corrige. 
A rigidez e a penetrabilidade, por exemplo, são con-
ceitos empiricamente contraditórios, mas idealmente 
compatíveis e dc tal modo que fizemos dêles atribu-
tos das f iguras geométricas, para estabelecermos a 
congruência. 

(Continua) 

DE MATEMÁTICA EM ZÜRICH 

Pifar Ribeiro 

de «maturitéii, (tipo C.) É com êste tipo de maturité 
que os alunos têm preparação para a Escola Polité-
cnica Federal ou secção de Matemática das Universi-
dades (também pode tê-la, é claro, depois do Gimnásio, 
mas com maior dificuldade). 

0 lim do ensino desta escola é «procurar, por meio 
do ensino filológico-bístórico e da matemática e ciên-
cias da natureza atingir o seguinte objectivo g e r a l : 
Preparação para abordar todos os estudos científicos 
modernos, em particular os estudos técnicos superiores; 
hábitos de idéias e juízos lógicos e suas expressões 
claras e simples; autonomia intelectual e conhecimento 
dos deveres, compreensão da vida e claro sentimento 
do responsabil idade; interêsse pelos problemas da 
Sociedade e do E s t a d o ; compreensão pela cultura 
moderna e vida intelectual». 

A escola realiza êstes objectivos por meio das 
seguintes disciplinas obrigatórias: Alemão, Francês, 
Inglês, História, Geografia, Matemática, Geometria 
Descritiva, Física, Prát ica de Física, Química, Labo-
ratório de Química, Ciências Naturais, Desenho, 
Gimnástiea e das seguintes facul ta t ivas : Italiano, 
Latim, Exercícios nos laboratórios de Química, Ciên-
cias Naturais e Física, Desenho, Canto, Orquestra, 
Dact i lograf ia , Stenogralla e Religião. 

A Matemática ocupa um número de horas semanais 
maior do que as outras disciplinas, e distribuídas 
por classes e semestres como s e g u e : 1,* classe 8,8; 
2.* classe 8,8; 3.* classe 5,5; 4.* classe 5.5 e 5.* classe 5, 
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O seu objectivo é : «Agilidade e segurança no cálculo 
numérico e solução de problemas da vida prát ica ; 
cultivo do pensamento e demonstração lógicos; capa-
cidade para reconhecer e analizar a matemática nos 
fenómenos mais simples da natureza e da técnica. Por 
meio de contínuos exercícios: educação para o tra-
balho rápido e seguro». 

Os alunos, ensinados desde os 14 anos, por profes-
sores (que são doutores em matemática) têm à saída 
da escola uma capacidade de raciocínio em matemática 
que ju lgo poder, sob muitos aspectos, nivelar-se à dos 
nossos alunos do 3." ano do curso de matemática, e 
uma informação muito superior à exigida, oficial-
mente, aos alunos que saem dos nossos liceus. Assim 
é já , por exemplo, do domínio dos seus conhecimentos : 

Na á lgebra: a noção de derivada e suas aplicações, 
em particular a problemas de máximos e mínimos; 
a noção de integral e aplicações. Na geometr ia : as 
noções fundamentais do geometria analítica, coorde-
nadas rectangulares oblíquas e polares, noções do 
geometria vectorial, transformações de coordenadas, 
áreas de triângulos e polígonos, equações da recta, 
distância dum ponto a uma recta, ângulos de duas 
rectas, equação da circunferência e sua tangente, polo 
e polar, equações das cónicas, tangentes, poios e pola-
res, aplicações a exercícios de lugares geométricos, 
introdução na geometria analítica do espaço e exercí-
cios simples. Na trigonometria: o estudo dos triân-
gulos obliquângulos e estudo dos triângulos esféricos 
com aplicações à Astronomia. 

Independentemente da matemática a cadeira de 
Geometria Descritiva é dada a partir do 3.° ano a 
ocupa um número do horas semanais assim distribuído: 
3.* classe 2,3 ; 4." classe 3,3; 5.* classe 3. O objectivo 
do seu ensino ó : «Educação duma clara visão dos 
corpos no espaço e das construções; agil idade na 
exacta representação das superfícies e corpos ; segu-
rança na resolução de exercícios estereométricôs por 
meio de freqüentes construções». Aqui o domínio dos 
conhecimentos chega à construção de sombras próprias 
e projectados do cilindro, cone e esfera, â representa-
ção das secções planas das superfícies de revolução, a 
colineação central, e transformação colínear da circun-
ferência e às propriedades, que por ai resultam, das 
secções cónicas. 

Os livros para o ensino secundário editados pela 
«Associação dos Professores de Matemática Suíços» 
são escritos por grupos de dois professores, escolhidos 
por aquela assoeiação, e por vezes um dos professores 
encarregado é professor dum escola superior. O que 
acima aponto é só um esquema que possa permitir 
situar a Obeirealscbule entre as escolas de Zllrich. 

Desde Maio do ano passado que tenho assistido às 
lições de Matemática e algumas de Geometria Descri-

t iva. Tenho procurado seguir aulas de todas as classes. 
O número de alunos em cada sala nunca ultrapassa 25 
0 que j á ó considerado, pelos professores, como exces-
sivo. 

O primeiro facto que me impressionou nas lições 
dos 1 . " anos foi o de os alunos possuírem uma técnica 
de cálculo mental muito desenvolvida. Esta técnica 
deve começar a ser adquirida nos 3 primeiros anos da 
escola primária, onde se faz cálculo mental. Depois, foi 
a seriedade com que os alunos trabalham nas aulas. 
Dir-se-ia estarmos a assistir a aulas dadas a adultos 
cheios de curiosidade. O estudo í um trabalho muito 
sério e aquêles 50 minutos do aula são completamente 
aproveitados. Os alunos tomam uma parte activa na 
lição que é sempre executada tanto por êles como 
pelos professores, donde resulta que, fora da escola, 
poucas tarefas têm a executar (algum exercício que 
não houve tempo de levar até ao fim). Nunca vi j 
numa aula um aluno distraído; e é normal, durante 
todo o tempo de aula, tôdas as atenções convergirem 
para a execução dum problema ou demonstração dum 
teorema; e só no final os alunos tomam as suas notas. 
Nisto são êles também orientados pelos professores 
que, tendo o cuidado, nos primeiros anos, de lhes indi-
car o qua é indispensável que escrevam, os ensinam 
a saberem tomar as notas nos cursos futuros. 

Sempre a preocupação de economia, aliada a segu-
rança e não automatismo leva a que na resolução 
quer de exercícios quer de problemas, se fuja sempre 
à aplicação do regras feitas ou de fórmulas. É assim 
que, na resolução duma equação do 2.° grau só è 
aplicada a fórmula resol vente se é impossível deter-
minar imediatamente as raízes ; que, por exemplo, 
na resolução do seguinte sistema (na 2.* classe): 

xy xz yz 
-—- T ^̂  1 , • - — * 1 , ~ = 1 equivalente a 435+3)/ 5z + 3z 5y+iz 
„ 4 3 5 3 5 4 
1 = 7 + 1 = T + 1 = T v u t , h z o u - s e 3 

3 4 5 mudança de variáveis ; — — 14 : — =•=?;: — — ( trans-x ' y ' z 
formando-o num de solução imediata. 

E isto ê uma preocupação de todos os momentos 
não só da parte dos professores, como dos próprios 
alunos: a preocupação de executarem um trabalho 
mínimo de cálculos e jogarem com o máximo de 
idéias. 

O tempo de aulas dedicado à Geometria è aproxi-
madamente igual ao dedicado à Aritmética e Á l g e b r a 
(são dadas simultâneamente durante todo o ano e se 
alguma é favorecida em tempo é. talvez a Geometria). 
T a l v e z por isto os alunos têm uma facilidade que 
espanta nesta disciplina. E chocante em particular 
em relação à geometria no espaço, onde não encon-


