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M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
PONTOS DE EXAMES DE FREQÜÊNCIA 

Á L G E B R A S U P E R I O R — M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F . C . L . — ÁLQBBEA SUPERIOU — l . ° E x a m e de f r e q ü ê n c i a 
— 25 de Fevereiro de 1944. 

1940 — Seja S um sistema de n equações a n 

incógnitas, em cuja solução (ilniea) a;, é diferente de 
zero. Troquem-se ordenadamente os coeficientes de !tj 
com os termos conhecidos. Que relações ligam a solu-
ção de S à d e S ' f R : Seja 

ã! X, + a , f x t + • * + aJ1 xb+.. . - f .ar —bi (i = l . 2 ,*•-, n) 
o sistema S e 

bix, + a?aíj-l f-aj xh-J i-a;1 xn = a,' (i = l , 2 , -
o sistema S F , A solução de S é 

a] af ••• a } - ' b| aí+ l •••aí 

• aJr' b„ • * a; 
a 4 

com \ af |. Para o sistema S' temos 

aj aí • • • af - • • a j 

- f ( h - l , a ( - . , n ) 

aí, a* • • a j • • - a" 

b, af-•• aí*•• a 

b„ aj• • * a£ ••a 

( j jnra h = 2 .3 , - . -n ) 

4 
e, em geral 

b, aí*--a;-1 a| aíHt •••af 

b„ a* -a!;-1 a,', a ^ ' •••a; 

( -1 )1 

a| a? • - - af - 1 b] a f + l • • • aí 

a; a*- • a j - ' b „ a^ ' . - - a ° 

A A , 

A» soluções de S ' e S estão pois ligadas pelas relações 

x ' ,~ l/x t ; xf, = —xjx, 1) . 

1941 —Determinar os números característicos da 
quádrica u'+3<;- — 2uv-2ux+2uy+2vx+2i-y+Ajcy. 

R : Por ser ntUo o seu discriminante, a quádrica e 

1 - 1 - 1 

degenerescente. Tomando = 

- 1 

3 1 
1 - 2 

. - 6 

para determinante principal, os seus números caracte-

rísticos serão os da quádrica em que ela se converte pelo 

i j * " — 6 ; - -2; Ai-=1 ; 1 apresenta 

anttlamento da variável não principal y . A cadeia de 

menores principais (completada com <i unidade)• 

1 - 1 

- 1 3 

uma única variação de sinal e os números caracterís-

ticos serão q = 1 , p 2 , isto c, o quádrica resolvesse 

numa soma de dois quadrados positivos e um negativo. 

1942 —Achar o ângulo do plano dos pontos 
P (1, 2 ,3 ) , Q ( 3 , 2 ,1 ) e J í ( 2 , l , 3 ) com a recta 
que passa pela origem e pelo meio do segmento P Q . 
R : A equação do plano d i + j + z-ü e as da recta 

são x = y = z [pois e'definida petos jwtitos ( 0 , 0 , 0) e 

(2,2,2)]. o que mostra ser 90" o ângtdo da recta com 

o plano (eixos coordenados rectangulares). 

1943 — Supondo A i r r a c i o n a l , por que motivo 

A • — = 1 ? R : Porque A — é fecho comum de duas 
A A , . 1 

secções, uma de números ai - — inferiores a 1, outra 

de números a % • — superiores a 1 . 

1944 — Por que construção geométrica se trans-
forma a figura F dos pontos z na figura F' dos 

pontos z ' = ^ : Obtida a figura dos pontos 

z," = z —a por uma translação paralela ao eixo dos xx , 
passa-se dum ponto z" jtara o homólogo z' marcando 

sobre um raio vector OZ ' , simétrico de OZ" cm rela-

ção a OX , um comprimento inverso de OZ ' . 

1945 — Desenvolver a igualdade matricial 

b c 

b' 
1 b" c" J L J J L D " 

R : 

[a f i e i P a: "1 r d "1 
a' b' c' \>ç y - \ d> . 

a"b"c" J L a J L r f " J 

[a b c [ i l J~ a x 

a' b' c1 x y = a' x a " b" c " J L v.\ L a" x 

-1- b y + c z 
+ b' y + c' z 

a" x + b" y + c" z ] 
a x + b y + c z = d 

e portanto a' x + b 1 y + c' z = d ' . 
a " x + b" y + c" z = d'' 

1946 — Como se há-de formar o quadrado de nin 
determinante para que fique com a matriz simó-
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trica? Justifique a resposta. R : Deee fazer-se a 

multifdicação por filas do mesmo nome. Com efeito, 

c,lt = 2 a Í aL ~ 22 ~ (P° r l i n h a s ) >" 
» i i - i 

« chl=» 2d a!1 af =- 2 a ' ' = cih (pw colima*). 
i - l I 

1947 — Defina determinante hemi-si métrico e enun-
cie algumas (las suas propriedades. R : Um determi-
nante diz-se hemisiinétríoo quando af — , aj = 0 • 

1948 Que relações ligam os complementos algé-
bricos <le duas filas paralelas em determinante nulo? 
« qual a origem du tais relações ? R : São propor-
cionais, como resulta da igualdade 

M A? 
Af A? ' 0 ; 

Af A;' 
a; a? .0;- a; 

A! 
AF 

Ar =0 

cujos primeiros membros são menores de 2." ordem do 

•adjunto de 4 (iupotto nulo). 

1949 — Que são quádricas equivalentes? e por que 
têm igual característica? R : São aquelas que se con-
vertem urna na outra por uma transformação linear. Têm 
igual característica porque, se fôr o determinante 
principal duma, terá de hacer no discriminante da outra 
um menor não nulo de ordem ti e atendendo a que os 
•papéis das duas são permutáveis. 

1950 -Que è equação normal de uma recta? e que 
significam os coeficientes de tal equação ? R : É a 
equação x cos « j- y sen a — p , onde p e' o comprimento 
e n o ângulo com OX do segmento da pc.rjiendicul.ar 
baixada da origem j>ara a recta. 

1951—E a recta x > A = y \ B = z j C sempre orto-
gonal ao plano Ax+liy+ Cis + A) = 0 ? R : Só em 

eixos rectangulares. 

ponto M ( 1 , 1 , 1 ) e pela recta r 

1952 — Escrever a equação do plano definido pelo 
/ + z = 0 

f+z-0 
R : X —2Y + S = 0 . 

Soluções dos n.°* 1940 a 1952 de F . RoldSo Dias Afiudo 
ialuno du B. ano da F. C. L.) 

_ j x+y-

\ x—y* 

então: 

I. 8, C. E. f . — I.» c a d e i r a — I S Exame de freqüência 
ordinário, Prova p ática, 3-2 944. 

1Q53 — DADOS X = a + bi E A" = O — bi, CALCULAR! 

_ ~ X" X- _ X" -I- X» 
X" + X" X" • X-, — f —» X" - X" e — 

X" X• X" - X• 

(n inteiro e positivo) 
e mostrar que as três primeiras expressões são reais 
o as duas últimas imaginários puros. R ; Seja 

X™ = A + Bi e X°=-A —Bi onde, como se sabe ; 

A = ) A ° ~ ! A - « B « 

X " + X " - A + B I + A - B I = 2 A 

X " • X » - (A + B I ) ( A — B I ) = A ' + B 2 

X^ X " A + BI A - BI 2 F A » - B * ) 

X " X " _ A — BI ^ A + B I _ A * + B * 

XU - X " = A + B I - ( A - B I ) - 2BI 

X ° | X V 2A _ A _ . 

~ 2 B I * ~ X " - X = B 

1954 — Resolver o sistema : 

{TA + ( l + I ) (II-=3 +-» s ^ x + i y 

(1 + í ) a— ( 6 + i ) » — 4 « — t t + i e 

tt : Substituindo e simplificando : 

r - Y + u - V + I (X + u + V )= .3 + i 

1 x + Y —6u —v + I (X —Y —u - f 6 v ) = - 4 

gue,por definição de igualdade para números complexos, 

se desdobra em; 

— Y + U — V = 3 

x + u + V=-L 

x + Y— 6u — V — 4 
X - V — u + 6 V = 0 

que resolvido, fornece: 

37 13 
Z - - - - I 

8 _ 14 , 

"15 1 5 ' 

1955 — Estudar o sistema : 

U = x + y SEN I + Z SEN P 

v=x SEN AI -y+z SEN 7 

onde a , p e 7 são os ângulos interiores dum triân-
gulo rectângulo. Podem exprimir-se x, y e s em fun-
ções lineares de u, u e w ? Justificar a resposta. 
R : Pode tornar-se n = 2 e f = 2 — (i, donde, sen 
e sen cos P e então o sistema jxxie escreeer-se 

x + y + z s e n [3— u = 0 
x + y + z cos p —v—0 
x sen p + y cos (i+ z—w = 0 

cuja matriz é: 

1 1 SEN (S 

1 1 COS P 

SEN P COS 0 1 

- 1 0 

0 

0 o 
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onde o determinante - 1 O 

0 - 1 

0 O 

mostra que o sistema 6 triplamente indeterminado, 

x , y f z podem CJ:primir~se linearmente eni u, v e w 
se fõr diferente de zero o determinante : 

1 1 sen [3 

1 1 cos p 

sen (i cos p 1 

o que se verifica se fi^ir/i, isto é, se o triângulo não 
Jôr isósceles. 

SoluçOes dos n.*" 1953 h 1955 de J. Rémy T, Freire. 

1. S . C. E. F — l . a cadeira — 1.° Exame de freqüência 
ordinário. Prova teórica, 4-2-944. 

1956 — A operação de divisão ; seu estudo através 
dos vários campos numéricos; suas relações com o 
conceito de campo, £ É o conjuiito 

. . .1/2* , . - . ,1/2,0 ,1 , 2 , . . . , 2 " , . . . 

um campo? / E um domínio inteiro? Justifique as 
respostas. 

1957 — Conceito de monotonicidade ; sua impor-
tância na teoria dos números reais e na das funções. 

1958 — A função y — sen l/x é invertivel no inter-
valo ( — ír/4,)t4)? e no intervalo {ic/4, ir/2) ? Justi-
fique as respostas. 

1959 Seja no plano Oxy uma circunferência de 
centro na origem c raio 1 e o conjunto (& ) dos núme-
ros complexos is com r e s racionais o tais quo os 
seus afixos estão dentro dessa circunferência. Deter-
minar os pontos de acumulação do conjunto ( E ) . 

I. S C. E, F. — A L O E B R A SUPERIOR — I.» Prova extraor-
dinária, 15-2-944 — Exame prático. 

1960 — Provar, a partir da fórmula de Moivre ge-

neralizada, que 0 produto das n determinações de V st 

( a real ou eomplexo) é igual a —a ou a -f % conforme n é 
par ou impar. R : Seja a = p (cos tí-t-i sen e ) . Portanto: 

B , r „ - . ( e + 2kn « + 21ctt\ 
= K - ^ c o s — - — + 1 s e n — — — ) 

( k = 0 , l , . . . , n - l ) . 

0 produto P das n determinações é: P = f (cos ÍH-i sen p) 
ih—i 

com 2 ( » + 2kwJ/n = E+(t i — 1) IT . A tendendo a que 
k-i i 

cos [ « + (n —1) Jt) = ( - 1 ) " - ' cos 8 e sen [tí-f (n — l)?tj = 
*= ( — l).™-' sen 9 , tem-se : P = (--])""' - n, como se pre-
tendia. 

1961 — Determinar o complexo z ^ x + i y de modo 
l + i i -

tal que -= 1 + i . R • Efectuando as operações 
1 + i z 

indicadas tem-se: x —2y —i ( 1 + y ) = 0 ou x—2y = 0 e 
l + y - 0 , donde x = —2 e y = - 1 e, portanto, —2 —i. 

1962 — Resolver o sistema : 

3 x —2y + Az + u = 2 
— x-i-3z + 2i i=2 

5x—2y — 2z—3u 2 
— ix + 2 y— s + i t = 0 . 

1 Qual é o número máximo de valores nulos que pode 
aparecer numa solução? Justifique a resposta. 
li : A 2.° equação obtem-se somando ordenadamente a 
i.' com a 4.', e a 3." obtem-se multiplicando a 1." equa-
ção por — 1 , a 4." por — 2 e somando. O sistema pro-

3x —2y-i-4z + u = 2 
- 4 x + 2 y ~ z + u = 0 C"1 

•=-2^0 que resolvido dará : 

Não se trata dum sistema 

posto i pois equivalente a 

i 3 - 2 1 
3 « « | _ 4 a | 
i x = 2u + 3z —2 
i y = (13z + 7u-8 )/2 . 
homogéneo o que exclui a possibilidade de figurarem 

4 valores -nutos numa solução. Como o sistema é duplw-

mente indeterminado e atendendo a que r'i':n x nem y 
estão expressos em funções lineares e homogéneas de 

a. e z, só poderão aparecer dois valores nulos. 

Soluções dos n.™ 1960 a 196*2 de Orlando Morbey Rodrigues. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 

F. C. P . — C á d c u l o — E x a m e de frequência—1943-44 
— Ponto n.° 1. 

I 

1963 — Calcular 1 = ^ x c o t f x d x . 

R : y x (cos2x-f-l)/2- dx — x/4 sen 2x + l/8 • cos 2n + 

+ x'/4 + C . 

J* x 
1964 —Dada a equação 4 — — 2 - — + — = 0 

Sn 1 ou i a 

mudar as variáveis independentes sendo » = — eT) /2, 

- e,: 
L i 'z 

• e* . R : —;-|-e'-
i y ä í x ix* öxöy 

1965 — Determinar os máximos e mínimos de z defi-
nida peia equação 2zi + (y—lJ5 + 2 (aí — 1)*—2=0 E : 
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Temo* x = l , y = l , z = + l e r = + l / 2 , s = 0 , t = ~ l / 4 . 
Para ( 1 , 1 ,1) vem a* — rt < 0 e t < 0 — máximo e 
para ( 1 , 1 , - 1 ) «em s1 — rt < 0 e t > 0 — mínimo. 

I I 

1966 — Calcular . H : J - I o g 4 " ^ 5 

4j : s — 5 4 1 / 5 4 ( / 5 

1967 — Determinar o verdadeiro valor do 
Iog o; para x—O. R : y-=0 . 

1968 — Calcular 1 = 

»-o • 
a 

i' xdx 

J l/l-aï1 

l í : 1 = 1/2. are sen a*. 

Nota — O aluno deve resolver pelo menos 2 exercí-
cios, um dos quais do grupo I. 

F, C. P.—CXi,cui,o —1 . ° Exame de IrequBncia—1943-44 
— Ponto n,° 2. 

I 

C 4x3 + 2x,—x + \ 
1969 —Calcular 1= / — — — — — — dx. J x ( 2 x ' + l ) ( 2 x — 1 ) 

4xa-l-2xI —x + 1 —1 2x4-1 2 
R : « — + H 

x (2x' + l ) ( 2 s - l ) x 2x'J + 1 2x —1 

I ^ - l o g x - h - i log [2xa + 1 ) + - ^ a r c tgl/2x + 
2 \f2 

+ I o S ( 2 x - l ) + C ^ l o + 
x 

+ y ? are tg /2x + C . 

<Py dy 
1970 — Dada a equação a;1 hx —4 = 0 , 

dx1 dx 

mudar do variáveis, sendo y = 2s-t-3í e x=>e?, em 
que t é a nova variável dependente. 

dy / „dz \ d1 y . /„ d ! z dz \ 

dx \ dt / dx» \ dt1 dt } 

d*z 
Substituindo vem ; 2 = 0. 

d t 4 

1971 — Determinar os máximos e mínimos de y 
dado pela equação y3* - ( x —2)J ( x + l ) - =0 . 

, v3 + 3 ^ - ( x - 2 f ( x ^ l H 

' I - 2 ( x - 2 ) ( x + l ) - ( x - 2 ) s = 0, donde x = 2 , y = 0 ; 
x - 2 , y — - 3 ; e x = 0 , y — 1 . 

Derivando duas vezes a equação dada : 
- 2 (x + 1 ) - 4 (x - 2) + (6y + 6) (3y* + 6y) y " - 0 . 

Em (2 ,0 ) tem-se — 6 + 6y's = 0 y ' ^ + 1 ponto duplo 

( 2 , - 3 ) — 6 + 9 y " = 0 y " > 0 mínimo 

( 0 ,1 ) 6 - t -9y"=0 y " < 0 máximo 

I I 

1972 —Calcular / — R : I=7t l/3/6. J 1/7 -3x* 

1973 — Determinar o verdadeiro valor do 
y —• y 4JV" + 3x-j-1 — 2x para x — 00 . R : l imy = 3/4. 

R—M 
D 

1974 —Calcular 1= f cotg® x d.r . 

R ; 1 = 1 — a-nr/4 — cotg a . 

Nota — O ai uno deve resolver pelo menos 2 exercí-
cios, um dos quais do grupo I. 

Soluções dos n.°* 1955 a 1974 de J . Rios de Souza. 

I. S . C. E. F, — 2 . * cadeira — 1.° Exame de freqüência 
— Fevereiro, 1944. 

1975 — Mostrar que o produto infinito 

é absolutamente convergente, qualquer que seja * . 
|[t é uma contante que não é um numero inteiro 
negativo] . R ; O tèrmo geral da série a estudar é: 

r / 1 \ — "I 2k x —x1 m 

— L l 1 " ^ ) 6 J 2n (n + k ) ^ 

em que T representa os termos da ordem de — * 

(Desenvolveu-se em série en e efectuaram-se as opera-

ções). Por comparação, com a série de Derichfel, v„~= — „ 

conclui-se que (u„) converge absolutamente, qualquer qu 
seja x , O mesmo sucedendo ao produto infinito. 

1476 — Calcular o integral 

dx f V*( \/x(l-x") (2x"-Í)'" 

R : Fazendo x" = t virá : 

• (n inteiro). 

/

t —n 1 r* i 

« " - ^ - 1 I 
(1—t) (~t—1) « d - t ) t . 1" dz 

J 1 - r f " 
Fazendo agora : • •/?" ter-se-à l -=2 

2t - 1 
que é um integral duma função racional. 
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1977 — Estudar a convergência do integral impríprio integral impróprio de Cauchy nos ponto» u = 0 
mi (com a < 1) e u —1/2. Por ser : 

cos x dx ^ j 

( 1 - 2 s e n x) ( s e n . ) - ' ^ <»" W • = ~ « » k = 1 » J 
jd o 

.— — . (1 — 2u) u'~ 

iu o integral diverge. 

S o l u ç õ e s dos n.°* !975 a I07Í d e O. Morliev Rodrigues. 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
Nesta secção , além d e extractos de cr i t icas aparec ida s em rev i s ta s es trangeiras , s e r ã o publ icadas cr i t icas de l ivros 

e outras publ icações de matemática de que o s Autores ou Ed i tore s enviarem doi s exemplares à R e d a c ç ã o 

4 3 — K E N D A L L , M. G.~-The A d v a n c e d T h e o r y 
0 | S f a t i j t i c s — vol. I , pp. X I I + 457 — Charles Griflin 
and Co., London, 1913. 42 s. 

Será um verdadeiro prazer para qualquer estatístico 
matemático possuir um volume tão bem aeahadócomo 
este. Deve realmente felicitar-se o Sr. Ivendall pela 
energia e firme preseverança necessárias à realização 
da sua pesada tarefa e insuflar-lhe ainda a inflexível 
energia quo será necessária para escrever o segundo 
volume. A té à altura em que levou a cabo o seu tra-* 
balho, f i z certamente qualquer coisa para manter o 
crédito da Inglaterra no campo do ensino da matemá-
tica. 

No prefacio o autor explica que a intenção original 
era escrever o livro em cooperação coin outros quatro 
distintos estatísticos. Te liei te mo-nos entretanto pelo 
afortunado faeto de que a intervenção da guerra o 
obrigou a realizar o trabalho segundo o seu próprio 
plano e sem a ajuda e complicações resultantes de tal 
colaboração. 

Nas muitas ocasiões em que tenho sido consultado 
sobre a possibilidade o conveniência de publicar um 
trabalho em grande escala sobre estatística matemá-
tica tenho frizado a circunstância desalentadora de 
que os progressos das recentes décadas têm sido tão 
revolucionários, não somente em relação aos métodos, 
mas também em relação aos pontos de vista sob os 
quais são encarados os problemas estatísticos, que 
qualquer exposição, contendo material esperado e acei-
tado pelos orientadores de uma geração anterior, corre 
o risco de em breve ser considerada obsoleta e sem 
finalidade. O Sr. líendall rodeia esta dificuldade habi-
lidosamente sem todavia a resolver completamente. 
Assim à primeira vista presta pelo menos respeito for-
mal à velha convenção do expor os métodos estatísticos 
subordinando-os aos títulos: medidas de posição, medi-
das de dispersão o finalmente, coroando o arco, medidas 
de correlação. Os tiltimos quatro dos dezasseis capítu-
los dêste volume são destinados a vários coeficientes de 
correlação, não totalmente, é verdade, no velho estilo 

porque os assuntos são tratados como uma competência 
matemática, baseada numa larga familiariedade com 
a literatura, muito para além de tudo previamente 
tentado, mas, é-se tentado a dizer, também para além 
do interesse intrínseco ou utilidade prática dos méto-
dos discutidos. Porque razão desejaria hoje qualquer 
pessoa calcular uma cor;elação ordenada ou um coefi-
ciente de contingência? , 

O leitor moderno, por outro lado, gostaria de ver o 
Capítulo 10 sôbre as distribuições exactas em amostras 
casuais mais completamente desenvolvido e uma expo-
sição mais extensa e variada dos usos da distribuição 
de K1, do que a dada no Capítulo 12. Em ambos os 
capítulos, cujos assuntos são da maior importância 
para o leitor especializado em estatística, o estudo é 
dificultado por uma introdução algébrica de comple-
xidade completamente desnecessária. O tratamento 
negligente do k1 sugere quo o Sr. Kendall não ó 
imune à fraqueza dos autores sobrecarregados de tra-
balho, de desprezar as partes da matéria em que não 
estão particularmente interessados. 

A mesma atitude perfunetória emerge a páginas 59 
numa curta secção destinada ao cálculo dos momentos 
factoriais por adição sucessiva. O autor d iz : «O uso 
do método na prática reside no facto de que para 
certas máquinas de calcular a adição progressiva é 
mais fácil de efectuar do que os processos envolvidos 
no método do Exemplo 3 . 1 » . 

Entre estatísticos perfeitamente equipados com a 
maquinaria necessária, isto pode ser um tanto verda-
deiro, embora seja com certeza depreciativo para um 
método qne substitui uin grande ndmero de multipli-
cações por igual número de adições. O trabalho pou-
pado é evidentemente muito importante quando não 
se dispõe de máquina alguma, condição em que, mesmo 
o mais bem equipado de entre nós, é ocasionalmente 
obrigado a trabalhar. O método do abreviar ainda 
mais o processo somando a partir das extremidades 
para uma origem escolhida não é dado de modo que 
o leitor, a menos que possua informação independente, 
não está em posição de julgar da valia real do método. 


