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guio, é m e n o r q u e o p e r í m e t r o e m a i o r q u e o 
s e m i - p e r í m e t r o d o r e f e r i d o t r i ângu lo , R : Desi-
gnemos por a , b , e c as medidas dos lados opos-
tos a A , B t C , e façamos A M = i , BM=™y e 
CM — z . De propriedades conhecidas dcdus-st : 
a < z + y , b < x + z , c < y + x donde a + b-)-C = 
— 2p < 2 (x-j-y + z) ou p < x - l - y - l - z e ainda a+-

-!- b > x + y , b + c > y + z , c + a > z 4- x donde 
4 p > 2 ( x + y + z > ou 2 p > x - f - y + z , c. q . d 

Nota — E m c a d a u m d o s g r u p o s I e II s ã o d e 
r e s p o s t a ob r iga tó r i a o 1.° p r o b l e m a e u m a d a s 
d u a s q u e s t õ e s s e g u i n t e s . É t a m b é m d e r e s p o s t a 
o b r i g a t ó r i a u m a d a s q u e s t õ e s d o g r u p o III. 

Soluções dos n , " 15ÍJT a 1554 de Manuel Zaluar. 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
Exames de freqüíncie e finois 

ÁLGEBRA SUPERIOR - MATEMÁTICAS GERAIS 

F. C . L. — ALGEBRA SUPERIOR — Um ponto do exame 
f inal de 1941-42. 

d y 
1 5 3 5 — C a l c u l e ' - ^ : s e n d o 

Zxy'—I tg ^""iSZ 
a r e s e c x 1 •0. 

1 5 3 6 — D a d a a c i r c u n f e r ê n c i a d e e q u a ç ã o 
+ d e t e r m i n e u m a t a n g e n t e tal q u e a 

á r e a d o t r i â n g u l o f o r m a d o p e l a t a n g e n t e e a p a r t e 
pos i t iva d o s e ixos s e j a igual a 3 2 . 

1 5 3 7 — D a d a a f ó r m u l a c o s B= —cos A • c o s C+ 
+ s e n A - s e n C-cos b d e d u z a de la p o r m e i o d a s 
r e l a ç õ e s e n t r e os e l e m e n t o s d u m t r i â n g u l o e d o 
s e u po la r , u m a f ó r m u l a r e l a c i o n a n d o 3 l a d o s e u m 
â n g u l o e t o r n e l oga r í tm ica a e x p r e s s ã o ob t i da 
p a r a o cá lcu lo d o e l e m e n t o a . 

1 5 3 8 — R e d u z a a o s s e u s e i x o s e c l a s s i f i que a 
q u á d r i c a a * — 2 _ y ! — + 16-=0. 

I. S. C. E. F. — Exame final — 15 de Julho de 19*2. 

1 5 3 9 — E s t u d a r e r e p r e s e n t a r g e o m e t r i c a m e n t e 
a f u n ç ã o y-=e ' °* . U t i l i z a r - s e - á o d e s e n v o l v i m e n t o 
e m s é r i e da f u n ç ã o e x p o n e n c i a l p a r a o cá lcu lo 
d a s o r d e n a d a s d o s p o n t o s d e i n f l e x ã o c o m u m 
ê r r o i n f e r i o r a I O - 3 . 

1 5 4 0 — D a d a a v a r i á v e l c o m p l e x a s t ^ x + i y 
d e t e r m i n a r o l u g a r d o s p o n t o s (x , y ) d o p l ano 

I 

# + l | 
1541 — D a d a a f u n ç ã o a s s i m d e f i n i d a 

x — a 

p a r a o s q u a i s é •1. 

v í.r) — p a r a x+a 

y (<*) = 0 
e s t u d a r a e x i s t ê n c i a da s u a d e r i v a d a n o p o n t o a . 

donde 

1. S. C. E. F. — 1." CADEIRA — Exame final, 10 de Outu-
bro de 1942. 

1 5 4 2 — D a d a a e q u a ç ã o * s—2aA: 4+ (a*+I 2 )* 3 - ! -
0 -1- 5x* — lQax + 5 (ai + d e t e r m i n a r « e i d e 
m o d o q u e e la t e n h a a s r a i z e s +i e — i . N e s s a 
h i p ó t e s e r e s o l v ê - l a . R ; Substituindo x na equa-
ção dada por + 1 t — i vem 

6 ( « » + b ' ) - 2 a - 6 + i [ l - 1 0 a - ( a ? + b * ) ] = 0 
) õ ^ + b ^ - a a - õ + i t - l + l O a - K a i + b O H O 
1 5 ( a ' + b * ) - 2 a — 5 = 0 | a = 0 
1 {as + b I ) + 1 0 a — 1 - = 0 * J (a*-f b * ) + 1 0 a — J ,=0 ' 

Ía—0 
* Finalmente, tem-se *54 x3 + 5xi±f>-=Q , b í ^ l 

(*2 + l ) ( * ' + 5 ) - 0 * ( ^ - H X A T + V S ) ^ - ' ^ ) ? - ) -

J 5 4 3 — D a d o s os t r ê s p l a n o s ; a f — + 
' x + ÍLY — 3Í>-=0 

v e r i f i c a r q u e f o r m a m u m a s u p e r f í c i e p r i s m á t i c a , 
d e t e r m i n a r a d i r e c ç ã o d a s a r e s t a s e a á r e a da 
s e c ç ã o n e l a d e t e r m i n a d a p o r u m p l a n o p e r p e n d i -
c u l a r à s a r e s t a s , R ; O sistema constituído pelas 
íris equações i incompatível, visto que a caracte-
rística da matria dos coeficientes das incógnitas è 
2 e a da matriz dos coeficientes e dos termos conhe-
cidos i 3. Qualquer dos sistemas formado por 
duas ou trls equações dadas é compatível e indeter-
minado de grau 1 . Logo os três planos intersec-
tatn-se dois a dois, mas não os três, e formam 
uma superfície prismática. A direcção das ar estas 
ê a do vector (I + j - k ) A ( I - J + k ) = - » ( 1 + k ) ; 
Um plano perpendicular ãs arestas ê. por exemplo, 
o plano de equação y -hz = 0 . O s pontos de encon-
tro diste plano com as três arestas são 

A ( - 2 , - 1 / 2 , 1 /2 ) , B ( — 9 / 2 , 3 / 4 , - 3 / 4 ) , 
C ( - 3 , L , 1 / 8 , - 1 / 8 ) . 
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A área do triângulo [ABC] í 

S = l / 2 m o d [ ( B - A ) A ( C - A » - 2 5 / 1 6 . 

1544 — É d a d a a e q u a ç ã o 
2T 

( 0 < J T < < » ) . 

Diga se , p a r a v a l o r e s m u i t o g r a n d e s d e x , o v a l o r 
n u m é r i c o d e y (x) é g r a n d e ou p e q u e n o . P o r q u ê ? 

21 (log 2)1®-

R : Procuremos LIM — " .-„...-lim^—oo depois 

de IO1 aplicações da regra de V Mo pi tal. Logo y ( x ) 
i muito grande para valores muito grandes de x . 

Soluções dos n.°* 1542 a 1544 de A. Sá da Costa 

I. S. T. — MATEMÁTICAS GERAIS — exame final — 
20 de Outubro de 1942. 

1 5 4 5 — Ca lcu la r o v a l o r d e 
a„ «1 « í 

—1 X 0 - 0 
0 - 1 X 0 

0 0 0 - . - 1 
R : Trata-se dum determinante de ordem n + 1 . 
Multipliquemos a I." coluna por x", a s." coluna 
por X o - 1 , -•* a coluna de ordem n por x e some-
mos ordenadamente todos êstes produtos à coluna 
de ordem n + 1 . Desenvolvendo o determinante 
obtido segundo os elementos da sua última coluna, 
virá; A ^ (— 1)° - (a^ x" -f a , x"~' -j f- x + a „ ) x 

- 1 X 0 - 0 

0 - 1 X 0 

0 0 0 • - 1 

Como facilmente se reconhece, este determinante è 
(—1>", e portanto a = a 0 . t " + a , h a „ _ , x + a „ . 

1 5 4 6 — E s t u d a r e r e p r e s e n t a r g r a f i c a m e n t e a 

f u n ç ã o y • D e t e r m i n a r , e m p a r t i c u l a r , 

a s t a n g e n t e s n o p o n t o d e a b s c i s s a 3 e n u m p o n t o 
d e i n f l exão . R : A função dada é continua nos 
intervalos abertos ( — 0 0 , + 1) e ( + ! , + =>=). O ponto 
x = l é um ponto de descontinïdade infinita de i." 

espécie porque l im y = + oo e l im y = + o o . As 

assinto tas à curva são, como fácil mente se vi, 
X = 1 e Y — 0 . A origem i um ponto da curva. Por 
ser: y' *—(l + X > / ( X - L ) \ y " - 2 ( X + 2 ) / ( X - 1 ) « 
e y" '~—6(X4 -3) , ' (X—L) 5 conclui-se, fãcilmente, que 
a função ê crescente no intervalo aberto ( — 1 , + 1 ) 
t decrescente nos intervalos abertos (--»,—1) t 
( + L , + O O ) ; o ponto ( — 1 ,—1/4 ) i de mínimo, O 
ponto ( — 2 , —2.9) i de inflexão e a concavidade da 
curva está voltada no sentido das ordenadas nega-
tivas no intervalo aberto ( — 0 0 , — 2 ) e no sentido 
das ordenadas positivas no intervalo aberto 
( — 2 , - t -00) . A equação da tangente à curva : 

a) no ponto ( 3 , 3 / 4 ) ê Y - 3 / 4 1 / 2 - ( X - 3 ) . 
b)~e no ponto de inflexão ( - 2 , - 2 / 9 ) é y-1-2/9= 

= —1/27 • ( x + 2 ) por ser respectivamente y ' ( 3 ) = 
= —1/2 e y ' (—2)=» — 1 2 7 , A imagem geométrica 
de y seria agora de construção imediata. 

1 5 4 7 — ESTUDAR A CÓNICA 
4 x y — 3_Y' + i x — lAy — 7 = 0 (EIXOS RECTANGULARES) 
DETERMINAR, E M ESPECIAL, A SUA EQUAÇÃO REFERIDA 
AOS EIXOS DE SIMETRIA. R : Trata-se duma cónica 
género hipérbole, não degenerescente porque se tem 
B Í — A C = 4 > 0 e IJ = 1 2 ^ 0 ILJ invariante cúbico). 
O seu centro é o ponto ( 2 , - 1 ) e as direcções as sin-
táticas são M —0 e M = 4 / 3 ; portanto, as suas 
as sinto tas são as rectas de equações: Y—— 1 e 
Y + 1*^4/3 X—2). É fácil ver que a cónica dada tem 
por direcções principais 2 e —2 e q u e os seus eixos 
têm, pois, por equações: Y + L = 2(X—2) e Y + L = 
= —2(X—2) . Os seus vértices são os pontos de 
coordenadas ( 0 , - 7 + | / 4 2 ) , ( 0 , - 7 - ^ 4 2 ) e ( 7 / 4 , O ) 
A sua equação, referida aos eixos de simetria, que 
é da forma ax* — Pyi+Y=0, obtém-se, fãcilmente, 

J = _ 3 = « + P 
pois terá que ser : \ I 2 — 4 — AFI , donde, 

( I » - 12 = a?r 
A - 1 Í « = - 4 

4 ou ) P— 1 (o que equivale a trocar 
' 7 = - 3 

OS eixos entre si) e portanto; X'—4Y' — 3 — 0 ou 
4 X Í _ Y I + 3 - 0 . 

Soluções dos n. 1M5 a 1547 de O, Morbey Rodrigues. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L 
F. C, P. — CÁLCULO INFINITESIMAL — Exame Final, 

Junbo de 1943. 

1 5 4 8 — S e n d o 2xy^ = 2x-+y- a e q u a ç ã o d e u m a 
l i n h a p l a n a , d e t e r m i n a r a a b s c i s s a d u m p o n t o A d e 
o r d e n a d a m i n i m a , e a a b s c i s s a d u m p o n t o B d e 

i n f l exão . C a l c u l a r a á r e a l i m i t a d a pe la c u r v a , o 
e ixo d o s xx e a s p a r a l e l a s a o e ixo d o s yy t i r a d a s 
p e l o s p o n t o s A e B . R : Resolvendo em ordem 

a y , vem y =» + W ãíZTJ ' ^ condição y ' dá-nos 

x = l , que será a abscissa da ponto A (pertencente 
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ao ramo positivo) de ordenada minima í y í > 0 ) . 
A condição y"—O dá-nos x«=2 , que será a abscissa 
dum ponto B de inflexão Tem-se, então, 

i s i 

S=j y ^ ^ d x — ^ J x(2x~l) " d x ; ou,pondo 
r i 

Vã 
2 x - l - t » , S = V 2 / 2 • j ( t i - f - l ) d t = i / 6 - 2 f ô / 3 , 

que è a área pedida. 
1 5 4 9 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o y1 ' + y 2 s e c J x , 

d e t e r m i n a r a l inha i n t e g r a l q u e p a s s a p e l o p o n t o 
( 0 , 1 ) o n d e y ' — 0 , e ca lcu la r o ra io d e c u r v a t u r a 
n e s s e p o n t o . R : Trata-se de uma equação Untar 
de 3." ordem, de coeficientes constantes. Usando o 
simbolo D , a equação sem a." membro escreve-se : 
(Dí+ l )y -=0 , e o seu integral geral será y—A cos x4-
+ B s e n x ; o método da variação das constantes 
dá-nos A»= — s e c 3 x - t - C , , B-=2 tg s - f o integral 
geral da equação dada é, pois, y = (Ci —2) c o s x + 
-J- C j s e n x- í -sec x . As condições iniciais dão-nos 
Ci = 2 , = 0 ; a equação da linka integral pedida 
tF, então, y - = s e e x , e tem-se R ( 0 ,, = 1 . 

1 5 5 0 — M o s t r a r q u e a s u p e r f í c i e 3ar — 3xy +• 
[-2 x1—y)3,i—2x3 é p i a n i f i c á v e ! . E s c r e v e r a 

e q u a ç ã o do p i a n o t a n g e n t e c o m u m ün ico p a r â -
m e t r o , e d e t e r m i n a r a a r e s t a d e r e v e r s ã o . 
R : Tem-se s 1 —rt = 0 . Entãor p = ç ( q ) , e a equa-
ção do plano tangente no ponto ( i , y , z ) escreve-se 
Z —<p(q)X + qY4-V q ) , sendo >J'(q) = z —ç(q)x —qy . 
Para y = 0 , tem-se p — q = 0 , logo y (0) = 0 ; para 

, tem-se p = — x J ,q = x , logo y(x) — — x ! ; isto 
leva-nos a verificar que <? ( q ) = — q 1 , Tem-se então, 

<q) — z + q*x — q y . Para x — y = 0 , tem-se z —q — O; 
para = y , tem-se z — x ' / 3 , q — x ; logo ¥ ( 0 ) — 0 , 
V ( x ) — x 3 / 3 , o que nos leva a verificar que >i (q)— 
= q ! / 3 . A equação do plano tangente ê, então, 
Z —— q ! X + q Y + q 3 / 3 , E a aresta de reversão tem 
para equações Z - X 3 / 3 e Y = X J . 

F. C. P, —CÁLCULO INFINITESIMAL — exame final, 
Junho de 1943. 

1 5 5 1 — S e n d o c o s ' 0 / 2 a e q u a ç ã o d e u m a 
t inha p l a n a , d e t e r m i n a r o p e r í m e t r o da c u r v a e 
o s p o n t o s d e o r d e n a d a s m á x i m a s ou m í n i m a s . 
R : Tem-se d s ~ c o s 8 / 2 • dG; portanto, o perímetro 

i s = 2 ^ * c o s 0/2 - d o = 1. Como y = f s e n 0, a condição 
p 

de máximo ou minimo dá , — ir 5* /3 ; 
no ponto 6] , y tem um máximo, no ponto f j não 
tem máximo nem minimo, no ponto h tem am 
minimo. 

1 5 5 2 — I n t e g r a r a e q u a ç ã o ( 1 — x ) y " + x y ' — 
s a b e n d o - s e q u e a d m i t e a s o l u ç ã o D e t e r m i -
n a r a l inha i n t e g r a l q u e p a s s a p e l o p o n t o ( 0 , 1 ) 
o n d e a t a n g e n t e é p a r a l e l a a o e ixo d o s xx, e ca l -
cu l a r a s c o o r d e n a d a s do c e n t r o d e c u r v a t u r a n é s s e 
p o n t o . R : Trata-se de uma equação linear de 3," 
ordent. Poremos y>=Cx e, variando a constante, 
obtem-sc .(1 — x) x C " + [ 2 ( l — x ) + x1] O — 0 , que i 
uma equação incompleta. Pondo C = z e separando 

. , d z , / 2 1 * \ . « vartávets, obtém-se M r - d x = 0 , cujo 
z \ x 1 — x / 

integral geral è z •*> Ci e 1 (1 — x\!x*. Finalmente, 
obtem-se y = C j x —Cie*, que i o integral gera! pro-
curado, As condições iniciais, dão-nos C| = Cj— — 1. 
A linha integral pedida ê, pois, y e5 — x ; e o seu 
centro de curvatura no ponto ( 0 , 1 ) è o ponto ( 0 , 2 ) , 

1 5 5 3 — S e j a m x ^ u + v , _y—w-|-2v, 
a s e q u a ç õ e s d u m a s u p e r f i c i e ( S ) , D e t e r m i n a r 
ç ( i i ) d e m o d o q u e ( S ) s e j a p l a n i f i c á v e l e d e t e r -
m i n a r a s c o n s t a n t e s d e m o d o q u e ( S ) p a s s e pe lo 
p o n t o ( 0 , 0 , 1 ) e s e j a t a n g e n t e n e s s e p o n t o a o 
p l a n o J f — + s = R : Obtém-se y ( v ) = e i . ' + S e, 
em seguida, o (v) -=e 3 *. 

SolucOes dos n.°* 15tó a 15.13 de A. Pereira Gomes. 

P R O B L E M A S 
As resoluções de problemas propostos devem ser-nos remetidas até ao dia i j do mia 

anterior ao do aparecimento de cada número da Gaze ta . 
Para facilitar a organização da secção, pedimos que cada resolução seja transcrita 
numa folha de papel, utiUsada só de um lado (onde outros assuntos não sejam tra-

tados), com a indicação do nome t da morada do autor. 
Das resoluções recebidas de cada problema proposto publica-se a melhor ou uma das 
melhores e mencionam-se os autores de tõdas as resoluções correctas e só destas. 

P R O B L E M A S P R O P O S T O S 
1 5 5 4 — R e s o l v e r a e q u a ç ã o b i q u a d r a d a : 1 5 5 5 — C i r c u n s c r e v e r u m t e t r a e d r o a u m t e t r a e -

~x ±2x ( l + • \J j : (2ar—l)j—153600. d r o d a d o , c u j a s faseB p a s s a m p o r 4 r e c t a s d a d a s . 
Problema proposto p o r j . S, Faria de Abreu (de Penafiel). Problema proposto por José Morgado (do Pôrto). 


